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ڲؠ׿ڲ١
اܳޚٴ٭أ۰. ඔ൹َڢިا ଫଃوّڰފ ଫଃاܳٺ؞ ܳڰ۳ܾ اᄴᄟؤوب ا૭૙৕৑؇ن ௧ਤݿ ڢݱ۰ ۏ۱ިݠه، ሒᇭ ،ި۱ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ༂຃ر؇ّ إن
ا๤དྷྟܳي اܳأگܭ ؇۱୍ଲਐಸا ܳ؞۰ Ⴇ၍؜ޙܾ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ًؕଫଐّ واܳڰଲ୍ي، ሒᇃ؇૭૙৕৑ا ௡ਤފৎ৊ا ۱ڍا ڢܹص ሒᇭو

.݆݁ෑෂا ଫଊ༟ اܳޚٴ٭أ٭۰ واܳޙިا۱ݠ ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ܳިݬژ
واܳٺႤၽ݁ܭ اܳٺڰ؇ݪܭ ۋފ؇ب اଫଐ༠اع ًؕ݁ ߙ߳ا݁ٷ؇ ،๤དྷ؜ اܳފ؇ًؕ اܳگݠن රඝأوا ሒᇭ اܳگݱ۰ ۱ڍه ڣݱިل ࢻࣖأت
ጥ጑ّ ሒᇭ .(Gottfried Leibniz) ଩ଐྟٷ཯৖৑ وؗިّڰݠࢴࣖ (Isaac Newton) દગިਃ಻ إො஖؇ق ݆݁ ႟၍ ࢴࣖ আॻ༟
و༟๤ང؇ن ا৙৑ۏފ؇م. و݁ފ؇رات اܳـܝިا܋ص ᄎცරඞ دراݿ۰ ොຳٺ۰: ݁٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳ؞؇ل۰ ೑಻Ⴄ၍ اࠍ੆گٴ۰،
،؇۱ଫଃّ؞ ݁أڎ৖৑ت ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ًܭ ا৙৑ۏފ؇م، ݁ިاڢؕ ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ༟؇دة ّݱُ؇غ ৖৑ اܳޚٴ٭أ۰ ඔ൹َڢިا أن اܳأగఒ؇ء أدرك ؇݁

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰. اৎ৊أ؇د৖৑ت ሌᇿأو ዻዧࣕࢻ ᄴᄟިُܳٺ
ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ᆇᅦ؇ܳگ۰ ۏ۳ިد ًڰݯܭ ً ఈః۱؇ف ً ّޚިرا اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه ዝཇڎت ،๤དྷ؜ اܳټ؇݆݁ اܳگݠن ఈః༠ل
༇ຍاਵؗ৖৑ ྵะިܳ وۏިزلژ ،(Leonhard Euler) لܹݠ أو وܳ٭ިَ؇رد ،(Bernoulli) ሒᇿިَߓߵ ا৕৑ۊިة أ݁ټ؇ل
ڣݠدل۰ ො੼؇و৖৑ت ෠੼ݠد ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت دراݿ۰ ොູިܳب ًڰݯ۳ܹܾ، .(Joseph-Louis Lagrange)

اࠍ੅؇ݬ۰. اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ أدواّ۬ ጥ጑ٺஓ୷ ࢻࣕاّ۬، ቕሶ؇ڢ ๴ཚ؇ل ر ڣݠع ሌᇿإ ݁أ٭ٷ۰، ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ݁ފ؇فܭ ࠍ੆ܭ
اৎ৊أ؇د৖৑ت ৎ৊أޙܾ ودڢ٭گ۰" ۰ොຬ๤ཛྷ "༡ߺࠊل إ෠ຬ؇د أن ل؇ݪ٭ިن ීෂا أدرك ،๤དྷ؜ اܳٺ؇ݿؕ اܳگݠن ༡ߺࠊل و݁ؕ
:ܾ۱৙৑ا اܳٷި؜٭۰ ᄭᄥاܳٷگ ೑ುڎ༡ ۱ٷ؇ اܳޚٴ٭أ۰. ሒᇭ ෠ຶڎ۱؇ มฆܳا اৎ৊ފ؇فܭ ܳٺأگ٭ڎ ً َޙݠا ݁ފٺۜ٭ܭ ނٴ۬ ਵਦأ ި۱
๴ཇި܋ ྵะިܳ أوؗފٺ؇ن ๮ངأر ڣگڎ واܳٷި؜٭۰. ل۰ اܳٷޙݠ اᄴᄟراݿ۰ ሌᇿإ ๤ཇ؇ٴৎ৊ا اࠍ੆ފ؇ب ݆݁ اਐ಻৖৑گ؇ل
݆݁ ل؇ݪ٭۰ ීෂا ا๤ཡܳا۰݁ أݿݴ (Rudolf Lipschitz) ଩ଐܳ٭ྟލ٭ ورودوܳژ (Augustin-Louis Cauchy)
اܳٷި؜٭۰ ل۰ ይዧٷޙݠ (Henri Poincaré) ل۬ ًިاႤၽَر ଫ଍۱ي أݿݴ ྘ྲྀٷ݄؇ ،۰ਃ಻ڎا༡ިܳوا اܳިۏިد ل؇ت َޙݠ ఈః༠ل
ዛᔻڎت أරඝى، ۏ۰۳ و݆݁ .؇ዛውݬ٭؞ ৎ৊أݠڣ۰ ۰༥؇੆اࠍ دون ࠯࠵࠺ߺࠊل ሒᇀواܳٺگ؇ر ๴ངୖٷڎ୒ا اܳފߺࠊك ࢻࣖراݿ۰ ዛኤࡤࡲ มฆܳا
มฆܳا اܳޙިا۱ݠ ᄴᄟراݿ۰ لݑ اܳޚݠ (Pierre-Simon Laplace) وఈఃً৖৑س (Bertrand Fourier) ۬ਃಱڣިر أᆇᅦ؇ل

.۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ଫଊ༟ ݁ٺ؞ଫଃات ༟ڎة আॻ༟ ّأٺ݄ڎ
لأڎ ቕረ ڣ؇୒ୖڎف اܳٺ؇رෛຬ޶. اܳٺޚިر ۱ڍا Ⴄ၍؇௱௯௫ة ݁ڎ؜ިون أَࡤࡲ ،௧ਤ݁؇੊اࠍ ቕመ݁ފ؇ر ݆݁ اৎ৊ފٺިى ۱ڍا ሒᇭ
اࠍ੆ߺࠊل. ۱ڍه ܳٴྡྷ٭۰ اৎ৊أ݄ݑ واܳٺ༲ܹ٭ܭ اܳٺ۠ݠࢴࣖ ሌᇿإ ਐಱأڎاه ًܭ اࠍ੆؇ل، Ⴄ၍ن პაႰ اࠍ੆ߺࠊل إ෠ຬ؇د আॻ༟ ً ݁گٺ๤ཡا
:۰༥݁ٺڎر ො੼ޚ؇ت أرًؕ ଫଊ༟ ل۰ ୍ଲاܳڰ ᄭᄥ༡ීෂا ۱ڍه ሒᇭ ુળاڣگଫଐܳ اܳٴ٭ڎاؗިۏ٭۰ ۰༟ިޚٴৎ৊ا ۱ڍه ᆙᆗُ݄ب ܳگڎ



اܳݱ؇رم، اܳٷޙݠي ا৕৑ޗ؇ر ًިݪؕ ݁ފ؇رَ؇ ዛው૭૙ܭ اڤո֔د١ֵ. اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت اॊूول: اڤץոب •
ሒᇭ وਐ಻أ݄ݑ ۰ਃ಻ڎا༡ިܳوا اܳިۏިد ๤ཇوط ܳٷڎرس ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰، ଩ଐܳ٭ྟލ٭-๴ཇި܋ ۱ଫଊ݁ٷ۰ আॻ༟ દઊ݁أٺ݄ڎ
ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا৙৑دوات وا༡ڎ. ݁ފٺگܭ ଫଃٺ؞ৎ৊ ّ؇ًأ۰ ᄭᄟި۳௵௯௫ا ᄭᄟاᄴᄟا ؇ዛዀڣ ّܝިن มฆܳا ሒᇿاᄴᄟا اܳٺ༲ܹ٭ܭ

اܳٺఈః݁Ⴄၽت. وۋފ؇ب ا৖৑ނٺگ؇ق وڢ؇ًܹ٭۰ ل۰ اಣಕᕬ৖৑ݠار ሒሃ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ᄭᄥ݄ފٺأৎ৊ا
ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د دراݿ۰ ሌᇿإ ۱ٷ؇ ཹྡྷٺگܭ .ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ :ᆃᄴոاڤ׭ اڤץոب •
ሌᇿإ ොຶٺ؇ج ،ዻዧᄳᄟ .ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د n ႟ၽނ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ لݑ ޗݠ ؜݆ ،n ۰ਊಾر ݆݁

ا৙৑ݿ٭۰. واৎ৊ݱڰިڣ۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ݁ټܭ اࠍ੅ޚ޶ ଫଊ᛻੊اࠍ أدوات ّިޖ٭ژ
๤๑ืوط اৎ৊ݠڣگ۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ࢻࣖراݿ۰ اৎ৊ފ؇فܭ ۱ڍه ปฃُّأ اݾষ׿١ֵ. اिऻۻոֲڞ اڤ׭ոڤ֛: اڤץոب •
َگޚ۰ ؜ٷڎ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ݆݁ ً ৖৑ࣖࢻ اᄴᄟراݿ۰، ෠੼؇ل (أޗݠاف) ༡ڎود ؜ٷڎ اࠍ੆ܭ আॻ༟ ّڰُݠض
ሒᇭ اࠍ੆؇ل ި۱ პაႰ) ا୒ୖٷڎݿ٭۰ ۰༥واࡺ࢕ࢦڍ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ๴ང؇أݿ ႟ၽ૰૖ اৎ৊ފ؇فܭ ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا لଫଊز وا༡ڎة.
ّگٷ٭؇ت أ݁؇م ً واݿأ؇ اܳٴ؇ب اܳڰݱܭ ۱ڍا لڰٺں اࠍ੊ފިر). اݿٺگݠار أو ا଩ଐ۳ৎ৊ة ا৙৑وّ؇ر ّިازن دراݿ۰

.(Spectral Theory) اܳޚ٭ڰ٭۰ ل۰ ይዧٷޙݠ لݑ اܳޚݠ ۳ஓُڎ ୷و ༥ڎࢴࣖة، ොູܹ٭ܹ٭۰
اܳިا༡ڎ ଫଃٺ؞ৎ৊ا ༡ڎود ౯౜ర؇وز اଫଃ༠৙৑ة، ا௱௯௫ޚ۰ ሒᇭ اݾশ܋מ١. ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت :ֆּൄاളا اڤץոب •
(݁أ؇د৖৑ت اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ීෂا اࡺ࢕ࢦ؇ذج আॻ༟ ݿྡྷٺأݠف ݁ٺ؞ଫଃات. ًأڎة ੯੩أਐಾ دوال ܳٷڎرس

.۰਒ಱڎ੆اࠍ ل؇ݪ٭۰ ීෂا ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ل۰ اෑෂاو ࿭੗ݠ ނၯၽب มฆܳا وఈఃً৖৑س) ،۰༥ިৎ৊ا اࠍ੆ݠارة،
ۏ۰۳، ݆݁ واܳٺ༲ܹ٭ܭ ଫଊ᛻੊اࠍ ሒᇭ اܳگٴܹ٭۰ اည৊ܝྥފٴ؇ت ඔ൹ً ً ݁ފٺ݄ݠا ً رًޚ؇ ਐಱޚܹص اৎ৊گݠر ۱ڍا اݿྥ٭أ؇ب إن
اܳأగఒ޶ ુળڣݯިܳـ ૰ُ૏ٴؕ ؇݁ ۰༟ިޚٴৎ৊ا ۱ڍه ݬڰ༲؇ت ሒᇭ ෠ູڎوا أن َ؊݁ܭ أරඝى. ۏ۰۳ ݆݁ ሒᆶ؇ل ଩ଃاܳڰ واࠍ੆ڎس

اႤ၍৙৑دஓ୷޶. ቕመ݁ފ؇ر ؇ዛኞ დაჂّިن ݁ٺ྘ٷ۰ ܳگ؇༟ڎة لޝُݿݴ و



1 اڤץոب
ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤո֔د١ֵ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت

اݾশ܋מ١ જੴ຋و اݾশ܋מ١
اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ؼܙل ჸთܙڲמոت 1 .1

༟؇دل۰. ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د لژ ਐಸأݠ ਊ಻ڎأ

: ոຐد١ֵ) ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ) 1 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ Ⴄ၍ن إذا

y “ ypxq

ް݄૭૜ اܳأ؇دل۰ و݁ލٺگ؇ّ۬ ypxq و x ඔ൹ً ߙߵًޔ มฆܳا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن ،x ڣگޔ وا༡ڎ ݁ފٺگܭ ଫଃٺ؞ৎ৊ ً ّ؇ًأ؇
ոຐد١ֵ. ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ

ި۱ n ۰ਊಾීෂا ݆݁ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ اܳأ؇م ႟ၽواܳލ
(1) F px, ypxq, y1pxq, y2pxq, . . . , ypnqpxqq “ 0, x P J

.R ݆݁ ෠੼؇ل J و Ω Ď Rn`2 আॻ༟ ݁أݠف ًؕ؇ّ F ۋ٭ت

.۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇دة لژ ّأݠ ሌᇿإ ا৚৑ن ཹྡྷٺگܭ

8



اݾশ܋מ١ જੴ຋و اݾশ܋מ١ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤո֔د١ֵ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .1 9اڤץոب

: (١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا) 2 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ Ⴄ၍ن إذا

u “ upx1, x2, . . . , xmq pm ě 2q

۰ਃಮݞ੊اࠍ و݁ލٺگ؇ّ۬ u ඔ൹ًو اৎ৊ٺ؞ଫଃات ۱ڍه ඔ൹ً ߙߵًޔ มฆܳا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن ،ᄭᄥ݁ފٺگ ݁ٺ؞ଫଃات ܳأڎة ً ّ؇ًأ؇
.١ॴటപഓ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ް݄૭૜

:ި۱ ؇ୖ୒ اܳأ؇م ႟ၽواܳލ

(2) F

ˆ

x1, . . . , xm, u,
Bu

Bx1
, . . . ,

Bu

Bxm

,
B2u

Bx2
1
, . . .

˙

“ 0,

.۰ਃಮݞ੊اࠍ ݁ލٺگ؇ّ۬ وًأݥ u اܳٺ؇ًؕ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لޙ۳ݠ ۋ٭ت

႞႖أڲ׭
:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا .1

y1 “ y

༟؇دل۰. ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ
:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا .2

Btu “ Bxxu

اࠍ੆ݠارة. ᄭᄟ݁أ؇د ް݄૭૜و ۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ
༟؇دل۰. ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اࠍ੅ݱ؇فݧ أ۱ܾ ாணࣕ ࢾ ،ঌॻل ڣ٭݄؇

ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ۰༡ا๤ཛྷ ّޙ۳ݠ ݁ލٺݑ ۰ਊಾر ଫଊأ܋ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ۰ਊಾر ૭૙݄޶ ׂءոۛڪמ١. ႞႐دո֔ڲ ١ॻయر ‚

أ݁ܝ݆. إن ོྟފ٭ޚ۳؇ ًأڎ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰
႞႖أڲ׭

.۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ y2 ` y1 ´ y “ 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن .1
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ .2

py1q2 y2 ` y y2 “ 0

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ و݁ٷ۬ ݁ލଫଐك، ܋أ؇݁ܭ لޙ۳ݠ y2 ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ލٺݑ أن ఈఃَۋޓ
y2
`

py1q2 ` y
˘

“ 0



اݾশ܋מ١ જੴ຋و اݾশ܋מ١ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤո֔د١ֵ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .1 10اڤץոب
۱ڍه ڣ؆ن و݁ٷ۬ ،y2 ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ލٺݑ ۰ਊಾر ሒሃ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ّޙ۳ݠ ݁ލٺݑ ۰ਊಾر আॻ༟أ أن ඔ൹ྥٴ཯ اܳٺྟފ٭ޔ، ًأڎ

.۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
.؇ዛውྟོر ݆݁ ଫଃل؞ ৖৑ ݁ލଫଐك ܋أ؇݁ܭ y2 රඝ؆࿓اج اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ إ༟؇دة إن ڲ୹୴ؼ܊١.

إذا ػ܋מ١، ؇ዛኡإ n ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ؜݆ َگިل اݾশ܋מ١. જੴ຋و اݾশ܋מ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ‚

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ أ݁ܝ݆
a0pxqy ` a1pxqy1 ` . . . ` an´1pxqypn´1q ` anpxqypnq “ bpxq

.J আॻ༟ anpxq ‰ 0 ؕ݁ ،R ݆݁ J ෠੼؇ل আॻ༟ ݁أݠڣ۰ x ܳـ ّިاًؕ a0, . . . , an, b ۋ٭ت
.y ا௯௫௵۳ިل ً؇ܳٺ؇ًؕ ੯੩أਐಾ ৖৑ paiq0ďiďn اৎ৊أ؇ఈః݁ت اࠍ੅ޚ٭۰، اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ أَ۬ ৖৑ۋޓ

ا௯௫௵۳ިل ً؇ܳٺ؇ًؕ ੯੩أਐಾ ؇ዛኤఈః݁؇݁أ ႟၍ أو ًأݥ ೑಻Ⴄ၍ إذا ۊޚ٭۰، ଫଃ༚ ؇ዛኡإ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ؜݆ وَگިل
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ৖৑؇੆ت إ༡ڎى ሒᇭ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝިن ༠؇ݬ۰، ًݱڰ۰ ݁ލٺگ؇ّ۬. أو y

.1 ؜݆ ෛຬٺܹژ أس ሌᇿإ ً ؇༟ިڣਵਦ ݁ލٺگ؇ّ۬ أ༡ڎ أو y ޖ۳ިر ‚

.(y1 ¨ y2 أو y ¨ y1 (݁ټܭ و݁ލٺگ؇ّ۬ y ਐಱݯ݄݆ ༥ڎاء ޖ۳ިر ‚

.(ey1 أو sinpyq (݁ټܭ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ᄭᄟدا دا༠ܭ ݁ލٺگ؇ّ۬ أ༡ڎ أو y ޖ۳ިر ‚

و݁ލٺگ؇ّ۬. y ا௯௫௵۳ިل ይዧٺ؇ًؕ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ّܝިن اࠍ੅ޚ٭۰ ڲ୹୴ؼ܊١.
:႞႖أڲ׭

.2 ًگިة لޙ۳ݠ y ৙৑ن ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ y1 “ y2 اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا .1
.y ܳـ ًؕ؇ّ و۱ި ۊޚ޶ ଫଃ༚ sin اܳٺ؇ًؕ ৙৑ن ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ y1 “ sinpyq اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا .2

ل۰: ݬڰݠ ᄭᄟ݁أ؇د ႟ၽނ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ً؇ܳڰأܭ، ۊޚ٭۰. y1 “ exy اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا .3
y1 ´ exy “ 0,

.y ا௯௫௵۳ިل ً؇ܳٺ؇ًؕ ੯੩أਐಾ ৖৑ a0pxq “ ´ex و a1pxq “ 1 ؇ዛኤఈః݁؇݁أ أن وఈఃَۋޓ
.١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋و ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ‚

اࠍ੅ޚ٭۰، اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ڣگޔ ෛຬݱ؇ن ྵฺ؇༶اܳٺ و༟ڎم ྵฺ؇༶اܳٺ ሒᇧި۳݁ڰ أن ᄕცَޝ اܳٴڎال۰، ሒᇭ
اࠍ੅ޚ٭۰. ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت আॻ༟ ਍ಱޚٴگ؇ن ৖৑و

:႟ၽاܳލ আॻ༟ n ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ႟၍ ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ༡ڎود۱؇، ߙߵ྘ོص ًأڎ
a0pxqy ` a1pxqy1 ` . . . ` anpxqypnq “ bpxq, x P J.



اݾশ܋מ١ જੴ຋و اݾশ܋מ١ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤո֔د١ֵ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .1 11اڤץոب
أي: ݁أڎو݁؇ً، ᄭᄟأ؇دగጻዧ ݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف Ⴄ၍ن إذا ١ਫ਼੊ոວڲ׫ ؇ዛኡإ ؇ዛዊ؜ َگިل

bpxq “ 0, @x P J pb ” 0q.

જੴ຋ ؇ዛኡإ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؜݆ ڣٷگިل ،J আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ ݁أڎوم ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف Ⴄ၍ن إذا أ݁؇
.١ਫ਼੊ոວڲ׫
:႞႖أڲ׭

.۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ y1 “ 3y ` x ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن .1
.ྵฺ؇༶اܳٺ ݁ڰ۳ިم ؇ዛዀܹ༟ ਍ಱޚٴݑ ৖৑ و݁ٷ۬ ۊޚ٭۰، ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ y1 “ y2 اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن .2

اࠍ੅ޚ٭۰ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ሒᇭ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ފ؇فܭ ఈఃٔث ࢻࣖراݿ۰ ݿዛዊࡤࡲ اܳأ݄ܭ، ۱ڍا ሒᇭ
اڤո֔م. اݾষڞ അ೪وׂ֔מ ١ॴబ׿اຒواڤܙ اڤܙـܙد :ሒሃو اࠍ੅ޚ٭۰، ଫଃ༚و

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ً ৖৑أو ༟ܹ٭ٷ؇ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ᄴᄟراݿ۰
y1 “ fpx, yq

݁ފٺ݄ݠ. ۋگ٭ࠔࠫ ًؕ؇ّ f : U “ J ˆ L Ă R2 Ñ R ۋ٭ت

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا R আॻ༟ ଫଊَأٺ
y1 ` y “ x2

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛ዇ڣٷܝٺ y1 اࠍ੆ڎ َأݞل ،؇ዛውراݿᄴᄟ
y1 “ fpx, yq “ x2 ´ y

ًـ: R2 আॻ༟ f اܳٺ؇ًؕ وَأݠف
fpx, yq “ x2 ´ y

.ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل ۋިل أݿ؇ݿ٭۰ ݁ڰ؇۱ࡗࡲ ،ঌॻل ڣ٭݄؇ َگڎم



اݾশ܋מ١ જੴ຋و اݾশ܋מ١ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤո֔د١ֵ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .1 12اڤץոب

اڤո֔د١ֵ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ຒݫݻل ؼܙل أ۰ո۰מ١ ڲء٢ո߈ߣ 2 .1
:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(3) y1 “ fpx, yq,

݁ފٺ݄ݠ. ۋگ٭ࠔࠫ ًؕ؇ّ f : U “ J ˆ L Ă R2 Ñ R ۋ٭ت

: اڤ׫ءոۛڪמ١) ႞႐دո֔िऻا (ຒڞ 3 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ا๤དྷܳوط ොູگگب إذا ،(3) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ إَ۬ I Ă R ෠੼؇ل আॻ༟ ݁أݠف y ًؕ؇ّ ؜݆ َگިل

اܳٺ؇ܳ٭۰:
.(I আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ و݁ލٺگ۬ ఈዳዧނٺگ؇ق ڢ؇ًܭ y أن (أي I আॻ༟ C1 اܳݱٷژ ݆݁ y : I Ñ R ‚

.(f ّأݠلژ ۰༟ިᆇ୞୘) U ሌᇿإ ོྡྷٺ݄޶ px, ypxqq ۰ਃಮ؇اܳټٷ ،x P I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ‚

.y1pxq “ fpx, ypxqq :؇਍ಱᄴᄟ ،x P I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ‚

.py, Iq ً؇ෑෂوج y : I Ñ R اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ܭ ਲ਼ਦߖߵ .ચੴ݊ݦڲ
ّڰ؇ݪܹ٭۰. ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ஓ஄ڎࢴࣖ ݁ڰ۳ިم ،ঌॻل ڣ٭݄؇ َگڎم

: اݾষڞ) (଄૵׿ࠥࡇ 4 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
،py1, I1q ܳـ ஓ஄ڎࢴࣖ py2, I2q إن َگިل .(3) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ඔ൹ܹ༡ py2, I2q و py1, I1q ܳ٭ܝ݆

إذا:
.I1 Ă I2 ‚

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ،I2 “sa, br و I1 “sc, dr Ⴄ၍ن إذا أَ۬، أي
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.y1pxq “ y2pxq ؇਍ಱᄴᄟ ،x P I1 ႟၍ أ༥ܭ و݆݁ ‚

ا৙৑؜ޙ݄޶. اࠍ੆ܭ ݁ڰ۳ިم ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ

: اॊू֍܊ڵܧ) (اݾষڞ 5 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
z : J Ñ R රඝآ ༡ܭ ل༥ިڎ ቕረ إذا أ֍܊ڵܧ، إَ۬ (3) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ py, Iq ༡ܭ ؜݆ َگިل

ොຳ٭ت: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ܳٷڰݴ
.I ‰ J ؕ݁ I Ă J ‚

.zpxq “ ypxq ،x P I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ‚

༡ܭ ሌᇿإ ஓ஄ڎࢴࣖه ஓ୷ܝ݆ ৖৑ Ⴄ၍ن إذا أ؜ޙ݄޶، إَ۬ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ py, Iq ༡ܭ ؜݆ َگިل ،රඝآ ปฃأஓ୾
.ଫଊأ܋ ෠੼؇ل আॻ༟ ݁أݠف

اܳލ؇݁ܭ. اࠍ੆ܭ ݁ڰ۳ިم َگڎم ،ଫଃ༠৙৑ا ሒᇭو

: اڤ۾ոڲڞ) (اݾষڞ 6 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ොຳ٭ت ،I ෠੼؇ل আॻ༟ ؇ୖ୒ ً ఈః༡ y Ⴄ၍ن إذا ،(3) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ո۳ڲڞ ຒڞ إَ۬ py, Iq ؜݆ َگިل

I “ J.

اᄳᄟي اৎ৊ފٺگܭ ଫଃٺ؞ৎ৊ا لژ ّأݠ ෠੼؇ل Ⴄ၍݁ܭ আॻ༟ ً ݁أݠڣ؇ Ⴄ၍ن إذا ً ఈః݁؇ނ اࠍ੆ܭ لܝިن أරඝى، ًأٴ؇رة
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰. ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لޙ۳ݠ

(Cauchy) ෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ 3 .1
؇ዛዊܝஓ୷ ৖৑و ༡ܭ. أي ّگٴܭ ৖৑ أو اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ዛኡ؇ل۰ ৖৑ ؇݁ ሒᇭ؇إݪ ๤ཇط دون ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ّگٴܭ
݁أ٭ٷ۰، َگޚ۰ ؜ٷڎ ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ ڢ٭۰݄ إ؜ޚ؇ء ݁ټܭ ݁أ٭ٷ۰، ڢ٭ިد اݪ؇ڣ۰ ࢻࣖون وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ أن أࢻࣖا

.f اܳٺ؇ًؕ আॻ༟ ݁أ٭ٷ۰ ๤ཇوط وොູگݑ
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ڢ٭۰݄ ؇ዛዀܳإ ݁ݯ؇ف ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ؜݆ ؜ٴ؇رة ሒሃ มฆܳوا ،๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ࢻࣖراݿ۰ اܳڰگݠة ۱ڍه ሒᇭ ዛኡࡤࡲ

. ᆃᄧঁ׿ا఩ेूا اڤ෕ໃط ًـ ް݄૭૏ ݁أ٭ٷ۰، َگޚ۰ ؜ٷڎ ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ
.๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل ypx0q ڢ٭۰݄ َݯ٭ژ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ೑಻Ⴄ၍ إذا

إݪ؇ڣ۰ ਐಱޚܹص ،๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ڣ؆ن ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ೑಻Ⴄ၍ إذا أ݁؇
:ඔ൹اܳگ٭݄ٺ

ypx0q و y1px0q.

༟ܹ٭ٷ؇ ،๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل ڣ؆َ۬ ،n ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ؇਍ಱᄴᄟ ೑಻Ⴄ၍ إذا ،۰݁؇༟ ًݱڰ۰
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳگࡗࡲ إݪ؇ڣ۰

ypx0q, y1px0q, . . . , ypn´1qpx0q.

اܳٺأݠلژ َگڎم ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ۋިل ި۱ اܳڰݱܭ، ۱ڍا ሒᇭ ؇َ଩ଃ܋ߵ ߙ أن ؇ஓ୾و
.๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ ሒᇿ؇اܳٺ

: (෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ ؉ֵ (ׂ֔ۑ 7 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
.J ˆ R ݆݁ َگޚ۰ px0, y0q وܳٺܝ݆ .R ݆݁ ෠੼؇ل J ۋ٭ت ،f : J ˆ R Ñ R اܳٺ؇ًؕ ܳ٭ܝ݆

.๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފஓ୾ ،ypx0q “ y0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ؇ዛዀܳإ ݁ݯ؇ف ،(3) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ް݄૭૜
وَܝٺص،

(4)
#

y1 “ fpx, yq,

ypx0q “ y0.

෠੼؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ y1 “ fpx, yq اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ሒሃ (4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ߺࠊل أن أي
.ypx0q “ y0 ොຳ٭ت ،x0 اܳٷگޚ۰ وොຬިي I Ď J

،ypx0q “ y0 ሒᆶڎاਐಸ৕৑ا ا๤དྷܳط وً؇ݿٺ༱ڎام ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ (3) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
اሒᇭႤၽৎ৊ء: ႟ၽاܳލ আॻ༟ (4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆

(5) ypxq “ y0 `

ż x

x0

fps, ypsqqds, @x P I,

.๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފஓ୾ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً (5) اܳأఈఃڢ۰ ૭૜݄޶ ۋ٭ت
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༡ڎود ሒᇭ لޙ۳ݠ x اৎ৊ފٺگܭ ଫଃٺ؞ৎ৊ا أن ؇ஓ୾ أَ۬ ৖৑ۋޓ :1 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
.s ྾ཛྷأ ଫଃ݁ٺ؞ اݿٺ༱ڎام ༟ܹ٭ٷ؇ اܳٺႤၽ݁ܭ،

،(Picard) ပ࿮ॴ఩رد ڲ׫׫ոڤמ١ ް݄૭ُ૜ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ لژ ਐಸأݠ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފஓ୾ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ܳٷ؇ ૭૜݄ں
اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰. اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ أو

اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ إ෠ຬ؇د ਐಱأڍر ؜ٷڎ݁؇ ً (༠؇ݬ۰ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ ّگݠ཯ྟ٭۰ ༡ߺࠊل ਍ಸ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ۱ڍه ༟؇૭૜ڎَ؇
ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰. ዛኡ؇ل۰ ොຳފ؇ب اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ඔ൹ّأ٭ ݆݁ اܳྟފ٭ޚ۰ اࠍ৖৑؇੆ت ሒᇭ ஓ஄ܝّٷٷ؇ პაႰ ොູܹ٭ܹ٭۰)، ًݱ٭؞۰
๤ཇوط ොູب ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ١ॴబ׿اຒوو وـܙد ਊು৕৑؇ت ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا৙৑داة اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ۱ڍه ّأُڎ ،ዻዧذ ሌᇿإ

৖৑ۋگ؇ً). ݿଫ଍ى პაႰ) f اܳٺ؇ًؕ ොຬگگ۳؇ ݁أ٭ٷ۰

اिऻ׫ո֔ؓץ١) اڤ׫ؠۑոॻఢت (ڲ׫׫ոڤמ١ ပ࿮ॴ఩رد ڲ׫׫ոڤמ١ 1 .3 .1
اܳٺႤၽܹ݁٭۰ واܳأٴ؇رة ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ݆݁ ً اَޚఈఃڢ؇ pynqně0 Ⴄၽਃಸرد ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ༡ڎود َأݠف

:(n “ 0) ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ೞಱܳٺگݠ؇ً ਊ಻ڎأ ۋ٭ت ،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰
y0pxq “ y0, @x P I.

اܳٺႤၽ݁ܭ ሒᇭ y0psq “ y0 ೑ಸ؇اܳټ ً؇ܳٺ؇ًؕ ypsq َأިض ،(n “ 1) y1pxq ا৙৑ول ೞಱاܳٺگݠ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل
:আॻ༟ ڣٷۜݱܭ ،(5) اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ şx

x0
fps, ypsqq ds

y1pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, y0q ds

:y2pxq ሒᇃ؇اܳټ ೞಱاܳٺگݠ আॻ༟ ڣٷۜݱܭ اܳٺႤၽܹ݁٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ y1psq ًـ ypsq َأިض ቕ቉
y2pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, y1psqq ds.

:y3pxq اܳټ؇ܳت ೞಱاܳٺگݠ আॻ༟ ڣٷۜݱܭ اܳٺႤၽܹ݁٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ y2psq ًـ ypsq َأިض ًأڎ۱؇
y3pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, y2psqq ds.
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اܳٺ؇ܳ٭۰: اଫଐܳاۏأ٭۰ ً؇ܳݱ٭؞۰ اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ّأُޚް ،۰݁؇༟ وًݱڰ۰

(6)

y0pxq “ y0,

y1pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, y0q ds,

y2pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, y1psqq ds,

y3pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, y2psqq ds,

...
ynpxq “ y0 `

ż x

x0

fps, yn´1psqq ds, pn ě 1q

ොຳ٭ت: ،๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ y اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ިොຶ pynqně0 اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ وਐಾگ؇رب
ypxq “ lim

nÑ`8
ynpxq.

ࢻࣖڢ۰ ً ොູܹ٭ܹ٭؇ Ⴄၽਃಸرد ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ༡ڎود ۋފ؇ب ً ؇ஓ୴دا ஓ୷ܝ݆ ৖৑ :2 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
ا৙৑ݬܹ٭۰. ّިاًأ۳؇ ۋފ؇ب ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ّިاًؕ و༥ިّڎ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰، ఈః݁Ⴄၽّت ۋފ؇ب আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ؇ዛኡ৙৑

෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ ݾষڞ ෥ີاૃેר׿ જੴاڤ׫ءۻ 2 .3 .1
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ ،R ݆݁ I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ C1 اܳݱٷژ ݆݁ y ًؕ؇ّ ႟၍ ި۱ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ

.px0, y0q ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ذات اܳٷگޚ۰ ݆݁ ஓ୷ݠ ሒᇃ؇اܳٴ٭ و݁ٷۜٷ؇ه y1 “ fpx, yq

.ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ ปฃۜٷৎ৊؇ً ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ࠍ੆ܭ ሒᇃ؇اܳٴ٭ ปฃۜٷৎ৊ا ް݄૭ُ૏
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳټఈఃث اࠍ৖৑؇੆ت ଩ଃஓ஁

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ߺࠊل ঌॻ݁Ⴄၽّ ปฃۜ݁ٷ أي ل༥ިڎ ৖৑ أَ۬ มฃلأ ۱ڍا ຒڞ. أي ׂؠץڞ ेू ෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ ‚

.px0, y0q ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ذات اܳٷگޚ۰ ݆݁ ஓ୷ݠ
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px0, y0q اܳٷگޚ۰ ݆݁ ஓ୷ݠ ঌॻ݁Ⴄၽّ ปฃۜ݁ٷ وۏިد ༟ڎم ᄭᄟ؇༡ :1 .1 ႟ၽނ

اܳٷگޚ۰ ݆݁ ஓ୷ݠ ঌॻ݁Ⴄၽّ ปฃۜ݁ٷ ݆݁ ଫ଒أ܋ ل༥ިڎ أَ۬ มฃلأ ۱ڍا ຒڞ. ڲڷ જઃأټ ׂؠץڞ ෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ ‚

.px0, y0q ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ذات

px0, y0q اܳٷگޚ۰ ݆݁ ஓ୷ݠان ඔ൹ܹ݁٭Ⴄၽّ ඔ൹݁ٷۜٷ٭ ᄭᄟ؇༡ :2 .1 ႟ၽނ
ذات اܳٷگޚ۰ ݆݁ ஓ୷ݠ وۋ٭ڎ ঌॻ݁Ⴄၽّ ปฃۜ݁ٷ ل༥ިڎ أَ۬ มฃلأ ۱ڍا وؼמ׿اً. ً ୹୴ຒ ׂؠץڞ ෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ ‚

.px0, y0q ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
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px0, y0q اܳٷگޚ۰ ݆݁ ஓ୷ݠ وۋ٭ڎ ঌॻ݁Ⴄၽّ ปฃۜ݁ٷ ᄭᄟ؇༡ :3 .1 ႟ၽނ

෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ ຒڞ ١ॴబ׿اຒوو وـܙد ոֵت ֿ܊ۑ 4 .1
ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو ܳިۏިد Ⴄ၍ًڣ٭۰ ๤ཇوޗ؇ ّأُޚ޶ มฆܳا ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ل؇ت اܳٷޙݠ ًأݥ اܳڰگݠة، ۱ڍه ሒᇭ َگُڎّمِ

.(4) ๴ཇި܋

:ᆃᄷոڲء٤ܙڲ ༓໭ץמٝ :3 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
(ۏިار x0 ૰૏݄ܭ ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ّ֟ف ݁أݠ ༡ܭ ႟၍ (locale solution) ࣽ࣬ୢୠଡ଼ا اݾষڞ ًـ لگُݱڎ
ஓ஄ڎࢴࣖه ஓ୷ܝ݆ ৖৑ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ (maximale solution) اॊू֍܊ڵܧ اݾষڞ ًـ لگُݱڎ ྘ྲྀٷ݄؇ ،( x0 ܳـ

أوݿؕ. ෠੼؇ل ሌᇿإ

:ሒᇿ؇اܳٺ ا௰௯௫ޚޔ وڣݑ ྾ཏاܳگ ۱ڍا ሒᇭ اৎ৊أݠوݪ۰ ل؇ت اܳٷޙݠ ਐಾڎرجّ
.(۰ਃ಻ڎا༡ިܳا ᆙᆕ؇ن (دون ڣگޔ ঌॻ௱௯௫ا ܳߺࠊۏިد ً Ⴄ၍ڣ٭؇ ً ๤ཇޗ؇ ّگُڎّمِ :(Peano) ոॴ఩ֿܙ ڲ٢જ੻ר١ •
اࠍ੆ܭ. ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ๤ཇلޔ আॻ༟ f اܳٺ؇ًؕ ਍ಾ؇ڢݧ لݯ݄݆ ܋٭ژ ඔِّ൹ਊُ಻ :ۘؓոاڤ׫ר ෕ຸط •
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ሒᇭ ؇ዛዀܹ༟ َأٺ݄ڎ أݿ؇ݿ٭۰ ොູܹ٭ܹ٭۰ Ⴇ၍داة ؇ዝཚٺأݠ૭૙ :(Banach) ڤץרոخ اڤոۢڲ׿ة اڤרؠ܋١ ڲ٢જ੻ר١ •

.۰ਃ಻ڎا༡ިܳوا اܳިۏިد إਊು؇ت
ሒሃو ،(Picard-Lindelöf ً ألݯ؇ ްّ݄૭ُ૜و) :(Cauchy-Lipschitz) ચઁ۾༐ڤמ-෥ຸټܙ ڲ٢જ੻ר١ •
.(ᄭᄥ݁؇اܳލ) واॊू֍܊ڵמ١ ݁ފٺޚ٭ܭ) আॻ༟) اୠଡ଼ୢڪמ١ :؇ዛዀًݱ٭؞ٺ ؇ዝངوࢾࣖر اܳڰݱܭ، ۱ڍا ሒᇭ ل۰ ஼ணݠৎ৊ا ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰

.(4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ঌॻො੼ ༡ܭ ܳިۏިد Ⴄ၍ڣ٭۰ ً ๤ཇوޗ؇ ܳٷ؇ ّگڎم اܳٺ؇ܳ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ

: ոॴ఩ֿܙ) (ڲ٢જ੻ר١ 1 .1 .1 ڲ٢જ੻ר١
݁ފٺ݄ݠاً. ً ّ؇ًأ؇ f : J ˆ R Ñ R و ،R ݆݁ ً ؇༡ި݁ڰٺ ً ৖৑؇෠੼ J ܳ٭ܝ݆

(྘ܳݴ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ً ො੼ܹ٭؇ ً ఈః༡ (4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ّگٴܭ ،px0, y0q P J ˆR ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؜ٷڎࢱࣕ،
.x0 ૰૏݄ܭ I Ă J ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ً ݁أݠڣ؇ وۋ٭ڎاً)، ً؇๤ཟܳورة

ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو ܳިۏިد Ⴄ၍ڣ٭۰ ً ๤ཇوޗ؇ ّأޚ٭ٷ؇ มฆܳا ل؇ت واܳٷޙݠ ا۱ଫଊৎ৊ٷ؇ت ًأݥ ،ঌॻل ڣ٭݄؇ َگڎم
.(4) ๴ཇި܋

.(4) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو ܳިۏިد ً Ⴄ၍ڣ٭؇ ً ๤ཇޗ؇ ّگڎم اܳٺ؇ܳ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰

: (ۘؓոاڤ׫ר ෕ຸط ്֙ส ١ॴబ׿اຒواڤܙ اڤܙـܙد (ڲ٢જ੻ר١ 2 .1 .1 ڲ٢જ੻ר١
ا๤དྷܳޗ؇ن: ොູگݑ إذا .(4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

.a ą 0 ۋ٭ت ،C “ rx0, x0 ` as ˆ R ا๤དྷܳلޔ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f .1
أي: ،y ଫଃٺ؞ৎ৊ا ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ٺٷ؇ڢݧ f .2

y1 ă y2 ùñ fpx, y1q ě fpx, y2q, @x P rx0, x0 ` as

.rx0, x0 ` as ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ݁أݠڣ؇ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ (4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ڣ؆ن

ۘؓոاڤ׫ר ෕ຸط ്֙ส ١ॴబ׿اຒواڤܙ اڤܙـܙد ڲ٢જ੻ר١ إոॻలت ᆃᅞ ا۰ո۰ॊूמ١ اिऻۑاຒڞ
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اڤܙـܙد.

݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ً ݁أݠڣ؇ y ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ً ఈః༡ (4) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ّگٴܭ ොຳ٭ت ε ą 0 ل༥ިڎ ،ިَ؇ਃಸ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ݆݁
،a ą 0 ؕ݁ C “ rx0, x0 ` as ا๤དྷܳلޔ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f اܳٺ؇ًؕ أن ؇ஓ୾و ܳـܝ݆، .sx0 ´ ε, x0 ` εr

ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁أݠڣ؇ ᄭᄟ؊ފగጻዧ ༡ܭ আॻ༟ ܳٷۜݱܭ ،(x ě x0) ڣگޔ ปฃاࡺࢋࢦ ۰۳੊اࠍ আॻ༟ اࠍ੆ܭ ୒ୖڍا اڢٺݱ؇را ଫଊَأٺ
.rx0, x0 ` εr

.١ॴబ׿اຒاڤܙ
.I “ rx0, x0 ` as ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ඔ൹݁أݠڣ (4) ᄭᄟ؊ފగጻዧ y2 و y1 ඔ൹ܹ༡ وۏިد ڣٷڰݠض ً؇ࠍ੅ܹژ، ݆۱ଫଊَ

أن: أي
y1

1pxq “ fpx, y1pxqq و y1
2pxq “ fpx, y2pxqq, @x P rx0, x0 ` as,

:ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ؕ݁
y1px0q “ y2px0q “ y0

.x P rx0, x0 ` as ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ y1pxq “ y2pxq أن: ඔ൹ܳٷٴ
َݯؕ: .x P rx0, x0 ` as ܳ٭ܝ݆

wpxq “ y1pxq ´ y2pxq.

:؇਍ಱᄴᄟ
w1pxq “ y1

1pxq ´ y1
2pxq “ fpx, y1pxqq ´ fpx, y2pxqq.

اৎ৊ފ؇༟ڎ: اܳٺ؇ًؕ َأُݠف
φpxq “ w2pxq.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ φ ࿓؆ނٺگ؇ق
φ1pxq “ 2wpxqw1pxq “ 2

`

y1pxq ´ y2pxq
˘`

fpx, y1pxqq ´ fpx, y2pxqq
˘

.

:؇਍ಱᄴᄟ ،y1, y2 P R ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ڣ؆َ۬ ،ሒᇃ؇اܳټ ଫଃٺ؞ৎ৊ا ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ٺٷ؇ڢݧ f اܳٺ؇ًؕ أن ؇ஓ୾
py1 ´ y2q

`

fpx, y1q ´ fpx, y2q
˘

ď 0.

أن: ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬،
φ1pxq ď 0, @x P rx0, x0 ` as.

.rx0, x0 ` as ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁ٺٷ؇ڢݧ φ اܳٺ؇ًؕ أن มฃلأ و۱ڍا
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:x0 اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ؇਍ಱᄴᄟو ،x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ φpxq ě 0 أن َأ޺޾ أරඝى، ۏ۰۳ ݆݁

φpx0q “ w2px0q “ py1px0q ´ y2px0qq2 “ 0.

x P ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ڣ؆َ۬ ،x0 ؜ٷڎ و਍ಱأڎم rx0, x0 ` as আॻ༟ و݁ٺٷ؇ڢݧ ݁ިۏص ًؕ؇ّ φ أن ؇ஓ୾
:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ،rx0, x0 ` as

0 ď φpxq ď φpx0q “ 0 ùñ φpxq “ 0.

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
wpxq “ 0 ùñ y1pxq “ y2pxq, @x P rx0, x0 ` as.

اࠍ੆ܭ. ۰ਃ಻ڎا༡و ཯ྦྷٴب و۱ڍا

෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ ࣷ࣬ຐ ոوׂ܋ץמؠ٤ ڤץרոخ اڤոۢڲ׿ة اڤרؠ܋١ ڲ٢જ੻ר١ 1 .4 .1
ሒᇭ إܳ٭۬ ّޚݠڢٷ؇ პაႰو .๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ਊು৕৑؇ت ܳٴٷ؇خ اܳݱ؇݁ڎة اܳٷگޚ۰ لگ۰ ޗݠ ૭ُ૜ٺأ݄ܭ

ပ࿮ॴ఩رد. ڲ׫׫ոڤמ١ ް݄૭ُ૜ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل اࠍ੆ܭ ೞಱܳٺگݠ ਍ಸ؇ءة لگ۰ ޗݠ ܳٷ؇ ّگڎم ڣ۳޶ اܳٴڎال۰،
෥໒اڤ׫ؠڪ واڤ׫܋ץמۂ اڤոۢڲ׿ة اڤרؠ܋١ :જੴ࠲ࡆټ

اܳݱ؇݁ڎة. اܳٷگޚ۰ لژ ਐಸأݠ ً ৖৑أو ਊ಻ڎأ

: اڤոۢڲ׿ة) (اڤרؠ܋١ 8 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
T ይዧٺޚٴ٭ݑ ո۝ڲ׿ة ֿؠ܋١ x P E إن َگިل ّޚٴ٭گ؇ً. T : E Ñ E و ل؇ً، ଫଐ݁ ً ڣݯ؇ء pE, dq ܳ٭ܝ݆

ොູگݑ: إذا
T pxq “ x.

.๴ཡܹاܳٺگ اܳٺޚٴ٭ݑ لژ ّأݠ ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ

: (෥໒اڤ׫ؠڪ (اڤ׫܋ץמۂ 9 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد و༥ُڎ إذا ෥໒ׂؠڪ إَ۬ T : E Ñ E ّޚٴ٭ݑ ؜݆ َگިل ل؇ً. ଫଐ݁ ً ڣݯ؇ء pE, dq ܳ٭ܝ݆
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ොຳ٭ت: α Ps0, 1r

dpT pxq, T pyqq ď α dpx, yq, @x, y P E.

ܳٴٷ؇خ. اܳݱ؇݁ڎة اܳٷگޚ۰ ۱ଫଊஓ୾ٷ۰ ாணࣕ ࢾ ،ঌॻل ڣ٭݄؇

: ڤץרոخ) اڤոۢڲ׿ة اڤרؠ܋١ (ڲ٢જ੻ר١ 3 .1 .1 ڲ٢જ੻ר١
.α Ps0, 1r ೑ಸ؇਒ಸ ً ّگܹݱ٭؇ ً ّޚٴ٭گ؇ T : E Ñ E وܳ٭ܝ݆ ،ً؇݁؇ّ ً ل؇ ଫଐ݁ ً ڣݯ؇ء pE, dq ܳ٭ܝ݆

؜ٷڎࢱٍࣕ:
ොຳ٭ت: x˚ P E وۋ٭ڎ ๤ཡ؜ٷ ل༥ިڎ .1

T px˚q “ x˚.

اଫଐܳاۏأ٭۰: ً؇ܳأఈఃڢ۰ اৎ৊أݠڣ۰ّ pxnqně0 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ڣ؆ن ،x0 P E ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .2
xn`1 “ T pxnq, @n ě 0

.x˚ اܳݱ؇݁ڎة اܳٷگޚ۰ ިොຶ ਐಾگ؇رب
؜ٷڎ اৎ৊ݠّܝص ࠯࠵࠹ޚ؊ ّگڎߌߵا اܳٺ؇ܳ٭۰، ۰਍ಱ؇ٺٴৎ৊ا ܳٷ؇ ّگڎم :(Error Estimate) ջ܋শاݾ ׂؠ׿ܽݦ .3

:(x1 و x0) દઊڎ੆اࠍ ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ዻዧوذ ،xn ً؇ࠍ੆ڎ x˚ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ೞಱّگݠ
dpxn, x˚q ď

αn

1 ´ α
dpx1, x0q, @n ě 1

෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ ຒڞ ١ॴబ׿اຒوو وـܙد ոॻలॆूت اڤոۢڲ׿ة اڤרؠ܋١ ڲ٢જ੻ר١ ׂ܋ץמۂ
:๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

$

&

%

y1pxq “ fpx, ypxqq,

ypx0q “ y0.

اৎ৊ݠا༡ܭ ཹྥٴؕ ܳٴٷ؇خ، اܳݱ؇݁ڎة اܳٷگޚ۰ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ਐಸޚٴ٭ݑ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ਊು৕৑؇ت
اܳٺ؇ܳ٭۰:

اပ࿮िऻؔכ١ اڤ׫ပ࿮ڲڪמ١ ႞႐دո֔िऻا .1 ႞႖ຒۑिऻا
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اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ሐᇭႤၽُّ

ypxq “ y0 `

ż x

x0

fps, ypsqq ds.

ᆃᅰاႥ႐ا اڤءո۠ء اػ׫מոر .2 ႞႖ຒۑिऻا
.Ih “ rx0 ´ h, x0 ` hs اଫଐৎ৊اص وܳ٭ܝ݆ .h ą 0 ܳ٭ܝ݆

اৎ৊ٷٺޙܾ: اܳٺگ؇رب ਍ಸޙࡗࡲ واৎ৊ݞود Ih ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊ފٺ݄ݠة اܳٺިاًؕ ݆݁ اৎ৊ٺܝިن X “ CpIhq اܳڰݯ؇ء ଫଊَأٺ
}y}8 “ sup

xPIh

|ypxq|.

ّ؇م). َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء (أي ոॾ఩خ ո۠ؔء ႟ၽ૰૜ pX, } ¨ }8q ۰ਃಮ؇اܳټٷ إن
f ֆּոاڤ׫ ࣷ࣬ຐ ؔۑۛמոت .3 ႞႖ຒۑिऻا

:f اܳٺ؇ًؕ আॻ༟ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳڰݠݪ٭؇ت َݯؕ .M ą 0 ܳ٭ܝ݆
:੯੩؞ৎ৊ا اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f •

R “
␣

px, yq P R2 : |x ´ x0| ď h, |y ´ y0| ď M
(

،L ą 0 ೑ಸ؇ٔ ل༥ިڎ أَ۬ أي ؛ R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ y ሒᇃ؇اܳټ ଫଃٺ؞ৎ৊ا ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଩ଐܳ٭ྟލ ๤ཇط ොຬگݑ f •
ොຳ٭ت:

|fpx, y1q ´ fpx, y2q| ď L|y1 ´ y2|, @px, y1q, px, y2q P R

B ڲ֏ڪؠ١ ଯଔة ؉ֵ ׂ֔ۑ .4 ႞႖ຒۑिऻا
:X اܳڰݯ؇ء ሒᇭ M ڢޚݠ واܳٷݱژ y0 ஼ணݠৎ৊ا ذات اৎ৊؞ܹگ۰ اܳـଲ୍ة َأُݠفّ

B “
␣

y P X : }y ´ y0}8 ď M
(

ّ؇م. ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ڣ۳ި ،X ਍ಸ؇خ ڣݯ؇ء ݆݁ ੯੩݁؞ ඹජء B أن ؇ஓ୾
T اڤ׫܋ץמۂ ؉ֵ ׂ֔ۑ .5 ႞႖ຒۑिऻا

ًـ: T : B Ñ X اܳٺޚٴ٭ݑ َأݠف ،y P B ًؕ؇ّ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

pTyqpxq “ y0 `

ż x

x0

fps, ypsqq ds, @x P Ih.

.T ቞ቘ׫܋ץמۂ ո۝ڲ׿ة ֿؠ܋١ ً؇ܳݯٴޔ ި۱ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ أن ఈఃَۋޓ
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T pBq Ă B أن إոॻలت .6 ႞႖ຒۑिऻا

،K ą 0 ೑ಸ؇ٔ ل༥ިڎ إذن ༟ܹ٭۬. ො੼ڎود ڣ۳ި ،R وا௱௯௫ڎود ੯੩؞ৎ৊ا اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f أن ؇ஓ୾
ොຳ٭ت:

|fpx, yq| ď K, px, yq P R.

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ،x P Ih ႟၍و y P B ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
|Typxq ´ y0| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

fps, ypsqq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

|fps, ypsqq| ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď K|x ´ x0| ď Kh

و༟ܹ٭۬،
||Ty ´ y0||8 ď Kh.

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .Ty P B أن มฃلأ ؇݁ ،}Ty ´ y0}8 ď M ڣ؆ن ،h ď M
K

؇َଫଐ༠ا إذا
T pBq Ă B.

෥໒ׂؠڪ ׂ܋ץמۂ T أن إոॻలت .7 ႞႖ຒۑिऻا
:؇਍ಱᄴᄟ ،x P Ih ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .y1, y2 P B ܳ٭ܝ݆

|Ty1pxq ´ Ty2pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

“

fps, y1psqq ´ fps, y2psqq
‰

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

|fps, y1psqq ´ fps, y2psqq| ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď L

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

|y1psq ´ y2psq| ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď L|x ´ x0| }y1 ´ y2}8 ď Lh }y1 ´ y2}8

و݁ٷ۬:
}Ty1 ´ Ty2}8 ď Lh }y1 ´ y2}8

.B আॻ༟ ّگܹݱ٭؇ ّޚٴ٭گ؇ T لܝިن و ،α “ Lh ă 1 ೑ಸ؇اܳټ ڣ؆ن ،h ă 1
L

؇َଫଐ༠ا إذا
١ວמ༖واڤר ١۝୹୴শاݾ .8 ႞႖ຒۑिऻا

:ඔ൹ޗ๤དྷܳا ොຬگݑ ොຳ٭ت h ً؇ۊٺ٭؇ر
h ď

M

K
و h ă

1
L

,
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أي:

h ă min
ˆ

M

K
,

1
L

˙

,

.B اܳٺ؇م اଫଐৎ৊ي اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ܳٴٷ؇خ اܳݱ؇݁ڎة اܳٷگޚ۰ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ๤ཇوط ౫౜ళگݑ
ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ و۱ި ،T pyq “ y ොຳ٭ت y P B وۋ٭ڎ ๤ཡ؜ٷ ل༥ިڎ إذن،
۱ڍا ިොຶ ً؇ਐ಻ޙ؇م ਐಾگ؇رب yn`1 “ T pynq ً؇ܳأఈఃڢ۰ اৎ৊أݠڣ۰ّ Ⴄၽਃಸرد ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ أن პაႰ .Ih “ rx0 ´ h, x0 ` hs

اࠍ੆ܭ.
আॻ༟ ۰༟ި݁ިݪ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو ܳިۏިد Ⴄ၍ڣ٭۰ ๤ཇوޗ؇ ّأޚ٭ٷ؇ أරඝى ۱ଫଊ݁ٷ۰ ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ

.ሒᆶڎاਐಸ৕৑ا ا๤དྷܳط ؜ٷڎ۱؇ أ؜ޚ޶ มฆܳا اܳٷگޚ۰ ஼ணਵਦه ݁ފٺޚ٭ܭ

: ا۰ո۰ॊूמ١) (ا٢જ੻िऻר١ 4 .1 .1 ڲ٢જ੻ר١
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

$

&

%

y1 “ fpx, yq,

ypx0q “ y0,

:px0, y0q ஼ணਵਦه ݁ފٺޚ٭ܭ আॻ༟
R “ tpx, yq P R2 : |x ´ x0| ď a, |y ´ y0| ď bu,

.M “ sup
px,yqPR

|fpx, yq| وَݯؕ R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠان Bf

By
و f أن َڰݠض

،α “ minpa, b{Mq ۋ٭ت ،|x ´ x0| ď α ا௯௫௵؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎا ఈః༡ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ّگٴܭ ؜ٷڎࢱࣕ،
ොຶިه. ݁ٺگ؇رً۬ اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰ واܳٺگݠਊಱ؇ت

ሒᇭ ༃݁ިࡵ اܳྥފ݄٭۰ وݿྟص ا৙৑݁؇ن، ஓ୾ފٺޚ٭ܭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ሒᇭ اৎ৊أݠف R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ ް݄૭૏
اܳٺ؇ܳ٭۰. اఈఃৎ৊ۋޙ۰

:4 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
اॊूڲոن؟ ڲۻ׫܋מڞ ਫ਼੍ڵמ١ ոिऻذا
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ّأݠلژ ෠੼؇ل ۋ٭ت ،R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ ༡ڎود ݆݁ ෛຬݠج ৖৑ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ࠍ੆ܭ ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ ปฃۜٷৎ৊ا ৙৑ن
اৎ৊ފٺޚ٭ܭ. دا༠ܭ ا௱௯௫ݱިر اܳڰިاݬܭ ො੼ިر ඹජء ሒᇭ ො੼ٺިى اࠍ੆ܭ

٢׾ا؟ ֵ۠ڵڷ اႤ႐ي ոوڲ
ا৖৑ۊٺ٭؇ر إن

α “ minpa, b{Mq,

اৎ৊ފٺޚ٭ܭ. ݆݁ ෛຬݠج ৖৑ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ࠍ੆ܭ ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ ปฃۜٷৎ৊ا أن لݯ݄݆ اᄳᄟي ި۱
:ሒሃ ،(4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފஓ୾ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اܳأٴ؇رة إن ً؇ܳڰأܭ،

ypxq ´ y0 “

ż x

x0

fps, ypsqq ds.

و݁ٷ۬،
(7) |ypxq ´ y0| ď

ż x

x0

|fps, ypsqq| ds ď

ż x

x0

M ds “ M |x ´ x0|.

.x اܳފ؇ًگ۰ ଫଃ؞٭ਐಸ x ÞÑ ypxq اܳݱިرة ଫଃّ؞٭ ሒᇭ ુળ౫౜ళ ؇ዛኡأ ۋ٭ت أݿ؇ݿ٭۰ اଫଃ༠৙৑ة ۰਍ಱ؇ٺٴৎ৊ا إن
اଫଐܳا྘ོص ො੼ިر ༡ڎود ݆݁ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ࠍ੆ܭ ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ ปฃۜٷৎ৊ا ෛຬݠج ৖৑ ปฆۋ ا৙৑ول ا๤དྷܳط ‚

:ި۱ ،R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ لݯأ۳؇ มฆܳا
|ypxq ´ y0| ď b.

أن ؇ஓ୾
|x ´ x0| ď α ď

b

M
,

ڣ؆ن:
M |x ´ x0| ď b.

.ᆃᄴոॴ఩ ׂܙۛמث
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x

y

px0, y0q

R

x0 ´ α x0 x0 ` α

a

b

y0 ࠯࠵࠺ܭ ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ ปฃۜٷৎ৊ا

:5 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
ܳ٭ྟލ଩ଐي f ً؇๤དྷܳط R আॻ༟ وො੼ڎود ݁ފٺ݄ݠ Bf

By
ا๤དྷܳط اݿྥٴڎال ஓ୷ܝ݆ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰، ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ሒᇭ

.y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰

؇਍ಱᄴᄟ ً؇ܳڰأܭ،
.y ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳ٭ྟލ଩ଐي f ð وො੼ڎود ݁ފٺ݄ݠ Bf

By

اৎ৊ٷዛው٭۰. ا଩ଐܳاࢴࣖات ۰਍ಱ؇݁ٺٴ ૭૙ٺ༱ڎم ا৖৑ݿٺܹݞام، ۱ڍا ਊು৕৑؇ت
ఈዳዧނٺگ؇ق ఈఃً؇وڢ ra, bs আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠا ّ؇ًأ؇ g : ra, bs Ñ R ܳ٭ܝ݆ اिऻרቌሾמ١. اڤચઁاࠥࡇات ٢જ੻଄૯ר١ જੴاڤ׫׾ټ

ොຳ٭ت c Psa, br ل༥ިڎ و݁ٷ۬، .sa, br আॻ༟
|gpbq ´ gpaq| “ |g1pcq||b ´ a|.

.y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳ٭ྟލ଩ଐي f أن ඔ൹وܳٷٴ وො੼ڎود، ݁ފٺ݄ݠ Bf

By
أن ܳٷڰݠض

ොຳ٭ت ،sy1, y2r ݆݁ c ل༥ިڎ اৎ৊ٷዛው٭۰، ا଩ଐܳاࢴࣖات ۱ଫଊ݁ٷ۰ ݆݁ .I ˆ J ݆݁ px, y2q و px, y1q ܳ٭ܝ݆
|fpx, y1q ´ fpx, y2q| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

By
px, cq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|y1 ´ y2| ď k|y1 ´ y2|,
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.R আॻ༟ Bf

By
ܳـ আॻ༟৙৑ا اࠍ੆ڎ ި۱ k ۋ٭ت

:6 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
أරඝى: ًأٴ؇رة .ً؇ஓ୴دا ොේ٭ں ଫଃ༚ ๴ཏاܳأܝ ا৖৑ݿٺܹݞام إن

Bf

By
ሒᆶݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺݑ لܝިن أن ً؇๤ཟܳورة ૭૏ٺܹݞم ৖৑ ، R আॻ༟ y ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ً ل؇ ଩ଐܳ٭ྟލ f اܳٺ؇ًؕ ܋ިن

:ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ݯ؇د اৎ৊ټ؇ل ఈః༠ل ݆݁ ఈఃَۋޙ۬ ؇݁ و۱ڍا .R আॻ༟ ً و݁ފٺ݄ݠا ً ݁ިۏިدا

.fpx, yq “ |y| ًـ R2 আॻ༟ ݁أݠڣ؇ ّ؇ًأ؇ f ܳ٭ܝ݆
،R2 ݆݁ દઊ๤ཡ؜ٷ px, y2q و px, y1q Ⴄ၍ن إذا ً؇ܳڰأܭ، .y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳ٭ྟލ଩ଐي f اܳٺ؇ًؕ ۏ۰۳، ݆݁

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن اৎ৊ޚܹگ۰، اܳگ٭۰݄ ۊިاص ۋފص ڣ؆َ۬
|fpx, y1q ´ fpx, y2q| “ ||y1| ´ |y2|| ď |y1 ´ y2| .

.k “ 1 ި۱ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ଩ଐܳ٭ྟލ ೑ಸ؇ٔو ،y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଩ଐܳ٭ྟލ ๤ཇط ොຬگݑ f اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
(৙৑ن y “ 0 اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ً ఈఃأݬ ݁ިۏިد ଫଃ༚ y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ f ይዧٺ؇ًؕ ሒᆶݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺݑ أරඝى، ۏ۰۳ ݆݁

ًـ: اৎ৊ލٺݑ لأُޚް y ‰ 0 أ༥ܭ و݆݁ ا྘ܳފ؇ر). ݆݁ اৎ৊ލٺݑ ૭૏؇وي ৖৑ ඔ൹اࡺࢋࢦ ݆݁ اৎ৊ލٺݑ
Bf

By
“

$

&

%

1 : y ą 0,

´1 : y ă 0.

واಣಕᕬݠار "وۏިد ๤ཇط أن มᘟኗاܳٴڎ ݆݁ ڣ؆َ۬ اܳݱڰݠ، ؜ٷڎ ݁ިۏިد ଫଃ༚ ሒᆶݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺݑ أن ؇ஓ୾ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ܳ٭ྟލ଩ଐي. اܳٺ؇ًؕ أن رܾؗ ො੼گݑ، ଫଃ༚ "R Ⴄ၍݁ܭ আॻ༟ ሒᆶݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺݑ

ا۰ո۰ॊूמ١. ا٢જ੻िऻר١ إոॻలت দগاຒڞ أ٢گ
:(4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

#

y1 “ fpx, ypxqq,

ypx0q “ y0.

؇݁ أو Ⴄၽਃಸرد لگ۰ ޗݠ ૭૙ٺ༱ڎم ا৙৑ڢܭ، আॻ༟ ఈః༡ ّگٴܭ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ أن ਊು৕৑؇ت اڤܙـܙد. إոॻలت
اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰. اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ لگ۰ ًޚݠ ް݄૭૜
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ًـ: ،pynq Ⴄၽਃಸرد ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ َأݠف

yn`1pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, ynpsqq ds.

ᄭᄥܳފܹފ ሒᆶඹජ ᆇ୞୘ިع ؜݆ ؜ٴ؇رة ؇ዛኡ৙৑ ݁ٺگ؇ر۰ً pynq اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔ൹ਊ಻ ،f আॻ༟ اܳڰݠݪ٭؇ت ً؇ݿٺ༱ڎام ‚

.y ؇ዛውᚬ؇ዛኡ ݁ٺگ؇ر۰ً
اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا وොູگݑ ݁ފٺ݄ݠة y اዛዊܳ؇ل۰ أن ًأڎ۱؇، ݆۱ଫଊَ ‚

ypxq “ y0 `

ż x

x0

fps, ypsqq ds.

ا৙৑ڢܭ. আॻ༟ ༡ܭ وۏިد و݁ٷ۬
ਵؗوَڰ؇ل. ّިޗ۰٪ ૭૙ٺ༱ڎم ،۰ਃ಻ڎا༡ިܳا ਊು৕৑؇ت .١ॴబ׿اຒاڤܙ

: ( Gronwall দֈوֿءոل (ׂܙ܈כ١ 1 .1 .1 ׂܙ܈כ١
আॻ༟ ඔ൹و݁ިۏٴ દઊ݁ފٺ݄ݠ ඔ൹ًأ؇ّ g و f وܳ٭ܝ݆ N ě 0 اࠍ੆گ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇اܳټ ܳ٭ܝ݆

:۰਍ಱ؇ٺٴৎ৊ا وොຬگگ؇ن ،α ď x ď β

fpxq ď N `

ż x

α

fpsqgpsq ds.

؜ٷڎࢱࣕ،
fpxq ď N exp

ˆ
ż x

α

gpsq ds

˙

.

দֈوֿءոل ׂܙ܈כ١ إոॻలت
.rα, βs ݆݁ x ܳ٭ܝ݆

َݯؕ
wpxq “ N `

ż x

α

fpsqgpsq ds.

ڣݠݪ؇، ؇਍ಱᄴᄟ
fpxq ď wpxq.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،w ً؇ނٺگ؇ق
w1pxq “ fpxqgpxq.
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:؇਍ಱᄴᄟ ݁ިۏص، g اܳٺ؇ًؕ أن ؇ஓ୾ و݁ٷ۬،

(8) w1pxq “ fpxqgpxq ď wpxqgpxq.

෠ຶڎ: ،exp
ˆ

´

ż x

α

gpsq ds

˙

اৎ৊ިۏص اৎ৊أ؇݁ܭ ሒᇭ (8) ๤ཟًب

w1pxq exp
ˆ

´

ż x

α

gpsq ds

˙

´ wpxqgpxq exp
ˆ

´

ż x

α

gpsq ds

˙

ď 0.

أن، أي
ˆ

wpxq exp
ˆ

´

ż x

α

gpsq ds

˙˙1

ď 0.

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ،x ሌᇿإ α ݆݁ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊؇ًو
wpxq exp

ˆ

´

ż x

α

gpsq ds

˙

ď wpαq.

و݁ٷ۬،
fpxq ď wpxq ď N exp

ˆ
ż x

α

gpsq ds

˙

,

.N “ wpαq ۋ٭ت
اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި

:١ॴబ׿اຒاڤܙ إոॻలت ᆃᅞ দֈوֿءոل ׂܙ܈כ١ ا۰׫ຢ׿ام ټמءמ١
႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ أي .(4) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ෛ੼ٺܹڰ؇ن ఈః༡ن py2, Iq و py1, Iq أن وَڰݠض ً؇ࠍ੅ܹژ ݆۱ଫଊَ

:؇਍ಱᄴᄟ ،I ݆݁ x

y1pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, y1psqq ds,

و
y2pxq “ y0 `

ż x

x0

fps, y2psqq ds,

.y1 ‰ y2 ؕ݁



اݾশ܋מ١ જੴ຋و اݾশ܋מ١ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤո֔د١ֵ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .1 31اڤץոب
و݁ٷ۬،

0 ď |y1pxq ´ y2pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

fps, y1psqq ´ fps, y2psqq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż x

x0

|fps, y1psqq ´ fps, y2psqq| ds

ď k

ż x

x0

|y1psq ´ y2psq| ds.

ਵؗوَڰ؇ل: ّިޗ۰٪ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ ،N “ 0 و gpxq “ k ًިݪؕ
@x P I, |y1pxq ´ y2pxq| ď 0.

أن أي
@x P I, |y1pxq ´ y2pxq| “ 0.

.۰ਃ಻ڎا༡ިܳا و݁ٷ۬
وܳـܝ݆، ا৙৑݁؇ن". "݁ފٺޚ٭ܭ دا༠ܭ ঌॻො੼ ༡ܭ وۏިد ܳٷ؇ ّݯ݄݆ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ أن ؇਍ಱرأ ܳگڎ
أ؜ޙ݄޶، ༡ܭ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل اৎ৊ފٺޚ٭ܭ ۱ڍا ༠؇رج اࠍ੆ܭ ۱ڍا ஓ஄ڎࢴࣖ ؇਍಻Ⴄၽ݁؆࿓ Ⴄ၍ن إذا ؇ᆇᅦ ཹྥފ؇ءل ޗٴ٭أ٭؇ً،
আॻ༟ ۰ً؇༥ఇዳዧ .x ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ f اܳٺ؇ًؕ لژ ّأݠ ෠੼؇ل Ⴄ၍݁ܭ আॻ༟ ݁أݠف اࠍ੆ܭ ۱ڍا أن ݆݁ ᄕც؊اܳٺ ஓ୷ܝٷٷ؇ ปฆ݁و

اܳٺ؇ܳ٭۰: اࡺ࢘ࢦڎࢴࣖ ۱ଫଊ݁ٷ۰ َިرد اܳྥފ؇ؤل، ۱ڍا
: (I ո൑৭ل ࣷ࣬ຐ اڤ۾ոڲڞ ا߫ࠉࠗ׿ࠥࡇ (ڲ٢જ੻ר١ 5 .1 .1 ڲ٢જ੻ר١

݆݁ ݁ڰٺިح ෠੼؇ل I ؕ݁ ،I ˆR আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ ًؕ؇ّ f ۋ٭ت ،y1 “ fpx, yq اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ܳٺܝ݆
.y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ً ො੼ܹ٭؇ ܳ٭ྟލ଩ଐي ๤ཇط وොຬگݑ ،R

I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ஓ஄ڎࢴࣖه ஓ୷ܝ݆ ڣ؆َ۬ ،I ሒᇭ ො੼ٺިى ra, bs ଫଐ݁اص ႟၍ আॻ༟ ො੼ڎودا y اࠍ੆ܭ Ⴄ၍ن إذا
.۬დაႰ؊ً

ܳިۏިد Ⴄ၍ڣ٭۰ ๤ཇوޗ؇ ܳٷ؇ ّگڎم มฆܳوا واܳݯأ٭ڰ۰ ل۰ اܳگި ؇ዛዀًݱ٭؞ٺ ܳ٭ྟލ଩ଐي ๴ཇި܋ ل۰ َޙݠ ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ
.๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ أ؜ޙ݄޶ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو

: ( اڤ۠֔מء١ -اڤۢמ֏١ ચઁ۾༐ڤמ - ෥ຸټܙ (ڲ٢જ੻ר١ 6 .1 .1 ڲ٢જ੻ר١
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اܳݱٷژ و݆݁ U আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ ،U Ă R2 ݁ڰٺިح আॻ༟ ݁أݠف f ۋ٭ت (4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ܳٺܝ݆
.y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ C1

݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎا أ؜ޙ݄٭؇ ఈః༡ ّگٴܭ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ،px0, y0q P U ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؜ٷڎࢱࣕ،
.x0 ૰૏݄ܭ I

؇݁ ۱ڍا .f আॻ༟ أݪأژ ๤ཇط أ༥ܭ ݆݁ و۱ڍا وۋ٭ڎا، أ؜ޙ݄٭؇ ఈః༡ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ّگٴܭ أن ஓ୷ܝ݆
اৎ৊ިاܳ٭۰: ل۰ اܳٷޙݠ ܳٷ؇ ّگڎ݁۬

: ( ١ֵ اڤؠܙ -اڤۢמ֏١ ચઁ۾༐ڤמ - ෥ຸټܙ (ڲ٢જ੻ר١ 7 .1 .1 ڲ٢જ੻ר١
ො੼ܹ٭؇ وܳ٭ྟލ଩ଐي U আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ U Ă R2 ݁ڰٺިح আॻ༟ ݁أݠف f ۋ٭ت (4) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ܳٺܝ݆

.y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰
݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎا أ؜ޙ݄٭؇ ఈః༡ ّگٴܭ (4) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ،px0, y0q P U ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؜ٷڎࢱࣕ،

.x0 ૰૏݄ܭ I

݁؇ذا درݿٷ؇۱؇، มฆܳا ا۱ଫଊৎ৊ٷ؇ت إ༡ڎى ๤ཇوط ౫౜ళگݑ ቕረ إن ོྥފ؇ءل: ৖৑زܳب ۱ڍا ႟၍ ًأڎ أَ۬ أ܋٭ڎ
اܳڰگݠة. ࢻࣖال۰ ሒᇭ ڢܹٷ؇ه ؇݁ ᄕცّޝ اܳٺ؇ܳ٭۰ اఈఃৎ৊ۋޙ۰ ܋๴ཇި؟ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡و ؜݆ َگިل

و྘ܳފب Ⴄ၍ڣ٭۰ ۰ਃ಻ڎا༡ިܳوا اܳިۏިد ۱ଫଊ݁ٷ؇ت ๤ཇوط إن :7 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
ஓ୷ܝٷٷ؇ ৖৑ اৎ৊گڎ۰݁، ۰ਃ಻ڎا༡ިܳوا اܳިۏިد ۱ଫଊ݁ٷ؇ت ๤ཇوط أ༡ڎ ౫౜ళگݑ ቕረ إذا أَ۬ มฃلأ ۱ڍا ৖৑ز۰݁.

.๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡و ۋިل ๴ཇء أي اݿྥٷٺ؇ج
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ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت 5 .1
ᄭᄟ݁أ؇د ႟၍ ،۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ૭૙݄޶ اৎ৊ܹۛݧ، ࢻࣖال۰ ሒᇭ ؇਍ಱرأ პაႰ

:႟ၽاܳލ ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰
(9) y1 “ apxqy ` bpxq, x P J,

.a, b P CpJ,Rq ۋ٭ت
ሒᆶڎاਐಸا ๤ཇط ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ڣ؆َ۬ اܳݯأ٭ڰ۰)، أو ل۰ اܳگި (اܳݱ٭؞۰ ଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص

.x0 ૰૏݄ܭ I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ً وۋ٭ڎا ً أ؜ޙ݄٭؇ ً ఈః༡ ّگٴܭ ّگٴܭ (9) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،px0, y0q

:ચઁ۾༐ڤמ - ෥ຸټܙ ڲ٢જ੻ר١ ෕ຸوط ส്ؠۂ જ੻ׂܽݦ :8 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
اಣಕᕬݠار ڣݠض ऍइࣲݠد ଩ଐܳ٭ྟލ - ๴ཇި܋ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ๤ཇوط ොູگݑ َݯ݄݆ ܋٭ژ اܳޚ؇ܳص: ཯ྥފ؇ءل ڢڎ

b؟ و a ඔ൹اܳٺ؇ًأ
আॻ༟ اৎ৊أݠف fpx, yq “ apxqy ` bpxq ይዧٺ؇ًؕ اܳݯأ٭ڰ۰) (اܳݱ٭؞۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ๤ཇوط ݆݁ ܳٷٺۜگݑ

:U “ J ˆ R اৎ৊ڰٺިح
px, yq ÞÑ apxqy`bpxq اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن ،J আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠان b و a ඔ൹اܳٺ؇ًأ أن ؇ஓ୾ :f ֆּոاڤ׫ اఔఆᓝۑار .1

݁ފٺ݄ݠة). ّިاًؕ و๤ཚب ݄ؕ੊ျ) J ˆ R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ
෠ຶڎ: ،y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ f ܳـ ሒᆶݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺݑ ොຳފ؇ب :y ڤـ ոּڤ༓ۻץ١ C1 اڤۢר؉ ڲڷ f .2

Bf

By
px, yq “ apxq, @px, yq P J ˆ R.

.J ˆR اܳڰݯ؇ء Ⴄ၍݁ܭ আॻ༟ و݁ފٺ݄ݠ ݁ިۏިد Bf

By
ሒᆶݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺݑ ڣ؆ن ،a P CpJ,Rq أن ؇ஓ୾و

.y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ො੼ܹ٭؇ ଩ଐܳ٭ྟލ f أن إਊು؇ت ً ألݯ؇ ஓ୷ܝ݆ :(ࣽ࣬ୢୠଡ଼ا ચઁ۾༐ڤמ (෕ຸط إոۛؔמ١ ڲ୹୴ؼ܊١
:؇਍ಱᄴᄟ ،y1, y2 P R ႟၍و K Ă J ଫଐ݁اص ඹජء ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ً؇ܳڰأܭ،

|fpx, y1q ´ fpx, y2q| “
ˇ

ˇpapxqy1 ` bpxqq ´ papxqy2 ` bpxqq
ˇ

ˇ “ |apxq| ¨ |y1 ´ y2|.

أَ۬، أي ༟ܹ٭۬. ሌᇃد৙৑وا আॻ༟৙৑ا ༡ڎل۬ ܹؐਊಱو ො੼ڎود ڣ؆َ۬ ،K اଫଐৎ৊اص আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ a اܳٺ؇ًؕ أن ؇ஓ୾و
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ොຳ٭ت: LK “ sup
xPK

|apxq| ă `8 ل༥ިڎ
@x P K, @y1, y2 P R, |fpx, y1q ´ fpx, y2q| ď LK |y1 ´ y2|.

.y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ً ො੼ܹ٭؇ ܳ٭ྟލ଩ଐي f اܳٺ؇ًؕ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

৖৑؇༡ت. ఈఃٔث ଩ଃஓ஁ ،ዻዧᄳᄟو .(9) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ۋފ؇ب ި۱ اࠍ੊ݞء، ۱ڍا ሒᇭ ۱ڎڣٷ؇
.b ” 0 و a ” 0 .1 ႞႐ոষاݾ

:႟ၽاܳލ ݆݁ (9) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
(10) y1 “ 0.

෠ຶڎ: ،(10) ሒᇭޗݠ ঌॻأݬ ً؊༠ڍ
ż

y1pxq dx “

ż

0 dx.

و݁ٷ۬،
ypxq “ C.

:ި۱ ،R আॻ༟ (10) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أن أي
ypxq “ C,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
.b ” 0 .2 ႞႐ոষاݾ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ (9) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝٺص ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
(11) y1 “ apxqy.

(11) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ؜݆ ا৚৑ن ܳٷٴۜت .(11) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y ” 0 أن ఈఃَۋޓ
݁ފٺ݄ݠ، y أن ؇ஓ୾و .ypx0q ‰ 0 ොຳ٭ت ا৙৑ڢܭ আॻ༟ x0 َگޚ۰ ༥ިّڎ أَ۬ أي اৎ৊أڎوم. اܳٺ؇ًؕ ّޚ؇ًݑ ৖৑ มฆܳا

ොຳ٭ت: ،x0 ܳـ V ۏިار ل༥ިڎ أَ۬ มฃلأ ڣ۳ڍا
ypxq ‰ 0, @x P V.
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وَܝٺص: ،x P V ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ypxq আॻ༟ (11) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ڢފ۰݄ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

y1pxq

ypxq
“ apxq, @x P V.

و݁ٷ۬،
pln |ypxq|q

1
“ apxq, @x P V.

෠ຶڎ: ،(J ݆݁ ܋٭ڰ٭۰ َگޚ۰ x0 (ۋ٭ت x ሌᇿإ x0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
ż x

x0

pln |ypsq|q
1 ds “

ż x

x0

apsq ds.

و݁ٷ۬،
ln |ypxq| ´ ln |y0| “

ż x

x0

apsq ds,

.ypx0q “ y0 ۋ٭ت
:ި۱ ،J আॻ༟ (11) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ypxq “ y0 exp
ˆ
ż x

x0

apsq ds

˙

,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ y0 ۋ٭ت
.b ı 0 .3 ႞႐ոষاݾ

:(9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
y1 “ apxqy ` bpxq, x P J.

.ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ࠍ੆ܭ لگٺ؇ن ޗݠ ༥ިّڎ
.1 ֵؠ١ اڤ܋ۑ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ (9) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ۰ً؇঺঒ ሒᇭ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه റണ೺ټܭ
ypxq “ yhpxq ` yppxq,

yp و ،(9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً اৎ৊ݠڣگ۰ (11) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ި۱ yh ۋ٭ت
.(9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ

.ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ ոຑص ຒڞ ปฃ݁أ ً ৖৑أو ܳٷأݠف
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: ոຐد١ֵ) ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻ ոຑص ຒڞ (ׂ֔ۑֵ؉ 10 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

y1 “ fpx, yq, x P J.

૭૙݄޶ اࠍ੆ߺࠊل. ۱ڍه ۰༟ި݄௵௯௫ S ًـ ਲ਼ਦଫ଍ܳ اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ዛኡ؇ل۰ ৖৑ ؇݁ ّگٴܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه إن
.S ݆݁ yp ๤ཡ؜ٷ ႟၍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ༠؇ݬ؇ ً ఈః༡

:ඔ൹ܹٺ༡ਵਦ ଫଊ༟ لࡤࡲ واᄳᄟي ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ඔ൹ّأ٭ ሌᇿإ ا৚৑ن َأިد
.(9) ڤـ اिऻۑؔؠ١ (11) ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ႞႐دո֔ஈኬቘ اڤո֔م اݾষڞ അ೪ׂ֔מ .1 ႞႖ຒۑिऻا

:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أఈః༟ه، 2 ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ༥؇ء ؇݁ ۋފص
yhpxq “ CeApxq,

.Apxq “

ż x

x0

apsq ds و ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
.(9) ႞႐دո֔ஈኬቘ ոຑص ຒڞ അ೪ׂ֔מ .2 ႞႖ຒۑिऻا

.೑ಸ؇اܳټ ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام (9) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت
اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ؜ٴ؇رة ሒᇭ أَ۬ มฃلأ اڤ׭ూ఩ո؟ જੴמ֏ׂ ֵؠ١ ܈ۑ ۰ոּ׫ຢ׿ام ոຑص ຒڞ ֍ڷ ոּڤץٍ֛ ඒ൴ֿ֔ ڲոذا
اࠍ੆ܭ ႟ၽނ لأޚ٭ٷ؇ و۱ڍا ،x ÞÑ Cpxq ًؕ؇ਐಸ اܳـܝ٭ࠕࠫ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇اܳټ ૭૙ྥٴڎل اৎ৊ݠڣگ۰، ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ

؜ٷ۬: ౫ౖరت اᄳᄟي اࠍ੅؇ص
(12) yppxq “ CpxqeApxq.

ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ఈః༡ (12) ሒᇭ اৎ৊أݠف yp لܝިن ᄩᄥ༥أ ݆݁ اᄳᄟي x ÞÑ Cpxq اܳٺ؇ًؕ ඔ൹ّأ٭ ި۱ ا৚৑ن وا୒ୖڎف
.(9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰

෠ຶڎ: ،(9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ y1
ppxq “ C 1pxqeApxq ` CpxqapxqeApxq و݁ލٺگ۬ yp ਐಸأިلݥ

C 1pxqeApxq ` CpxqapxqeApxq “ apxqCpxqeApxq ` bpxq.

و݁ٷ۬،
C 1pxqeApxq “ bpxq.

أن: أي
C 1pxq “ e´Apxqbpxq.
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ڣٷ༶ڎ: اࠍ੆ފ؇ً؇ت)، ܳٺྟފ٭ޔ ل۰ اۊٺ٭؇ر اܳگ٭۰݄ (۱ڍه Cpx0q “ 0 َݯؕ

Cpxq “

ż x

x0

e´Apsqbpsq ds.

:ި۱ (9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ༠؇ݬ؇ ً ఈః༡ ڣ؆ن و݁ٷ۬
yppxq “

ˆ
ż x

x0

e´Apsqbpsq ds

˙

eApxq.

:ި۱ J ا௯௫௵؇ل আॻ༟ (9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

(13) ypxq “ exp
ˆ
ż x

x0

apsq ds

˙ˆ

y0 `

ż x

x0

bpsq exp
ˆ

´

ż s

x0

apτq dτ

˙

ds

˙

,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ y0 ۋ٭ت
۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༠؇ص ༡ܭ ඔ൹ّأ٭ ؇ዛዀڣ ஓ୷ܝٷٷ؇ ༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ ܳٷ؇ ّگڎم اৎ৊ިاܳ٭۰ اܳگݯ٭۰
y ݁أ؇݁ܭ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ،೑ಸ؇اܳټ ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎام ሌᇿإ ۰༥؇੆اࠍ دون ݁ٴ؇๤ཇة لگ۰ ًޚݠ ،۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ሌᇿو৙৑ا

݁ފٺ݄ݠة. ܳٺިاًؕ ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ႟ၽނ আॻ༟ لܝٺص b ሒᇃ؇اܳټ واܳޚݠف ೑ಸ؇ٔ

: اݾশ܋ܧ) اڤજઁټמ֦ (ڲץ׿أ 1 .1 .1 ؓ۠מ١
:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

y1 “ ay ` bpxq,

.b P CpJ,Rq و ೑ಸ؇ٔ a P R ۋ٭ت
:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف Ⴄ၍ن إذا

bpxq “

n
ÿ

j“1
λjbjpxq,

،bj P CpJ,Rq و λj P R ۋ٭ت
:ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ݬً؇ ً ఈః༡ yp,j وႤ၍ن

y1 “ ay ` bjpxq,
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اܳٺ؇ًؕ: ڣ؆ن
yppxq “

n
ÿ

j“1
λjyp,jpxq

ا৙৑ݬܹ٭۰. ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ި۱

اࠍ੅؇ݬ۰. اࠍ৖৑؇੆ت ًأݥ ا৚৑ن ܳٷڎرس
.P pxqekx တ࿮اڤ۾ ڲڷ ᆃᄴոاڤ׭ اڤ܋ۑف .1 ١۝ոশاݾ ႞႐ոষاݾ

:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ
y1 “ ay ` bpxq,

ًـ: ݁أޚް ᄭᄟأ؇دగጻዧ ሒᇃ؇اܳټ واܳޚݠف ،೑ಸ؇ٔ a P R ۋ٭ت
bpxq “ P pxqekx,

.k P R و n درۏٺ۬ ༡ڎود ଫଃ܋ټ P ۋ٭ت
:ᆃᄷोूا ٢ܙ ،႞႐ոষاݾ ٢׾ه ᆃᅞ ႞႐دո֔ஈኬቘ ոຑص ຒڞ ֍ڷ اڤץٍ֛ ᆃᅞ ຐڪמٝ ֿ֔׫ڵ׿ اႤ႐ي اिऻץ׿أ

:ሒሃ اৎ৊أޚ؇ة، ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ً ৖৑أو ఈఃَۋޓ
y1 “ ay

:ި۱ اܳأ؇م، ؇۳ܹ༡
yhpxq “ Ceax,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف ޗٴ٭أ۰ َڰݴ ᄩᄟ ًؕ؇ّ اۊٺ٭؇ر ොຶ؇ول ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ اܳٴۜت ؜ٷڎ
أم ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ఈః༡ ekx Ⴄ၍ن إذا ؇݁ আॻ༟ لأٺ݄ڎ اࠍ੅؇ص اࠍ੆ܭ ႟ၽނ أن ଫଃ༚ .bpxq “ P pxqekx

.a و k ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ ۋފص ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃஓ஁ اܳފྟص، و୒ୖڍا .৖৑
.k ‰ a .1 -1 ႞႐ոষاݾ

႟ၽاܳލ ݆݁ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
yppxq “ Qpxqekx,
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أي .P ۰༥در ૭૜؇وي درۏٺ۬ ༡ڎود ଫଃ܋ټ Q ۋ٭ت

degpQq “ n.

.k “ a .2 -1 ႞႐ոষاݾ
Qpxqeax ႟ၽاܳލ ݆݁ ًؕ؇ّ أي ڣ؆ن ዻዧᄳᄟ اৎ৊ݠڣگ۰. ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ఈః༡ eax لܝިن ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

.۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ༠؇ݬ؇ ً ఈః༡ ஓ୷ټܭ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑و ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ڣݯ؇ء ሌᇿإ ཯ྡྷٺ݄޶
႟ၽاܳލ ݆݁ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت اܳٺڎا༠ܭ، ۱ڍا وܳٺڰ؇دي
yppxq “ xQpxqeax.

ڲ׭ڪ׭מ١. ႞႐دا اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ஈኬቘ ᆃᄴոاڤ׭ اڤ܋ۑف .2 ١۝ոশاݾ ႞႐ոষاݾ
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

y1 “ ay ` bpxq,

ًـ: ݁أޚ޶ ሒᇃ؇اܳټ واܳޚݠف a P R ۋ٭ت
bpxq “ P1pxq cospkxq ` P2pxq sinpkxq,

.k P R˚ و n ૭૜؇وي أو أڢܭ ؇݄ዛውدرۏ ༡ڎود ܋ټଫଃا P2 و P1 ؕ݁
:႟ၽاܳލ ݆݁ أي ،ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف ႟ၽނ َڰݴ ݆݁ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

yppxq “ Q1pxq cospkxq ` Q2pxq sinpkxq,

ؕ݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ yp ؜ٴ؇رة ਐಸأިلݥ ؇݄ዛዊَّأ٭ ༡ڎود ܋ټଫଃا Q2 و Q1 ۋ٭ت
degpQ1q ď n, degpQ2q ď n.

اڤ׫ပ࿮ڲ࣬ࣽ. اո֔िऻڲڞ ֵؠ١ ܈ۑ .2 ֵؠ١ اڤ܋ۑ
:(9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

y1 “ apxqy ` bpxq, x P J.

݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د أ૭૖ޔ ႟ၽނ আॻ༟ (9) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ ި۱ ،ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ لگ۰ ޗݠ ݆݁ ا୒ୖڎف
:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا

.y ا௯௫௵۳ިل ً؇ܳٺ؇ًؕ ੯੩أਐಱ ৖৑ ٔ؇ن ޗݠف = ّ؇م ݁ލٺݑ
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আॻ༟ ොຶݱܭ ৖৑ۋگ؇، َأ٭ٷ۬ x ÞÑ µpxq ًؕ؇ّ ሒᇭ (9) ሒᇭޗݠ ๤ཟًب اڤ۾တ࿮؟ ٢׾ا ࣷ࣬ຐ ว്ۢڞ ټמ؉

اܳأఈఃڢ۰:
(14) µpxqy1pxq ` apxqµpxqy “ µpxqbpxq.

ොຳ٭ت µ ෛຶٺ؇ر
µ1 “ apxqµ.

أن: أي
µpxq “ exp

ˆ
ż x

x0

apsq ds

˙

.

:႟ၽاܳލ ݆݁ (14) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں ؜ٷڎࢱࣕ،
pµpxqypxqq1 “ µpxqbpxq.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
µpxqypxq “ µ0y0 `

ż x

x0

µpsqbpsq ds.

:ި۱ ،J আॻ༟ (9) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ypxq “ e´Apxq

ˆ

C `

ż x

x0

bpsq exppApsqq ds

˙

,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت

:9 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
෠ຬص ،۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ࠍ੆ܭ ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ لگ۰ ޗݠ ّޚٴ٭ݑ ሒᇭ ا๤དྷܳوع ڢٴܭ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ۰༟ި݁ިݪ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ೑಻Ⴄ၍ إذا ؇݁ ৖৑أو ᄕც؊اܳٺ
ٔ؇ن. ޗݠف = ّ؇م ݁ލٺݑ

اܳأ؇م. اࠍ੆ܭ ඔ൹ܳٺأ٭ ݁ٴ؇๤ཇة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ Ⴄၽَ݁ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

1 ֵؠ١ اڤ܋ۑ ۰շང׫ຢ׿ام ١ਫ਼੊ոວڲ׫ જੴ຋ ػ܋מ١ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ຒڞ ټמءמ١ ؼܙل ႞႖ڲ׭ॊूا ּۖ֔
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: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا R আॻ༟ ଫଊَأٺ

(15) p1 ` x2qy1 ` xy “ p1 ` x2q5{2.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص اܳأ؇م ؇۳ܹ༡ .۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚و ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (15) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
ypxq “ yhpxq ` yppxq,

:(15) ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ި۱ yh ۋ٭ت
(16) p1 ` x2qy1 ` xy “ 0.

.೑ಸ؇اܳټ ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام َأ٭ٷ۬ ،(15) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ yp و
؜݆ ܳٷٴۜت .؇ୖ୒ ༃واࡵ ༡ܭ y ” 0 إن .(16) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ৖৑أو ඔ൹ܳٷأ
اಣಕᕬݠار ݆݁ .ypx0q ‰ 0 ؕ݁ x0 P I ل༥ިڎ ොຳ٭ت y ًؕ؇ّ ؜݆ ౫ౖరت أي اৎ৊أڎوم. اܳٺ؇ًؕ ଫଃ༚ أරඝى ༡ߺࠊل

ොຳ٭ت x0 ܳـ ۏިار V ل༥ިڎ ،y اܳٺ؇ًؕ
@x P V, ypxq ‰ 0.

෠ຶڎ: ،y আॻ༟ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ًگފ۰݄ و༟ܹ٭۬،
y1

y
“ ´

x

p1 ` x2q
, @x P V.

َݯؕ
y1pxq “ p1 ` x2q´1{2.

:ި۱ ،(16) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن و݁ٷ۬
yhpxq “ Cy1pxq,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
݆݁ .೑ಸ؇اܳټ ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام (15) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ݬ؇ ఈః༡ ا৚৑ن، ඔ൹ܳٷأ
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႟ၽاܳލ ݆݁ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،ዻዧذ أ༥ܭ

yppxq “ Cpxqy1pxq.

෠ຶڎ: ،(15) ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ
p1 ` x2qC 1pxqy1pxq `

“

p1 ` x2qCpxqy1
1 ` xCpxqy1pxq

‰

“ p1 ` x2q5{2.

و݁ٷ۬،
p1 ` x2qC 1pxqy1pxq ` Cpxqrp1 ` x2qy1

1pxq ` xy1pxqs “ p1 ` x2q5{2.

و༟ܹ٭۬،
p1 ` x2qC 1pxqy1pxq “ p1 ` x2q5{2.

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
C 1pxq “ p1 ` x2q2,

أن: أي
Cpxq “

ż x

x0

p1 ` 2s2 ` s4q ds “ x `
2
3

x3 `
x5

5
` C,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
:ި۱ R আॻ༟ (15) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ypxq “
C ` x `

2
3

x3 `
1
5

x5

?
1 ` x2

,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
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(15) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ߺࠊل اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :4 .1 ႟ၽނ

:ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ જੴوׂءۻ ڲ୹୴ؼ܊١
اࠍ੆ߺࠊل: ݿߺࠊك ۋިل ඔ൹ٺ྘أݿ؇ݿ ඔ൹ۋޙٺఈః݁ اݿٺఈః༱ص ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ୒ୖڍه ሒᇃ؇اܳٴ٭ ྾ངීෂا دراݿ۰ ؜ٷڎ
اܳިݿޔ ሒᇭ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ༟؇ਊಾڎ رܾؗ أَ۬ ఈఃَۋޓ :(١ॴటঁ׿ا఩ेूا ႞႐ոষاݾ જੴׅջׂ ෥ຸ୹୴ׂ ) اݾষݫݻل അ೪ּ اڤ׫ؠոرب .1
ܳٺܹٺܾۜ اܳٴأݥ ؇ዝཟًأ ݆݁ ّگଫଐب ؇݁ ༟๤ང؇ن ؇ዛኡأ ৖৑إ ،C ೑ಸ؇اܳټ ڢࡗࡲ اۊٺఈఃف ૭૖ྟص اৎ৊ٴڎأ) (ڢݠب

ڣگޔ. اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ؜ٷڎ وا༡ڎ ปฃۜ݁ٷ ؇ਊಱّگݠ وّݱٴں
ًـ: لأޚް (C2 و C1 ඔ൹ਐಸ؇ܳټ ඔ൹ިاڣگৎ৊ا) y2 و y1 ඔ൹ܹ༡ أي ඔ൹ً اܳڰݠق :෥໋ոֵ ൄളا اڤ׫֔ڪמڞ

y1pxq ´ y2pxq “
C1 ´ C2
?

1 ` x2
.

أن ؇ஓ୾
1

?
1 ` x2

|x|Ñ8
ÝÝÝÝÑ 0,

اዛኡఈዳዧ؇ل۰. ؜ٷڎ ๮ཇఈఃਐಾ 1
?

1 ` x2
ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੊ݞء ۰ᆇᆅ؇݁ފ ڣ؆ن

ً؇ࠍ੊ݞء ً أݿ؇ݿ؇ ુળොຬُ اܳـܝڰ؇ل۰، ڣ٭۬ ؇ஓ୾ ܋ٴଫଃا |x| لܝިن ؇ৎ৊ اࠍ੆ߺࠊل ᆇᅹ٭ؕ ݿߺࠊك ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
x `

2
3

x3 `
1
5

x5

?
1 ` x2

,
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اዛኡఈዳዧ؇ل۰. ؜ٷڎ اܳފߺࠊك আॻ༟ ாணُࣕ ࢴ ଫଃٔ؊ّ C ೑ಸ؇ټይዧ لأިد ৖৑و

ఈఃً ଩ଐّاࢴࣖ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ۱ڍه ༡ߺࠊل أن ఈఃَۋޓ :( Unbounded Growth ) اୠଡ଼ୢ׿ود જੴ຋ اڤચઁاࠥࡇ .2
لڰݠض ؇ᆙᆘ اৎ৊گ؇م، ۰༥در ّڰިق มฆܳا (x5 (اࠍ੆ڎ اܳྟފޔ ۰༥رᄴᄟ ዻዧذ لأިد .(˘8 ިොຶ ۬౯౜ళ) ༡ڎود

.x ଫଃٺ؞ৎ৊ا زاد ؇గၵ၍ ይዧگࡗࡲ ً ༥ڎا ً لأ؇ ๤ང ߙ߳اࢴࣖا
:(෥໋ոिऻا وਫ਼੊מոن اڤؠ෕ເي (اूेֿؠמոد ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ

༥ڎاً. ڢިي ሒᇚر؇༠ ݁ޝߜߵ ଫଃٔ؊ّ ොູب ڢ๤ཏي" "اَگ٭؇د ᄭᄟ؇੆ျ ً ؇ਃಮ؇ل ଩ଃڣ اࠍ੆ܭ ۱ڍا ݿߺࠊك ڢݠاءة ஓ୷ܝ݆
۱؇فܭ ႟ၽ૰૖ ଩ଐّاࢴࣖ ༠؇رۏ٭۰ ڢިة ஓ୷ټܭ p1 ` x2q5{2 ᄭᄟأ؇دగጻዧ ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف :ᆃᅋرոশاݾ اिऻ܎ݍݦ ܈֏מոن •

݁أ۳؇. وا଩ଐܳاࢴࣖ ؇ዛኞ ا࠯࠵࠺؇ق আॻ༟ y اࠍ੆ܭ "ଫଊ᛻෠ ُູ " اܳگިة ۱ڍه .x ߙ߳اࢴࣖ ؕ݁
๤ང؜ٺ۬ ૰૜ٺڎ إ؜ݱ؇ر ل؇ح ر ଫଃٔ؊ّ ොູب لگؕ ෠ஙݠ) (ورڢ۰ ً ݬ؞ଫଃا ً ۏފ݄؇ ܳٷٺۛ٭ܭ (اूॆ֍ոۢر): ༐੡੍מٝ •

ً؇ಣಕᕬݠار.
.ᄎც࠯࠵࠺ݠ ๴ང؇ݿ৙৑ا ا௱௯௫ݠك (ا৕৑؜ݱ؇ر) اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިة ஓ஄ټܭ –

اܳٴڎال۰. ሒᇭ اܳިرڢ۰ Ⴄၽ݁ن C “ yp0q ೑ಸ؇اܳټ ஓ୷ټܭ –
ዛኡఈዳዧ؇ل۰)، ሌᇿإ (ّޝول ً ༥ڎا ܋ٴଫଃة ݿٺݱٴں اܳިرڢ۰ ۰༟๤ང ڣ؆ن ༥ڎاً، ᄭᄥ۱؇ف ّݱٴں ا৕৑؜ݱ؇ر ڢިة أن ؇ஓ୾
࡜ࡸࡺܙ اڤؠܙي ෕໋ոষاݾ أن أي ይዧݱڰݠ). (لޝول ً ఈః݄ዛᔻ ሒᇿو৙৑ا ؇ዛኡႤၽ݁ ؜݆ ༇ຐ؇اܳٷ اܳڰݠق لݱٴں ዻዧࣕوࢻ

.෥໋ոिऻا أݍݦ

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،R আॻ༟ ଫଊَأٺ

(17) y1 ` y “ 5 sinp2xq.

.۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚و ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (17) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
ّگٴܭ (17) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن و݁ٷ۬ .R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠان x ÞÑ 5 sinp2xq و x ÞÑ 1 ඔ൹اܳٺ؇ًأ أن ఈఃَۋޓ

ا৙৑ڢܭ. আॻ༟ ఈః༡
:႟ၽاܳލ আॻ༟ اܳأ؇م، ؇۳ܹ༡ ۰ً؇঺঒ وஓ୷ܝ݆
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ypxq “ yhpxq ` yppxq,

:(17) ًـ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ި۱ yh ۋ٭ت
(18) y1 ` y “ 0,

.(18) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ yp و
.yh അ೪ׂ֔מ ‚

َݯؕ
Apxq “ ´

ż x

x0

ds “ ´x ` x0.

:ި۱ ،R আॻ༟ (18) ܳـ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن و݁ٷ۬
yhpxq “ Ce´x,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
.yp അ೪ׂ֔מ ‚

:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ b ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف أن ఈఃَۋޓ
bpxq “ 5 sinp2xq.

:႟ၽاܳލ ݆݁ اᄳᄟي yp اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن و݁ٷ۬
yppxq “ α1 cosp2xq ` α2 sinp2xq,

.(17) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ި۱ ܋٭ڰ٭؇ن، ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن α2 و α1 ۋ٭ت
෠ຶڎ: ،(17) ሒᇭ yp ؜ٴ؇رة ਐಸأިلݥ

´2α1 sinp2xq ` 2α2 cosp2xq ` α1 cosp2xq ` α2 sinp2xq “ 5 sinp2xq.

و݁ٷ۬،
p´2α1 ` α2q sinp2xq ` p2α2 ` α1q cosp2xq “ 5 sinp2xq.

أن: ૭૙ྥٷٺھ ً؇ৎ৊ޚ؇ًگ۰،
$

&

%

´2α1 ` α2 “ 5,

2α2 ` α1 “ 0.
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أن، أي

α1 “ ´2, α2 “ 1.

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
yppxq “ ´2 cosp2xq ` sinp2xq.

:ި۱ ،R আॻ༟ (17) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن و݁ٷ۬
ypxq “ Ce´x ´ 2 cosp2xq ` sinp2xq.

(17) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ߺࠊل اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :5 .1 ႟ၽނ

:(ᇆᆧاႥ႐ا واڤר܊ոم اڤո݄֔ݦ (اڤר܊ոم ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ ؼܙل ڲ୹୴ؼ܊١
:ඔ൹ܹٺ༡ਵਦ ඔ൹ً ًިݪިح ଩ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ஓ୷ܝٷٷ؇ ۋ٭ت ༥ڎاً، ً ଩ଃᆙᆘًا Ⴄ၍ݿߺࠊ ሒᇃ؇اܳٴ٭ ྾ངීෂا لޙ۳ݠ

ܳـ اܳݱ؞ଫଃة اܳگࡗࡲ (؜ٷڎ اܳٴڎال۰ ሒᇭ :(Transient Phase ) اڤո݄֔ݦ  اڤר܊ոم أو اబेूঁؠոڤמ١ ႞႖ຒۑिऻا .1
ً؇๤དྷܳط ૰૖ڎة ਐಱ؊ߜߵ اࠍ੆ܭ أن มฃلأ ۱ڍا اܳٴأݥ. ؇ዝཟًأ ؜݆ وෛ੼ٺܹڰ۰ ݁ٺٴ؇༟ڎة اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ّܝިن ،(x

ًأڎ. ఈఃਐಱشَ ቕረ اᄳᄟي Ce´x ๴ང৙৑ا اࠍ੆ڎ وۏިد ި۱ ๴ཚ؇ل ීෂا اܳފྟص .C ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا
ᆇᅹ٭ؕ أن ఈఃَۋޓ ،x ଫଊلܝ ؜ٷڎ݁؇ :( Steady State)  ᇆᆧاႥ႐ا اڤר܊ոم أو اिऻۻ׫ؠۑة ႞႖ຒۑिऻا .2
ل؇ݪ٭؇ً، ر ل؇ً). (دور ً ஓ஄ިۏ٭؇ ً ఈ႙ၽނ ݁ٺ༱ڍةً ݁ٺޚ؇ًگ۰، وّݱٴں اܳٴأݥ ؇ዝཟأਊಸ "ّܹٺݱݑ" اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت
اࠍ੆ܭ ؕ݁ ً ؇݁؇ஓ஄ ܳ٭ٺޚ؇ًݑ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لޝول و ،๮ཇఈఃਐಱ اܳأ؇ߓߵ اࠍ੆ڎ ڣ؆ن ،limxÑ8 Ce´x “ 0 أن ؇ஓ୾
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اᄴᄟوري: اࠍ੅؇ص

ypxq « ´2 cosp2xq ` sinp2xq

:(١ॴటոּ٤ۑᝥ Ⴅ႐ارة ١ֵ ෕ເاڤؠ ١ּոວا۰ेू׫) ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ
.(Forced Oscillations )  ١ֵ෕ເاڤؠ ١ּոວا۰ेू׫ ًـ ّأُݠف ଫଃዝཇة ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ޖ؇۱ݠة اܳފߺࠊك، ۱ڍا ஓ୷ټܭ
(RC) ١ॴటոּ٤ۑᝥ دارة ި۱ لޚ؇ًگ۳؇ ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ ஓ஁ިذج أڣݯܭ ڣ؆ن ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ؇ஓ୾

.(sinp2xq لިاڣݑ (ߙߵدده ݁ٺٷ؇وب ਃಾ؇ر ᄴᄟިஓ୾ ᄭᄟި݁ިݬ
గጻዧܝټژ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اܳލۜٷ۰ ඔ൹ً ً ؇෠ຬਲ਼ਦ اည৊ܝټژ) (ොஙٷ۰ اᄴᄟارة ݿߺࠊك لܝިن ،ሌᇿو৙৑ا ا࠯࠵࠺ޙ؇ت ሒᇭ •

.ᄴᄟިৎ৊ا ଫଃٔ؊ّو اܳأ؇ߓߵ) (اࠍ੆ܭ
اৎ৊ٺٷ؇وب. ᄴᄟިৎ৊ا ّިߙߵ ًؕ݁ ؇݁؇ஓ஄ ۰ᆇᅡ؇݁ٺٷ ؇ዛውᚳ؇༶اݿٺ وّݱٴں ،۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ؇ዛውٷොங اᄴᄟارة "๮ཏྡྷོ" ڣଫଐة، ًأڎ •
اܳگިة ّڰݠݪ۬ ೑ಸ؇ٔ ا଩ଐ۱ازي ஓ஁ޔ আॻ༟ ૭૜ٺگݠ ؇ዛዊوܳـܝ اܳݱڰݠ) ሌᇿإ ّޝول  ৖৑) ਐಾިڢژ ৖৑ اࠍ੆ߺࠊل

اࠍ੅؇رۏ٭۰.

: ڲ׭ոل
:R আॻ༟ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(19) y1 ´ y “ 2xe2x.

.۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (19) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
:ሒሃ ،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

(20) y1 ´ y “ 0,

:ި۱ ،R আॻ༟ اܳأ؇م ؇۳ܹ༡و
yhpxq “ Cex,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
:႟ၽاܳލ ݆݁ ،(19) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ݬ؇ ఈః༡ ا৚৑ن، ඔ൹ܳٷأ

yppxq “ Qpxqe2x,

:႟ၽاܳލ ݆݁ Q اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ أن أي ..deg Q “ 1 ۋ٭ت
Qpxq “ αx ` β,
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.α, β P R ؕ݁

෠ຶڎ: ،(19) ሒᇭ yp ؜ٴ؇رة ਐಸأިلݥ
Q1pxqe2x ` 2Qpxqe2x ´ Qpxqe2x “ 2xe2x.

و݁ٷ۬،
Q1pxq ` Qpxq “ 2x.

:႟ၽاܳލ ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ Q أن ؇ஓ୾و
Qpxq “ αx ` β,

أن: ૭૙ྥٷٺھ ،R ݆݁ β و α ؕ݁
Qpxq “ 2px ´ 1q.

أي:
yppxq “ 2px ´ 1qe2x.

:ި۱ ،R আॻ༟ (19) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ Cex ` 2px ´ 1qe2x,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت

(19) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ߺࠊل اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :6 .1 ႟ၽނ
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واڤ׫ץຐո׿): ෥ີॊूا (ا߫ࠆࠗܙ ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ ؼܙل ڲ୹୴ؼ܊١

و༟ڎم ֆֵ෕ເاڤ ෥ີॊूا اڤચઁاࠥࡇ ሒሃو اࠍ੆ߺࠊل ୒ୖڍه ଩ଃᆙᆘة ༠؇ݬ٭۰ ሒᇃ؇اܳٴ٭ ྾ངීෂا ఈః༠ل ݆݁ ఈఃَۋޓ
ا৖৑ݿٺگݠار.

ො੼ިر ؜݆ ᄭᄥ۱؇ف ۰༟๤๎ื اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ོྟٺأڎ ،x ڢ٭۰݄ زادت ؇గၵ၍ اिऻרٍרמոت: ۰ݫݻك •
اڤ׫ץຐո׿  ًޙ؇۱ݠة لأُݠف ؇݁ ۱ڍا .(೑ಸ؇اܳټ إނ؇رة ۋފص ˘8) اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ިොຶ ݁ٺ۰۳۠ اܳڰިاݬܭ،

.(Divergence )
ܾ۳ৎ৊ا ݆݁ اܳأ؇م. اࠍ੆ܭ ሒᇭ (e2x و ex) ا৙৑ݿ٭۰ اࠍ੆ڎود ܳިۏިد اܳފߺࠊك ۱ڍا لأިد :෥໋ոֵ ൄളا اڤ׫֔ڪמڞ •
෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ ߙ߳اࢴࣖا)، ا๤ང৙৑ع َ۬৙৑) اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ؜ٷڎ ۱٭݄ٷٺ۬ لڰݠض اᄳᄟي ި۱ e2x اࠍ੆ڎ أن ఈః݁ۋޙ۰
༥ިّڎ ৖৑) R Ⴄ၍݁ܭ আॻ༟ ݁أݠڣ۰ ਊಾࠔࠥ ؇ዛዊوܳـܝ ،x ߙ߳اࢴࣖ ؕ݁ ༡ڎود ఈఃً ڢ٭۳݄؇ ਐಾݯܾۛ اࠍ੆ߺࠊل ᆇᅹ٭ؕ

ا৖৑َڰ༶؇ر). ޖ؇۱ݠة ሒᇭ პაႰ ᆇᅦިدل۰ ݁گ؇ر۰ً ۊޚިط

ا۰ेू׫ؠۑار): وຐ׿م ෥ີॊूا (اڤચઁاࠥࡇ ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ
أو (Instability ) ا۰ेू׫ؠۑار  ຐ׿م ሒሃو ل۰ ڢި ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ᄭᄟ৖৑د ᆇ໲໕ܭ اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ިොຶ اࠍ੆ߺࠊل ༟؇ਊಾڎ إن

.(Unbounded Exponential Growth ) اୠଡ଼ୢ׿ود  જੴ຋ ෥ີॊूا اڤચઁاࠥࡇ ًـ لأُݠف ؇݁
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ৖৑؇੆ت ሒᇭ اܳފߺࠊك ۱ڍا ّݱިر ஓ୷ܝ݆

ଫଃ༚ و༚ڍاء ݁ިارد আॻ༟ ොຬٺިي وݿޔ ሒᇭ ل؇ ଫଃاܳٴܝٺ Ⴄၽّߜߵ ݁ټܭ ڲոڤ׫ܙس): (଄૲ܙذج ᆃᅋاڤץמܙڤܙ اڤ׫ပ࿮ݍݦ •
ߖߵاڢص มฆܳا اෑෂ݁ٷ٭۰ ا࠯࠵࠺ޙ۰ ሒᇭ اৎ৊ިۏިدة ل؇ ଫଃاܳٴܝٺ ༟ڎد ؕ݁ ً ޗݠدل؇ ཯ྥٷ؇ݿص اܳٺႤၽߜߵ ݁أڎل ො੼ڎود.

.݆݁ෑෂا ਵਦور ؕ݁ ይዧأڎد ๴ངأ ّݯܾۛ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اܳٷޙ؇م، ؇ዛዀڣ
۰ਃಮ؇اܳـܝ٭݄٭ اܳٺڰ؇ఈః༟ت ݁ټܭ :( Thermal Runaway ) اݾষۑاري  وا०ग़॑ܙح ႞႖ۻڪۻ༖िऻا اڤ׫ء୹୴ຐոت •
රඞارة ᄴᄟިل ؇ᆙᆘ اܳٺڰ؇༟ܭ، ۰༟๤ང ݆݁ ߙ߳ࢴࣖ ۰෠ູ؇اܳٷ اࠍ੆ݠارة ଫଊّࢴࣖ. َޙ؇م ؗ٭؇ب ሒᇭ ࠯࠵࠺ݠارة اܳޚ؇ردة
اܳިاڢؕ ሒᇭ ً اَڰ༶؇را ૭૏ྟص ڢڎ ؇݁ (و۱ި اܳފ٭ޚݠة ؜݆ اܳٷޙ؇م රඝوج ሌᇿإ ݁ޝدل۰ أݿ٭؇ً، ଩ଐّاࢴࣖ ଫଊأ܋

๤ངلؕ). ๴ངأ ިറഠ೴ ؜ٷ۬ ଫଊُلأ ً ل؇ݪ٭؇ ر ܳـܝ݆ ،ሒᆶ؇ل ଩ଃاܳڰ

اڤո֔م ոڪ٤ຒ ݾষۻոب اڤ׫ပ࿮ڲ࣬ࣽ، اո֔िऻڲڞ ֵؠ١ ܈ۑ ਫ਼੊׫֔ڵڞ ػ܋מ١ ׂءոۛڪמ١ ڲո֔دूेت ႞႖أڲ׭
:ሒᇿ؇اܳٺ ً؇ৎ৊ټ؇ل اܳڰگݠة ۱ڍه ዛው૭૙ܭ

: ڲ׭ոل
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اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ
(21) y1 `

2x

1 ` x2 y “
1

1 ` x2 , x P R.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ،۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚و ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (21) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
(22) pp1 ` x2qyq1 “ 1.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
ż x

x0

pp1 ` s2qypsqq1 ds “

ż x

x0

ds.

:ި۱ R আॻ༟ (21) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬،
ypxq “

C ` x

1 ` x2 ,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت

(21) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ߺࠊل اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :7 .1 ႟ၽނ

ޠަޫݫݻل): اिऻؠոرب (اڤۻݫݻك ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ ؼܙل ڲ୹୴ؼ܊١
y “) اܳڰިاݬܭ ො੼ިر ިොຶ اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ᆇᅹ٭ؕ ّگ؇رب ޖ؇۱ݠة ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ఈః༠ل ݆݁ ఈఃَۋޓ
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.(˘8 ሌᇿإ x لޝول ؜ٷڎ݁؇ (أي اৎ৊ٴڎأ ؜݆ اਐಸأڎَ؇ ؇గၵ၍ (0

اܳأ؇م: اࠍ੆ܭ ዛኡ؇ل۰ ොຳފ؇ب ً ل؇ݪ٭؇ ر ዻዧذ ّأܹ٭ܭ ஓ୷ܝ݆
lim

xÑ˘8
ypxq “ lim

xÑ˘8

x ` C

1 ` x2 “ 0.

๮ཇఈఃਐಱ اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،(ᄭᄟ؊ފగጻዧ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط Ⴄ၍ن ؇݄ዛᔻ (أي C ೑ಸ؇اܳټ ڢ٭۰݄ ೑಻Ⴄ၍ ؇݄ዛᔻ أَ۬ มฃلأ ۱ڍا
.( Asymptotic Stability ) اिऻؠոرب ا۰ेू׫ؠۑار ًًـ ل؇ݪ٭؇ ر اࠍ੅؇ݬ٭۰ ۱ڍه ް݄૭ُ૜ اዛኡఈዳዧ؇ل۰. ؜ٷڎ اܳݱڰݠ ݆݁ لگଫଐب و

اڤۻڎܙن): ᅽᅰإ واڤ֔ܙدة (ا०ॕ॑ܙد ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ
ሒሃو ۰ොෘوا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ᄭᄟ৖৑د ᆇ໲໕ܭ ،ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط Ⴄ၍ن ؇݄ዛᔻ اܳݱڰݠ، ިොຶ ypxq اࠍ੆ܭ ّگ؇رب إن

(اܳٺިازن). اڤۻڎܙن ႞႐ոຒ ᅽᅰإ اڤ֔ܙدة أو ا०ॕ॑ܙد
دڢ٭ݑ: ሒᆞරඞ ஓ୾ټ؇ل ዻዧذ ڣ۳ܾ ஓ୷ܝ݆

݁ٺۜݠك. ྾ཏۏ ١ຐ෕ີ ஓ஄ټܭ ypxq ᄭᄟاᄴᄟوا ،݆݁ෑෂا ި۱ x ଫଃٺ؞ৎ৊ا ؇َଫଊا؜ٺ إذا •
اࠍ੅؇رۏ٭۰ ᄎცݠ௱௯௫ا اܳگިة ྘ྲྀٷ݄؇ ݁ٺ؞ଫଃة، (݁گ؇و۰݁) اۋٺႤၽك ܳگިة ਐಱأݠض ྾ཏۏ ᄎცරඞ റഠُڍج ೺ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا •

اܳިڢب. ਵਦور ؕ݁ ً ࣁࣖر෠ຬ٭؇ ོྥٷ؇ڢݧ ` 1
1`x2

˘ ᄩᄟ
اܳޚ؇ڢ۰، ஓ୷ٺݧ اۋٺႤၽك وًިۏިد اܳݱڰݠ، ሌᇿإ وّޝول ๮ཇఈఃਐಾ ᄎცݠ௱௯௫ا اܳگިة أن ؇ஓ୾ اࠍ੆ٺ݄٭۰: ۰༶اܳٷྥ٭ •
(๤ང؜ٺ۬ اَޚఈఃڢٺ۬ ೑಻Ⴄ၍ ݿިاء ،྾ཏ੊اࠍ وਐಱިڢژ ً ؇݁؇ஓ஄ ਍ಾأڎم ปฆۋ ً ۋٺ݄؇ ݿྥٺٷ؇ڢݧ ۰༟๤ཏܳا ڣ؆ن

ݬ؞ଫଃة. أو ً ༥ڎا ܋ٴଫଃة (۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا
ޗ؇ڢٺ۬ لڰگڎ واܳٷޙ؇م اዛኡఈዳዧ؇ل۰، ሒᇭ ( Vanishing Solution ) ๮ཇఈఃਐಱ اࠍ੆ܭ إن َگިل ،ً؇ਃಮ؇ل ଩ଃًوڣ ل؇ݪ٭؇ ر

ၯ၍٭؇ً. اࠍ੆ݠ܋٭۰
:ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ټ؇ل ܳٷڎرس

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا R আॻ༟ ଫଊَأٺ

(23) p1 ` x2qy1 ` 3xy “ 6x.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ،۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚و ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (23) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
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(24) y1 `
3x

1 ` x2 y “
6x

1 ` x2 .

ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ ሒᇭ (24) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ๤ཟًب
µpxq “ exp

ˆ
ż x

x0

3s

1 ` s2 ds
˙

“ px2 ` 1q3{2,

:আॻ༟ ොຶݱܭ
px2 ` 1q3{2y1 ` px2 ` 1q3{2 3x

x2 ` 1
y “

6x

1 ` x2 px2 ` 1q3{2.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾و
ż x

x0

`

ps2 ` 1q3{2ypsq
˘1 ds “

ż x

x0

6s
?

s2 ` 1 ds.

اܳٺႤၽ݁ܭ ܳٷۜފص
ż x

x0

6s
?

s2 ` 1 ds.

:႟ၽاܳލ ݆݁ ި۱
ż x

x0

b1psqpbpsqqα ds “
1

α ` 1
“

pbpsqqα`1‰x

x0
.

:bpsq “ s2 ` 1 و α “
1
2

ًިݪؕ ؇਍ಱᄴᄟ و݁ٷ۬
ż x

x0

6s
?

s2 ` 1 ds “ 3
ż x

x0

2s
?

s2 ` 1 ds “ 2
“

ps2 ` 1q3{2‰x

x0
.

:ި۱ ،R আॻ༟ (23) ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؇ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ 2 ` Cpx2 ` 1q´3{2,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
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(23) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ߺࠊل اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :8 .1 ႟ၽނ

ޠަޫݫݻل): اႤ႐اଯଔة (ؔؠ׿ان ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ જੴوׂءۻ ׂ֔ڪמۂ
اۊٺܹڰب ؇݄ዛᔻ ،ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ࠍ੆ߺࠊل اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت ᆇᅹ٭ؕ أن ،ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ఈః༠ل ً݆݁ ۱ٷڎݿ٭؇ ఈఃَۋޓ
݆݁ اܳޙ؇۱ݠة ۱ڍه ๤ཇح ஓ୷ܝ݆ .y “ 2 اৎ৊گ؇رب اৎ৊ފٺگࡗࡲ ሌᇿإ اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭ وّޝول ਐಾگ؇رب ،C ೑ಸ؇اܳټ ڢࡗࡲ

:ඔ൹ਐಱزاو
 (yp “ 2 (۱ٷ؇ yp ༠؇ص  ༡ܭ ᆇ୞୘ިع ݆݁ ਐಱܝިن ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ أن َأ޺޾ :෥໋ոֵ ൄളا જੴاڤ׫ءۻ .1

 .C ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇਒ಸ ੯੩أਐಱ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ yh و
ا๤དྷܳوط ଫଃٔ؊ّ أن มฃلأ ڣ۳ڍا ،x Ñ `8 ؇ৎ৊ 0  ሌᇿإ لޝول yhpxq “ Cpx2 ` 1q´3{2 أن اࠍ੆ڎ  ؇ஓ୾
اܳފߺࠊك ݿިى اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭ ਊಱࠔࠥ ৖৑و اَޚఈఃڢ۬ َگޚ۰ "ෟເ༓໠" اࠍ੆ܭ وႧ၍ن ࣁࣖر෠ຬ٭؇ً، ๮ཇఈఃਐಱ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا

.(y “ 2) اৎ৊ފٺگݠ
٤ؓܙة ؔרոວن ًިݪؕ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ૰૜ྟ٭۬ ஓ୷ܝٷٷ؇ اܳڰଲ୍ة، ೞಱܳٺگݠ :(ਗਈڤרמܙ ࠥࡇ જ੻اڤ׫ (ոֿؓܙن ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ .2
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ أ༟ڎَ؇ إذا ل۰). ި٪݁ ۰༥در 2) ۰ਐಸ؇ٔ රඞارة ۰༥در ؜ٷڎ (۰༥ఈఃٔ (أو ଫଊ݁دة ਵؗڣ۰ ሒᇭ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ (23)
y1 “ ´

3x

1 ` x2 py ´ 2q

اਐ಻گ؇ل ݁أ؇݁ܭ ؕ݁ ( Newton Law of Cooling )  દગިܳٷ٭ ࢴࣖ ଫଊاܳٺ ڢ؇َިن ً ؇݁؇ஓ஄ ّޚ؇ًݑ ؇ዛኡأ ෠ຶڎ
.݆݁ෑෂا ஓ୾ݠور ଫଃ؞ਐಱ රඞاري

.x ا࠯࠵࠺ޙ۰ ሒᇭ اܳگ۳ިة රඞارة ۰༥در x ÞÑ ypxq اݾষڞ ஓ୷ټܭ •
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. ا௱௯௫٭ޔ اܳިݿޔ රඞارة ۰༥در (yp “ 2) اݾոশص اݾষڞ ஓ୷ټܭ •

.(ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا اࠍ੆ݠاري (اܳڰ؇رق اܳٴڎال۰ ؜ٷڎ اܳگ۳ިة ᄭᄟ؇༡ C ూ఩ոاڤ׭ ஓ୷ټܭ •
اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ݁ٷۛڰݥ)، ሒᆶڎاਐಸا (๤ཇط ۰༶ܹ݁ټ أو ਵਦّڰؕ) ሒᆶڎاਐಸا (๤ཇط ঌॻّ؞ اܳگ۳ިة ೑಻Ⴄ၍ ݿިاء
ا৙৑ݬܹ٭۰ ؇ዛኤارරඞ ذاாணة ّڰگڎ اܳگ۳ިة أن أي اܳިݿޔ. රඞارة ۰༥در ؜ٷڎ اܳިڢب ஓ୾ݠور ݿ྘ފٺگݠ

اܳިݿޔ. ࠍ੆ݠارة وෛູݯؕ

ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ જੴ຋ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ּۖ֔ 6 .1
ሒᇭ اࠍ੅؇ݬ۰. اࠍ৖৑؇੆ت ًأݥ ሒᇭ ৖৑إ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༃຃๤ཛྷ ༡ܭ إ෠ຬ؇د ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ،۰݁؇༟ ًݱڰ۰
ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄟ؇༡ ሒሃو اࠍ৖৑؇੆ت، ۱ڍه إ༡ڎى َأݠض اࠍ੊ݞء، ۱ڍا

.ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ وذات

അ೪ڲרءۢڪ ਗ৻જੴ֏ڲ׫ ذات ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت 1 .6 .1
؇ዛውᚳ؇঺঒ أ݁ܝ݆ إذا ،ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ ذات ؇ዛኡإ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ؜݆ َگިل

:႟ၽاܳލ আॻ༟
(25) Npyq

dy

dx
` Mpxq “ 0,

ؕ݁ ،R ݆݁ J ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ ًؕ؇ّ N و ،R ݆݁ I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ ًؕ؇ّ M ۋ٭ت
.ypxq P J و x P I

أي: .ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ N و M ܳـ ඔ൹أݬܹ٭ ඔ൹ًأ؇ّ H2 و H1 ܳ٭ܝ݆
Mpxq “ H 1

1pxq, Npyq “ H 1
2pyq.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ (25) َܝٺص
(26) H 1

2pyq
dy

dx
` H 1

1pxq “ 0.

أن: ఈఃَۋޓ
H 1

2pyq
dy

dx
“

d
dx

pH2pyqq

:ඔ൹ًأ؇ّ ܋ߵ٭ص ߙ ݁ލٺݑ ؜݆ ؜ٴ؇رة اଫଃ༠৙৑ة ይዧأఈఃڢ۰ ๤๎ะ৙৑ا اܳޚݠف أن ߖߵى ቕ቉ و݆݁
d
dx

pH2pyqq “
dy

dx
H 1

2pyq.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ (26) َܝٺص و݁ٷ۬
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(27) d
dx

`

H1pxq ` H2pypxqq
˘

“ 0.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ (27) ሒᇭޗݠ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
pH1pxq ´ H1px0qq ` pH2pyq ´ H2py0qq “ 0,

.ypx0q “ y0 ًިݪؕ و۱ڍا
أن ؇ஓ୾و

H1pxq ´ H1px0q “

ż x

x0

Mpsq ds.

و
H2pyq ´ H2py0q “

ż y

y0

Npsq ds.

ڣ؆ن:
(28)

ż x

x0

Mpsq ds `

ż y

y0

Npsq ds “ 0.

اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰ ۰ً؇঺঒ لܝࠕࠫ ،(25) وࠍ੆ܭ .(25) ًـ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ ً؇ܳݱ٭؞۰ (28) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ް݄૭૜
.؇ዛዊ݁ y ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ ؜ٴ؇رة واݿٺۛݠاج ؇ୖ୒

:10 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
.I ˆ J ݆݁ px0, y0q اܳٷگޚ۰ ෠ຳިار ڣگޔ ً ո്ڪמ৭ ݁أݠڣ۰ ّܝިن اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰

ሒᇭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ఈః༡ ّأޚ٭ٷ؇ y و x ඔ൹ً ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ اܳأఈఃڢ۰ أن มฃلأ ۱ڍا ᆇᅦܹ٭؇؟ً ۱ڍا มฃلأ ݁؇ذا
.۬დაႰ؊ً I আॻ༟ اࠍ੆ܭ وۏިد ً؇๤ཟܳورة ّݯ݄݆ ৖৑و ،x0 ۏިار

:ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ټ؇ل ܳٷڎرس
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: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

(29)
$

&

%

y1 “
3x2 ` 4x ` 2

2py ´ 1q
, x P R,

yp0q “ ´1.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ (29) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆
(30) 2py ´ 1qy1 “ 3x2 ` 4x ` 2.

َܝٺص ،؇۳ܹ੆ࠍ .ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ ذات ۊޚ٭۰ ଫଃ༚و ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (30) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
:؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰

(31) 2
ż y

´1
ps ´ 1q ds “

ż x

0
p3s2 ` 4s ` 2q ds.

و݁ٷ۬،
y2 ´ 2y ´ 3 “ x3 ` 2x2 ` 2x.

أي:
y2 ´ 2y ` 1 “ x3 ` 2x2 ` 2x ` 4.

و༟ܹ٭۬،
py ´ 1q2 “ x3 ` 2x2 ` 2x ` 4.

:ඔ൹ܹ༡ و༥ڎَ؇ ؇਍಻أ มฃلأ ۱ڍا
ypxq “ 1 ˘

?
x3 ` 2x2 ` 2x ` 4.

.yp0q “ ´1 ،๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ොຬگݑ اᄳᄟي اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ ෛຶٺ؇ر
:ި۱ ،(29) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ypxq “ 1 ´
?

x3 ` 2x2 ` 2x ` 4,

ا௯௫௵؇ل: আॻ༟
I “ tx P R : x3 ` 2x2 ` 2x ` 4 ą 0u.
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:؇਍ಱᄴᄟ

x3 ` 2x2 ` 2x ` 4 “ px ` 2qpx2 ` 2q.

.x ą ´2 أي ،x ` 2 ą 0 ሐᇭႤၽل x3 ` 2x2 ` 2x ` 4 ą 0 ا๤དྷܳط ڣ؆ن ،x P R ႟ၽܳ x2 ` 2 ą 0 أن ؇ஓ୾
.I “s ´ 2, `8r اৎ৊ڰٺިح ا௯௫௵؇ل ި۱ اࠍ੆ܭ لژ ّأݠ ෠੼؇ل ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

.ሒᇿިاৎ৊ا గጻዧټ؇ل ا৚৑ن ஓ஁ݠ

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(32) x2y1 “
x2 ` 1
3y2 ` 1

.

ොຳܭ َگިم ،ዻዧᄳᄟ .۬დაႰ؊ً R আॻ༟ ؇۳ܹ༡ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ و݁ٷ۬ .x “ 0 ؜ٷڎ ݁أݠڣ۰ ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ఈఃَۋޓ
.s ´ 8, 0r আॻ༟و s0, `8r আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ۋ٭ت ،ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ وذات ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (32) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
:႟ၽاܳލ আॻ༟

(33) p3y2 ` 1q
dy

dx
“

x2 ` 1
x2 , x ‰ 0.

.؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰ ۰ً؇঺঒ لܝࠕࠫ ،؇۳ܹ੆ࠍ
.y0 “ ypx0q َݯؕ .x0 ‰ 0 ܳ٭ܝ݆

:ሒሃ ،(32) ًـ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰ إن
(34)

ż y

y0

p3s2 ` 1q ds “

ż x

x0

s2 ` 1
s2 ds.

ۏ۰۳، ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ
ż y

y0

`

3s2 ` 1
˘

ds “
“

s3 ` s
‰y

y0
“ y3 ` y ´

`

y3
0 ` y0

˘

.

أරඝى، ۏ۰۳ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟو
ż x

x0

s2 ` 1
s2 ds “

ż x

x0

ˆ

1 `
1
s2

˙

ds “

„

s ´
1
s

ȷx

x0

“ x ´
1
x

´

ˆ

x0 ´
1
x0

˙

.
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ل۰: ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ (32) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،

y3 ` y ´ x `
1
x

“ C, x P R˚,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت

y؟ ܳـ ۰ොຬ๤ཡܳا اܳأٴ؇رة ૭૙ٺۛݠج أ݆ܳ ོྥފ؇ءل: أ۹َ أ܋٭ڎ :11 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
اৎ৊ټ؇ل ሒᇭ ڣأܹٷ؇ პაႰ اৎ৊ټ؇ل ۱ڍا ሒᇭ ۰ොຬ๤ཡܳا اܳأٴ؇رة اݿٺۛݠاج اܳݱأص ݆ᆇᅫ ༥ڎاً. ༟؇دي ਵਦ৙৑ا

.y ොຬگگ۳؇ มฆܳا اܳأఈఃڢ۰ لژ ّأݠ لܝࠕࠫ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ اܳފ؇ًݑ.
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႞႐്ݫݻ৭ ਗ৻رո଄૵ 7 .1

: 1 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

(35)
#

y1 ` y “ gpxq;
yp1q “ 0,

ۋ٭ت
gpxq “

#

2 : x P r0, 1s,

0 : x Ps1, `8r.

.(35) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ً ݁ފٺ݄ݠا ً ఈః༡ ඔ൹༟

: 1 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.s0, 1r اո୦ୠଡ଼ل ࣷ࣬ຐ ႞႐دո֔ஈኬቘ yg اڤո֔م اݾষڞ അ೪ׂ֔מ .1

ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ان
y1 ` y “ 2,

.ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝٷٷ؇ ،؇۳ܹ੆ࠍ .ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰
෠ຶڎ: ،µpxq “ ex ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ ሒᇭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ๤ཟًب

exy1 ` yex “ 2ex ùñ pexyq1 “ 2ex.

෠ຶڎ: ،(x0 Ps0, 1r (ۋ٭ت x ሌᇿإ x0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
ż x

x0

pesypsqq1 ds “

ż x

x0

2es ds.

:ሐᇭႤၽل و۱ڍا
resypsqsx

x0 “ r2essx
x0 .

و݁ٷ۬:
exypxq ´ ex0ypx0q “ 2ex ´ 2ex0 .
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ًިݪؕ

C1 “ ex0ypx0q ´ 2ex0 ,

:আॻ༟ ොຶݱܭ
exypxq “ 2ex ` C1.

اܳأ؇م: اࠍ੆ܭ ෠ຶڎ ،ex আॻ༟ وً؇ܳگފ۰݄
ygpxq “ 2 ` C1e

´x, @x Ps0, 1r,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C1 ۋ٭ت
.s1, `8r اո୦ୠଡ଼ل ࣷ࣬ຐ ႞႐دո֔ஈኬቘ yd اڤո֔م اݾষڞ അ೪ׂ֔מ .2

۰૭૙؇༶݁ٺ ّݱٴں ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،gpxq “ 0 ا௯௫௵؇ل ۱ڍا আॻ༟
y1 ` y “ 0.

:ި۱ اܳأ؇م ؇۳ܹ༡
ydpxq “ C2e

´x, @x Ps1, `8r.

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C2 ۋ٭ت
.(35) ႞႐ջۻஈኬቘ ڲۻ׫ڵۑا ୹୴ຒ അ೪ׂ֔מ .3

౫౜దگݑ: أن ෠ຬص ،yp1q “ 0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط وොຬگݑ x “ 1 اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ً ݁ފٺ݄ݠا y اࠍ੆ܭ ܳ٭ܝިن
lim

xÑ1´
ygpxq “ lim

xÑ1`
ydpxq “ yp1q “ 0.

أن: أي
2 ` C1e

´1 “ 0 و C2e
´1 “ 0.

.C2 “ 0 ෠ຶڎ ۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا و݆݁ ،C1 “ ´2e ෠ຶڎ ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁
:ި۱ r0, `8r আॻ༟ اৎ৊أݠف (35) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اৎ৊ފٺ݄ݠ اࠍ੆ܭ :١۝୹୴শاݾ

ypxq “

#

2 ´ 2e1´x : x P r0, 1s,

0 : x P r1, `8r.
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(??) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ࠍ੆ܭ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :9 .1 ႟ၽނ

ఈఃَۋޓ : x “ 1 ֍ר׿ اݾষڞ وا۳׫ؠոق اఔఆᓝۑار :12 .1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
႞႖ּոؓ જੴ຋ ؇ዛዊوܳـܝ ݁ٺݱܭ)، ปฃۜٷৎ৊ا) x “ 1 ؜ٷڎ ڲۻ׫ڵۑة y ᄭᄟاᄴᄟا أن ً ؇ਃಸ؇وۋފ ً ۱ٷڎݿ٭؇

.( x “ 1 ؜ٷڎ ل۰ زاو َگޚ۰ ႟ၽ૰૜ (৖৑ۋޓ اܳٷگޚ۰ ۱ڍه ؜ٷڎ ۳୹ቤቘ׫ؠոق
ا৖৑َگޚ؇ع ۱ڍا .0 ૭૏؇وي ඔ൹اࡺࢋࢦ ݆݁ واৎ৊ލٺݑ 2 ૭૏؇وي ا྘ܳފ؇ر ݆݁ اৎ৊ލٺݑ أن ި۱ اܳފྟص
.x “ 1 ؜ٷڎ ݁ފٺ݄ݠة ଫଃ༚ ೑಻Ⴄ၍ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف ሒᇭ g ᄭᄟاᄴᄟا أن ݿྟٴ۬ اৎ৊ލٺݑ ሒᇭ

: 2 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ادرس

(36)
#

y1 “ xy3,

yp0q “ 1.

: 2 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
(36) ႞႐ջۻिऻا ຒڞ ١ॴబ׿اຒوو وـܙد درا١۰ .1
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ًـ: f اܳٺ؇ًؕ R ˆ R আॻ༟ َأݠف
fpx, yq “ xy3.

 
-اܳݱ٭؞۰ ଩ଐܳ٭ྟލ ๴ཇި܋ ل۰ َޙݠ ۋފص و݁ٷ۬، .R আॻ༟ y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ C1 اܳݱٷژ ݆݁ f اܳٺ؇ًؕ إن

.x0 “ 0 ૰૏݄ܭ I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ (36) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؆ن اܳݯأ٭ڰ۰-،
(36) ႞႐ջۻिऻا ຒڞ ؼۻոب .2

.ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ وذات ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (36) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن  
:؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰ َܝٺص ،؇۳ܹ੆ࠍ

ż y

1

ds

s3 “

ż x

0
s ds.

ሌᇿإ ዻዧᄳᄟ ๴ཚ؇ل ීෂا ߌߵ ଫଊاܳٺ لأިد .๤ཇ؇݁ٴ ႟ၽ૰૖ y3 আॻ༟ ً؇ܳگފ۰݄ ᆇᅪٷ؇ ؇਍಻أ ৖৑ۋޓ ڲቌሻّמ١: ڲ୹୴ؼ܊١
.ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ොູگݑ มฆܳا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ؜݆ اܳٴۜت มฃلأ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ أن
ይዧٷگޚ۰ V ۏިار ل༥ިڎ ڣ؆َ۬ ݁ފٺ݄ݠة، y ᄭᄟاᄴᄟا أن ؇ஓ୾و .yp0q “ 1 ‰ 0 ؇਍ಱᄴᄟ ۱ڍه، ༡؇ܳٺٷ؇ ሒᇭ
ި۱ ۱ڎڣٷ؇ دام ؇݁ أرොຬ٭۰ ႟ၽً y আॻ༟ اܳگފ۰݄ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .y ᄭᄟاᄴᄟا ༟ܹ٭۬ ਍ಾأڎم ৖৑ x0 “ 0

݁أڎوم. ଫଃ༚ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط لܝިن દઊأ x0 ෠ຳިار ً ො੼ܹ٭؇ اࠍ੆ܭ إ෠ຬ؇د
෠ຶڎ: ඔ൹ܹ݁Ⴄၽاܳٺ ොຳފ؇ب

„

´
1

2s2

ȷy

1
“

„

s2

2

ȷx

0
.

و݁ٷ۬،
´

1
2y2 ´

ˆ

´
1

2p1q2

˙

“
x2

2
.

و݁ٷ۬،
´

1
2y2 `

1
2

“
x2

2
.

෠ຶڎ: ،´2 ሒᇭ اଫଃ༠৙৑ة اৎ৊ފ؇واة ሒᇭޗݠ ๤ཟًب
1
y2 ´ 1 “ ´x2.

و݁ٷ۬:
y2pxq “

1
1 ´ x2 .
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ปฃأஓ୾ ،1 ´ x2 ą 0 ஓ஄؇݁؇ً. أي ً ݁ިۏٴ؇ اৎ৊گ؇م لܝިن أن ෠ຬص وۋگ٭گ٭؇ً، ً ݁أݠڣ؇ اࠍ੆ܭ ܳ٭ܝިن
.x Ps ´ 1, 1r

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دగጻዧ ඔ൹ܝٷᆙᆘ ඔ൹ܹ༡ ෠ຶڎ و༟ܹ٭۬،
ypxq “ ˘

1
?

1 ´ x2
.

ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ اৎ৊ިۏص. اࠍ੆ܭ ෛຶٺ؇ر ؇਍಻؆ڣ ݁ިۏٴ۰)، (ڢ٭۰݄ yp0q “ 1 ި۱ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط أن ؇ஓ୾
:ި۱ ،s ´ 1, 1r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ (36) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ

ypxq “
1

?
1 ´ x2

.

(36) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ࠍ੆ܭ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :10 .1 ႟ၽނ

ڲרቌሾמ١): ڲ׿ة ᆃᅞ (اूेֿءոວر ᆃᄴոاڤץמ ቞ቘ׫ڵ׭מڞ ᆃᄧոֵ ચੴواڤء ෥໋ոֵ ൄളا જੴاڤ׫ءۻ
ᆃᅞ "اूेֿءոວر ް݄૭ُ૜ اࠍ੅ޚ٭۰ ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ً؇ৎ৊أ؇د৖৑ت و༠؇ݬ۰ ل۰ ۏ۱ިݠ ޖ؇۱ݠة ༃لިࡵ اৎ৊ټ؇ل ۱ڍا

.( Finite-Time Blow-up ) ڲרቌሾמ١" ڲ׿ة
أن رܾؗ (݁ٷٺٍ۬)، ො੼ڎود s ´ 1, 1r اࠍ੆ܭ لژ ّأݠ ෠੼؇ل أن ఈఃَۋޓ ոֵۛמ١: ൄളا اڤרոؼמ١ ڲڷ .1
اܳأ؇ܳ٭۰ "اఈዳዧۊޚ٭۰" ۰༥رᄴᄟ ዻዧذ لأިد .R ႟၍ আॻ༟ ݁أݠڣ۰ ا৙৑ݬܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ اৎ৊أ؇ఈః݁ت
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݆݁ اڢଫଐاً۬ ؜ٷڎ اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ሌᇿإ لݱܭ ොຳ٭ت ً ༥ڎا ڣ؇فگ۰ ۰༟๤๎ื ل଩ଐاࢴࣖ اࠍ੆ܭ ෠ູأܭ มฆܳا (y3)
ᆇᅦިدل۰). ݁گ؇ر۰ً ۊޚިط (ޖ۳ިر x “ ˘1 اࠍ੆ڎود

اܳڰଲ୍ة .ሒᇉرႤၽܳا أو اৎ৊ڰݠط" "اܳྥފ؇رع ޖ؇۱ݠة ปฃۜٷৎ৊ا ۱ڍا ஓ୷ټܭ :١ॴటոֵ ચੴاڤء اڤרոؼמ١ ڲڷ .2
أن: ؇ஓ୾و .y ᄭᄟاᄴᄟا ଫଃّ؞ ۰༟๤ང y1 اৎ৊ލٺگ۰ ஓ஄ټܭ ૭૖٭ޚ۰:

y1 “ xy3,

:ި۱ ۰༟๤ཏܳا ݁گڎار ڣ؆ن
|y1| “ |x||y|3.

لޝدي ؇ᆙᆘ وߙߵاᆇᅒ޶، ۱؇فܭ ႟ၽ૰૖ y1 ۰༟๤ཏܳا ݁گڎار ߌ߳داد ،y ڢ٭۰݄ ߙ߳داد ؜ٷڎ݁؇ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ا྘ܳފ؇ر). ݆݁) 1 ݆݁ أو (ඔ൹اࡺࢋࢦ ݆݁) ´1 ݆݁ x لگଫଐب ؜ٷڎ݁؇ ࠯࠵࠺ܭ ᆇᅦިدي ߙ߳اࢴࣖ ሌᇿإ
྾ང؇ً اৎ৊أݠوڣ۰ اܳޙ؇۱ݠة ሒሃو ො੼ڎد، وڢب ሒᇭ وዛዊᚬ؇ر ً؇Ⴄၽܳ݁ܭ اݿٺگݠاره لڰگڎ ۱ٷ؇ اܳٷޙ؇م

ڲרቌሾמ١. ڲ׿ة ᆃᅞ اूेֿءոວر

: 3 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ اۋފص

(37)
#

y1 “ px ´ 2qpy ` 1q,

yp0q “ 2.

: 3 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:႟ၽاܳލ আॻ༟ (37) اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆

1
1 ` y

dy

dx
“ x ´ 2, @x P V p0q.

V p0q ۏިار ل༥ިڎ ڣ؆َ۬ ݁ފٺ݄ݠ، y أن ؇ஓ୾و yp0q “ 2 ‰ ´1 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط أن ؇ஓ୾ ً؇ܳڰأܭ،
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ොຳ٭ت: ይዧݱڰݠ،
@x P V p0q, ypxq ‰ ´1.

اܳݱ٭؞۰ َܝٺص ،؇۳ܹ੆ࠍ .ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ وذات ۊޚ٭۰ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو
:؇ୖ୒ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰

ż y

2

1
1 ` s

ds “

ż x

0
ps ´ 2q ds.

و݁ٷ۬،
rln |1 ` s|s

y
2 “

x2

2
´ 2x.

و݁ٷ۬،
ln |1 ` y| ´ lnp3q “

x2

2
´ 2x ùñ ln |1 ` y| “ lnp3q `

x2

2
´ 2x.

أن: ؇ஓ୾ و༟ܹ٭۬،
|1 ` y| “ 1 ` y, @x P V p0q,

أن: ૭૙ྥٷٺھ
1 ` ypxq “ 3 exp

ˆ

x2

2
´ 2x

˙

.

:ሒሃ ࠯࠵࠺ܭ ۰ොຬ๤ཡܳا اܳأٴ؇رة ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ 3 exp

ˆ

x2

2
´ 2x

˙

´ 1.

اܳٴڎال۰ ሒᇭ ܋٭ژ َڰފ۹: ሒᇭ ّگިل ೑಻وأ أਵਦك. ݆݁ ଫଃ༡ة ሒᇭ ۹َ؊ً ނ۹ ৖৑ ո٢ڲ١: ڲ୹୴ؼ܊١
ً؊დაႰ۬؟! R আॻ༟ ݁أݠف ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ أن و༥ڎَ؇ ଫଃ༠৙৑ا ሒᇭو x0 “ 0 ይዧٷگޚ۰ V p0q ۏިار আॻ༟ ᆇᅦܹٷ؇
۱ڍا لܝިن ௧ௌوܳـ .1 ` y আॻ༟ اܳگފ۰݄ أردَ؇ اܳٴڎال۰، ሒᇭ :(ᆃᄧץ׿िऻا (اݾষ׾ر اݾষڞ أոॾలء •
َأݠف ৖৑ ؇਍಻أ ؇ஓ୾ .y ‰ ´1 أي ਍ಱأڎم، ৖৑ اৎ৊گ؇م أن َݯ݄݆ أن ෠ຬص ل؇ݪ٭؇ً، ر ً ؇༡ި݄݁ފ
ل۰ ۏ۱ިݠ ༠؇ݬ٭۰ আॻ༟ َأٺ݄ڎ ዻዧᄳᄟ .۰ਃಮ؜ލިا ًڰݠݪ٭؇ت َگިم أن ஓ୷ܝٷٷ؇ ৖৑ ًأڎ، y ᄭᄟاᄴᄟا
اܳگ٭۰݄ ؜݆ ًأ٭ڎة ڢ٭۰݄ ሒሃو) yp0q “ 2 ި۱ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط أن ؇ஓ୾ اఔఆᓝेूۑار. ሒሃو ࠯࠵࠺ܭ
ሒᇭ (ً؇݁؇ஓ஄ ݁ٷ۬ ଫଊوأ܋) ´1 ؜݆ ً ෛ੼ٺܹڰ؇ ݿ྘ٴࠔࠥ أَ۬ َݯ݄݆ y اಣಕᕬݠار ݆ᆇᅫ ،(´1 ۰༟ި݄ٷৎ৊ا

.۰ਃಸ؇ފ੆اࠍ اܳأ݄ܹ٭؇ت ႟၍ ۰ොේ ܳٷ؇ لݯ݄݆ ۱ڍا ይዧݱڰݠ. V p0q ۏިار
و༥ڎَ؇ ،y ࠯࠵࠺ܭ ۰ොຬ๤ཡܳا اܳأٴ؇رة আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ًأڎ ݁ٴ؇๤ཇة :(ᆃᄧոቌሻاڤ (اڤ׫ٍؠۂ اݾষڞ ּ֔׿ •
૭૜؇وي ৖৑ ڢ٭݄ٺ۬ وأن ،x P R اࠍ੆گ٭گ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ و݁ފٺ݄ݠ ݁أݠف أَ۬ ً ؇ਃಸ؇ۋފ
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R আॻ༟ ݁گٴިل اࠍ੆ܭ أن ૭૙ྥٷٺھ ۱ٷ؇ و݆݁ .(ً؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰ ا৙৑ݿ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا (৙৑ن ´1 ً أࢻࣖا
ݿܹࡗࡲ ႟ၽ૰૖ اࠍ੆ܭ ܳٴٷ؇ء ڣگޔ ً ل؇ ๤ཚور Ⴄ၍ن اܳٴڎال۰ ሒᇭ ّިۊ٭ٷ؇ه اᄳᄟي اࠍ੆ڍر وأن ،۬დაႰ؊ً

وݬ؇رم.

(37) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ࠍ੆ܭ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :11 .1 ႟ၽނ

:ᆃᄴոاڤץמ ቞ቘ׫ڵ׭מڞ ᆃᄧոֵ ચੴواڤء ෥໋ոֵ ൄളا જੴاڤ׫ءۻ
y “ ´1 اৎ৊ފٺگࡗࡲ ݆݁ لگଫଐب ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ ปฃۜٷৎ৊ا أن ఈఃَۋޓ :(١ॴబ׿اຒاڤܙ പഓոຒ) ً ոۛמոֵ ر .1
ً ఈః༡ وஓ୷ټܭ (y1 “ 0) اৎ৊ލٺݑ لأڎم y “ ´1 أن ި۱ اܳފྟص أࢻࣖاً. لگޚأ۬ ৖৑ ܳـܝٷ۬
yp0q “ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط أ༥ܭ ݆݁ ᄭᄟ؊ފగጻዧ ً ఈః༡و ( Trivial Solution ) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ؇ਐಸ؇ٔ
ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ،( Uniqueness ) اݾষݫݻل ١ॴబ׿اຒو و݁ٴڎأ ଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋ ل۰ َޙݠ ۋފص .´1

݆݁ اࠍ੆ܭ ஓ୷ٷؕ "༥ڎاراً" y “ ´1 اৎ৊ފٺگࡗࡲ ႟ၽ૰૏ ،ዻዧᄳᄟ ਐಱگ؇ޗأ؇. أن ඔ൹ܹ݁٭Ⴄၽّ ඔ൹ٷۜٷ٭ৎ৊
ොູٺ۬. ا଩଍ܳول

(݁ټܭ x ݆݁ෑෂا ؕ݁ ଫଃ݁ٺ؞ ሒᇚر؇༠ ܋أ؇݁ܭ px´2q اࠍ੆ڎ ଫଃّڰފ ஓ୷ܝ݆ اڤץ༉כ١): જੴׅջׂ)ً ոॴటոֵ ચੴؔ .2
اܳ؞ڍاء). ّިڣݠ أو اࠍ੆ݠارة ۰༥در
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༟ڎد (݁ټܭ اࠍ੆ܭ ଫଊ᛻෠ຬ ؇ᆙᆘ ،(۰٪྘ݿ (ޖݠوف ม฀ܹݿ ሒᇚر؇੅اࠍ اܳأ؇݁ܭ :x ă 2 ؜ٷڎ݁؇ •
اܳٺٷ؇ڢݧ. আॻ༟ (દઇႤ၍ ܾ࿭੗ أو اܳފႤၽن

࠯࠵࠺ܭ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ ۏ٭ڎة)، (ޖݠوف ሒᇀ؇෠ຬإ ሌᇿإ ሒᇚر؇੅اࠍ اܳأ؇݁ܭ ౫౜దިل :x ą 2 ؜ٷڎ݁؇ •
.( Exponential Growth ) ᄭᄥ۱؇ف ۰༟๤๎ื وا଩ଐܳاࢴࣖ ً؇ࡺ࢕ࢦި

ا৖৑زد۱؇ر. ሌᇿإ اܳٺڎ۱ިر ݆݁ اܳٺۜިل َگޚ۰ أو "દઊިازৎ৊ا "اَگఈఃب ࠍ੆ޙ۰ ஓ஄ټܭ x “ 2 اܳٷگޚ۰

 

: 4 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ أو༥ڎ

(38)
#

y1pxq “ apxqypxq ´ bpxqy2pxq;
yp0q “ A ą 0,

ᆃᅰ݄ݦֿܙ ႞႐دո֔ڲ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ް݄૭૜) .0 ૰૏݄ܭ I ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠّ؇ن داܳٺ؇ن b و a ۋ٭ت
.( Bernoulli

: 4 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:႟ၽاܳލ ݆݁ ( Bernoulli ) ᆃᅰ݄ݦֿܙ َިع ݆݁ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ،(38) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د إن

y1 “ apxqy ´ bpxqyα

.α “ 2 ؕ݁
ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ොູگݑ ৖৑ ؇ዛዊوܳـܝ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ሒሃ y ” 0 اৎ৊أڎو۰݁ ᄭᄟاᄴᄟا أن ఈఃَۋޓ

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ ఈః༡ ྘ܳݴ اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬، .ᄭᄟ؊ފగጻዧ yp0q “ A ą 0

:ᄭᄟأ؇دగጻዧ ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف أن ؇ஓ୾
fpx, yq “ apxqy ´ bpxqy2
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ஓ୷ݠ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ أن ّݯ݄݆ (଩ଐܳ٭ྟލ٭-๴ཇި܋) ۰ਃ಻ڎا༡ިܳا ل۰ َޙݠ ڣ؆ن ،y ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ C1 اܳݱٷژ ݆݁
(وਊಱࠔࠥ ً أࠬࡇا ॾఢ֔׿م ेू y اࠍ੆ܭ إذن، اৎ৊أڎوم. اࠍ੆ܭ ؕ݁ ਐಱگ؇ޗؕ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑ A ą 0 اܳٷگޚ۰ ݆݁

لڰ۬. ّأݠ ෠੼؇ل আॻ༟ (ً؇݁؇ஓ஄ ً ݁ިۏٴ؇
:y2 আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ڢފ۰݄ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،y ‰ 0 أن ؇ஓ୾

(39) y1

y2 “
apxq

y
´ bpxq.

وَݯؕ: ،ଫଃٺ؞ৎ৊ا ྲྀྥٴڎلܭ َگިم
zpxq “

1
ypxq

.

෠ຶڎ: ،x ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ z ً؇ނٺگ؇ق
z1 “ ´

y1

y2 .

෠ຶڎ: ،(39) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
(40) z1 ` apxqz “ bpxq.

.z ۳۠గጻዧިل ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ػ܋מ١ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ ܳگڎ
:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝُٺص اܳأ؇م ؇۳ܹ༡ .ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (40) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن

zpxq “ zhpxq ` zppxq,

:؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ zh ۋ٭ت
z1 ` apxqz “ 0,

.۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ zp و
:ި۱ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ إن •

zhpxq “ Ce´αpxq,

ۋ٭ت:
αpxq “

ż x

0
aptqdt.
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༠؇ݬ؇ً: ً ఈః༡ ෠ຶڎ ،೑ಸ؇اܳټ ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام •
zppxq “ e´αpxq

ż x

0
bptqeαptqdt.

:ި۱ (40) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،

zpxq “ e´αpxq

ˆ

C `

ż x

0
bptqeαptqdt

˙

,

.ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام َأ٭ٷ۬ ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

zp0q “
1

yp0q
“

1
A

.

෠ຶڎ: ਍ಱأڎم)، واܳٺႤၽ݁ܭ αp0q “ 0 أن ً ؇గఒ༟) x “ 0 ؜ٷڎ z ؜ٴ؇رة ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ
zp0q “ 1 ¨ pC ` 0q “ C ùñ C “

1
A

.

و݁ٷ۬:
zpxq “ e´αpxq

ˆ

1
A

`

ż x

0
bptqeαptqdt

˙

.

:ި۱ (38) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ڣ؆ن ،y “ 1{z أن ؇ஓ୾و

ypxq “
eαpxq

1
A

`

ż x

0
bptqeαptqdt

.

.αpxq “

ż x

0
apsqds ۋ٭ت
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.(มฆاܳߺࠊۏފ (اࡺ࢕ࢦި ݁ިۏٴ؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن b و a ۋ٭ت اࠍ੅؇ݬ۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ّިݪ٭ۜ޶ ݁ټ؇ل :12 .1 ႟ၽނ

:ᆃᄴոاڤץמ ቞ቘ׫ڵ׭מڞ ᆃᄧոֵ ચੴواڤء ෥໋ոֵ ൄളا જੴاڤ׫ءۻ
ً؇ࡺ࢕ࢦި لأُݠف ؇݁ أو اिऻܙارد" ৭്׿ودة ༉໧כ١ ᆃᅞ ᆃᄴပ࿮اڤۻ ا߫ࠆࠗܙ "଄૲ܙذج ஓ୷ټܭ أఈః༟ه ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ إن

:ඔ൹ّިڢ ඔ൹ً ௧ௌ݁٭؇਍ಱد ๤ཛྷاع ؜݆ ଫଊلأ و۱ި .( Growth Logistic ) มฆاܳߺࠊۏފ
ይዧފႤၽن). ݁ྥފ؇رع ިஓ஁) ይዧݱأިد ปฃۜٷৎ৊ا ࣁࣖڣؕ :(ay) اڤ׫ပ࿮ݍݦ ؓܙة •

.(۰༡؇ފৎ৊وا اܳ؞ڍاء ො੼ڎودل۰ ૭૖ྟص ይዧٷ݄ި ༃ຊႤ၍) ଩଍ይዧول ปฃۜٷৎ৊ا ࣁࣖڣؕ :(´by2) اिऻרոؔۻ١ ؓܙة •
اڤؠۢܙى "اڤۻ١֔ ް݄૭ُ૜ มฆܳوا ،y “

a

b
اܳگ٭۰݄ ً؜ٷڎ ؇݁؇ஓ஄ اܳگިّ؇ن ۱؇ّ؇ن ਐಾިازن وا۰ेू׫ؠۑار: ١ວמ༖اڤר

.( Capacity Carrying ) ቞ቘץ༉כ١"
اࠍ੆ܭ ل଩ଐاࢴࣖ اෑෂرڢ؇ء)، (اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت اܳگݱިى اܳފأ۰ ݆݁ أڢܭ A ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اᆇᅀܳ٭۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا •

.a
b

اܳފگژ ؜ٷڎ ݁گ؇رب ႟ၽ૰૖ ૭૏ٺگݠ ปฆۋ ཯ྥٴ؇ޗ؊ ቕ቉ اܳٴڎال۰ ሒᇭ ً أݿ٭؇
ොຬڎث ا৵৥ৠݠاء)، (اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت اܳگݱިى اܳފأ۰ و౯౜ళ؇وز ݁ڰݠޗ۰ A ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اᆇᅀܳ٭۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا •

.a
b

اܳފگژ َڰݴ ؜ٷڎ ً ਍ಾ؇زܳ٭؇ اࠍ੆ܭ ૭૏ٺگݠ ปฆۋ اݿٺ଩଍اف) أو (وڣ٭؇ت ਍ಾ؇ڢݧ

: 5 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
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اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ اۋފص
(41) xy1 ` y “ 1, x ą 0.

: 5 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚و ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (41) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن

݁ލٺݑ ஓ୷ټܭ ๤๎ะ৙৑ا اܳޚݠف أن ఈఃَۋޓ اܳٺگܹ٭ڎل۰، اܳޚݠق ّޚٴ٭ݑ ሒᇭ ݁ٴ؇๤ཇة ا৖৑ࢾࣖڣ؇ع ݆݁ ً ৖৑ࣖࢻ
أن: أي ،px ¨ yq اࠍ੊ڎاء

xy1 ` y “ pxyq1.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ و༟ܹ٭۬،
(42) pxyq1 “ 1.

و݁ٷ۬،
xy “ x ` c,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c ۋ٭ت
و݁ٷ۬،

y “
x ` c

x
.

ި۱ ،s0, `8r আॻ༟ (41) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ 1 `

c

x
.
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.(41) ࠍ੆ߺࠊل ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :13 .1 ႟ၽނ
ڢޚިع ؜݆ ؜ٴ؇رة (41) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ߺࠊل اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊ٷۜٷ٭؇ت أن ৖৑ۋޓ ڲ୹୴ؼ܊١.
݆݁ ا৖৑ڢଫଐاب ؜ٷڎ اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ިොຶ وོྟٺأڎ اܳٺިازن) ᄭᄟ؇༡) y “ 1 اৎ৊ފٺگࡗࡲ ݆݁ ᆇᅹ٭أ۳؇ ّگଫଐب زاࢱࣖة

اܳݱڰݠ.

: 6 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ৊ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ اۋފص .1

(43)
#

xy1 ` y “ sinpxq, x ą 0,

yp1q “ 0.

૭૜ྥٷٺھ؟ ݁؇ذا .؇ୖ୒ ሌᇿو৙৑ا اܳټఈఃث اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ۋފ؇ب ༡؇ول .2
:ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ .3

R “

"

px, yq P R2, |x| ď
1
2

, |y| ď 1
*

:ඔ൹لگٺ ًޚݠ اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ادرس
(44) y1 “ ´x2y2 ` e´y2

, yp0q “ 0.
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: 6 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
. (43) ႞႐ջۻஈኬቘ اႥ႐ؓמۂ اݾষڞ ؼۻոب .1

আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ وஓ୷ܝ݆ .۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚و ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (43) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د إن
:႟ၽاܳލ

(45) pxyq1 “ sinpxq.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 “ 1 ݆݁ (45) ሒᇭޗݠ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
ż x

1
psypsqq1 ds “

ż x

1
sinpsq ds.

و݁ٷ۬،
xypxq ´ yp1q “ r´ cospsqsx

1 “ ´ cospxq ` cosp1q.

و݁ٷ۬،
xypxq “ ´ cospxq ` cosp1q.

:ި۱ ،s0, `8r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ (43) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “

1
x

p´ cospxq ` cosp1qq , x ą 0.

.(43) ႞႐ջۻஈኬቘ ᅽᅰوॊूا اڤ׭୹୴ث اिऻ׫ո֔ؓץ١ اڤ׫ؠۑոॻఢت ؼۻոب .2

.y0 “ 0 أن َأ޺޾
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا َܝٺص ،৖৑أو

xy1 ` y ´ sinpxq “ 0,

:႟ၽاܳލ আॻ༟
y1 “ fpx, yq,

ۋ٭ت
fpx, yq “

sinpxq ´ y

x
.

:؇਍ಱᄴᄟ
y1pxq “ y0 `

ż x

1
fps, y0q ds “

ż x

1

sinpsq

s
ds.
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اܳٺႤၽ݁ܭ أن ৖৑ۋޓ
ż x

1

sinpsq

s
ds

ࢻࣖڢ۰. ۋފ؇ً۬ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ܳـܝ݆ ݁ިۏިد،
،ዻዧᄔც ؇਍ಱᄴᄟو

y2pxq “ y0 `

ż x

1
fps, y1psqq ds “

ż x

1

sinpsq ´ y1psq

s
ds.

ۋފ؇ب ؇ஓ୴دا ஓ୷ܝ݆ ৖৑ أَ۬ ૭૙ྥٷٺھ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .؇ዛኞ؇ۋފ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ܳـܝ݆ ݁ިۏިدة اܳٺఈః݁Ⴄၽت
ا๤དྷܳوط ොູگگب إن ᄭᄟ؊ފగጻዧ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ިොຶ ؇ዛኞّگ؇ر ஓ୷ٷؕ ৖৑ ۱ڍا أن ଫଃ༚ اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت

اႤၽܳڣ٭۰.
.അ೪ֵؠ׫ ּ܋ۑ ڲۻ׫܋מڞ، ࣷ࣬ຐ ෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻـ درا١۰ .3

:(44) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ
(46) y1 “ ´x2y2 ` e´y2

, yp0q “ 0.

اৎ৊ފٺޚ٭ܭ: আॻ༟
R “

"

px, yq P R2, |x| ď
1
2

, |y| ď 1
*

.

ا۰ո۰ॊूמ١. ا٢જ੻िऻר١ ۰ոּ׫ຢ׿ام .1 ֵؠ١ اڤ܋ۑ
ًـ: R ˆ R, আॻ༟ f اܳٺ؇ًؕ َأݠف

fpx, yq “ ´x2y2 ` e´y2
.

ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰. ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ๤ཇوط ݆݁ ᄕც؊ܳٷٺ
আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ وᆇ୞୘ިع ܋ߵ٭ص ߙ ؜݆ ؜ٴ؇رة َ۬৙৑ R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f اܳٺ؇ًؕ إن .1

:؇਍ಱᄴᄟو ො੼ڎود، ڣ۳ި ،R اଫଐৎ৊اص اৎ৊ފٺޚ٭ܭ
|fpx, yq| “ | ´ x2y2 ` e´y2

|

ď | ´ x2||y2| ` |e´y2
|

ď
5
4

“ M.
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.ሌᇃد৙৑وا আॻ༟৙৑ا ༡ڎل۬ ܹؐਊಱو ො੼ڎود ڣ۳ި R اଫଐৎ৊اص اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ Bf

By
إن .2

ا௯௫௵؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (44) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن .2 و .1 ݆݁ ૭૙ྥٷٺھ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰، ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص
ۋ٭ت ،|x| ď α

α “ min
ˆ

1
2

,
4
5

˙

“
1
2

,

.
„

´
1
2

,
1
2

ȷ

ި۱ اࠍ੆ܭ ෠੼؇ل أن أي
.(44) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت أن პაႰ

ڤץרոخ. اڤոۢڲ׿ة اڤרؠ܋١ ڲ٢જ੻ר١ ۰ոּ׫ຢ׿ام .2
.R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳ٭ྟލ଩ଐي f أن ৖৑أو ᄕც؊ܳٷٺ ‚

:؇਍ಱᄴᄟ .R ݆݁ px, y2q و px, y1q ܳ٭ܝ݆
|fpx, y1q ´ fpx, y2q| “ | ´ x2y2

1 ` e´y2
1 ` x2y2

2 ´ e´y2
2 |,

ď |x2||y2
1 ´ y2

2| ` |e´y2
1 ´ e´y2

2 |.

෠ຶڎ: ، x ÞÑ e´x2 اܳٺ؇ًؕ আॻ༟ اৎ৊ٷዛው٭۰ ا଩ଐܳاࢴࣖات ۰਍ಱ؇݁ٺٴ ً؇ݿٺ༱ڎام

|fpx, y1q ´ fpx, y2q| “ |x2| sup
y

|2y||y1 ´ y2| ` sup
y

|pe´y2
q1||y1 ´ y2|,

ď
1
4

ˆ 2 ˆ |y1 ´ y2| ` 2 ˆ |y1 ´ y2|,

ď
5
2

|y1 ´ y2|.

.L “
5
2

ި۱ ଩ଐܳ٭ྟލ ೑ಸ؇ٔو R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳ٭ྟލ଩ଐي f و༟ܹ٭۬،
۰༟ި݄௵௯௫ا َأݠف

Spρq “ ty P S : ||y||8 ď ρu,

ً؇ܳٷޙࡗࡲ ਲ਼ਦودة ،
„

´
1
2

,
1
2

ȷ

ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊ފٺ݄ݠة اܳٺިاًؕ ۰༟ިᆇ୞୘ S ۋ٭ت
||y||8 “ sup

x
|ypxq|.
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ًـ: T اܳٺޚٴ٭ݑ َأݠف
T : Spρq Ñ Spρq

ypxq ÞÑ pT pyqqpxq “ y0 `

ż x

0
fps, ypsqq ds.

.ρ അ೪ׂ֔מ
:؇਍ಱᄴᄟ

||y||8 ď |y0| ` M |x| ď
5
4

ˆ
1
2

“
5
8

.

:؇਍ಱᄴᄟ .Spρq ݆݁ y2 و y1 ܳ٭ܝ݆

||T py1q ´ T py2q||8 “ sup
|x|ďa

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
pfps, y1psqq ´ fps, y2psqqq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
|x|ďa

ż |x|

0
|fps, y1psqq ´ fps, y2psqq| ds.

:؇਍ಱᄴᄟ ܳ٭ྟލ٭଩ଐي، f أن ؇ஓ୾

||T py1q ´ T py2q||8 ď sup
|x|ďa

ż |x|

0
L|y1psq ´ y2psq| ds.

اܳٷޙࡗࡲ: ༠؇ݬ٭۰ ً؇ݿٺ༱ڎام
|y1psq ´ y2psq| ď ||y1 ´ y2||8,

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن
||T py1q ´ T py2q||8 ď L sup

|x|ďa

||y1 ´ y2||8

ż |x|

0
ds,

ď La||y1 ´ y2||8

لܝިن أن ෠ຬص ،๴ཡّܹگ T لܝިن ௧ௌܳـ
La ă 1,

.L “
5
2

ۋ٭ت
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ا๤དྷܳط: ౫౜దگݑ أن ෠ຬص ،๴ཡّܹگ T لܝިن ௧ௌܳـ إذن
a ă

2
5

.

ఈః݁ټ ෛຶٺ؇ر إذن
a “

1
5

.

؜ٷڎࢱࣕ،
||T py1q ´ T py2q||8 ď

1
2

||y1 ´ y2||8

.r´1
5

,
1
5

s ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ๴ཡّܹگ T ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ا௯௫௵؇ل، ۱ڍا আॻ༟ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (44) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ܳٴٷ؇خ، اܳݱ؇݁ڎة اܳٷگޚ۰ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰ واܳٺگݠਊಱ؇ت

: 7 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ادرس

(47)
#

y1 “ x2 ` e´y2
,

yp0q “ 1,

اৎ৊ފٺޚ٭ܭ: আॻ༟
R “ tpx, yq, 0 ď x ď 1, |y ´ 1| ď 1u.

: 7 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اৎ৊ފٺޚ٭ܭ: আॻ༟ (47) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊوَأٺ fpx, yq “ x2 ` e´y2 َݯؕ

R1 “ tpx, yq, |x| ď 1, |y ´ 1| ď 1u.

.R1 আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ وᆇ୞୘ިع ܋ߵ٭ص ߙ ؜݆ ؜ٴ؇رة َ۬৙৑ R1 اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f اܳٺ؇ًؕ إن أ-
:؇਍ಱᄴᄟ .px, yq P R1 ܳ٭ܝ݆

|fpx, yq| “ |x2 ` e´y2
| ď |x2| ` |e´y2

| ď 1 ` 1 “ 2 “ M.
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.R1 আॻ༟ ො੼ڎود f إذن
.R1 اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ وො੼ڎود ݁ފٺ݄ݠ Bf

By
أن لگ۰ اܳޚݠ ਍ಸڰݴ ඔ൹ਊ಻ ب-

واܳٺگݠਊಱ؇ت ،
„

0,
1
2

ȷ

ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ًوۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ݆݁ ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬
ොຶިه. ݁ٺگ؇ر۰ً اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰

: 8 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اৎ৊ފٺޚ٭ܭ: আॻ༟

R “ tpx, yq, 0 ď x ď 1, |y| ď 1u,

اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ
(48)

#

y1 “ x ` e´x ` e´y2
,

yp0q “ 0.

.y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଩ଐܳ٭ྟލ ๤ཇط ොຬگݑ وأَ۬ R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f أن আॻ༟ ߓߵ۱݆ أ-
ّأ٭྘ٷ۬. لޚܹص I ෠੼؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (48) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ඔ൹ً ب-

أ܋ଫଊ؟ ෠੼؇ل আॻ༟ (48) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ஓ஄ڎࢴࣖ ஓ୷ܝ݆ ۱ܭ ۏـ-

: 8 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(49)
#

y1 “ x ` e´x ` e´y2
,

yp0q “ 0,

اৎ৊ފٺޚ٭ܭ: আॻ༟
R “ tpx, yq, 0 ď x ď 1, |y| ď 1u.

.y ᅽᅰإ ոּڤ༓ۻץ١ ચઁ۾༐ڤמ ෕ຸط وฝ്ؠۂ R اिऻۻ׫܋מڞ ࣷ࣬ຐ ڲۻ׫ڵۑ f ֆּոاڤ׫ أن إոॻలت أ-
.R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ ڣ۳ި ،R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ وᆇ୞୘ިع ܋ߵ٭ص ߙ ؜݆ ؜ٴ؇رة f اܳٺ؇ًؕ إن

.R ݆݁ px, y2q و px, y1q ܳ٭ܝ݆ .y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳ٭ྟލ଩ଐي f أن ا৚৑ن ඔ൹ܳٷٴ
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:؇਍ಱᄴᄟ

|fpx, y1q ´ fpx, y2q| “

ˇ

ˇ

ˇ
e´y2

1 ´ e´y2
2

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
|y|ď1

ˇ

ˇ

ˇ
pe´y2

q1
ˇ

ˇ

ˇ
|y1 ´ y2|

ď sup
|y|ď1

ˇ

ˇ

ˇ
´2ye´y2

ˇ

ˇ

ˇ
|y1 ´ y2|

ď 2 |y1 ´ y2| .

.L “ 2 ଩ଐܳ٭ྟލ ೑ಸ؇਒ಸ y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳ٭ྟލ଩ଐي f و݁ٷ۬
ׂ֔מ༉רٝ. ֵ܋ڪ֦ I ո൑৭ل ࣷ࣬ຐ وؼמ׿ا ୹୴ຒ ׂؠץڞ (48) ႞႐ջۻिऻا أن إոॻలت ب-

.ሌᇃد৙৑وا আॻ༟৙৑ا ༡ڎل۬ ܹؐਊಱو ො੼ڎود ڣ۳ި ଫଐ݁اص، আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f أن ؇ஓ୾
:؇਍ಱᄴᄟ .px, yq P R ܳ٭ܝ݆

|fpx, yq| “ |x ` e´x ` e´y2
| ď 1 ` 1 ` 1 “ 3 “ M.

.M “ 3 ೑ಸ؇ܳټ؇ً R আॻ༟ ො੼ڎود f و݁ٷ۬،
وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (48) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ૭૙ྥٷٺھ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰، ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ وۋފص ،f ො੼ڎودل۰ و݆݁ أ- ݆݁

ۋ٭ت ،I “ r0, αs ا௯௫௵؇ل আॻ༟
α “ min

ˆ

1,
1
3

˙

“
1
3

.

.I “

„

0,
1
3

ȷ

:ި۱ اࠍ੆ܭ، ෠੼؇ل أن أي
.જ੻أټ ո൑৭ل ࣷ࣬ຐ اݾষڞ ଄૵׿ࠥࡇ ١ॴబပ࿮إڲ درا١۰ ۏـ-

.۬დაႰ؊ً R ሌᇿإ ஓ஄ڎࢴࣖه ஓ୷ܝ݆ أدق، ႟ၽ૰૖و ،ଫଊأ܋ ෠੼؇ل আॻ༟ اࠍ੆ܭ ஓ஄ڎࢴࣖ ஓ୷ܝ݆ َأܾ،
ො੼ڎودا y اࠍ੆ܭ ਊಱࠔࠥ ،a ą 0 ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ إਊು؇ت لܝࠕࠫ ،ዻዧذ ਊು৕৑؇ت

.r´a, as اଫଐৎ৊اص আॻ༟
:؇਍ಱᄴᄟ ،x P r´a, as ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .a ą 0 ܳ٭ܝ݆

|y1pxq| “ |x ` e´x ` e´y2
|

ď a ` ea ` 1 “ M.
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:আॻ༟ ොຶݱܭ ،yp0q “ 0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط واݿٺ༱ڎام x ሌᇿإ 0 ݆݁ اଫଃ༠৙৑ة ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ሒᇭޗݠ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾

|ypxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
y1ptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
|y1ptq|dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď M |x|.

اࠍ੆ܭ റണ೴ڎࢴࣖ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ ،Ma ި۱ ݁ٷٺ۬ ೑ಸ؇਒ಸ ො੼ڎودة |ypxq| أن มฃلأ ڣ۳ڍا ،x P r´a, as أن ؇ஓ୾و
.۬დაႰ؊ً R ሌᇿإ ஓ஄ڎࢴࣖه ஓ୷ܝ݆ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ݁ٷٺ۬، ෠੼؇ل أي ሌᇿإ

: 9 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ،R “ r´1, 1s ˆ r´1, 5s اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ଫଊَأٺ

(50)
$

&

%

y1 “ x2y2 ` y4,

yp0q “ 2.

ّأ٭྘ٷ۬. لޚܹص I ෠੼؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎ ොຳܭ റണ೺ٺؕ (50) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ߓߵ۱݆

: 9 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:(50) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

(51)
$

&

%

y1 “ x2y2 ` y4;

yp0q “ 2,

.R “ r´1, 1s ˆ r´1, 5s اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟
۰ً؇঺঒ ً ৖৑أو َأ٭ڎ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰، ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ً؇ݿٺ༱ڎام ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ਊು৕৑؇ت

.ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ؜ٷڎ۱؇ أ؜ޚ޶ มฆܳا p0, 2q اܳٷگޚ۰ ஼ணਵਦه ݁ފٺޚ٭ܭ ႟ၽނ আॻ༟ اৎ৊ފٺޚ٭ܭ
R “ tpx, yq P R2 : |x| ď 1, |y ´ 2| ď 3u.

݆݁ px, yq ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟو ො੼ڎود، ڣ۳ި R اଫଐৎ৊اص اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f اܳٺ؇ًؕ إن .1
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،R

|fpx, yq| ď x2y2 ` y4 ď 1 ˆ 52 ` 54 “ 650 “ M.

.R اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ وො੼ڎود ݁ފٺ݄ݠ Bf

By
أن ඔ൹ਊ಻ لگ۰، اܳޚݠ ਍ಸڰݴ .2

ا௯௫௵؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ (50) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن .2 و .1 ݆݁ ૭૙ྥٷٺھ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰، ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص
.
„

´
3

650
,

3
650

ȷ

ި۱ اࠍ੆ܭ ෠੼؇ل و݁ٷ۬، .α “ min
ˆ

1,
3

650

˙

“
3

650
ۋ٭ت ،|x| ď α

: 10 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ادرس

(52)
$

&

%

y1 “ y2, x P R,

ypx0q “ y0.

: 10 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
َݯؕ

f : R ˆ R Ñ R

px, yq ÞÑ fpx, yq “ y2

.١ॴబ׿اຒواڤܙ اڤܙـܙد درا١۰ .1
଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص و݁ٷ۬ .y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ C1pRq اܳݱٷژ ݆݁ f اܳٺ؇ًؕ أن ఈఃَۋޓ
আॻ༟ ًوۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (52) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ،px0, y0q ሒᆶڎاਐಸا ๤ཇط ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ اܳݯأ٭ڰ۰)، (اܳݱ٭؞۰

.x0 ૰૏݄ܭ I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل
.(52) ႞႐ջۻिऻا ຒڞ ؼۻոب .2

ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
y1 “ y2,

.ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ ذات ሒሃو ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰
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:႟ၽاܳލ আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ۰ً؇঺঒ ሒሃ اܳٴ؇ل، আॻ༟ ෛູޚݠ ڣଲ୍ة أول
1
y2 y1 “ 1.

ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ۰༲٭ොේ و྘ܳފب y ” 0 ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ۰༲٭ොේ ྘ܳފب ሒሃ .۰༲٭ොේ ؇ஓ୴دا ྘ܳފب 1
y2 ۰ً؇൞ശܳا ܳـܝ݆

.ypx0q “ 0

.y0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط আॻ༟ ڣݠݪ٭؇ت ًިݪؕ ༡ڎة আॻ༟ ᄭᄟ؇༡ ႟၍ ဪݿٷأ؇ࠍ ᄳᄟا
!y ا٤୦ୠଡ଼ܙل ֆּոاڤ׫ ࣷ࣬ຐ ؔۑۛמոت ֆֿ۠ ेू إຒ׾ر!

.y0 “ 0 :1 ႞႐ոষاݾ
༡ܭ ڣ۳ި اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن ،y0 “ 0 Ⴄ၍ن إذا أَ۬ ఈఃَۋޓ
اܳٺ؇ًؕ ި۱ R আॻ༟ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ،y0 “ 0 ؇ৎ৊ أَ۬ ૭૙ྥٷٺھ اࠍ੆ܭ، ۰ਃ಻ڎا༡و و݆݁ .ᄭᄟ؊ފగጻዧ

اৎ৊أڎوم.
.y0 ‰ 0 :2 ႞႐ոষاݾ

.ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ොຬگݑ ৖৑ َ۬৙৑ ᄭᄟ؊ފగጻዧ ఈః༡ ྘ܳݴ y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
ොຳ٭ت x0 ܳـ ۏިار V ل༥ިڎ أَ۬ y ل۰ اಣಕᕬݠار ݆݁ ૭૙ྥٷٺھ y0 “ ypx0q ‰ 0 أن ؇ஓ୾

@x P V, ypxq ‰ 0.

و݁ٷ۬،
y1

y2 “ 1, @x P V.

اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰ َܝٺص ،؇۳ܹ੆ࠍ .ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ ذات ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو
:؇ዛኞ

ż y

y0

1
s2 ds “

ż x

x0

ds.

و݁ٷ۬،
„

´1
s

ȷy

y0

“ x ´ x0.

أي:
´

1
ypxq

“ x ´

ˆ

1
y0

` x0

˙

.
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:আॻ༟ ොຶݱܭ ،c “ x0 `
1
y0

ًިݪؕ

´
1

ypxq
“ x ´ c ùñ

1
ypxq

“ c ´ x.

و݁ٷ۬،
ypxq “

1
c ´ x

.

.y ׂ֔ۑֵ؉ ո൑৭ل അ೪ׂ֔מ
:ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃஓ஁ و༟ܹ٭۬، .x “ c اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ݁أݠف ଫଃ༚ y اࠍ੆ܭ إن

.I “s ´ 8, cr ި۱ اࠍ੆ܭ ෠੼؇ل ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .c “ x0 `
1
y0

ą x0 ڣ؆ن ،y0 ą 0 Ⴄ၍ن إذا ‚

.I “sc, `8r ި۱ اࠍ੆ܭ ෠੼؇ل ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .c “ x0 `
1
y0

ă x0 ڣ؆ن ،y0 ă 0 Ⴄ၍ن إذا ‚

: 11 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ادرس

(53)
#

y1 “ y3{4,

yp0q “ 0.

: 11 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.D “ R ˆ r0, `8r আॻ༟ f اܳٺ؇ًؕ َأݠف

:؇਍ಱᄴᄟ
Bf

By
“

3
4

y´1{4.

ۏިار ሒᇭ y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳ٭ྟލ٭଩ଐي ྘ܳݴ f و݁ٷ۬، .x0 “ 0 ۏިار ሒᇭ ො੼ڎودا ྘ܳݴ Bf

By
أن ఈఃَۋޓ

ܳٴٷ؇خ. اܳݱ؇݁ڎة اܳٷگޚ۰ ۱ଫଊ݁ٷ۰ أو ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝ݆ ৖৑ وᄳᄟا اܳݱڰݠ.
ஓ୷ܝٷٷ؇ ৖৑ و݁ٷ۬ .y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ٺٷ؇ڢݧ ଫଃ༚ f اܳٺ؇ًؕ أن أي ݿ؇ܳٴ؇. ྘ܳݴ Bf

By
أن ఈఃَۋޓ პაႰ

اܳٺٷ؇ڢݧ. ๤ཇط ؕ݁ ިَ؇ਃಸ ل۰ َޙݠ اݿٺ༱ڎام
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ل؇. ࢴࣖو اࠍ੆ߺࠊل ොຳފ؇ب ༟ܹ٭ٷ؇ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
اৎ৊أڎوم. اܳٺ؇ًؕ ଫଃ༚ أරඝى ༡ߺࠊل ؜݆ ܳٷٴۜت .(53) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ༃واࡵ ༡ܭ y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ إن

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ ؇݁؇ஓ஄ اৎ৊ިۏٴ۰ اࠍ੆ߺࠊل ؜݆ ౫ౖరت أي
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن

y1 “ y3{4,

،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰ .ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ وذات ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰
:ሒሃ

ż

y´3{4 dy “

ż

dx.

و݁ٷ۬،
4y1{4 “ x ` C,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت
:ި۱ ،ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ٔ؇ن ༡ܭ و༟ܹ٭۬،

ypxq “

ˆ

x ` C

4

˙4

.

:؇਍ಱᄴᄟ .ሒᆶڎاਐಸ৕৑ا ا๤དྷܳط ࿓؆ݿٺ༱ڎام C ඔ൹ܳٷأ

yp0q “

ˆ

0 ` C

4

˙4

“
C4

256
“ 0 ùñ C “ 0.

ًـ: ݁أޚް ،ᄭᄟ؊ފగጻዧ ݁ިۏص ༡ܭ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
ypxq “

x4

256
,

.s0, 8r আॻ༟ ݁أݠف
:ި۱ ،R আॻ༟ (53) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ٔ؇ن ༡ܭ و༟ܹ٭۬،

y2pxq “

$

&

%

0a : x ď 0,

x4

256
: x ą 0.
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: 12 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ادرس

(54)
#

y1 “ ´|y|1{2sgnpyq;
yp0q “ 0,

ًـ: ݁أݠف y ÞÑ signpyq ا৕৑ނ؇رة ًؕ؇ّ ۋ٭ت

sgnpyq “

#

1 , y ě 0,

´1 , y ă 0.

: 12 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
َݯؕ

fpx, yq “ ´|y|1{2sgnpyq,

أن أي
fpx, yq “

#

´
?

y , y ě 0,
?

´y , y ă 0.

،؇਍ಱᄴᄟ
Bf

By
px, yq “

$

’

&

’

%

´
1

2?
y

, y ą 0,

´
1

2
?

´y
, y ă 0.

଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ّޚٴ٭ݑ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭو اܳݱڰݠ. ۏިار ሒᇭ ො੼ڎود ଫଃ༚ Bf

By
أن ৖৑ۋޓ

اܳٺٷ؇ڢݧ. و๤ཇط ިَ؇ਃಸ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ّޚٴ٭ݑ ሒᇭ ୍ଲَڰ ዻዧᄳᄟو ܳٴٷ؇خ. اܳݱ؇݁ڎة اܳٷگޚ۰ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ৖৑و
ا๤དྷܳلޔ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f اܳٺ؇ًؕ أن ఈఃَۋޓ

C “ tpx, yq P R2 : 0 ď x ă `8, |y| P Ru,

.R আॻ༟ y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ؇݁؇ஓ஄ ݁ٺٷ؇ڢݧ f أن ఈఃَۋޓ პაႰ
r0, `8r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎ ොຳܭ റണ೺ٺؕ (54) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا اܳٺٷ؇ڢݧ، و๤ཇط ިَ؇ਃಸ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
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.y ” 0 اৎ৊أڎوم اࠍ੆ܭ و۱ި
ڣگޔ وا༡ڎ ا෠ູ؇ه ሒᇭ ۰ਃ಻ڎا༡ިܳا لݯ݄݆ اܳٺٷ؇ڢݧ ๤ཇط أن ৖৑إ ،۬დაႰ؊ً R আॻ༟ ݁ٺٷ؇ڢݱ۰ f أن رܾؗ

݁ٴ؇๤ཇة. ؇ዛኞ؇ۋފ لݑ ޗݠ ؜݆ اࠍ੆ߺࠊل ّأڎد أو اࠍ੆ܭ ۰ਃ಻ڎا༡و ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ࢾࣖرس ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .x ě 0

ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ،yp0q “ 0 ا๤དྷܳط ොູگݑ y1 “ ´|y|1{2sgnpyq اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ߺࠊل ؜݆ ܳٷٴۜت
.s ´ 8, 0s

اܳٺ؇ًؕ ଫଃ༚ أරඝى ༡ߺࠊل ؜݆ ܳٷٴۜت .s ´ 8, 0r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ᄭᄟ؊ފగጻዧ ༡ܭ y ” 0 أن ఈఃَۋޓ
:ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃಣಒᕬ وᄳᄟا، اৎ৊أڎوم.

.@x ă 0, ypxq ą 0 اिऻܙـץ١ اݾষݫݻل ֍ڷ ֛௜ே஡ .1 ႞႐ոষاݾ
.sgnpyq “ 1 و |y| “ y ڣ؆ن ،y ą 0 أن ؇ஓ୾

ّݱٴں: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
y1 “ ´

?
y.

.?y আॻ༟ اܳگފ۰݄ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،y ‰ 0 أن ؇ஓ୾) ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ ذات ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو
:႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ،(

dy
?

y
“ ´dx.

:ሒሃ ،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰
ż

dy
?

y
“ ´

ż

dx.

و݁ٷ۬،
2?

y “ ´x ` C,

.yp0q “ 0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ࿓؆ݿٺ༱ڎام َأ٭ٷ۬ ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

(55) 2?
y “ ´x.

اिऻܙـ֦ 2?
y ෕඿ඡॊूا اڤ܋ۑف ֆڲ ఢঁܙاؔۂ ոᄊᄉ ڲܙـ֦، ڲؠ׿ار ´x ᆃᅰոڤ׫ոּو ،x ă 0 أن ո٢ר ूेؼ܄

.
෠ຶڎ: ،(55) ሒᇭޗݠ ؕਃಸଫଐً

4y “ x2 ùñ y1pxq “
1
4

x2.

.@x ă 0, ypxq ă 0 اڤۻոڤץ١ اݾষݫݻل ֍ڷ ֛௜ே஡.2 ႞႐ոষاݾ
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.sgnpyq “ ´1 و |y| “ ´y ڣ؆ن ،y ă 0 أن ؇ஓ୾
ّݱٴں: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

y1 “ ´
?

´y ˆ p´1q ùñ y1 “
?

´y.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ،ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ ذات ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو
dy

?
´y

“ dx.

:ሒሃ ،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰
ż

dy
?

´y
“

ż

dx.

و݁ٷ۬،
´2

?
´y “ x ` c,

.yp0q “ 0 ሒᆶڎاਐಸ৕৑ا ا๤དྷܳط ࿓؆ݿٺ༱ڎام َأ٭ٷ۬ ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

´2
?

0 “ 0 ` c ùñ c “ 0.

ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں
(56) ´2

?
´y “ x.

.ոۛמոֵ ر ڲר܋ؠמ١ ႞႐دո֔िऻوا ո۰ڤץոن، اڤ܋ۑոؔن ،x ă 0 أن ո଄૯ أֿٝ ूेؼ܄
෠ຶڎ: ،(56) ሒᇭޗݠ ؕਃಸଫଐً

4p´yq “ x2 ùñ ´4y “ x2 ùñ y2pxq “ ´
1
4

x2.

ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ا৙৑ڢܭ) আॻ༟) ༡ߺࠊل ۰ٔఈఃٔ ّگٴܭ (54) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ૭૙ྥٷٺھ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
.s ´ 8, 0s

: 13 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
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اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ادرس
(57)

#

y1 “ 2x
?

y ´ 1,

ypx0q “ y0.

: 13 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ًـ: f اܳٺ؇ًؕ D “ R ˆ r1, `8r আॻ༟ َأݠف

fpx, yq “ 2x
?

y ´ 1.

:ި۱ ،y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ሒᆶݞ੊اࠍ و݁ލٺگ۬ .D আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f اܳٺ؇ًؕ إن
Bf

By
px, yq “

x
?

y ´ 1
.

.Rˆs1, `8r اৎ৊ڰٺިح আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ و y “ 1 ؜ٷڎ ݁أݠف ଫଃ༚ Bf

By
أن ఈఃَۋޓ

.y0 ڢ٭۰݄ ۋފص ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃஓ஁ و༟ܹ٭۬،
.y0 ą 1 :1 ႞႐ոষاݾ

و݁ٷ۬ .px0, y0q ۏިار ሒᇭ y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ً؇ಣಕᕬݠار ఇዳዧނٺگ؇ق ڢ؇ًܭ f اܳٺ؇ًؕ لܝިن ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
.x0 ۏިار ሒᇭ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ،଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص

আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ڢފ۰݄ ஓ୷ܝ݆ ،x0 ۏިار ሒᇭ y ą 1 أن ؇ஓ୾ .ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ اࠍ੆ܭ ܳٷۜފص
:ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃ݁ٺ؞ ذات ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د আॻ༟ ڣٷۜݱܭ ،?

y ´ 1

1
?

y ´ 1
y1 “ 2x.

:؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰ ّܝٺص ،؇۳ܹ੆ࠍ
ż y

y0

1
?

s ´ 1
ds “

ż x

x0

2s ds.

و݁ٷ۬،
“

2
?

s ´ 1
‰y

y0
“ rs2sx

x0 .

أي:
2
?

y ´ 1 ´ 2
?

y0 ´ 1 “ x2 ´ x2
0.
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:ި۱ (57) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ڣ؆َ۬ و༟ܹ٭۬،

ypxq “ 1 `

ˆ

x2 ´ x2
0 ` 2

?
y0 ´ 1

2

˙2

,

ا௯௫௵؇ل আॻ༟
I “

␣

x P R, x2 ´ x2
0 ` 2

?
y0 ´ 1 ě 0

(

.

.y0 “ 1 :2 ႞႐ոষاݾ
.px0, 1q ሒᆶڎاਐಸ৕৑ا ا๤དྷܳط ۏިار ሒᇭ ො੼ڎودة ྘ܳފب Bf

By
۰ਃಮݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺگ۰ ڣ؆ن ،y0 “ 1 Ⴄ၍ن إذا

.ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡و إਊು؇ت ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ஓ୷ܝٷٷ؇ ৖৑ و༟ܹ٭۬،
:೑ಸ؇اܳټ اܳٺ؇ًؕ أن ৖৑أو ఈఃَۋޓ

y1pxq “ 1, @x P R,

ዻዧᄔც ypx0q “ 1 ሒᆶڎاਐಸ৕৑ا وا๤དྷܳط ( 2x
?

1 ´ 1 “ 0 و y1
1 “ 0) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ި۱

ො੼گݑ.
.ᄭᄟ؊ފగጻዧ أول ༡ܭ ި۱ y ” 1 ೑ಸ؇اܳټ اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،

݆݁ وܳٷٺ݄ܝ݆ ،y ě 1 لܝިن أن ل؇ݪ٭؇ ر لڰݠض ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د ሒᇭ ௧ਤਃಸଫଐܳا اࠍ੊ڍر وۏިد أن ؇ஓ୾
ොູگݑ มฆܳا اࠍ੆ߺࠊل ؜݆ ۋ๤ཡا ౫ౖరت ،ඔ൹ّأ٭ ༟ڎم ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اܳިڢިع دون اࠍ੊ڍر ۱ڍا আॻ༟ اܳگފ۰݄

.y ą 1
:ሒሃ ،(57) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً اৎ৊ݠڣگ۰ اܳݯ݄ٷ٭۰ اܳݱ٭؞۰
ż y

y0

1
?

s ´ 1
ds “ 2

ż x

x0

s ds.

و݁ٷ۬،
“

2
?

s ´ 1
‰y

y0
“ 2

„

s2

2

ȷx

x0

.

اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ و༟ܹ٭۬،
(58) 2

?
y ´ 1 “ x2 ´ x2

0.

݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف أن ً؇๤ཟܳورة ૭૏ٺܹݞم ڣ۳ڍا ،؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص (58) ܳـ 2
?

y ´ 1 ๤๎ะ৙৑ا اܳޚݠف أن ؇ஓ୾
أي: .ዻዧᄔც ݁ިۏص ި۱

x2 ´ x2
0 ě 0 ùñ |x| ě |x0|.
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ً؇ܳأٴ؇رة: لأޚް اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ܭ أن ෠ຶڎ ،(58) ሒᇭޗݠ ؕਃಸଫଐً

y2pxq “ 1 `

ˆ

x2 ´ x2
0

2

˙2

,

.s ´ 8, ´|x0|s Y r|x0|, `8r আॻ༟
؜ٷڎ y1

2 ݁ލٺگ۬ وዛኡ؇ل۰ y2 ዛኡ؇ل۰ ොຶފص ،ዻዧᄳᄟ .R আॻ༟ y2 اࠍ੆ܭ ஓ஄ڎࢴࣖ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ا৚৑ن، ܳٷڎرس
.´x0 و x0 ඔ൹ݠۏٺ੆اࠍ ඔ൹اܳٷگޚٺ

،؇਍ಱᄴᄟ
lim

xÑ˘x0
y2pxq “ lim

xÑ˘x0

„

1 `
1
4

px2 ´ x2
0q2

ȷ

“ 1 “ ypx0q.

،؇਍ಱᄴᄟو
lim

xÑ˘x0
y1

2pxq “ lim
xÑ˘x0

rxpx2 ´ x2
0qs “ 0 “ y1

2px0q.

:؇ᆇᆅ ،R আॻ༟ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ (57) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ૭૙ྥٷٺھ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
y1 ” 1,

و
y2pxq “

$

&

%

1 : |x| ď |x0|,

1 `
1
4

px2 ´ x2
0q

2 : |x| ą |x0|.

: 14 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

(59)
$

&

%

y1 “ 2xp1 ` yq “ fpx, yq,

yp0q “ 0.

.(59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ اۋފص اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰، اܳٺگݠਊಱ؇ت لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام .1

ۋٺ݄؇ ؇݄ዛኡ؆ڣ ،R ݆݁ I ෠੼؇ل আॻ༟ (59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ఈః༡ن φ2 و φ1 أن ڣݠݪٷ؇ إذا أَ۬ اཿྟب .2
ل؇ن. ݁ྥފ؇و
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: 14 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اिऻ׫ո֔ؓץ١. اڤ׫ؠۑոॻఢت ֵؠ١ ܈ۑ ۰ոּ׫ຢ׿ام (59) ႞႐ջۻஈኬቘ اႥ႐ؓמۂ اݾষڞ ؼۻոب .1

:؇਍ಱᄴᄟ
y0 “ 0.

y1pxq “ y0 `

ż x

0
fps, y0q ds “

ż x

0
2s ds “ x2.

y2pxq “ y0 `

ż x

0
fps, y1psqq ds “

ż x

0
2sp1 ` s2q ds “ x2 `

1
2

x4.

y3pxq “ y0 `

ż x

0
fps, y2psqq ds “

ż x

0
2s

ˆ

1 ` s2 `
1
2

s4
˙

ds “ x2 `
1
2

x4 `
1
6

x6.

أن: ً؇ଫଐܳاۏؕ ݆۱ଫଊَ أن ஓ୷ܝ݆ و݁ٷ۬

ynpxq “

n
ÿ

i“1

x2i

i!
.

اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ො੼گگ۰. ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ๤ཇوط أن ᄭᄟިዝ๎ื ᄕც؊اܳٺ ஓ୷ܝٷٷ؇
.(59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً

أن: ؇ஓ୾
ez “

`8
ÿ

i“0

zi

i!
“ 1 `

`8
ÿ

i“1

zi

i!
,

ڣ؆ن:
lim

nÑ`8
ynpxq “

8
ÿ

i“1

x2i

i!
“ ex2

´ 1.

:ި۱ ،R আॻ༟ (59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ أن أي
ypxq “ ex2

´ 1.
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ոֵن. ڲ༖ۻոو ոؼ׫ڵ ոڵቌሒշؔ ،(59) ႞႐ջۻஈኬቘ ୹୴ຒن φ2 و φ1 ပ྾ن إذا أֿٝ إոॻలت .2

.R ݆݁ I ෠੼؇ل আॻ༟ (59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ඔ൹ܹ༡ φ2 و φ1 ܳ٭ܝ݆
َݯؕ

φ “ φ1 ´ φ2.

:؇਍ಱᄴᄟ ڣ؆َ۬ ،(59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ φ2 و φ1 ݆݁ ႟၍ أن ؇ஓ୾
φ1 “ φ1

1 ´ φ1
2 “ 2xp1 ` φ1q ´ 2xp1 ` φ2q “ 2xpφ1 ´ φ2q “ 2xφ.

:ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ๤དྷይዧط وً؇ܳྡྷފٴ۰
φp0q “ φ1p0q ´ φ2p0q “ 0 ´ 0 “ 0.

اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ොຬگݑ φ اܳٺ؇ًؕ إذن

(60)
$

&

%

φ1 ´ 2xφ “ 0,

φp0q “ 0.

اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝٷٷ؇ ،؇۳ܹ੆ࠍ .۰૭૙؇༶و݁ٺ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (60) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د إن
ڣٷ༶ڎ: .e´x2 ሒᇭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ๤ཟًب و۱ڍا ،ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ لگ۰ ޗݠ

e´x2
φ1 ´ 2xe´x2

φ “ 0.

و݁ٷ۬،
´

e´x2
φpxq

¯1

“ 0, @x P I.

أن: ૭૙ྥٷٺھ ،ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
e´x2

φpxq “ c,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c ۋ٭ت
أن: ෠ຶڎ ،φp0q “ 0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام

0 ¨ e0 “ c ùñ c “ 0.

و༟ܹ٭۬،
e´x2

φpxq “ 0, @x P I,
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أي:
φpxq “ 0, @x P I.

اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި .φ1 ” φ2 أن ૭૙ྥٷٺھ ،φ ” 0 أن ؇ஓ୾و

: 15 .1 .1 ਗ৻ۑ଄૵
،T p0q “ 180˝C ڢڎر۱؇ ۰ਃಮڎاਐಸا රඞارة ۰༥ࢻࣖر t “ 0 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ اܳڰݠن ݆݁ ᄎჼ܋أ أරඝ֡ۏب

.Ta “ 25˝C و૭૜؇وي ۰ਐಸ؇ٔ ا௱௯௫٭ޔ රඞارة ۰༥در ۋ٭ت اৎ৊ޚٴڹ ᄭᄟޗ؇و আॻ༟ ووݪُأب
ؕ݁ ً ޗݠدل؇ ཯ྥٷ؇ݿص ྾ཏ੊اࠍ රඞارة ۰༥رᄴᄟ มฃ݁ෑෂا ଫଃاܳٺ؞ ݁أڎل أن আॻ༟ ይዧٺଫଊࢴࣖ દગިਃ಻ ڢ؇َިن ਍ಱݧ

.ً۬ ا௱௯௫٭ޔ اܳިݿޔ රඞارة ۰༥ودر ྾ཏ੊اࠍ රඞارة ۰༥در ඔ൹ً اܳڰݠق
݆݁ෑෂا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ T ptq ᄎჼاܳـܝأ රඞارة ۰༥در ّޚިر റഠ೺ڍج มฆܳا اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ا܋ٺص .1

ً؇ᄴᄟڢ؇فݑ). (اৎ৊گُ؇س t

ᄎჼاܳـܝأ إරඝاج ݆݁ دڢ٭گ۰ 15 ਵਦور ًأڎ أَ۬ ً ؇గఒِ༟ ،؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ٺُۜݱܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ .2
.100˝C ؇ዛኤارරඞ ۰༥در أݬٴۜب اܳڰݠن، ݆݁

.30˝C ሌᇿإ ᄎჼاܳـܝأ රඞارة ۰༥در ܳٺٷۛڰݥ اఈዳዧز۰݁ اෑෂ݁ٷ٭۰ اৎ৊ڎة اۋފص .3

: (ਗਈܙॴబ ոֿؓܙن - ၿၭ֔ټ (જ੻ׂࠥࡇ 15 .1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:෥໋ոֵ ൄളا ا߫ࠆࠗܙذج ١຋ո۝מ .1

ඔ൹ً اܳڰݠق أ݁؇ .T 1ptq ይዧݞ݆݁: ሌᇿو৙৑ا اৎ৊ލٺگ۰ ႟ၽނ আॻ༟ ً ل؇ݪ٭؇ ر اࠍ੆ݠارة ۰༥در ଫଃّ؞ ۰༟๤ང ّܝُٺص
.pT ptq ´ Taq ڣ۳ި وا௱௯௫٭ޔ ᄎჼاܳـܝأ රඞارة ۰༥در

:ሒሃ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ይዧٺଫଊࢴࣖ، દગިਃ಻ ڢ؇َިن ۋފص
T 1ptq “ ´kpT ptq ´ Taq,

.ᄎჼܳـܝأ؇ً اࠍ੅؇ص اܳٺଫଊࢴࣖ ೑ಸ؇ٔ ި۱ k ą 0 ۋ٭ت
اܳأ؇دل۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں ،Ta “ 25˝C ۰ਐಸ؇ٔ اܳ؞ݠڣ۰ රඞارة ۰༥در أن ؇ஓ୾
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(61) T 1ptq “ ´kpT ptq ´ 25q.

:ూ఩اڤ׭ܙا وո൑ฝዳد اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ຒڞ .2
َݯؕ:

yptq “ T ptq ´ 25.

෠ຶڎ: ،ඔ൹اܳޚݠڣ ً؇ނٺگ؇ق
(62) y1ptq “ T 1ptq.

،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ ،(61) ሒᇭ (62) ਐಸأިلݥ
اܳٺ؇ܳ٭۰:

y1ptq “ ´k ¨ yptq.

႟ၽاܳލ ݆݁ ،R আॻ༟ اܳأ؇م ؇۳ܹ༡
yptq “ Me´kt,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ M ۋ٭ت
෠ຶڎ: ،ঌॻݬ৙৑ا ଫଃٺ؞ৎ৊ا ሌᇿإ ً؇ෂීۏިع ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

T ptq ´ 25 “ Me´kt ùñ T ptq “ 25 ` Me´kt,

.T p0q “ 180 ሒᆶڎاਐಸ৕৑ا ا๤དྷܳط ౫౜దگݑ ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا M اࠍ੆گ٭گ٭۰ ೑ಸاܳټިا ඔ൹وَأ
:؇਍ಱᄴᄟ

T p0q “ 25 ` Me0 “ 180 ùñ 25 ` M “ 180 ùñ M “ 155.

:ި۱ ،r0, `8r আॻ༟ (61) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
T ptq “ 25 ` 155e´kt.

:100˝C اࠍ੆ݠارة أݬٴۜب دڢ٭گ۰، t “ 15 ؜ٷڎ .ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊أޚް ૭૙ٺ༱ڎم :k ೑ಸ؇اܳټ إ෠ຬ؇د
100 “ 25 ` 155e´15k ùñ 75 “ 155e´15k ùñ e´15k “

75
155

“
15
31

෠ຶڎ: ،ඔ൹اܳޚݠڣ আॻ༟ ln اܳٷ྘ٴଫଃي لࡤࡲ اܳߺࠊ༚؇ر ᄭᄟدا ࿓؆د༠؇ل

´15k “ ln
ˆ

15
31

˙

ùñ k “ ´
1
15

ln
ˆ

15
31

˙

« 0.0484 min ´1.
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:30˝C ،ၿၭ֔اڤـڎ ബഏارة ցڤ׫ץڪ ا୹ቤቘزڲ١ اളൂڲרמ١ اिऻ׿ة ؼۻոب .3
:T ptq “ 30 ؇ዛዀڣ ౫౜దگݑ มฆܳا t ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜݆ ౫ౖరت

30 “ 25 ` 155e´kt ùñ 5 “ 155e´kt ùñ e´kt “
5

155
“

1
31

.

و༟ܹ٭۬،
´kt “ ln

ˆ

1
31

˙

“ ´ lnp31q ùñ t “
lnp31q

k
.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،k ڢ٭۰݄ ਐಸأިلݥ
t “

lnp31q

´ 1
15 ln

`15
31

˘ «
3.434
0.0484

« 70.95 min

11 و ۰༟؇ݿ (أي دؓמؠ١ 71 ሒᇿۋިا ਵਦور ًأڎ 30˝C ሌᇿإ ᄎჼاܳـܝأ රඞارة ۰༥در ݿྥٷۛڰݥ إذن،
.(ً؇ਊಱّگݠ دڢ٭گ۰

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

50

100

150

200 t “ 0, T “ 180

t “ 15, T “ 100

t « 71, T “ 30

(ً؇ᄴᄟڢ؇فݑ) t

T
pt

q
pC

˝
q

ᄎჼاܳـܝأ ଫଊّࢴࣖ ปฃۜ݁ٷ



2 اڤץոب
ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ

ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ ؼܙل أ۰ո۰מ١ ڲء٢ո߈ߣ 1 .2
ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ႞႖ჸც ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .1 .2

:႟ၽاܳލ ݆݁ ᄭᄥᆇᅹ ႟၍ ،ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ڲո֔دूेت ႞႖ჸც ૭૙݄޶

(1)
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

y1
1pxq “ f1px, y1pxq, y2pxq, . . . , ynpxqq

y1
2pxq “ f2px, y1pxq, y2pxq, . . . , ynpxqq...

y1
npxq “ fnpx, y1pxq, y2pxq, . . . , ynpxqq

ۋ٭ت:
݁ڰٺިح. ෠੼؇ل I Ă R ؕ݁ اिऻۻ׫ؠڞ، જੴ֏׫िऻا ި۱ x P I •

.۰༡ި݁ڰٺ ۰༟ިᆇ୞୘ Ω Ă Rn ؕ݁ ڲ֔܋ոة، ֆּׂܙا (1 ď i ď n أ༥ܭ ݆݁) fi : I ˆ Ω Ñ R •
إ෠ຬ؇د۱؇. اৎ৊ݠاد ႞႐٤ܙ୦ୠଡ଼ا ֆּاڤ׫ܙا ሒሃ y1, y2, . . . , yn •

: (ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ڲո֔دूेت ႞႖ჸც (ຒڞ 1 .2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
y1, y2, . . . , yn : J Ñ R اܳٺިاًؕ ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ႟၍ ،J Ď I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ (1) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً ୹୴ຒ ૭૙݄޶

:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ ඔ൹ޗ๤དྷܳا ොູگݑ C1pJq اܳݱٷژ ݆݁
.x P J ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ py1pxq, y2pxq, . . . , ynpxqq P Ω .1

96



ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ .2 97اڤץոب

.x P J ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ (1) ᄭᄥ৵৩ৠا ොູگݑ .2

ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ڲո֔دूेت ႞႖०ग़॑ ᆃᅭո֔اڤ۾ တ࿮اڤ۾ 2 .1 .2
:ሒᇼ؇اܳލأ ႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ،(1) ᄭᄥ৵৩ৠا ᄴᄟراݿ۰

(2) Y 1pxq “ Hpx, Y pxqq.

:আॻ༟ ڣٷۜݱܭ ،x0 P I َگޚ۰ ؜ٷڎ ሒᆶڎاਐಸا ๤๑ืط إرڣ؇ڢ۳؇ وஓ୷ܝ݆

(3)
$

&

%

Y 1pxq “ Hpx, Y pxqq;

Y px0q “ Y0,

ۋ٭ت:
H : I ˆ Ω Ñ Rn,

Y pxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

y1pxq

y2pxq...
ynpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, Hpx, Y q “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

f1px, y1, y2, . . . , ynq

f2px, y1, y2, . . . , ynq...
fnpx, y1, y2, . . . , ynq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, Y0 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

y1,0

y2,0...
yn,0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

P Ω.

.๴ཇި܋ ᄭᄟ؊ފஓ୾ (3) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ް݄૭૜

ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ڲո֔دूेت ႞႖ჸც ຒڞ ١ॴబ׿اຒوو وـܙد درا١۰ 3 .1 .2
(أي اܳأ؇۰݁ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ (3) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو ܳިۏިد Ⴄ၍ڣ٭۰ ً ๤ཇوޗ؇ ّأޚ޶ ۱ଫଊ݁ٷ۰ َگڎم ،ঌॻل ڣ٭݄؇

ۊޚ٭۰). ଫଃ༚ أو ۊޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ೑಻Ⴄ၍ ݿިاء

: (ચઁ۾༐ڤמ–෥ຸټܙ (ڲ٢જ੻ר١ 1 .2 .2 ڲ٢જ੻ר١
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๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ
$

&

%

Y 1pxq “ Hpx, Y pxqq;

Y px0q “ Y0,

ۋ٭ت
H : I ˆ Ω Ñ Rn.

.Rn ݆݁ ݁ڰٺިح Ω و R ݆݁ ݁ڰٺިح ෠੼؇ل I ؕ݁
݆݁ ڣ؆َ۬ ،Y ሒᇼ؇اܳލأ ଫଃٺ؞ৎ৊ا ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ො੼ܹ٭ً؇ وܳ٭๢དྷྥྟي ،I ˆ Ω আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠاً H اܳٺ؇ًؕ Ⴄ၍ن إذا
J Ď I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ًوۋ٭ڎاً ఈః༡ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ّگٴܭ ،I ˆ Ω ݆݁ px0, Y0q ሒᆶڎاਐಸا ๤ཇط ႟၍ أ༥ܭ

.x0 ૰૏݄ܭ

ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ n ႞႖ჸც တ࿮۳ ࣷ࣬ຐ n ١ॻయൄളا ڲڷ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ١ּոफः ټמءמ١ 4 .1 .2
.ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ

ًިݪؕ: ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د n ᄭᄥᆇᅹ ႟ၽނ আॻ༟ n ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆

(4)
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

y1 “ y

y2 “ y1

...
yn “ ypn´1q.

اܳٺ؇ܳ٭۰: n ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ؜ٷڎࢱࣕ،
ypnqpxq “ Gpx, y, y1, . . . , ypn´1qq,

:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د n ᄭᄥᆇᅹ ႟ၽނ আॻ༟

(5)
#

y1
i “ yi`1, @i “ 1, . . . , n ´ 1,

y1
n “ Gpx, y1, y2, . . . , ynq.

:ሒᇿިاৎ৊ا اৎ৊ټ؇ل ܳٷڎرس
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: ڲ׭ոل
:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(6) y2 ` py1q2 “ gpx, yq,

.y ሌᇿا ً؇ܳྡྷފٴ۰ ො੼ܹ٭؇ وܳ٭ྟލ଩ଐي ،I ˆ Ω Ă R2 আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ ًؕ؇ّ g ۋ٭ت

.ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ അ೪ۛڪמ׫ոׂء അ೪دڤ׫ո֔ڲ ႞႖ჸც တ࿮۳ ࣷ࣬ຐ (6) اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ١ּոफः .1
݆݁ ඔ൹ّڰ؇ݪܹ٭ٺ ඔ൹݁أ؇دܳٺ ᄭᄥᆇᅹ ႟ၽނ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ .۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (6) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن

ًިݪؕ: ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا
(7)

#

y1 “ y,

y2 “ y1.

:আॻ༟ ڣٷ۠ݱܭ
(8)

#

y1
1 “ y1 “ y2,

y1
2 “ y2 “ gpx, y1q ´ y2

2.

:ሒᇼ؇اܳލأ ႟ၽاܳލ আॻ༟ ّܝٺص มฆܳوا
Y 1pxq “ Hpx, Y pxqq,

ۋ٭ت:
Y “

˜

y1

y2

¸

, Hpx, Y q “

˜

y2

gpx, y1q ´ y2
2

¸

.

ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݪ؇ڣ۰
Y px0q “

˜

y1,0

y2,0

¸

,

اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ আॻ༟ ොຶݱܭ

(9)
$

&

%

Y 1 “ Hpx, Y q,

Y px0q “ Y0.

.(9) ႞႐ջۻिऻا ຒڞ ١ॴబ׿اຒوو وـܙد درا١۰ .2
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.଩ଐܳ٭ྟލ ๴ཇި܋ ل۰ َޙݠ ๤ཇوط ොູگݑ ݆݁ ᄕც؊اܳٺ ༟ܹ٭ٷ؇ ،(9) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ᄴᄟراݿ۰

:؇਍ಱᄴᄟ
.Ω̃ “ Ω ˆ R ۋ٭ت ،I ˆ Ω̃ আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ H ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ݁ފٺ݄ݠ، g اܳٺ؇ًؕ ‚

ො੼ܹ٭؇. ل۰ ଩ଐܳ٭ྟލ ڣ۳޶ .R আॻ༟ C1 اܳݱٷژ ݆݁ y2 ÞÑ ´y2
2 ᄭᄟاᄴᄟا ‚

أ༥ܭ ݆݁ ڣ؆َ۬ ،଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋ ل۰ َޙݠ ۋފص و༟ܹ٭۬، .Y ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ො੼ܹ٭؇ ଩ଐܳ٭ྟލ H أن ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬،
وۋ٭ڎ ሒᇼ؇ނأ ًؕ؇ّ ل༥ިڎ ،px0, Y0q ሒᆶڎاਐಸا ๤ཇط ႟၍

Y P C1pJ,R2q,

.x0 ૰૏݄ܭ J Ă I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ (9) ᄭᄥ৵৩ৠا ොຬگݑ
وۋ٭ڎ ًؕ؇ّ ل༥ިڎ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

y P C2pJq,

ඔ൹ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ඔ൹ޗ๤དྷܳوا ،(6) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ
ypx0q “ y1,0, y1px0q “ y2,0.

ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ درا١۰ 2 .2
اڤո֔ڲ١ اڤۢמ֏١ 1 .2 .2

اܳٺ؇ܳ٭۰: ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ଫଊَأٺ

(10)
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

y1
1pxq “ a11pxqy1 ` a12pxqy2 ` . . . ` a1npxqyn ` f1pxq

y1
2pxq “ a21pxqy1 ` a22pxqy2 ` . . . ` a2npxqyn ` f2pxq...

y1
npxq “ an1pxqy1 ` an2pxqy2 ` . . . ` annpxqyn ` fnpxq,

෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ۋگ٭گ٭۰ ّިاًؕ pi, j “ 1, . . . , nq ؕ݁ fi و ai,j و ᄭᄟި۳௵௯௫ا اܳٺިاًؕ ሒሃ yi “ yipxq ۋ٭ت
.R ݆݁ I

:ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ (10) ᄭᄥ৵৩ৠا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆
(11) Y 1pxq “ ApxqY pxq ` F pxq,
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ۋ٭ت

Y pxq “

¨

˚

˚

˝

y1pxq...
ynpxq

˛

‹

‹

‚

, Apxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a11pxq a12pxq . . . a1npxq

a21pxq a22pxq . . . a2npxq... ... ... ...
an1pxq an2pxq . . . annpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, F pxq “

¨

˚

˚

˝

f1pxq...
fnpxq

˛

‹

‹

‚

.

؜݆ ڣٷگިل ،F ı 0 Ⴄ၍ن إذا أ݁؇ .F ” 0 Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ،۰૭૙؇༶݁ٺ ؇ዛኡإ (11) ᄭᄥ৵৩ৠا ؜݆ َگިل
.۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ؇ዛኡإ ᄭᄥ৵৩ৠا

: 2 .2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
أ༥ܭ ݆݁ (11) اৎ৊ފ؇واة ොຬگݑ C1pIq اܳݱٷژ ݆݁ Y ሒᇼ؇ނأ ًؕ؇ّ ႟၍ (10) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً ఈః༡ ૭૙݄޶

.I ݆݁ x ႟၍

:ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ټ؇ل ܳٷڎرس

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ଫଊَأٺ

(12)
#

y1
1 “ 2y1 ` y2,

y1
2 “ ´y1 ` 3y2.

ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ (12) ᄭᄥ৵৩ৠا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆
Y 1 “ AY,

ۋ٭ت
Y “

˜

y1

y2

¸

, A “

˜

2 1
´1 3

¸

.
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: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ଫଊَأٺ

(13)
$

’

&

’

%

y1
1 “ y1 ´ xy2 ` ex,

y1
2 “ x2y1 ´ y3,

y1
3 “ y1 ` y2 ´ y3 ` 2e´x.

႟ၽاܳލ আॻ༟ (13) ᄭᄥ৵৩ৠا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆
Y 1pxq “ ApxqY pxq ` F pxq,

ۋ٭ت
Y pxq “

¨

˚

˝

y1pxq

y2pxq

y3pxq

˛

‹

‚

, Apxq “

¨

˚

˝

1 ´x 0
x2 0 ´1
1 1 ´1

˛

‹

‚

, F pxq “

¨

˚

˝

ex

0
2e´x

˛

‹

‚

.

෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ 2 .2 .2
:ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط (10) ᄭᄥ৵৩ৠ؇ً ߖߵڣݑ

(14) Y px0q “ Y0 P Rn.

.๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ،(14) ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ً؇๤དྷܳط اৎ৊ݠڣگ۰ (10) ᄭᄥ৵৩ৠا ް݄૭૜
.(14)--(10) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو ܳިۏިد Ⴄ၍ڣ٭۰ ً ๤ཇوޗ؇ ّگڎم اܳٺ؇ܳ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ

: 1 .2 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
I ݆݁ x0 ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ڣ؆َ۬ ،R ݆݁ I ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة fi و paijq1ďi,jďn اܳٺިاًؕ ೑಻Ⴄ၍ إذا

.Y P C1pI,Rnq ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ (14)--(10) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ّگٴܭ ،Y0 P Rn ႟၍و

.ሒᇿިاৎ৊ا اৎ৊ټ؇ل ܳٷڎرس
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: ڲ׭ոل
:R আॻ༟ اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(15) Y 1pxq “ ApxqY pxq ` F pxq, Y p0q “ Y0,

ۋ٭ت
Apxq “

˜

0 1
´1 0

¸

, F pxq “

˜

sin x

ex

¸

, Y0 “

˜

1
0

¸

.

.R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ F اܳލأ؇ع ঴঒ਵਦ؇ت أن პაႰ ،۰ਐಸ؇ٔ ؇ዛኡ৙৑ R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ إن
.Y P C1pR,R2q ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ (15) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ڣ؆ن ، ّ֟ ቕَ቉ و݆݁

١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ ا०ग़॑ڞ ຒڞ 3 .2 .2
اݾষݫݻل ո۠ؔء

اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ
(16) Y 1pxq “ ApxqY pxq,

.n ۰ਊಾීෂا ݆݁ اৎ৊ݠًأ۰ اࠍ੆گ٭گ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ܳڰݯ؇ء MnpRq ًـ ਲ਼ਦߖߵ
.I ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ ؇۳ܹ༠݁ڎا ݁ݱڰިڣ۰ A : I Ñ MnpRq وܳٺܝ݆

(16) ႞႖०ग़॑ا ݾষڞ اڤո֔ڲ١ اڤۢמ֏١
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰༶اܳٷྥ٭ ؇਍ಱᄴᄟ

: 2 .2 .2 ڲ٢જ੻ר١
ً݆݁ ؇ਃಮඹජ ً ނأ؇؜٭؇ ً ڣݯ؇ء I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ (16) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ ႟ၽ૰૜

.n ًأُڎه C1pI,Rnq

ا٢જ੻िऻר١ إոॻలت
:(16) ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ߺࠊل ᆇᅹ٭ؕ ۰༟ިᆇ୞୘ ሌᇿإ S ًـ ਲ਼ਦଫ଍ܳ

S “
␣

Y P C1pI,Rnq ; Y 1pxq “ ApxqY pxq, @x P I
(

.
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.C1pI,Rnq ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء S (1)

ً؇ܳڰأܭ:
.S ‰ ∅ إذن ،S ሌᇿإ ཯ྡྷٺ݄޶ Y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ •

ڣ؆ن: ،X, Y P S Ⴄ၍ن إذا •
pX ` Y q1pxq “ X 1pxq ` Y 1pxq “ ApxqXpxq ` ApxqY pxq “ ApxqpXpxq ` Y pxqq,

.X ` Y P S ،ّቕَ቉ و݆݁
ڣ؆ن: ،α P R و X P S Ⴄ၍ن إذا •

pαXq1pxq “ αX 1pxq “ αApxqXpxq “ ApxqpαXpxqq,

.αX P S ّ ቕَ቉ و݆݁
.C1pI,Rnq ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء S ڣ؆ن و༟ܹ٭۬

.S اܳڰݯ؇ء ًأُڎ ۋފ؇ب (2)
.dim S “ n أن ܳٷྦྷٴب

.Rn ܳـ ሒᇃިَ؇اܳگ ا৙৑ݿ؇س te1, . . . , enu وܳ٭ܝ݆ x0 P I ܳ٭ܝ݆
༡ܭ ل༥ިڎ i P t1, . . . , nu ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ڣ؆َ۬ ،(଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋) ۰ਃ಻ڎا༡ިܳوا اܳިۏިد ل۰ َޙݠ ۋފص

:ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ොຬگݑ Y piq P S وۋ٭ڎ
Y piqpx0q “ ei.

اࠍ੅ޚ޶. ᄩᄟఈఃواݿٺگ اܳڰݯ؇ء ّިܳ٭ڎ (3)
.(16) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً ܋٭ڰ٭؇ ً ఈః༡ Y P S ܳ٭ܝ݆

َݯؕ:
Y px0q “

n
ÿ

i“1
αiei, ۋ٭ت αi “ Yipx0q.

:ሒᇼ؇اܳލأ اܳٺ؇ًؕ َأُݠفّ
Zpxq “ Y pxq ´

n
ÿ

i“1
αiY

piqpxq.

ොຬگݑ: Z أن ෠ຶڎ ،ᄭᄥ৵৩ৠا ۊޚ٭۰ ݆݁
Z 1pxq “ ApxqZpxq, Zpx0q “ 0.
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اৎ৊أڎوم: اࠍ੆ܭ ި۱ Zpx0q “ 0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ොຬگݑ اᄳᄟي اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

Zpxq “ 0, @x P I.

:ّቕَ቉ و݆݁
Y pxq “

n
ÿ

i“1
Yipx0q Y piqpxq, @x P I.

.S اܳڰݯ؇ء ᄴᄟިّ tY p1q, . . . , Y pnqu اࠍ੆ߺࠊل ا৙৑ނأ۰ أن ඔ൹ਊُಱ و۱ڍا
tY p1q, . . . , Y pnqu اܳލأ؇؜٭۰ اܳٺިاًؕ ڣ؆ن ،Rn ሒᇭً ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ te1, . . . , enu ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا৙৑ނأ۰ أن ؇ஓ୾

و༟ܹ٭۬: .ᄩᄟ ً أݿ؇ݿ؇ ႟ၽ૰૜ ڣ۳޶ ،S ᄴᄟިُّو ً ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ ؇ዛኡأ ؇ஓ୾و .I আॻ༟ ً ألݯ؇ ً ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ
dim S “ n.

༡ܭ n ܳـ ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ႟ၽނ আॻ༟ لܝُٺص (16) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ Y ༡ܭ ႟၍ أن มฃّأ 3 .2 .2 ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ إن
:(16) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ Y1, Y2, . . . , Yn ً ۊޚ٭؇ ݁ފٺگܭ

Y pxq “ c1Y1pxq ` c2Y2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` cnYnpxq,

ۋگ٭گ٭۰. ೑ಸٔިا c1, c2, . . . , cn ۋ٭ت

Wronski - ୘ଽਫ਼੊رو ৭്׿د
:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ

(17) Y 1pxq “ ApxqY pxq, x P I,

.C1pI,Rnq اܳݱٷژ ݆݁ Y : I Ñ Rn ނأ؇؜٭۰ ّިاًؕ ሒሃ (17) ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ߺࠊل أن ாணࣕ ࢾ
ً ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ Y1, Y2, . . . , Yn اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ أن ݆݁ ᄕც؊ਐ಻ ܋٭ژ :ሒሃ أݿ؇ݿ٭۰ ᄭᄟ؊݁ފ ۱ٷ؇ك

.௧ௌ૭૙رو ًؕ؇ّ َأُݠف اܳྥފ؇ؤل، ۱ڍا ؜݆ ۰ً؇༥ఇዳዧ I؟ ا௯௫௵؇ل আॻ༟

: (୘ଽਫ਼੊رو ֆּոׂ ؉ֵ (ׂ֔ۑ 3 .2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
.(17) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً ఈః༡ n ،Y1, Y2, . . . , Yn ܳ٭ܝ݆

ًـ: اৎ৊أݠف W اࠍ੆گ٭ࠔࠫ اܳٺ؇ًؕ اࠍ੆ߺࠊل، ୒ୖڍه (Wronskien) ୘ଽਫ਼੊رو ًؕ؇ّ ૭૙݄޶
W pxq “ detpY1pxq, Y2pxq, . . . , Ynpxqq, x P I.
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.n اܳـ اࠍ੆ߺࠊل ۱ڍه أނأ۰ ሒሃ ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد ި۱ ،ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ༡ܭ n ܳـ ௧ௌ૭૙رو أن أي

ڣ؆ن: ،Yjpxq “ py1,jpxq, y2,jpxq, . . . , yn,jpxqqT Ⴄ၍ن إذا أරඝى، ًأٴ؇رة

W pxq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1,1pxq y1,2pxq ¨ ¨ ¨ y1,npxq

y2,1pxq y2,2pxq ¨ ¨ ¨ y2,npxq... ... ... ...
yn,1pxq yn,2pxq ¨ ¨ ¨ yn,npxq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.Liouville ܳ٭ިڣ٭ܭ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ሒሃو ،௧ௌ૭૙رو ًؕ؇ّ ෛູݧ أݿ؇ݿ٭۰ ۰༶ཹྥ٭ ሌᇿإ ا৚৑ن ཹྡྷٺگܭ

: ڤמܙؔמڞ) (ڲ٢જ੻ר١ 3 .2 .2 ڲ٢જ੻ר١
݁ފٺ݄ݠا. ّޚٴ٭گ؇ A : I Ñ MnpRq وܳ٭ܝ݆ R ݆݁ ؇༡ި݁ڰٺ ৖৑؇෠੼ I ܳ٭ܝ݆

اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥ৵৩ৠ ً ఈః༡ n ،Y1, Y2, . . . , Yn ܳ٭ܝ݆
Y 1pxq “ ApxqY pxq, @x P I.

:W : I Ñ R ً؇ܳٺ؇ًؕ Y1, Y2, . . . , Yn ࠯࠵࠺ߺࠊل ୘ଽਫ਼੊رو ًؕ؇ّ َأݠف
W pxq “ det pY1pxq, Y2pxq, . . . , Ynpxqq .

:؇਍ಱᄴᄟ
:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا وොຬگݑ I আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ڢ؇ًܭ W اܳٺ؇ًؕ .1

W 1pxq “ TrpApxqqW pxq, @x P I,

Apxq اৎ৊ݱڰިڣ۰ أߜߵ ஓ୷ټܭ TrpApxqq “

n
ÿ

i“1
aiipxq ۋ٭ت

:؇਍ಱᄴᄟ ،x0 P I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .2
W pxq “ W px0q exp

ˆ
ż x

x0

TrpApsqq ds

˙

, @x P I.

ڤמܙؔמڞ: ڲ٢જ੻ר١ إոॻలت
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.Rn ܳـ ሒᇃިَ؇اܳگ ا৙৑ݿ؇س ሒᇭ Yjpxq ࠯࠵࠺ܭ i رڢܾ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ ሌᇿإ yi,jpxq ًـ ਲ਼ਦߖߵ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ Y1pxq, . . . , Ynpxq اࠍ੆ߺࠊل ا৙৑ނأ۰ ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳا Mpxq اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝٺص

Mpxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

y1,1pxq y1,2pxq ¨ ¨ ¨ y1,npxq

y2,1pxq y2,2pxq ¨ ¨ ¨ y2,npxq... ... ... ...
yn,1pxq yn,2pxq ¨ ¨ ¨ yn,npxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

గጻዧݱڰިڣ۰ i رڢܾ اܳފޚݠ ሌᇿإ Lipxq ًـ ਲ਼ਦଫ଍ܳ .M اिऻۢءܙ١ؔ أ۰܋ۑ ႞႐ेूࠬࡇ ୘ଽਫ਼੊رو ֆּոׂ ١ּոफः :1 اݾশ܋ܙة
:Mpxq

Lipxq “
`

yi,1pxq, yi,2pxq, . . . , yi,npxq
˘

P Rn

:Mpxq اৎ৊ݱڰިڣ۰ ৙৑ݿޚݠ ༲ᆇᅒڎد ௧ௌ૭૙رو ًؕ؇ّ لܝُٺص ؜ٷڎࢱࣕ

W pxq “ det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

L1pxq

L2pxq...
Lnpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

لأُޚް ݁ލٺگ۬ ڣ؆ن و݁ٺٷ؇وب، اࠍ੅ޚ٭۰ ݁ٺأڎد ّޚٴ٭ݑ ا௱௯௫ڎد أن ؇ஓ୾ .୘ଽਫ਼੊رو ֆּոׂ ا۳׫ؠոق :2 اݾশ܋ܙة
ਵਦة: ႟၍ ሒᇭ وا༡ڎ ݿޚݠ اނٺگ؇ق ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ ا௱௯௫ڎدات ऍइࣲ݄ިع

(18) W 1pxq “

n
ÿ

i“1
det

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

L1pxq...
L1

ipxq Ð ...iاܳފޚݠ
Lnpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ڣ؆ن ،Y 1pxq “ ApxqY pxq ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ༡ܭ ި۱ Yj ႟၍ أن ؇ஓ୾ .L1
ipxq اڤۻ܋ۑ ڲ۾׫ۂ ؼۻոب :3 اݾশ܋ܙة

ොູگݑ ّ۬؇঴঒ਵਦ
y1

i,jpxq “

n
ÿ

k“1
aikpxqyk,jpxq.
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:Mpxq اৎ৊ݱڰިڣ۰ ৙৑ݿޚݠ ۊޚ٭۰ ܋ଫଐ܋٭ٴ۰ L1

ipxq اৎ৊ލٺݑ اܳފޚݠ لܝُٺص ،ሒᇿ؇ܳٺ؇ً

(19) L1
ipxq “

n
ÿ

k“1
aikpxqLkpxq

.n “ 3 أຖڞ ڲڷ اڤ׫ءڎמ٪ ાણؔة ׂܙۛמث
.n “ 3 اܳٴأُڎ ሒᇭ ً ৖৑؇݁ټ َ؊༠ڍ ،L1

ipxq ّأިلݥ ؜ٷڎ ا௱௯௫ڎد ོྟފ٭ޔ ܋٭ڰ٭۰ ܳٺިݪ٭ں
෠ຶڎ: ،(i “ 1) ا৙৑ول اܳފޚݠ اނٺگ؇ق ؜ٷڎ

L1
1pxq “ a11pxqL1pxq ` a12pxqL2pxq ` a13pxqL3pxq

:আॻ༟ ොຶݱܭ ا৙৑ول، ይዧފޚݠ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ا௱௯௫ڎد ۊޚ٭۰ واݿٺ༱ڎام L1
1pxq ਐಸأިلݥ

det

¨

˚

˝

L1
1

L2

L3

˛

‹

‚

“ a11pxq det

¨

˚

˝

L1

L2

L3

˛

‹

‚

loooomoooon

“W pxq

`a12pxq det

¨

˚

˝

L2

L2

L3

˛

‹

‚

loooomoooon

݁ٺ݄؇ఈఃٔن)0“ (ݿޚݠان

`a13pxq det

¨

˚

˝

L3

L2

L3

˛

‹

‚

loooomoooon

݁ٺ݄؇ఈఃٔن)0“ (ݿޚݠان
“ a11pxqW pxq.

.દઊ୍رଲ݁ દઊݿޚݠ وۏިد ؜ٷڎ ਍ಱأڎم ا௱௯௫ڎد ৙৑ن ً ؇݁؇ஓ஄ اۊٺڰب k ‰ 1 ܳـ اৎ৊ިاڣݑ اࠍ੆ڎود أن ఈఃَۋޓ

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ،(19) ًأٴ؇رّ۬ L1
i ਐಸأިلݥ .n اڤո֔ڲ١ ႞႐ոষاݾ ᆃᅞ واݾষۻոب اڤ׫ءڎמ٪ :4 اݾশ܋ܙة

det

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

L1pxq...
L1

ipxq...
Lnpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

n
ÿ

k“1
aikpxq det

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

L1pxq...
Lkpxq Ð ...iاܳފޚݠ

Lnpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ا௯௫௵݄ިع: ۱ڍا ሒᇭ k ڢࡗࡲ ਍಻؇ڢݷ
وਵਦة ،k اܳފޚݠ ঌॻݬ৙৑ا ݁ިڢأ۬ ሒᇭ (ਵਦة ا௱௯௫ڎد ሒᇭ ඔ൹ّਵਦ لޙ۳ݠ Lkpxq اܳލأ؇ع :k ‰ i ပ྾ن إذا •

݁أڎو۰݁. ّܝިن ڢ٭݄ٺ۬ ڣ؆ن ݁ٺٷ؇وب، ّޚٴ٭ݑ ا௱௯௫ڎد أن ؇ஓ୾ .(i اܳފޚݠ ሒᇭ
.W pxq আॻ༟ ڣٷۜݱܭ Lipxq ި۱ i اܳފޚݠ ሒᇭ اৎ৊ިݪިع اܳލأ؇ع :k “ i ပ྾ن إذا •
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أي، .k “ i ܳـ اৎ৊ިاڣݑ اࠍ੆ڎ ً؇ݿྥټٷ؇ء ا௯௫௵݄ިع ༡ڎود ᆇᅹ٭ؕ ෛູٺࠕࠫ و༟ܹ٭۬،

det

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

L1pxq...
L1

ipxq...
Lnpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ aiipxqW pxq.

෠ຶڎ: ،(18) اܳأఈఃڢ۰ ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
W 1pxq “

n
ÿ

i“1
aiipxqW pxq “

˜

n
ÿ

i“1
aiipxq

¸

W pxq.

أي:
(20) W 1pxq “ TrpApxqq W pxq.

،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (20) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن .(20) اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ຒڞ :5 اݾশ܋ܙة
.ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝ݆ ،؇۳ܹ੆ࠍ .۰૭૙؇༶݁ٺ

،µpxq “ expp´P pxqq اৎ৊أ؇݁ܭ ሒᇭ (20) ሒᇭޗݠ ๤ཟًب .P pxq “
şx

x0
TrpApsqq ds َݯؕ

෠ຶڎ:
d
dx

ˆ

W pxq exp
ˆ

´

ż x

x0

TrpApsqq ds

˙˙

“ 0

0I ݆݁ x لܝ݆ ؇݄ዛᔻ ೑ಸ؇ٔ x ÞÑ W pxq exp
´

´
şx

x0
TrpApsqq ds

¯ اܳٺ؇ًؕ أن มฃلأ و۱ڍا
:؇਍ಱᄴᄟ ،x “ x0 أ༥ܭ ݆݁

W pxq exp
ˆ

´

ż x

x0

TrpApsqq ds

˙

“ W px0q

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
W pxq “ W px0q exp

ˆ
ż x

x0

TrpApsqq ds

˙

, @x P I

˝ اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰༶اܳٷྥ٭ ؇਍ಱᄴᄟ
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: 1 .2 .2 ١ວמ༖໪
আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ ً ݁أڎو݁؇ إ݁؇ ،I আॻ༟ ݁أݠڣ؇ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ᄭᄥᆇᅹ ༡ߺࠊل ۰༟ި݄௵௯௫ W ௧ௌ૭૙رو ًؕ؇ّ لܝިن

:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ٺ྘ݬ؇੅اࠍ إ༡ڎى W ጥ጑ஓ୷ أරඝى، ًأٴ؇رة .I আॻ༟ ؇݁؇ஓ஄ ਍ಱأڎم ৖৑ ؇݁ᎂو ،I

`

@x P I, W pxq “ 0
˘ أو `

@x P I, W pxq ‰ 0
˘

:x0 P I َگޚ۰ أي أ༥ܭ ݆݁ ༠؇ص، ႟ၽ૰૖و
W px0q ‰ 0 ðñ @x P I, W pxq ‰ 0.

݆݁ َگޚ۰ ؜ٷڎ ਍ಱأڎم ৖৑ أَ۬ اਃು؇ت لܝࠕࠫ ෠੼؇ل، আॻ༟ ݁أڎوم ଫଃ༚ ௧ௌ૭૙رو ًؕ؇ّ أن ਊು৖৑؇ت أَ۬ أي
ا௯௫௵؇ل. ዻዧذ

:١ວמ༖اڤר إոॻలت
.I ݆݁ َگޚ۰ x0 ܳ٭ܝ݆

:x P I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ ܳ٭ިڣ٭ܭ، ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص
W pxq “ W px0q exp

ˆ
ż x

x0

TrpApsqq ds

˙

.

౫౜ళڎد W pxq ڢ٭۰݄ ڣ؆ن ،(expp¨q ą 0 أن (أي R আॻ༟ ًو݁ިۏٴ۰ ؇݁؇ஓ஄ ݁أڎو۰݁ ଫଃ༚ ا৙৑ݿ٭۰ ᄭᄟدا أن ؇ஓ୾
:W px0q ًگ٭۰݄ ً ၯ၍٭؇

.x P I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ W pxq “ 0 ڣ؆ن ،W px0q “ 0 Ⴄ၍ن إذا •

.x P I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ W pxq ‰ 0 ڣ؆ن ،W px0q ‰ 0 Ⴄ၍ن إذا •
˝ .۰༶اܳٷྥ٭ ཯ྦྷٴب و۱ڍا

: (١ਫ਼੊ոວڲ׫ ػ܋מ١ ႞႖ჸც ݾষݫݻل اݾশ܋ܧ ا۰ेू׫ؠ୹୴ل (۝ոຑמ١ 1 .2 .2 ۝ոຑמ١
.I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ Y 1pxq “ ApxqY pxq ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ༡ܭ n Y1, Y2, . . . , Yn ܳ٭ܝ݆

اࠍ੆ߺࠊل ۱ڍه ௧ௌ૭૙رو Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ոػ܋מ ႞႖ڲۻ׫ؠ Y1, Y2, . . . , Yn اࠍ੆ߺࠊل ّܝިن
݁أڎوم. ଫଃ༚
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:x0 P I ؔؠ܅ واຒ׿ة ֿؠ܋١ ሒᇭ ا௱௯௫ڎد اَأڎام ༟ڎم ݆݁ اܳٺۜگݑ لܝࠕࠫ وᆇᅦܹ٭؇ً،

Y1, Y2, . . . , Yn আॻ༟ ً ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ I ðñ Dx0 P I, W px0q ‰ 0.

ًؕ؇ّ ً؇ݿٺ༱ڎام ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ᄭᄥᆇᅹ ࠍ੆ߺࠊل اࠍ੅ޚ޶ ا৖৑ݿٺگఈఃل إਊು؇ت ܋٭ڰ٭۰ আॻ༟ ّأݠڣٷ؇ أن ًأڎ
࠯࠵࠺ߺࠊل. ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ గጻዧݱڰިڣ۰ لژ ّأݠ ቕሹّگڎ ا৚৑ن ஓ୷ܝٷٷ؇ ،௧ௌ૭૙رو

: (Fundamental Matrix - ا۰ո۰ॊूמ١ (اिऻۢءܙ١ؔ 4 .2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
Φpxq P MnpRq ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ ،(17) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ޠަޫݫݻل أ۰ո۰מ١ ڲۢءܙ١ؔ ૭૙݄޶
I আॻ༟ (17) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً ۊޚ٭؇ ً ఈః݁ފٺگ ً ఈః༡ n ؜݆ ؜ٴ؇رة Y1pxq, Y2pxq, . . . , Ynpxq ؇ዛኤڎᆇᅦأ ّܝިن

:(I আॻ༟ ݁أڎوم ଫଃ༚ اࠍ੆ߺࠊل ୒ୖڍه ௧ௌ૭૙رو ො੼ڎد أن (أي
Φpxq “

´

Y1pxq Y2pxq ¨ ¨ ¨ Ynpxq

¯

.

اৎ৊ݱڰިڣ۰ റണ೺ٺؕ ا۰ո۰ॊूמ١: اिऻۢءܙ١ؔ ֲۘոۢػ :1 .2 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ٺ྘ݬ؇੅ࠍ؇ً Φpxq ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰

:I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොູگّݑ .1
Φ1pxq “ ApxqΦpxq

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ،(17) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لܝُٺص .2
Y pxq “ ΦpxqC

܋٭ڰ٭۰. ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا ނأ؇ع ި۱ C “

¨

˚

˚

˝

c1...
cn

˛

‹

‹

‚

P Rn ۋ٭ت
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۰૭૙؇༶݁ٺ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت ᄭᄥ৵৩ৠ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ۋފ؇ب ܋٭ڰ٭۰ ሌᇿإ ا৚৑ن ཹྡྷٺگܭ

ڣگޔ: ৖৑؇༡ت ఈఃٔث ሒᇭ ᆙᆘܝ݆ و۱ڍا .(16)
ل۰. ڢޚݠ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ .1

ل۰). ༟ߺࠊ أو (ݿڰܹ٭۰ ݁ټܹټ٭۰ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ .2
.(x ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ) ۰ਐಸ؇ٔ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ .3

١ֵ ؓ܋ۑ A اिऻۢءܙ١ؔ ׂڎܙن ոר׿ڲ֍ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ ا०ग़॑ڞ ຒݫݻل ؼۻոب 4 .2 .2
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ

(21) Y 1pxq “ Apxq Y pxq, x P I,

ۋ٭ت

Apxq “ diag
`

a1pxq, a2pxq, . . . , anpxq
˘

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a1pxq 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 a2pxq ¨ ¨ ¨ 0... ... ... ...
0 0 ¨ ¨ ¨ anpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ڢޚݠ۱؇: ๤ཛྷ؇؜ٷ ل۰، ڢޚݠ ݁ݱڰިڣ۰
a1, . . . , an P CpIq

.I Ă R اৎ৊ڰٺިح ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ
ًިݪؕ:

Y pxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

y1pxq

y2pxq...
ynpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,
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:႟ၽاܳލ আॻ༟ (21) ᄭᄥ৵৩ৠا ّܝُٺص ل۰، ڢޚݠ Apxq اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ؇ஓ୾و
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

y1
1pxq “ a1pxq y1pxq,

y1
2pxq “ a2pxq y2pxq,...

y1
npxq “ anpxq ynpxq.

.ᄭᄥ৵৩ৠا ّܝُިنّ มฆܳا اৎ৊أ؇د৖৑ت ًگ٭۰ ؜݆ ً ؇݁؇ஓ஄ ᄭᄥ݁ފٺگ ᄭᄥ৵৩ৠا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ႟၍ أن ఈఃَۋޓ
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،i P t1, . . . , nu ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

y1
ipxq “ aipxq yipxq,

اܳأ؇م ؇۳ܹ༡ ڣ؆ن ،I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ ai ؇ዛኤఈః݁؇݁أ أن ؇ஓ୾و .ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰
:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝُٺص

yipxq “ ci exp
ˆ
ż x

x0

aipsq ds

˙

,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ ci و ،I ݆݁ ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ x0 ۋ٭ت
ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ොູگݑ มฆܳا Φ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ؜݆ ౫ౖరت ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰، اৎ৊ݱڰިڣ۰ ً؇ݿٺ༱ڎام ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ܭ ෠ຬ৕৑؇د

اܳٺ؇ܳ٭۰:
Φ1pxq “ ApxqΦpxq, Φpx0q “ In,

.n ˆ n (Identity Matrix ) ا༡ިܳڎة ݁ݱڰިڣ۰ In ۋ٭ت
:ዻዧᄔც ل۰ ڢޚݠ ّܝިن ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ل۰، ڢޚݠ ᄭᄥ৵৩ৠا أن ؇ஓ୾و

Φpxq “ diag
`

ϕ1pxq, ϕ2pxq, . . . , ϕnpxq
˘

.

i P ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ෠ຶڎ ،Φ1pxq “ ApxqΦpxq اৎ৊ݱڰިڣ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ اܳأٴ؇رة ۱ڍه ਐಸأިلݥ
:؇਍ಱᄴᄟ ،t1, . . . , nu

ϕ1
ipxq “ aipxq ϕipxq, ϕipx0q “ 1.

و݁ٷ۬:
ϕipxq “ exp

ˆ
ż x

x0

aipsq ds

˙

.
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ڣ؆ن: و༟ܹ٭۬،

Φpxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

exp
´

şx

x0
a1psq ds

¯

0 ¨ ¨ ¨ 0

0 exp
´

şx

x0
a2psq ds

¯

¨ ¨ ¨ 0
... ... ... ...
0 0 ¨ ¨ ¨ exp

´

şx

x0
anpsq ds

¯

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

.(21) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰
:ᄭᄥ৵৩ৠا ොູگݑ Φ اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ݆݁ ᄕც؊اܳٺ ᄭᄟިዝ๎ื وஓ୷ܝٷٷ؇

Φ1pxq “ ApxqΦpxq و Φpx0q “ In.

:ި۱ I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ (21) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
Y pxq “ ΦpxqC,

܋٭ڰ٭۰. ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا ނأ؇ع C “

¨

˚

˚

˝

c1...
cn

˛

‹

‹

‚

ۋ٭ت

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ

(22) Y 1pxq “

˜

x 0
0 ´1

¸

Y pxq, x P R.

:႟ၽاܳލ ݆݁ ،۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ (22) ᄭᄥ৵৩ৠا إن
Y 1pxq “ ApxqY pxq,

:ሒሃ ڢޚݠ۱؇ ๤ཛྷ؇و؜ٷ ل۰، ڢޚݠ Apxq اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۋ٭ت
a1pxq “ x, a2pxq “ ´1.
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اܳٺ؇ܳ٭۰: ا௱௯௫ڎدة اܳٺఈః݁Ⴄၽت ොຶފص ،x0 “ 0 ً؇ۊٺ٭؇ر

ż x

0
a1psq ds “

ż x

0
s ds “

x2

2
,

ż x

0
a2psq ds “

ż x

0
´1 ds “ ´x.

اৎ৊ݱڰިڣ۰: ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
Φpxq “

˜

ex2{2 0
0 e´x

¸

,

.Φp0q “ I2 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ොູگݑ ؇ዛኡأ وఈఃَۋޓ ،ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ஓ஄ټܭ
:ި۱ R আॻ༟ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن وᄳᄟا

Y pxq “ ΦpxqC “

˜

ex2{2 0
0 e´x

¸˜

c1

c2

¸

,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت

ل۰ ڢޚݠ ،ᄭᄥ৵৩ৠ؇ً اৎ৊ݠڣگ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ؇ዛዀڣ ّܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ :2 .2 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
༡ܭ ሌᇿإ ྲྀྟފ؇ޗ۰ لޝول ᄭᄥ৵৩ৠا ࠍ੆ߺࠊل أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ إ૰૙؇ء ڣ؆ن ݁ފٺ݄ݠة، دوال ڢޚݠ۱؇ ๤ཛྷ؇و؜ٷ

݁ފٺگܭ. ႟ၽ૰૖ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د n

اिऻۢءܙ١ؔ ׂڎܙن ոר׿ڲ֍ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ ا०ग़॑ڞ ຒݫݻل ؼۻոب 3 .2
ؼؠמؠמ١ ూ఩ׅܙا ոቌሕ୹୴ڲո֔وڲ ڲ׭ڪ׭מ١

(23) Y 1pxq “ A Y pxq,

ݿڰܹ٭۰). أو ل۰ (༟ߺࠊ ݁ټܹټ٭۰ ؇ዛኡأ وَڰݠض ،۰ਐಸ؇ٔ ۋگ٭گ٭۰ ݁أ؇ఈః݁ت ذات ݁ݱڰިڣ۰ A P MnpRq ۋ٭ت
:႟ၽاܳލ ݆݁ أي ل۰، ༟ߺࠊ ݁ټܹټ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ᄭᄟ؇༡ ۱ٷ؇ ဪݿٷأ؇ࠍ اܳٺྟފ٭ޔ، ༥৙৑ܭ
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A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

0 a22 ¨ ¨ ¨ a2n... ... ... ...
0 0 ¨ ¨ ¨ ann

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

.જੴ࠲ࡆټ
:۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ،۰ਐಸ؇ٔ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ ّܝިن ؜ٷڎ݁؇

Φpxq “ exA,

ۋ٭ت
exA “

8
ÿ

k“0

xk

k!
Ak.

.A ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ أي أ༥ܭ ݆݁ ොේ٭ں اܳٺأݠلژ ۱ڍا
اܳٴྡྷ٭۰ আॻ༟ ݿٺ༲؇ڣޓ exA ا৙৑س ݁ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ݁ټܹټ٭۰، A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ َڰݠض ؇਍಻أ ؇ஓ୾و

أي: .A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڢޚݠ ๤ཛྷ؇؜ٷ أݿ٭؇ت ྲྀྟފ؇ޗ۰ ሒሃ ๴ཏ྘ཬීෂا ڢޚݠ۱؇ ๤ཛྷ؇و؜ٷ اৎ৊ټܹټ٭۰،
pexAqii “ eaiix, i “ 1, . . . , n.

اܳگ؇༟ڎة أن আॻ༟ اܳٺ؊܋٭ڎ َިد
pexAqii “ eaiix

݁ټܹټ٭۰. A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ༡؇ل ሒᇭ ڣگޔ ۰༲٭ොේ ሒሃ اܳـܝ٭ڰ٭۰. గጻዧݱڰިڣ؇ت ۰༲٭ොේ ྘ܳފب
.ᄭᄥ৵৩ৠا ොຳܭ ොູފص ڣ۳޶ اܳگޚݠ ༠؇رج ๤ཛྷ؇اܳأٷ أ݁؇

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ଫଊَأٺ

Y 1pxq “

˜

1 2
0 3

¸

Y pxq.
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اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ఈఃَۋޓ

A “

˜

1 2
0 3

¸

:႟ၽاܳލ ݆݁ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ؜݆ ౫ౖరت ،؇۳ܹ੆ࠍ ل۰. ༟ߺࠊ ݁ټܹټ٭۰ 2 ˆ 2 ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰
Φpxq “ exA.

:ሒᇆ৚৑ا ި۱ Φ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ႟ၽނ ݁ټܹټ٭۰، ݁ݱڰިڣ۰ أݿ٭۰ ۊݱ؇فݧ ۋފص
Φpxq “

˜

ϕ11pxq ϕ12pxq

0 ϕ22pxq

¸

.

ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ لأޚ٭ٷ؇ Φ1pxq “ AΦpxq ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ و༟ܹ٭۬،
اܳٺ؇ܳ٭۰:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ϕ1
11pxq “ ϕ11pxq,

ϕ1
22pxq “ 3ϕ22pxq,

ϕ1
12pxq “ ϕ12pxq ` 2ϕ22pxq,

۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ૭૙ྥٷٺھ ؇਍಻؆ڣ ،Φp0q “ I2 ොູگݑ มฆܳا ا྘ཬීෂފ۰ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ؜݆ ౫ౖరت ؇਍಻أ ؇ஓ୾
݁ڎ༠ܭ: ႟ၽܳ اܳٺ؇ܳ٭۰

ϕ11p0q “ 1, ϕ22p0q “ 1, ϕ12p0q “ 0.

෠ຶڎ: ،۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ๤ཇوޗ۳݄؇ ਵਦا༟؇ة ؕ݁ ۰ਃ಻؇واܳټ ሌᇿو৙৑ا ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ොຳܭ
ϕ11pxq “ ex, ϕ22pxq “ e3x.

:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ ϕ12 اܳٺ؇ًؕ إن
ϕ1

12pxq ´ ϕ12pxq “ 2e3x, ϕ12p0q “ 0.

ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ ሒᇭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ๤ཟًب و݁ٷ۬، .ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ؇۳ܹ༡ ஓ୷ܝٷٷ؇
e´x,

:আॻ༟ ොຶݱܭ
d
dx

`

e´xϕ12pxq
˘

“ 2e2x.
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෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ 0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾

e´xϕ12pxq “

ż x

0
2e2s ds “ e2x ´ 1.

و༟ܹ٭۬،
ϕ12pxq “ expe2x ´ 1q “ e3x ´ ex.

:ሒሃ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن و݁ٷ۬،

Φpxq “ exA “

˜

ex e3x ´ ex

0 e3x

¸

.

:ި۱ ،(23) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
Y pxq “ Φpxq C,

܋٭ڰ٭۰. ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا ّ۬؇঴঒ਵਦ ނأ؇ع C “

˜

c1

c2

¸

ۋ٭ت

૭૙ٺ༱ڎم ۋگ٭گ٭۰، ೑ಸٔިا ؇۳ܹ༠݁ڎا ݁ټܹټ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ :3 .2 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ ොຳފ؇ب ܳٷ؇ ૭૜݄ں اৎ৊ټܹټ٭۰ اܳٴྡྷ٭۰ ৙৑ن exA ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ٴ؇๤ཇة

.๴ཏ྘ཬීෂا اܳگޚݠ ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ ،๤ཇ؇ٴৎ৊ا لݥ ً؇ܳٺأި

ڲ׭ڪ׭מ١ ոቌሾؔڲۢءܙ ١ਫ਼੊ոວڲ׫ ػ܋מ١ ׂءոۛڪמ١ ڲո֔دूेت ႞႖ჸც ຒݫݻل ؼۻոب 1 .3 .2
ڲۻ׫ڵۑة ֆּׂܙا ոቌሕ୹୴ڲո֔وڲ

اܳٺ؇ܳ٭۰: ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ଫଊَأٺ
(24) Y 1pxq “ Apxq Y pxq,



ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ .2 119اڤץոب
.I Ă R ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ ؇۳ܹ༠݁ڎا و ݁ټܹټ٭۰، n ˆ n ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ Apxq “ paijpxqq ۋ٭ت

:႟ၽاܳލ ݆݁ ؇ዛኡأ أي

Apxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a11pxq a12pxq ¨ ¨ ¨ a1npxq

0 a22pxq ¨ ¨ ¨ a2npxq... ... ... ...
0 0 ¨ ¨ ¨ annpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝ݆ ،۰ਐಸ؇ٔ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ :4 .2 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ ೑಻Ⴄ၍ إذا أ݁؇ .۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ᄭᄥᆇᅹ ࠍ੆ߺࠊل أݿ؇ݿ٭۰ ᆇᅒݱڰިڣ۰ exA اৎ৊ݱڰިڣ۰
৖৑ exApxq ݁ލٺݑ ༟؇م، ႟ၽ૰૖ َ۬৙৑) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً ఈః༡ ஓ஄ټܭ ৖৑ exApxq ۰ً؇൞ശܳا ڣ؆ن ،x ଫଃٺ؞గጻዧ ّިاًؕ Apxq

أݿ؇ݿ٭۰. ݁ݱڰިڣ۰ ඔ൹ܳٺأ٭ أරඝى لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎام ༟ܹ٭ٷ؇ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ( ApxqexApxq ૭૏؇وي

(24) ႞႖०ग़॑ا ݾষݫݻل أ۰ո۰מ١ ڲۢءܙ١ؔ إո੡੊ء

: ڲ׭ڪ׭מ١) ႞႖ჸც ݾষݫݻل أ۰ո۰מ١ ڲۢءܙ١ؔ ؉ֵ (ׂ֔ۑ 5 .2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
:ᄭᄥ৵৩ৠا ොູگݑ Φpxq ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ ،(24) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ أݿ؇ݿ٭۰ ༡ߺࠊل ݁ݱڰިڣ۰ ૭૙݄޶

$

&

%

Φ1pxq “ ApxqΦpxq,

Φpx0q “ In.

ًـ: ݁أݠڣ۰ Φ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ݁ټܹټ٭۰، Apxq اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ؇ஓ୾ اݾষڞ ֵؠ١ ܈ۑ ڲץ׿أ
Φpxq “

`

Y p1qpxq, . . . , Y pnqpxq
˘

,



ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ .2 120اڤץոب
اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ ި۱ Y pkqpxq ᆇᅦިد ႟၍ ۋ٭ت

$

&

%

Y 1pxq “ ApxqY pxq,

Y px0q “ ek.

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ଫଊَأٺ

(25) Y 1pxq “

˜

1 x

0 2

¸

Y pxq, x P R.

ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ܭ ሌᇿإ لأިد ،(25) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ Φ أݿ؇ݿ٭۰ ༡ߺࠊل ݁ݱڰިڣ۰ ඔ൹ّأ٭ إن
$

&

%

Φ1pxq “ ApxqΦpxq,

Φp0q “ I2.

اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄥ৵৩ৠا ොຳܭ َگިم ،Φ ܳـ ا৙৑ول اܳأ݄ިد ඔ൹ܳٺأ٭ .Φ ڤـ اॊूول اڤ֔ڵܙد അ೪ׂ֔מ
$

&

%

y1
2pxq “ 2y2pxq, y2p0q “ 0,

y1
1pxq “ y1pxq ` xy2pxq, y1p0q “ 1.

ڣٷ༶ڎ:
Y p1qpxq “

˜

ex

0

¸

.

اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄥ৵৩ৠا ොຳܭ َگިم ،Φ ܳـ ሒᇃ؇اܳټ اܳأ݄ިد ඔ൹ܳٺأ٭ .Φ ڤـ ᆃᄴոاڤ׭ اڤ֔ڵܙد അ೪ׂ֔מ
$

&

%

y1
2pxq “ 2y2pxq, y2p0q “ 1,

y1
1pxq “ y1pxq ` xy2pxq, y1p0q “ 0.

ڣٷ༶ڎ:
y2pxq “ e2x, y1

1pxq ´ y1pxq “ xe2x.
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෠ຶڎ: ،೑ಸ؇اܳټ ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ وً؇ݿٺ༱ڎام

y1pxq “ e2xpx ´ 1q ` ex.

و݁ٷ۬،
Y p2qpxq “

˜

e2xpx ´ 1q ` ex

e2x

¸

.

:ሒሃ ،(25) ᄭᄥ৵৩ৠا ࠍ੆ߺࠊل أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ا۰ո۰ॊूמ١. اिऻۢءܙ١ؔ ֍ץոرة

Φpxq “

˜

ex e2xpx ´ 1q ` ex

0 e2x

¸

, Φp0q “ I2.

:ި۱ ،R আॻ༟ اܳأ؇م ؇۳ܹ༡و
Y pxq “ ΦpxqC,

ۋگ٭گ٭۰. ೑ಸٔިا ّ۬؇঴঒ਵਦ ނأ؇ع C “

˜

c1

c2

¸

ۋ٭ت

١ঁ఩ոاڤ׭ اո֔िऻڲ୹୴ت ذات ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ ا०ग़॑ڞ ຒݫݻل ؼۻոب 2 .3 .2
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ

(26) Y 1pxq “ AY pxq,

ۋ٭ت
A P MnpRq

و ،۰ਐಸ؇ٔ ݁أ؇ఈః݁ت ذات n ۰ਊಾීෂا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰
Y : I ÝÑ Rn

.I Ă R ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ ݁أݠف ሒᇼ؇ނأ ًؕ؇ّ
గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ আॻ༟ ا؜ٺ݄؇داً (26) ᄭᄥ৵৩ৠا ࠍ੆ߺࠊل اܳأ؇۰݁ اܳݱ٭؞۰ ඔ൹ّأ٭ ሌᇿإ اܳڰگݠة ۱ڍه ዛኤڎف

.؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا وا৙৑ނأ۰ A



ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ .2 122اڤץոب
෥ີॊूا တ࿮اڤ۾ ڲڷ ຒݫݻل ֍ڷ اڤץٍ֛ ાણؔة

:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ،႟ၽاܳލ ۋ٭ت ݆݁ ૰૜ٴ۬، (26) ᄭᄥ৵৩ৠا أن ఈఃَۋޓ
y1pxq “ λypxq,

اܳأ؇م: ؇۳ܹ༡ لܝިن มฆܳوا
ypxq “ ceλx,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c ۋ٭ت
(26) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ༡ߺࠊل ؜݆ اܳٴۜت ௧ਤاܳޚٴ٭ ݆ᆇᅫ ،Rn اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ۊޚ٭ً؇ ݁ޝߜߵاً ஓ஄ټܭ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ؇ஓ୾و

:႟ၽاܳލ ݆݁
(27) Y pxq “ eλxv,

݁أڎوم. ଫଃ༚ ೑ಸ؇ٔ ނأ؇ع v P Cn و ؜گڎي، ༟ڎد λ P C ۋ٭ت
:আॻ༟ ොຶݱܭ ،(26) ᄭᄥ৵৩ৠا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި

Y 1pxq “ λeλxv, AY pxq “ eλxAv.

:۰ஓஇ و݆݁
λeλxv “ eλxAv.

૭૙ྥٷٺھ: ،eλx ‰ 0 أن ؇ஓ୾و
Av “ λv.

.؇ዛኞ ਵਦڣݑ ሒᇆذا ނأ؇ع v وأن ،A గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ أن أي

: 2 .2 .2 ١ວמ༖໪
:႟ၽاܳލ ݆݁ (26) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً أݿ؇ݿ٭؇ ً ఈః༡ ّأޚ޶ A గጻዧݱڰިڣ۰ λ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ႟၍

Y pxq “ eλxv,

.λ ۰ਃಾاᄳᄟا ً؇ܳگ٭۰݄ ਵਦڣݑ ሒᇆذا ނأ؇ع v ۋ٭ت
إذا ৖৑إ اࠍ੆ߺࠊل ۱ڍه ৎ৊ټܭ ۊޚ٭ً؇ ؇ً༥ਲ਼ਦ ༟؇م، ۬༥ިً لܝިن، ৖৑ (26) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أن ଫଃ༚

ۊޚ٭ً؇. ᄭᄥފٺگৎ৊ا ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ ݆݁ Ⴄ၍فٍ ༟ڎد و༥ُڎ
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١ॴయاႤ႐ا ١֔۳ॊूوا ١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ ؼܙل જੴ࠲ࡆټ

Ⴄ၍ن: إذا وڣگޔ إذا A గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ P C إن َگިل
detpA ´ λIq “ 0.

ොູگݑ: إذا λ ۰ਃಾاᄳᄟا ً؇ܳگ٭۰݄ ਵਦڣݑ ሒᇆذا ނأ؇ع ި۱ v P Cn ݁أڎوم ଫଃ༚ ؇ً༟؇ނأ إن وَگިل
pA ´ λIqv “ 0.

:ඔ൹ً ଩ଃஓ஁
.଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃܳـܝټ ੊ျڍر λ ޖ۳ިر ਵਦات ༟ڎد ሒሃو :mapλq ١ֵ જ੻ᙬ঻اݾ ؉֍ո۠اڤ׫ ١ॻయر •

.dim kerpA ´ λIq أي ،λ ًـ اৎ৊ݠਊಾޔ ሒᇆاᄳᄟا اܳڰݯ؇ء ًأُڎ ሒሃو :mgpλq اૃેר׿۰מ١ ؉֍ո۠اڤ׫ ١ॻయر •
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ؇ًஓ୴دا ؇਍ಱᄴᄟو

1 ď mgpλq ď mapλq.

ڲ׫ڵոܽݤة ؼؠמؠמ١ ١ॴయذا ؓ߈ߣ :ᅽᅰوॊूا ႞႐ոষاݾ
݁ٺ݄؇ߌ߳ة: ۋگ٭گ٭۰ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ n ّگٴܭ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن َڰଫଐض
λ1, λ2, . . . , λn.

:ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
.ଫଃٺگޚይዧ ᄭᄥً؇ڢ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن •

.Rn ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿً؇ ႟ၽ૰૜ tv1, . . . , vnu اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ ᄭᄥᆇᅹ •
اܳٺ؇ًؕ: لܝިن ،j P t1, . . . , nu ႟၍ أ༥ܭ و݆݁

Yjpxq “ eλjxvj

ۊޚ٭ً؇. ᄭᄥ݁ފٺگ اࠍ੆ߺࠊل ۱ڍه وّܝިن ،(26) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً أݿ؇ݿ٭؇ ً ఈః༡
:؇ୖ୒ ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ႟ၽނ আॻ༟ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لܝُٺص و༟ܹ٭۬،

Y pxq “

n
ÿ

j“1
cje

λjxvj,
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܋٭ڰ٭۰. ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا c1, . . . , cn ۋ٭ت

ڲ׫ڵոܽݤة ؼؠמؠמ١ ١ॴయذا ؓ߈ߣ ڲ׭ոل:
:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ

Y 1pxq “

˜

2 0
0 ´1

¸

Y pxq.

గጻዧݱڰިڣ۰: ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ොຶފص
detpA ´ λIq “ p2 ´ λqp´1 ´ λq “ 0,

:ඔ൹ّ߳݁ٺ݄؇ߌ ඔ൹ٺ྘ོذا ඔ൹ڢ٭݄ٺ ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬
λ1 “ 2, λ2 “ ´1.

ا৙৑ނأ۰: ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
v1 “

˜

1
0

¸

, v2 “

˜

0
1

¸

.

.ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ λ2 و λ1 ܳـ ݁ިاڣگ؇ن ذاਃಾ؇ن ނأ؇༟؇ن ؇ᆇᆅ
:ඔ൹اܳٺ؇ًأ ڣ؆ن و݁ٷ۬،

Y1pxq “ e2x

˜

1
0

¸

, Y2pxq “ e´x

˜

0
1

¸

.

.ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً ۊޚ٭؇ ݁ފٺگఈఃن ఈః༡ن ؇ᆇᆅ
:႟ၽاܳލ আॻ༟ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لܝُٺص و༟ܹ٭۬،

Y pxq “ c1e
2x

˜

1
0

¸

` c2e
´x

˜

0
1

¸

,

.c1, c2 P R ۋ٭ت
ڲո۠֍ء١ ؼؠמؠמ١ ١ॴయذا ؓ߈ߣ :١ॴబոاڤ׭ ႞႐ոষاݾ

.mapλq ą 1 ل۰ ଫଊ༥ ّݯ؇؜ژ ۰ਊಾر ذات λ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ّگٴܭ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن َڰଫଐض
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اܳٺݯ؇؜ژ ۰ਊಾر ૭૏؇وي ሒᇆاᄳᄟا اܳڰݯ؇ء ًأُڎ Ⴄ၍ن إذا (mgpλq “ mapλq) જੴاڤ׫ؠ܋ ոּؓڪמ١ (أ): ႞႐ոষاݾ
ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ პაႰ لگ۰ اܳޚݠ ਍ಸڰݴ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ปฃྟُ཯و ،ଫଃٺگޚይዧ ᄭᄥً؇ڢ ّܝިن A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ل۰، ଫଊ᛻੊اࠍ

.(ᄭᄥފٺگৎ৊ا ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ (ً؇ݿٺ༱ڎام
જੴاڤ׫ؠ܋ ոּؓڪמ١ ֆڲ ڲո۠֍ء١ ١ॴయذا ؓמڵ١ ڲ׭ոل:

:ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ
Y 1pxq “

˜

3 0
0 3

¸

Y pxq.

.map3q “ 2 ل۰ ଫଊ༥ ّݯ؇؜ژ ۰ਊಾر ذات λ “ 3 وۋ٭ڎة ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ గጻዧݱڰިڣ۰
أن: ఈఃَۋޓ პაႰ

kerpA ´ 3Iq “ R2,

.ଫଃٺگޚይዧ ᄭᄥً؇ڢ ڣ؇ৎ৊ݱڰިڣ۰ و༟ܹ٭۬ ،mgp3q “ 2 “ map3q ڣ؆ن ۰ஓஇ و݆݁
أن: ෠ຶڎ ،۰ਃಾذا Ⴇ၍ނأ۰ ሒᇃިَ؇اܳگ ا৙৑ݿ؇س أނأ۰ ً؊༠ڍ

Y1pxq “ e3x

˜

1
0

¸

, Y2pxq “ e3x

˜

0
1

¸

,

.ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ً ۊޚ٭؇ ݁ފٺگఈఃن ఈః༡ن
اܳأ؇م: اࠍ੆ܭ لܝިن وᄳᄟا،

Y pxq “ e3x

˜

c1

c2

¸

.

۰ਊಾر ݆݁ أڢܭ ሒᇆاᄳᄟا اܳڰݯ؇ء ًأُڎ Ⴄ၍ن إذا (mgpλq ă mapλq) જੴاڤ׫ؠ܋ ոּؓڪמ١ ຐ׿م (ب): ႞႐ոষاݾ
اिऻ֔ڵڵ١ ١ॴయاႤ႐ا ١֔۳ॊूا اݿٺأ݄؇ل ሌᇿإ وොຶٺ؇ج ،ଫଃٺگޚይዧ ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ل۰، ଫଊ᛻੊اࠍ اܳٺݯ؇؜ژ

.( Generalized Eigenvectors )
ොຬگݑ: v1 ً أݿ؇ݿ٭؇ ً ؇ਃಾذا ً ؇༟؇ނأ و༥ڎَ؇ ؇਍಻أ (ma “ 2 ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ) ܳٷڰଫଐض

pA ´ λIqv1 “ 0.

ොຬگݑ: v2 ݁أّ݄ܾ ሒᇆذا ނأ؇ع ؜݆ ؇ዛዊۋ٭ ౫ౖరت
pA ´ λIqv2 “ v1.
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ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اࠍ੆ߺࠊل ّأُޚް ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .( Jordan Chain) ۏިردان ᄭᄥܹފ૭૖ ا৙৑ނأ۰ ۱ڍه ް݄૭૜و

:႟ၽܳލ؇ً ً ۊޚ٭؇ ᄭᄥފٺگৎ৊ا
Y1pxq “ eλxv1

Y2pxq “ eλx
`

v2 ` xv1
˘

જੴاڤ׫ؠ܋ ոּؓڪמ١ ຐ׿م ֆڲ ڲո۠֍ء١ ١ॴయذا ؓמڵ١ ڲ׭ոل:
:ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ

Y 1pxq “

˜

2 1
0 2

¸

Y pxq.

:ሒᇆاᄳᄟا اܳڰݯ؇ء ොຶފص .map2q “ 2 ّݯ؇؜ژ ۰ਊಾߓߵ λ “ 2 ሒሃ اܳިۋ٭ڎة ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄

kerpA ´ 2Iq “

#˜

t

0

¸

; t P R

+

,

أݿ؇ݿ٭؇ً: ؇ًਃಾذا ؇ً༟؇ނأ ෛຶٺ؇ر .mgp2q “ 1 ă map2q :۰ஓஇ و݆݁

v1 “

˜

1
0

¸

.

:pA ´ 2Iqv2 “ v1 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ v2 ݁أّ݄ܾ ሒᇆذا ނأ؇ع ؜݆ ౫ౖరت
˜

0 1
0 0

¸˜

x

y

¸

“

˜

1
0

¸

ùñ y “ 1.

:x “ 0 ً؇ۊٺ٭؇ر ఈًః݁ټ ෠ຶڎ
v2 “

˜

0
1

¸

.

لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ

Y1pxq “ e2xv1 “ e2x

˜

1
0

¸

, Y2pxq “ e2xpv2 ` xv1q “ e2x

˜

x

1

¸

.

ۊޚ٭؇. ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡
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اܳأ؇م: اࠍ੆ܭ لܝިن و༟ܹ٭۬،

Y pxq “ c1e
2x

˜

1
0

¸

` c2e
2x

˜

x

1

¸

.

ڲજઁاؔؠ١ ֍ؠ׿١ֵ ١ॴయذا ؓ߈ߣ اڤ׭ոڤ׭١: ႞႐ոষاݾ
ଫଐ݁اڣگ۰: ؜گڎل۰ ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ؇ୖ୒ ೑಻Ⴄ၍و ۋگ٭گ٭۰، ݁أ؇ఈః݁ت ذات A ೑಻Ⴄ၍ إذا

λ “ α ` iβ, λ “ α ´ iβ,

ۊޚ٭ً؇. ᄭᄥ݁ފٺگ ۋگ٭گ٭۰ ৖ً৑ߺࠊ༡ اܳأگڎل۰ اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ૭૙ٺۛݠج ؇਍಻؆ڣ
ڣ؆ن ،λ ًـ ਵਦڣگً؇ (؜گڎل؇ً) ؇ًਃಾذا ؇ً༟؇ނأ v Ⴄ၍ن إذا

Y1pxq “ eαx
`

ℜpvq cospβxq ´ ℑpvq sinpβxq
˘

,

و
Y2pxq “ eαx

`

ℜpvq sinpβxq ` ℑpvq cospβxq
˘

.

ۊޚ٭؇ً. ݁ފٺگఈఃن ۋگ٭گ٭؇ن ఈః༡ن
اܳأ؇م: اࠍ੆ܭ لܝިن ،۰ஓஇ و݆݁

Y pxq “ c1Y1pxq ` c2Y2pxq,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c1, c2 ۋ٭ت
ڲજઁاؔؠ١ ֍ؠ׿١ֵ ١ॴయذا ؓ߈ߣ ڲ׭ոل:

:ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ
Y 1pxq “

˜

0 ´1
1 0

¸

Y pxq.

.(β “ 1 و α “ 0 (أي λ “ ˘i ሒሃ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ڣ؆ن ۰ஓஇ و݆݁ ،λ2 `1 “ 0 ި۱ ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ
أن: ෠ຶڎ ،pA ´ iIqv “ 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຳܭ

v “

˜

1
´i

¸

.λ “ i ًـ ਵਦڣݑ ሒᇆذا ނأ؇ع ި۱
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:v ይዧލأ؇ع ঌॻواܳٺۛ٭ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ દઊݞأ੊اࠍ ૭૙ٺۛݠج

ℜpvq “

˜

1
0

¸

, ℑpvq “

˜

0
´1

¸

.

:ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ૭૙ٺۛݠج اܳگ؇َިن، ਐಸޚٴ٭ݑ

Y1pxq “ e0x

«˜

1
0

¸

cos x ´

˜

0
´1

¸

sin x

ff

“

˜

cos x

sin x

¸

,

Y2pxq “ e0x

«˜

1
0

¸

sin x `

˜

0
´1

¸

cos x

ff

“

˜

sin x

´ cos x

¸

.

اܳأ؇م: اࠍ੆ܭ لܝُٺص و༟ܹ٭۬،

Y pxq “ c1

˜

cos x

sin x

¸

` c2

˜

sin x

´ cos x

¸

.

: 2 .2 .2 ۝ոຑמ١
ଫଃٺگޚይዧ ᄭᄥً؇ڢ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا ؇݁ আॻ༟ Y 1 “ AY ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ܭ لگ۰ ޗݠ ّأٺ݄ڎ

:A గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ًޚٴ٭أ۰ ਊಾਵਦޔ و۱ڍا .৖৑ أم
وا৙৑ނأ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ݁ٴ؇๤ཇة لܝُٺص اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،ଫଃٺگޚይዧ ᄭᄥً؇ڢ A ೑಻Ⴄ၍ إذا •

.؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا
ۏިردان). (ݿఈఃݿܭ اৎ৊أ۰݄݄ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ ሌᇿإ ؊༶َܹ ،ଫଃٺگޚይዧ ᄭᄥً؇ڢ ّܝ݆ ቕረ إذا •

࠯࠵࠺ߺࠊل ঌॻواܳٺۛ٭ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ દઊݞأ੊اࠍ ݆݁ ۋگ٭گ٭۰ ৖ً৑ߺࠊ༡ ૭૙ٺۛݠج اܳأگڎل۰، ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ •
اܳأگڎل۰.

اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ఈఃৎ৊ۋޙ۰ اܳڰگݠة ۱ڍه มᘟዊᚶو
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:5 .2 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
݆݁ اਐಸڎاء ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳٺڎر෠ຬ޶ ً؇ࠍ੆ܭ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ا૰૙؇ء ஓ୷ܝٷٷ؇ ݁ټܹټ٭۰، A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ ؇ৎ৊
ّިاًؕ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ ؇ዛዀڣ ّܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ปฆۋ ۰༲٭ොේ لگ۰ اܳޚݠ و۱ڍه اଫଃ༠৙৑ة، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

.I Ă R ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة
ڣگޔ ۰੆ݬ؇ࠍ ڣ۳޶ ،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا وا৙৑ނأ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ۋފ؇ب আॻ༟ ّأٺ݄ڎ มฆܳا لگ۰ اܳޚݠ أ݁؇

.۰ਐಸ؇ٔ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أ؇ఈః݁ت ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ اݾশ܋מ١ ا०ग़॑ڞ ຒڞ 3 .3 .2
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ଫଊَأٺ اܳڰگݠة، ۱ڍه ሒᇭ

(28) Y 1pxq “ ApxqY pxq ` F pxq,

ނأ؇ع F : I Ñ Rn و ،I اৎ৊ڰٺިح ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ ؇۳ܹ༠݁ڎا ݁ݱڰިڣ۰ A : I Ñ MnpRq ۋ٭ت
.I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ ّ۬؇঴঒ਵਦ

۰ਃ಻ڎا༡ިܳوا اܳިۏިد ۱ଫଊ݁ٷ۰ ੆਼ފص ،I আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة F اܳލأ؇ع و঴঒ਵਦ؇ت A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ أن ؇ஓ୾
.I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ (28) ᄭᄥ৵৩ৠا ّگٴܭ ،px0, Y0q ሒᆶڎاਐಸا ๤ཇط ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰: ࠯࠵࠾݄ܭ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لܝُٺص
(29) Y pxq “ Yhpxq ` Yppxq,

اৎ৊ݠڣگ۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ި۱ Yh ۋ٭ت
(30) Y 1pxq “ ApxqY pxq,

.(28) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄥ৵৩ৠا ොຬگݑ ༠؇ص ༡ܭ ި۱ Yp و
:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝُٺص ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أن اܳފ؇ًگ۰، اܳڰگݠة ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ

Yhpxq “ Φpxq ¨ C,
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ۋگ٭گ٭۰. ೑ಸٔިا ّ۬؇঴঒ਵਦ ނأ؇ع C “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

c1

c2...
cn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

و ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ሒሃ Φpxq ۋ٭ت

:႟ၽاܳލ ݆݁ Yp ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت :ూ఩اڤ׭ܙا જੴמ֏ׂ ֵؠ١ ܈ۑ
Yppxq “ Φpxq ¨ Cpxq,

.؇ዛዊ྘ّأ٭ لޚܹص ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ ۋگ٭گ٭۰ ّިاًؕ ّ۬؇঴঒ਵਦ ނأ؇ع Cpxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

c1pxq

c2pxq...
cnpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ۋ٭ت

:؇਍ಱᄴᄟ
Y 1

ppxq “ Φ1pxq ¨ Cpxq ` Φpxq ¨ C 1pxq.

෠ຶڎ: ،(28) ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ
Φ1pxq ¨ Cpxq ` Φpxq ¨ C 1pxq “ Apxq ¨ Φpxq ¨ Cpxq ` F pxq.

଩ଐ᛻ෛل ُູ ،ቕ቉ و݆݁ .Φ1pxq “ Apxq ¨ Φpxq ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄥ৵৩ৠا ොູگݑ ؇ዛኡ؆ڣ أݿ؇ݿ٭۰، ݁ݱڰިڣ۰ Φpxq أن ؇ஓ୾و
:ሌᇿإ اܳފ؇ًگ۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

Φpxq ¨ C 1pxq “ F pxq.

اৎ৊گߺࠊب: ሒᇭ ا๤ཟܳب ஓ୷ܝٷٷ؇ ،x P I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ detΦpxq ‰ 0 أن ؇ஓ୾و
C 1pxq “ Φ´1pxq ¨ F pxq.

෠ຶڎ: ،ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊؇ً
Cpxq “

ż

Φ´1pxq ¨ F pxq dx.

ً؇ܳݱ٭؞۰: اࠍ੅؇ص اࠍ੆ܭ لأُޚް ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
Yppxq “ Φpxq

ż

Φ´1pxq ¨ F pxq dx.

:ި۱ (28) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن وᄔჼ۱ا،
Y pxq “ Φpxq ¨ C ` Φpxq

ż

Φ´1pxq ¨ F pxq dx.
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: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(31) y2 ´ 3y1 ` 2y “ e3x

َݯؕ: و୒ୖڍا ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ඔ൹ّڰ؇ݪܹ٭ٺ ඔ൹݁أ؇دܳٺ ᄭᄥᆇᅹ ሌᇿإ ل۳ܹ؇ ިොູ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،(31) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ܭ
$

&

%

y1pxq “ ypxq

y2pxq “ y1pxq

:ᄭᄥ৵৩ৠا আॻ༟ ොຶݱܭ و༟ܹ٭۬،
$

&

%

y1
1 “ y2

y1
2 “ y2 “ 3y1 ´ 2y ` e3x “ ´2y1 ` 3y2 ` e3x

:ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ มฆܳوا
(32) Y 1pxq “ AY pxq ` F pxq,

ۋ٭ت:
Y 1 “

˜

y1
1

y1
2

¸

, A “

˜

0 1
´2 3

¸

, F pxq “

˜

0
e3x

¸

.

اिऻۑؔؠ١ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ႞႖०ग़॑ا ຒڞ :1 اݾশ܋ܙة
:A గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ොຶފص

detpA ´ λIq “

∣∣∣∣∣∣´λ 1
´2 3 ´ λ

∣∣∣∣∣∣ “ λ2 ´ 3λ ` 2 “ 0 ùñ pλ ´ 1qpλ ´ 2q “ 0.

:ඔ൹ّ߳݁ٺ݄؇ߌ ඔ൹ٺ྘ོذا ඔ൹ڢ٭݄ٺ ّگٴܭ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
λ1 “ 1, λ2 “ 2.
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اܳލأ؇ع: ෛຶٺ؇ر ،pA ´ Iqv “ 0 ොູگݑ λ1 “ 1 ًـ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰

v1 “

˜

1
1

¸

.

اܳލأ؇ع: ෛຶٺ؇ر ،pA ´ 2Iqv “ 0 ොູگݑ λ2 “ 2 ًـ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰

v2 “

˜

1
2

¸

.

:ሒሃ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄥ৵৩ৠا ࠍ੆ߺࠊل ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن و݁ٷ۬

Φpxq “

˜

ex e2x

ex 2e2x

¸

١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ اݾশ܋מ١ ႞႖ޠަޯڵ ոຑص ຒڞ അ೪ׂ֔מ :2 اݾশ܋ܙة
:႟ၽاܳލ ݆݁ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،೑ಸاܳټިا ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام

Yppxq “ Φpxq ¨ Cpxq.

:Φ´1pxq ࠍ੆ފ؇ب ً ৖৑أو ොຶٺ؇ج

Φ´1pxq “
1

2e3x ´ e3x

˜

2e2x ´e2x

´ex ex

¸

“

˜

2e´x ´e´x

´e´2x e´2x

¸

.

:Φ´1pxqF pxq اࠍ੊ڎاء ا৚৑ن ොຶފص

Φ´1pxq

˜

0
e3x

¸

“

˜

´e2x

ex

¸

.

༠؇ص): ༡ܭ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل ً ݁أڎو݁؇ اܳٺႤၽ݁ܭ ೑ಸ؇ٔ (َ؊༠ڍ ༇ຐ؇اܳٷ గጻዧگڎار ا৙৑ݬܹ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا ොຶފص

Cpxq “

ż

˜

´e2x

ex

¸

dx “

˜

´1
2e2x

ex

¸

.
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ًـ: اࠍ੅؇ص اࠍ੆ܭ لأُޚް و༟ܹ٭۬،

Yppxq “ Φpxq ¨ Cpxq “

˜

ex e2x

ex 2e2x

¸˜

´1
2e2x

ex

¸

“

˜

1
2e3x

3
2e3x

¸

.

:ި۱ ،R আॻ༟ (32) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

Y pxq “ Yhpxq ` Yppxq “ c1

˜

ex

ex

¸

` c2

˜

e2x

2e2x

¸

`

˜

1
2e3x

3
2e3x

¸

,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
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႞႐്ݫݻ৭ ਗ৻رո଄૵ 4 .2

: 1 .2 .2 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ϕ اࠍ੆ܭ أو༥ڎ

(33) Y 1 “ AY ` F pxq,

ۋ٭ت:
A “

˜

3 5
´5 3

¸

, F pxq “

˜

e´x

0

¸

, ϕp0q “

˜

0
1

¸

.

: 1 .2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ۊޚިات: ༟ڎة ଫଊ༟ ؇۳ܹොຳ ݿٷگިم .۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ۊޚ٭۰ (33) ᄭᄥ৵৩ৠا إن

A ஈኬቘۢءܙ١ؔ ١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ ؼۻոب .1
:؇਍ಱᄴᄟ

detpA ´ λIq “ 0 ùñ

∣∣∣∣∣∣3 ´ λ 5
´5 3 ´ λ

∣∣∣∣∣∣ “ 0

ùñ p3 ´ λq2 ` 25 “ 0

ùñ λ2 ´ 6λ ` 34 “ 0.

:଩ଃ݄ৎ৊ا ොຶފص
∆ “ 36 ´ 4p34q “ ´100 “ p10iq2.

و݁ٷ۬،
?

∆ “ 10i.

ඔ൹اڣگଫଐ݁ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ڣ ،ዻዧᄔცو
λ1 “ 3 ´ 5i, λ2 “ 3 ` 5i.

١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ႞႖ޠަޯڵ اݾষؠמؠמ١ ا۰ո۰ॊूמ١ اिऻۢءܙ١ؔ അ೪ׂ֔מ .2
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ًـ ً ਵਦڣگ؇ ً ؇ਃಾذا ً ؇༟؇ނأ v “

˜

v1

v2

¸

ܳ٭ܝ݆ .ඔ൹اܳگ٭݄ٺ ༡؆࿓ڎى ً ਵਦڣگ؇ ً ؇ਃಾذا ً ؇༟؇ނأ ෠ຶڎ أن لܝࠕࠫ
:؇਍ಱᄴᄟ .λ2 “ 3 ` 5i

pA ´ λ2Iqv “ 0 ùñ

˜

3 ´ p3 ` 5iq 5
´5 3 ´ p3 ` 5iq

¸˜

v1

v2

¸

“

˜

0
0

¸

ùñ

˜

´5i 5
´5 ´5i

¸˜

v1

v2

¸

“

˜

0
0

¸

ùñ

$

&

%

´5iv1 ` 5v2 “ 0

´5v1 ´ 5iv2 “ 0

ùñ v2 “ iv1.

:ި۱ ሒᇆاᄳᄟا اܳލأ؇ع و݁ٷ۬ .v2 “ 1 ෠ຶڎ ،v1 “ ´i ً؇ۊٺ٭؇ر

v “

˜

´i

1

¸

.

:v ይዧލأ؇ع ঌॻواܳٺۛ٭ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ اࠍ੊ݞء ොຶڎد اࠍ੆گ٭گ٭۰، اࠍ੆ߺࠊل ৖৑ݿٺۛݠاج

ℜpvq “

˜

0
1

¸

, ℑpvq “

˜

´1
0

¸

.

ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ আॻ༟ ොຶݱܭ ،(β “ 5 و α “ 3) اܳأگڎل۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ይዧگࡗࡲ اৎ৊ڎروݿ۰ اܳگ؇༟ڎة ਐಸޚٴ٭ݑ
:ඔ൹ܹ݁ފٺگ

Y1pxq “ e3x

˜˜

0
1

¸

cos 5x ´

˜

´1
0

¸

sin 5x

¸

“ e3x

˜

sin 5x

cos 5x

¸

,

Y2pxq “ e3x

˜˜

0
1

¸

sin 5x `

˜

´1
0

¸

cos 5x

¸

“ e3x

˜

´ cos 5x

sin 5x

¸

.

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
Φpxq “ e3x

˜

sin 5x ´ cos 5x

cos 5x sin 5x

¸

.

.۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اࠍ੆گ٭گ٭۰ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰
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١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ ႞႖ޠަޯڵ ոຑص ຒڞ ֍ڷ اڤץٍ֛ .3
႟ၽاܳލ ݆݁ ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،೑ಸاܳټިا ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام
Yppxq “ ΦpxqCpxq.

؇਍ಱᄴᄟ
C 1pxq “ Φ´1pxqF pxq.

ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰: اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد ොຶފص
det Φpxq “ e6xpsin2 5x ` cos2 5xq “ e6x.

إذن:

Φ´1pxq “
1

e6x
e3x

˜

sin 5x cos 5x

´ cos 5x sin 5x

¸

“ e´3x

˜

sin 5x cos 5x

´ cos 5x sin 5x

¸

.

اࠍ੊ڎاء: ا৚৑ن ොຶފص

Φ´1pxqF pxq “ e´3x

˜

sin 5x cos 5x

´ cos 5x sin 5x

¸˜

e´x

0

¸

“ e´4x

˜

sin 5x

´ cos 5x

¸

.

ا৙৑ݬܹ٭۰: ᄭᄟاᄴᄟا ෠ຶڎ ً؇ܳٺ۠ݞف۰)، ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا (ً؇ݿٺ༱ڎام اܳލأ؇ع ۱ڍا ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾

Cpxq “

ż

e´4x

˜

sin 5x

´ cos 5x

¸

dx “
e´4x

41

˜

´4 sin 5x ´ 5 cos 5x

4 cos 5x ´ 5 sin 5x

¸

.

:Yppxq “ ΦpxqCpxq ި۱ اࠍ੅؇ص اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬،

Yppxq “
e3x ¨ e´4x

41

˜

sin 5x ´ cos 5x

cos 5x sin 5x

¸˜

´4 sin 5x ´ 5 cos 5x

4 cos 5x ´ 5 sin 5x

¸

.

෠ຶڎ: ،(sin2 ` cos2 “ 1 ݁ٺޚ؇ًگ۰ (اݿٺ༱ڎام وོྟފ٭ޚ۬ ሒᇭިݱڰৎ৊ا اࠍ੊ڎاء ๤๑ฺ وًأڎ
Yppxq “

e´x

41

˜

´4
´5

¸

.

ᆃᄧঁ׿ا఩ेूا ոּڤ෕ໃط അ೪֔िऻا ϕ ᆃᄧոቌሻاڤ اݾষڞ إո൑ฝد .4
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ި۱ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ
Y pxq “ ΦpxqC ` Yppxq.

أي:
Y pxq “ e3x

˜

sin 5x ´ cos 5x

cos 5x sin 5x

¸˜

c1

c2

¸

`
e´x

41

˜

´4
´5

¸

.

اৎ৊أޚް: ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام

ϕp0q “

ˆ

0
1

˙

,

෠ຶڎ:
Y p0q “

˜

0 ´1
1 0

¸˜

c1

c2

¸

`

˜

´4{41
´5{41

¸

“

˜

0
1

¸

.

:ᄭᄥ৵৩ৠا لأޚ٭ٷ؇ و۱ڍا
$

&

%

´c2 ´ 4
41 “ 0 ùñ c2 “ ´ 4

41

c1 ´ 5
41 “ 1 ùñ c1 “ 46

41

:ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ আॻ༟ ܳٷۜݱܭ ೑ಸاܳټިا َأިض وأଫଃ༠اً،

ϕpxq “
e3x

41

˜

46 sin 5x ` 4 cos 5x

46 cos 5x ´ 4 sin 5x

¸

`
e´x

41

˜

´4
´5

¸

.

: 2 .2 .2 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ادرس

(34)
$

’

&

’

%

y1
1 “ 3y1 ´ y2

y1
2 “ 4y1 ` 2y2

y1p0q “ 1, y2p0q “ 0

: 2 .2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
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ਵਦڣگ۰ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ඔ൹ٺ૭૙؇༶݁ٺ ඔ൹ۊޚ٭ٺ ඔ൹ّڰ؇ݪܹ٭ٺ ඔ൹݁أ؇دܳٺ ᄭᄥᆇᅹ ሒሃ (34) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا إن
:ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛ዇َܝٺ ،؇ዛውراݿᄴᄟ .ሒᆶڎاਐಸا ๤๑ืط

Y 1 “ AY, Y p0q “ Y0,

ۋ٭ت:
Y “

˜

y1

y2

¸

, A “

˜

3 ´1
4 2

¸

, Y0 “

˜

1
0

¸

.

١ॴబ׿اຒواڤܙ اڤܙـܙد درا١۰ .1
ۋފص و༟ܹ٭۬، .R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة دوال ሒᇿ؇ܳٺ؇ً ڣ۳޶ ۋگ٭گ٭۰، ೑ಸٔިا ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ إن
আॻ༟ ً ݁أݠڣ؇ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ (34) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؆ن ،(۰ਃ಻ڎا༡ިܳوا (اܳިۏިد ଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋ ۱ଫଊ݁ٷ۰

.R Ⴄ၍݁ܭ
(34) ႞႐ջۻिऻا ຒڞ ؼۻոب .2

.۰ਃಾاᄳᄟا وا৙৑ނأ۰ اܳگࡗࡲ ؜݆ ً؇ܳٴۜت ᄭᄥ৵৩ৠا ොຶܭ ،۰ਐಸ؇ٔ ݁أ؇ఈః݁ت ذات A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ؇ஓ୾
A ஈኬቘۢءܙ١ؔ ١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ ؼۻոب أوूेً:

:ި۱ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أߜߵ إن
TrpAq “ 3 ` 2 “ 5.

:ި۱ وො੼ڎد۱؇
detpAq “ p3qp2q ´ p´1qp4q “ 6 ` 4 “ 10.

:ި۱ ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
χApλq “ λ2 ´ TrpAqλ ` detpAq “ λ2 ´ 5λ ` 10 “ 0.

:଩ଃ݄ৎ৊ا ොຶފص
∆ “ 25 ´ 4p10q “ ´15 “ pi

?
15q2.

:ඔ൹اڣگٺଫଐ݁ ඔ൹ਐಱ؜گڎ ඔ൹ٺ྘ོذا ඔ൹ڢ٭݄ٺ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّگٴܭ و݁ٷ۬،
λ1 “

5 ` i
?

15
2

, λ2 “
5 ´ i

?
15

2
.

.λ1 “ α ` iβ ොຳ٭ت ،β “

?
15
2

و α “
5
2

َݯؕ
ؼؠמؠמ١ أ۰ո۰מ١ ڲۢءܙ١ؔ അ೪ׂ֔מ :ًոॴబոׅ
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و݁ٷ۬: ،pA ´ λ1Iqv “ 0 ؇਍ಱᄴᄟ .λ1 ً؇ܳگ٭۰݄ ً ਵਦڣگ؇ v “

˜

v1

v2

¸

ً ؇ਃಾذا ً ؇༟؇ނأ ඔ൹ܳٷأ
$

&

%

p3 ´ λ1qv1 ´ v2 “ 0

4v1 ` p2 ´ λ1qv2 “ 0

෠ຶڎ: ،ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁
v2 “ p3 ´ λ1qv1.

:λ1 ًگ٭۰݄ َأިض
3 ´ λ1 “ 3 ´

ˆ

5
2

` iβ

˙

“
1
2

´ iβ.

.v2 “

ˆ

1
2

´ iβ

˙

v1 و݁ٷ۬:
إذن، .v2 “

1
2

´ iβ ෠ຶڎ ،v1 “ 1 ً؇ۊٺ٭؇ر

v “

¨

˝

1
1
2

´ iβ

˛

‚“

¨

˝

1
1
2

˛

‚

loomoon

u

`i

˜

0
´β

¸

loomoon

w

,

.λ1 ًـ ਵਦڣݑ ሒᇆذا ނأ؇ع ި۱
ۊޚ٭؇ً: ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ૭૙ٺۛݠج اܳأگڎل۰، ۰ਃಾاᄳᄟا ይዧگࡗࡲ ل۰ اܳٷޙݠ اܳگ؇༟ڎة আॻ༟ ً ਍ಸ؇ء

y1pxq “ eαx rcospβxqu ´ sinpβxqws “ eαx

¨

˝

cospβxq
1
2

cospβxq ` β sinpβxq

˛

‚

و
y2pxq “ eαx rsinpβxqu ` cospβxqws “ eαx

¨

˝

sinpβxq
1
2

sinpβxq ´ β cospβxq

˛

‚.

و݁ٷ۬،

Φpxq “ ry1pxq, y2pxqs “ eαx

¨

˝

cospβxq sinpβxq
1
2

cospβxq ` β sinpβxq
1
2

sinpβxq ´ β cospβxq

˛

‚

(35)
.۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄥ৵৩ৠا ࠍ੆ߺࠊل ۋگ٭گ٭۰ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰
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႞႐ջۻिऻا ຒڞ അ೪ׂ֔מ :ًոڤ׭ոׅ
࿓؆ݿٺ༱ڎام َأ٭ٷ۬ ೑ಸ؇ٔ ނأ؇ع C “

˜

C1

C2

¸

ۋ٭ت ،Y pxq “ Φpxq ¨ C ި۱ (34) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ
.Y p0q “

˜

1
0

¸

ሒᆶڎاਐಸ৕৑ا ا๤དྷܳط
:؇਍ಱᄴᄟ

Y p0q “

˜

1
0

¸

ùñ Φp0q ¨ C “

˜

1
0

¸

ùñ

˜

1 0
1
2 ´β

¸˜

C1

C2

¸

“

˜

1
0

¸

ùñ

$

&

%

C1 “ 1
1
2

´ βC2 “ 0 ùñ C2 “
1

2β
.

:ި۱ ،R আॻ༟ (34) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

Y pxq “ eαx

¨

˚

˝

cospβxq `
1

2β
sinpβxq

ˆ

β `
1

4β

˙

sinpβxq

˛

‹

‚

.

.β “

?
15
2

و α “
5
2

ؕ݁
أي،

Y pxq “ e
5
2 x

¨

˚

˚

˝

cos
ˆ

?
15
2

x

˙

`

?
15

15
sin

ˆ

?
15
2

x

˙

8
?

15
15

sin
ˆ

?
15
2

x

˙

˛

‹

‹

‚

.

: 3 .2 .2 ਗ৻ۑ଄૵
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اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ܭ اۋފص

(36)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

y1
1 “ y1 ` y2 ` sin x

y1
2 “ 2y1 ` cos x

y1p0q “ 1, y2p0q “ 0

: 3 .2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
۰ਊಾීෂا ݆݁ ඔ൹ٺ૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ඔ൹ۊޚ٭ٺ ඔ൹ّڰ؇ݪܹ٭ٺ ඔ൹݁أ؇دܳٺ ᄭᄥ৵৩ৠ ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ሒሃ (36) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا إن

:ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛ዇َܝٺ ،؇۳ܹ੆ࠍ .ሌᇿو৙৑ا

(37)
$

&

%

Y 1 “ AY ` F pxq,

Y p0q “ Y0,

ۋ٭ت:
Y “

˜

y1

y2

¸

, A “

˜

1 1
2 0

¸

, F pxq “

˜

sin x

cos x

¸

, Y0 “

˜

1
0

¸

.

(37) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؆ن ،R আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة x ÞÑ F pxq اܳލأ؇ع و঴঒ਵਦ؇ت A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ڎا༠ܭ أن ؇ஓ୾
.R আॻ༟ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ

A ஈኬቘۢءܙ١ؔ ١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ ؼۻոب أوूे:
:଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ොຶފص

detpA ´ λIq “ 0 ùñ

∣∣∣∣∣∣1 ´ λ 1
2 ´λ

∣∣∣∣∣∣ “ 0

ùñ ´λp1 ´ λq ´ 2 “ 0

ùñ λ2 ´ λ ´ 2 “ 0.

:؇ᆇᆅ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༥ڍري أن ఈఃَۋޓ
λ1 “ ´1, λ2 “ 2.
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.ଫଃٺگޚይዧ ᄭᄥً؇ڢ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ݁ٺ݄؇ߌّ߳؇ن، ඔ൹اܳگ٭݄ٺ أن ؇ஓ୾
١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ႞႖ޠަޯڵ Φ أ۰ո۰מ١ ڲۢءܙ١ؔ അ೪ׂ֔מ :ոॴబոׅ

.λ1 “ ´1 ًـ ً ਵਦڣگ؇ ً ؇ਃಾذا ً ؇༟؇ނأ u “

˜

u1

u2

¸

ܳ٭ܝ݆
:؇਍ಱᄴᄟ

pA ` Iqu “ 0 ùñ

˜

2 1
2 1

¸˜

u1

u2

¸

“

˜

0
0

¸

ùñ 2u1 ` u2 “ 0 ùñ u2 “ ´2u1.

.u “

˜

1
´2

¸

ෛຶٺ؇ر

.λ2 “ 2 ًـ ً ਵਦڣگ؇ ً ؇ਃಾذا ً ؇༟؇ނأ v “

˜

v1

v2

¸

ܳ٭ܝ݆

pA ´ 2Iqv “ 0 ùñ

˜

´1 1
2 ´2

¸˜

v1

v2

¸

“

˜

0
0

¸

ùñ ´v1 ` v2 “ 0 ùñ v1 “ v2.

.v “

˜

1
1

¸

ෛຶٺ؇ر
ஓ஄ټܭ: و݁ٷ۬،

(38) Φpxq “
“

eλ1xu, eλ2xv
‰

“

˜

e´x e2x

´2e´x e2x

¸

.

.ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ أݿ؇ݿ٭۰ ༡ߺࠊل ݁ݱڰިڣ۰
႞႐ջۻஈኬቘ ո۝ոຑ ୹୴ຒ അ೪ׂ֔מ :ոڤ׭ոׅ

:႟ၽاܳލ ݆݁ Yp ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،೑ಸاܳټިا ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام
Yppxq “ ΦpxqCpxq.

؇਍ಱᄴᄟ
C 1pxq “ Φ´1pxqF pxq.
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ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰: اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد ොຶފص
det Φpxq “ e´xpe2xq ´ e2xp´2e´xq “ 3ex.

إذن:
Φ´1pxq “

1
3ex

˜

e2x ´e2x

2e´x e´x

¸

“
1
3

˜

ex ´ex

2e´2x e´2x

¸

.

اࠍ੊ڎاء: ොຶފص

Φ´1pxqF pxq “
1
3

˜

ex ´ex

2e´2x e´2x

¸˜

sin x

cos x

¸

“
1
3

˜

expsin x ´ cos xq

e´2xp2 sin x ` cos xq

¸

.

෠ຶڎ: ً؇ܳٺ۠ݞف۰)، ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا (ً؇ݿٺ༱ڎام ඔ൹ݠ܋ٴٺగጻዧ ا৙৑ݬܹ٭۰ اᄴᄟوال ොຳފ؇ب

Cpxq “

ż

Φ´1pxqF pxqdx “
1
3

¨

˝

´ex cos x

´
1
5

e´2xp3 sin x ` 4 cos xq

˛

‚.

:Yppxq “ ΦpxqCpxq ި۱ اࠍ੅؇ص اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬،

Yppxq “

˜

e´x e2x

´2e´x e2x

¸

¨

˝

´
1
3

ex cos x

´
1
15

e´2xp3 sin x ` 4 cos xq

˛

‚.

෠ຶڎ: واܳٺྟފ٭ޔ، ๤དྷྡྷܳا وًأڎ

Yppxq “

¨

˝

´
1
5

sin x ´
3
5

cos x

´
1
5

sin x `
2
5

cos x

˛

‚“
1
5

˜

´ sin x ´ 3 cos x

´ sin x ` 2 cos x

¸

.

႞႐ջۻिऻا ຒڞ إո൑ฝد :ոּ֔را
:ި۱ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ

Y pxq “ Φpxq

˜

c1

c2

¸

` Yppxq “ c1

˜

e´x

´2e´x

¸

` c2

˜

e2x

e2x

¸

`
1
5

˜

´ sin x ´ 3 cos x

´ sin x ` 2 cos x

¸

.
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:Y p0q “

˜

1
0

¸

ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ً؇๤དྷܳط َأިض

c1

˜

1
´2

¸

` c2

˜

1
1

¸

`

˜

´3{5
2{5

¸

“

˜

1
0

¸

.

:ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ᄭᄥᆇᅹ لأޚ٭ٷ؇ و۱ڍا
$

&

%

c1 ` c2 ´
3
5

“ 1 ùñ c1 ` c2 “
8
5

´2c1 ` c2 `
2
5

“ 0 ùñ ´2c1 ` c2 “ ´
2
5

෠ຶڎ: ،ሌᇿو৙৑ا ݆݁ ۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ًޚݠح
3c1 “

10
5

“ 2 ùñ c1 “
2
3

.

෠ຶڎ وً؇ܳٺأިلݥ،
c2 “

8
5

´
2
3

“
14
15

.

:ި۱ ،R আॻ༟ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
(39) Y pxq “

2
3

e´x

˜

1
´2

¸

`
14
15

e2x

˜

1
1

¸

`
1
5

˜

´ sin x ´ 3 cos x

´ sin x ` 2 cos x

¸

.

: 4 .2 .2 ਗ৻ۑ଄૵
:ᄭᄥ৵৩ৠا ܳٺܝ݆

(40)
$

&

%

y2
1 ´ 3y1

1 ` 2y1 ` y1
2 ´ y2 “ 0,

y1
1 ´ 2y1 ` y1

2 ` y2 “ 0.

اႤၽৎ৊ڣ۰٪. ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ اۋފص ቕ቉ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ᄭᄥᆇᅹ ሒᇭႤၽّء ؇ዛኡأ ඔ൹ً .1

.(40) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أۋފص .2
.y1p0q “ y2p0q “ 0, y1

1p0q “ 1 ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ (40) ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ܭ اۋފص .3
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: 4 .2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.y2 و y1 :ሒሃ ،ᄭᄟި۳௵௯௫ا ّިاًأ۳؇ .۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰، ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ (40) ᄭᄥ৵৩ৠا إن

.ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ػ܋מ١ ׂءոۛڪמ١ ڲո֔دूेت ႞႖ჸც တ࿮۳ ࣷ࣬ຐ (40) ႞႖०ग़॑ا ١ּոफः .1

ᄭᄥᆇᅹ ႟ၽނ আॻ༟ ᄭᄥ৵৩ৠا ۰ً؇൞ശܳ و༟ܹ٭۬، .y1 ܳـ ۰ਃ಻؇اܳټ اৎ৊ލٺگ۰ ޖ۳ިر ఈఃَۋޓ ،ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ
َݯؕ: ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ݁أ؇د৖৑ت ఈఃٔث

z1pxq “ y1pxq, z2pxq “ y1
1pxq, z3pxq “ y2pxq.

و༟ܹ٭۬،
z1

1pxq “ z2pxq.

:؇਍ಱᄴᄟ ،ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁
y1

2 “ ´y1
1 ` 2y1 ´ y2.

و༟ܹ٭۬،
(a) z1

3 “ 2z1 ´ z2 ´ z3.

:؇਍ಱᄴᄟ ،ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁
y2

1 “ 3y1
1 ´ 2y1 ´ y1

2 ` y2.

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن (a)، ً؇ܳأٴ؇رة y1
2 ਐಸأިلݥ

y2
1 “ 4y1

1 ´ 4y1 ` 2y2.

و༟ܹ٭۬،
z1

2 “ ´4z1 ` 4z2 ` 2z3.

:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت ఈఃٔث ᄭᄥᆇᅹ আॻ༟ ොຶݱܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

(41)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

z1
1 “ z2,

z1
2 “ ´4z1 ` 4z2 ` 2z3,

z1
3 “ 2z1 ´ z2 ´ z3.
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ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ وஓ୷ܝ݆
Z 1pxq “ AZpxq,

ۋ٭ت
Zpxq “

¨

˚

˝

z1pxq

z2pxq

z3pxq

˛

‹

‚

, A “

¨

˚

˝

0 1 0
´4 4 2
2 ´1 ´1

˛

‹

‚

.

.(41) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ا৚৑ن، ܳٷۜފص
.A ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ ܳٺܝ݆ .A గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ৖৑أو ඔ൹ܳٷأ

:؇਍ಱᄴᄟ

detpA ´ λIq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
´λ 1 0
´4 4 ´ λ 2
2 ´1 ´p1 ` λq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“ ´λ

∣∣∣∣∣∣4 ´ λ 2
´1 ´p1 ` λq

∣∣∣∣∣∣ ´

∣∣∣∣∣∣´4 2
2 ´p1 ` λq

∣∣∣∣∣∣
“ ´λpλ2 ´ 3λ ` 2q.

:ި۱ ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ و݁ٷ۬،
P pλq “ ´λpλ ´ 1qpλ ´ 2q.

݁ٺ݄؇ߌ߳ة ڢࡗࡲ ఈఃٔث ّگٴܭ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
λ1 “ 0, λ2 “ 1, λ3 “ 2.

.۰ਃಾاᄳᄟا ً؇ܳگࡗࡲ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ ඔ൹ّأ٭ ሌᇿإ ا৚৑ن، ஓ஁ݠ
.؇ୖ୒ ؇ਃಾذا ؇༟؇ނأ v1 “

¨

˚

˝

1
0
2

˛

‹

‚

෠ຶڎ ،Av “ 0 ᄭᄥ৵৩ৠا ොຳܭ ،λ1 “ 0 ܳـ -ً؇ܳྡྷފٴ۰

.؇ୖ୒ ؇ਃಾذا ؇༟؇ނأ v2 “

¨

˚

˝

2
2
1

˛

‹

‚

෠ຶڎ ،pA ´ Idqv “ 0 ᄭᄥ৵৩ৠا ොຳܭ ،λ2 “ 1 ܳـ -ً؇ܳྡྷފٴ۰
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.؇ୖ୒ ؇ਃಾذا ؇༟؇ނأ v3 “

¨

˚

˝

1
2
0

˛

‹

‚

෠ຶڎ ،pA ´ 2Idqv “ 0 ᄭᄥ৵৩ৠا ොຳܭ ،λ3 “ 2 ܳـ -ً؇ܳྡྷފٴ۰
:ሒሃ ،(41) ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

Φpxq “

¨

˚

˝

1 2ex e2x

0 2ex 2e2x

2 ex 0

˛

‹

‚

.

.(40) ႞႖ޠަޯڵ اڤո֔م اݾষڞ ؼۻոب .2
:႟ၽاܳލ আॻ༟ ،(41) ܳـ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لܝٺص

Zpxq “ ΦpxqC,

.۰ਐಸ؇ٔ ّ۬؇঴঒ਵਦ ނأ؇ع C “

¨

˚

˝

C1

C2

C3

˛

‹

‚

ۋ٭ت
أي،

Zpxq “

¨

˚

˝

z1pxq

z2pxq

z3pxq

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 2ex e2x

0 2ex 2e2x

2 ex 0

˛

‹

‚

¨

˚

˝

C1

C2

C3

˛

‹

‚

“ C1

¨

˚

˝

1
0
2

˛

‹

‚

` C2

¨

˚

˝

2
2
1

˛

‹

‚

ex ` C3

¨

˚

˝

1
2
0

˛

‹

‚

e2x.

أن ؇ஓ୾و
y1 “ z1, y2 “ z3,

:ި۱ ،R আॻ༟ (40) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن

(42) Y pxq “

˜

y1pxq

y2pxq

¸

“

˜

C1 ` 2C2e
x ` C3e

2x

2C1 ` C2e
x

¸

,

܋٭ڰ٭۰. ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا C3 و C1, C2 ۋ٭ت
.y1p0q “ y2p0q “ 0, y1

1p0q “ 1 ႞႐ոຒ ᆃᅞ (40) ႞႖०ग़॑ا ຒڞ ؼۻոب .3
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.x0 “ 0 ૰૏݄ܭ ݁ڰٺިح ෠੼؇ل আॻ༟ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ،଩ଐܳ٭ྟލ-๴ཇި܋ ل۰ َޙݠ ۋފص
اܳٺ؇ܳ٭۰: ل۰ ଫଊ༥ ݁أ؇د৖৑ت ఈఃٔث ᄭᄥᆇᅹ আॻ༟ ොຶݱܭ اৎ৊أޚ؇ة، ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام

$

’

’

’

&

’

’

’

%

z1p0q “ y1p0q “ 0 ùñ C1 ` 2C2 ` C3 “ 0

z2p0q “ y1
1p0q “ 1 ùñ 2C2 ` 2C3 “ 1

z3p0q “ y2p0q “ 0 ùñ 2C1 ` C2 “ 0.

.C2 “ ´2C1 :؇਍ಱᄴᄟ اܳټ؇ܳټ۰، ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ‚

.2p´2C1q ` 2C3 “ 1 ùñ C3 “ 2C1 `
1
2

:؇਍ಱᄴᄟ ،۰ਃ಻؇اܳټ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ‚

෠ຶڎ: ،ሌᇿو৙৑ا ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި ‚

C1 ` 2p´2C1q ` p2C1 `
1
2

q “ 0 ùñ ´C1 `
1
2

“ 0 ùñ C1 “
1
2

.

أن: ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬،
C1 “

1
2

, C2 “ ´1, C3 “
3
2

.

:ި۱ ،R আॻ༟ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

Y pxq “

˜

y1pxq

y2pxq

¸

,

ۋ٭ت
$

&

%

y1pxq “
1
2

´ 2ex `
3
2

e2x,

y2pxq “ 1 ´ ex.



3 اڤץոب
اݾষ׿١ֵ اिऻۻոֲڞ

١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ຒݫݻل ؼۻոب 1 .3
:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(1) y2 ` P pxqy1 ` Qpxqy “ 0, x P I,

.I Ă R ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠان ّ؇ًأ؇ن Q و P ۋ٭ت
.2 ًأڎه ނأ؇؜٭ً؇ ً ڣݯ؇ء ႟ၽّ૰૜ (1) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ڣ؆ن ،ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ ሒᇭ ؇਍ಱرأ პაႰ

اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ۊޚ٭ً؇. ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ඔ൹ّأ٭ لܝࠕࠫ ،(1) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ أي ࠍ੆ފ؇ب أَ۬ أي
ۊޚ٭ً؇. ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ੆ࠍ ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ႟ၽނ আॻ༟ لܝٺص ᄭᄟأ؇دగጻዧ

ዻዧوذ ،(1) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ۊޚ٭ً؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ෠ຬ৕৑؇د ᄭᄥ݄ފٺأৎ৊ا اܳޚݠق أߓߵز ࢾࣖرس ،ঌॻل ڣ٭݄؇
ᄭᄟأ؇دగጻዧ y1 ༠ً؇ݬً؇ ఈః༡ ඔّ൹َأ أو ݁ٴ؇๤ཇة، ۊޚ٭ً؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ඔ൹ّأ٭ ஓ୷ܝ݆ ڣگڎ .؇ዛኤఈః݁؇݁أ ޗٴ٭أ۰ ۋފص

.y1 ؜݆ ۊޚ٭ً؇ ً ఈః݁ފٺگ لܝިن y2 ؇ًਃ಻؇ٔ ً ఈః༡ ෠ຶڎ ۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺأ݄؇ل ቕ቉ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰،
.۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ًޚݠ اܳڰگݠة ۱ڍه ዛው૭૙ܭ

١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ ١ਫ਼੊ոວڲ׫ ػ܋מ١ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻ ١ॻయൄളا ൌสءמۖ ֵؠ١ ܈ۑ 1 .1 .3
ڲۻ׫ڵۑة ֆּׂܙا ոቌሕ୹୴ڲո֔ڲ

اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ
(2) y2 ` P pxqy1 ` Qpxqy “ 0, x P I,

.I Ă R ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠان ّ؇ًأ؇ن Q و P ۋ٭ت
149
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ޗٴ٭أ۰ ሌᇿإ لأިد ዻዧوذ ො੼ڎدة، ዛዊ݁۠٭۰ لگ۰ ًޚݠ ۊޚ٭ً؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ඔ൹ّأ٭ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ اܳأ؇۰݁، ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ
ّިاًؕ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݁أ؇ఈః݁ت ؇ዛዀڣ ّܝިن มฆܳا اܳأ؇۰݁ ᄭᄟ؇੆اࠍ ဪَأ؇ࠍ اܳڰگݠة، ۱ڍه ሒᇭ .ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݁أ؇ఈః݁ت

݁ފٺ݄ݠة. ܋٭ڰ٭۰
أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑ اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ أن ఈఃَۋޓ اৎ৊أڎوم. اܳٺ؇ًؕ لޚ؇ًݑ ৖৑ (2) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ఈః༡ y1 ܳ٭ܝ݆
ොຳ٭ت x0 P I َگޚ۰ ༥ިّڎ أَ۬ إذن َڰݠض اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰. ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ۰༟ި݄௵௯௫ أݿ؇ݿ؇ ᄩᄟఈః༠ ݆݁ َأݠف

ොຳ٭ت x0 ܳـ V ۏިار ل༥ިڎ أَ۬ มฃلأ ۱ڍا ،y1 اಣಕᕬݠار و݆݁ .y1px0q ‰ 0

@x P V, y1pxq ‰ 0.

.۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ ૭૙ٺأ݄ܭ ،ዻዧᄳᄟو .V আॻ༟ y1 ؜݆ ۊޚ٭؇ ݁ފٺگܭ y2 ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ୒ୖڍا،

١ॻయൄളا ൌสءמۖ ֵؠ١ ܈ۑ ڲץ׿أ 2 .1 .3
:႟ၽاܳލ ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ y2 ༡ܭ ؜݆ اܳٴۜت ሒᇭ ۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ റണ೺ټܭ

y2pxq “ vpxq y1pxq,

ّأ٭྘ٷ۬. ߖߵࢴࣖ ۳෠੼ިل ًؕ؇ّ v ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ ،x P V ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

y1
2 “ v1y1 ` vy1

1, y2
2 “ v2y1 ` 2v1y1

1 ` vy2
1.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،(2) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
v2y1 ` 2v1y1

1 ` vy2
1 ` P pxqpv1y1 ` vy1

1q ` Qpxqvy1 “ 0.

෠ຶڎ: اࠍ੆ڎود، ߙߵ྘ོص ༟؆࿓؇دة
py2

1 ` Py1
1 ` Qy1q

looooooooomooooooooon

“0

v ` v1p2y1
1 ` Py1q ` y1v

2 “ 0.

:v1 ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د আॻ༟ ڣٷۜݱܭ
(3) y1v

2 ` p2y1
1 ` Py1qv1 “ 0.
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(3) اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ຒݫݻل ؼۻոب 3 .1 .3

:႟ၽاܳލ আॻ༟ (3) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝٺص و༟ܹ٭۬، .w “ v1 َݯؕ
y1w

1 ` p2y1
1 ` Py1qw “ 0.

َگޚ۰ ༥ިّڎ أَ۬ َڰݠض أي اܳٺ؇ڣ۬، اࠍ੆ܭ ଫଃ༚ اࠍ੆ߺࠊل ؜݆ ౫ౖరت ّ؇ڣ۬. ༡ܭ w ” 0 أن ༃اܳިاࡵ ݆݁
ଫଃ༚ w ڣ٭۬ ਊಱࠔࠥ x0 ܳـ W Ă V ۏިار ڣ۳ٷ؇ك ݁ފٺ݄ݠ، ًؕ؇ّ w أن ؇ஓ୾و .wpx0q ‰ 0 ොຳ٭ت x0 P V

اࠍ੊ިار. ۱ڍا ሒᇭ ّݱڰݠ ৖৑ ؇ዛኡ৙৑ ঌॻل ؇݁ ሒᇭ y1 আॻ༟ اܳگފ۰݄ لଫଊر ۱ڍا أن პაႰ ݁ٷأڎم.
:আॻ༟ ොຶݱܭ .wpx0q “ w0 وَݯؕ x0 P W َگޚ۰ ཹྦྷٴب

w1

w
“ ´2y1

1
y1

´ P pxq.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊؇ً
ln |w| “ ´2 ln |y1| ´

ż x

x0

P psq ds ` ln c,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c ۋ٭ت
:۰ஓஇ و݆݁

w “ v1 “
c e

´
şx
x0

P psq ds

y2
1pxq

.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾

vpxq “

ż x

x0

ce
´
şs
x0

P puq du

y2
1psq

ds ` c1,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c1 و c ۋ٭ت
،ቕ቉ و݆݁

y2pxq “ vpxqy1pxq.

أي،
y2pxq “ y1pxq

˜

c

ż x

x0

e
´
şs
x0

P puq du

y2
1psq

ds ` c1

¸

.

.c1 “ 0 و c “ 1 ෛຶٺ؇ر اܳأ݄ި݁٭۰، ڣگڎان دون
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اࠍ੆ܭ: আॻ༟ ොຶݱܭ و݁ٷ۬

(4) y2pxq “ y1pxq

ż x

x0

e
´
şs
x0

P puq du

y2
1psq

ds.

:1 .3 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
ఈః݁ۋޙٺ۬ ஓ୷ܝ݆ أو ݁أޚް أَ۬ لڰଫଐُض ًܭ ،y1 ا৙৑ول اࠍ੆ܭ ّأޚ޶ ৖৑ ۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ •

݁ٴ؇๤ཇة.
ًـ لأُޚް y2و y1 ඔ൹ܹ੆اࠍ ௧ௌ૭૙رو •

W py1, y2q “ y2
1v1 ‰ 0

ۊޚ٭ً؇. ݁ފٺگఈఃن y2 و y1 ඔ൹ܹ੆اࠍ أن ᄕცلޝ ؇݁ و۱ڍا

:ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ټ؇ل ܳٷڎرس

: ڲ׭ոل
:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(5) y2 ´
2
x

y1 `
2
x2 y “ 0, x Ps0, `8r.

႟ၽاܳލ ݆݁ (5) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
y2 ` P pxqy1 ` Qpxqy “ 0,

ؕ݁
P pxq “ ´

2
x

.

ً ఈః݁ފٺگ لܝިن (5) ܳـ ٔ؇ن ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ܳٷٴۜت .ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ y1pxq “ x2 أن ఈఃَۋޓ
.۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام و۱ڍا ،y1 ؜݆ ً ۊޚ٭؇
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:႟ၽاܳލ ݆݁ y2 ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت أي
y2pxq “ vpxqy1pxq,

ۋ٭ت
v1pxq “

e´
ş

P pxq dx

py1pxqq2

:؇਍ಱᄴᄟ
e´

ş

P pxq dx “ e
ş 2

x
dx “ e2 lnpxq “ x2.

و༟ܹ٭۬،
v1pxq “

x2

px2q2 “
x2

x4 “
1
x2 “

1
x2 .

و݁ٷ۬،
vpxq “

ż

x´2 dx “ ´x´1 “ ´
1
x

.

أن ૭૙ྥٷٺھ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
y2pxq “ vpxqy1pxq “

ˆ

´
1
x

˙

x2 “ ´x.

.؇݄ୖ୒ ௧ௌ૭૙رو ًؕ؇ّ ොຳފ؇ب و۱ڍا ۊޚ٭؇ً، ݁ފٺگఈఃن y2 و y1 أن ᄕც؊ܳٷٺ
:؇਍ಱᄴᄟ .x Ps0, `8r ܳ٭ܝ݆

W pxq “

∣∣∣∣∣∣x
2 ´x

2x ´1

∣∣∣∣∣∣ “ ´x2 ` 2x2 “ x2 ą 0.

أن ؇ஓ୾
@x Ps0, `8r, W pxq ‰ 0,

ۊޚ٭؇ً. ݁ފٺگఈఃن y2 و y1 ڣ؆ن
:ި۱ ،s0, `8r আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ypxq “ c1x
2 ` c2x,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
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:႟ၽاܳލ আॻ༟ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ۰ً؇঺঒ ݿྟص ؜݆ ོྥފ؇ءل ڢڎ :2 .3 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
ypxq “ c1x

2 ` c2x,

؜ިض
ypxq “ c1x

2 ´ c2x,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
݆݁ ًؕ؇ّ أي ڣ؆ن ނأ؇؜٭؇ً. ً ڣݯ؇ء ႟ၽ૰૜ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ أن ாணࣕ ࢾ

۱ڍه: ༡؇ܳٺٷ؇ ሒᇭ ༡ܭ. ألݯ؇ ި۱ K P R ۋ٭ت ،Ky2 ႟ၽاܳލ
࠯࠵࠺ߺࠊل. ሒᇼ؇اܳލأ اܳڰݯ؇ء َڰݴ ሌᇿإ لޝدي y2pxq “ ´x أو y2pxq “ x اۊٺ٭؇ر ‚

ݿ؇ܳٴ۰)، أو ݁ިۏٴ۰ ۋگ٭گ٭۰ ڢ٭۰݄ أي ل؊༠ڍ أن ஓ୷ܝٷ۬ أَ۬ ปฃأஓ୾) ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c2 أن ؇ஓ୾
.´c2x ᄭᄟ؇੆اࠍ ؇ዛዀّأޚ มฆܳا اৎ৊݄ܝٷ۰ اࠍ৖৑؇੆ت ᆇᅹ٭ؕ ً ؇݁؇ஓ஄ ّأޚ޶ `c2x اܳأٴ؇رة ڣ؆ن

اܳٺأ؇݁ܭ ዝཏྥܳ٭ܭ اෑෂاࢱࣖة ೑ಸواܳټިا ا৕৑ނ؇رات ොຳڍف ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اࠍ੆ߺࠊل ؜ٴ؇رة ོྟފ٭ޔ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ዻዧᄳᄟ
اܳأ؇م. اࠍ੆ܭ ؕ݁

x

y

c1 “ 0.1, c2 “ 0.2
c1 “ 0.05, c2 “ 0.4
c1 “ 0.02, c2 “ 0.3
c1 “ 0.08, c2 “ ´0.1
c1 “ ´0.03, c2 “ 0.5
c1 “ 0.15, c2 “ ´0.5

(5) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ܳٴأݥ ሒᇃ؇ਃಸ ஓ஄ټ٭ܭ :1 .3 ႟ၽނ
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ڲո֔ڲ୹୴ت ذات ١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت درا١۰ 4 .1 .3

١ঁ఩ոׅ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(6) ay2 ` by1 ` cy “ 0, x P I,

.a ‰ 0 و ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا a, b, c ۋ٭ت
႟ၽاܳލ ݆݁ ّ؇ًأ؇ ༃੶ߖߵ ،(6) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ۰༟ި݄௵௯௫ أݿ؇س ඔ൹ܳٺأ٭ ،۰ਐಸ؇ٔ اৎ৊أ؇ఈః݁ت أن ؇ஓ୾

،ypxq “ erx

ڣ٭ܝިن
y1pxq “ rerx, y2pxq “ r2erx.

෠ຶڎ: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި و݁ٷ۬،
erxpar2 ` br ` cq “ 0.

،erx ‰ 0 أن ؇ஓ୾و
ڣ؆ن

(7) ar2 ` br ` c “ 0.

.∆ ଩ଃ݄ৎ৊ا ොຶފص ،؇۳ܹ੆ࠍ .۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ل۰ ଫଊ༥ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو
:؇਍ಱᄴᄟ

∆ “ b2 ´ 4ac.

اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ৖৑؇੆ت ଩ଃஓ஁
∆ ą 0 (1

:દઊ߳݁ٺ݄؇ߌ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ (7) ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

r1 “
´b ´

?
∆

2a
, r2 “

´b `
?

∆
2a

.

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ۊޚ٭؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ আॻ༟ ොຶݱܭ و݁ٷ۬،
y1pxq “ er1x, y2pxq “ er2x.

ި۱ I আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ c1e

r1x ` c2e
r2x,
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܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت

∆ “ 0 (2
.r “

´b

2a
݁ݯ؇؜ڰ؇ ఈః༡ ّگٴܭ (7) ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

႟ၽاܳލ ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ఈః༡ ෠ຶڎ و݁ٷ۬،
y1pxq “ erx,

.۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ،y1 ؜݆ ۊޚ٭؇ ఈః݁ފٺگ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ؇ਃ಻؇ٔ ً ఈః༡ ඔ൹وَأ
.1 ૭૏؇وي y2 ݁أ؇݁ܭ أن ৖৑أو ᄕც؊اܳٺ ༟ܹ٭ٷ؇ ،۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ ّޚٴ٭ݑ ሒᇭ اܳٴڎء ڢٴܭ

ڣٷۜݱܭ ،a আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ྾ཏَگ و༟ܹ٭۬، .a ި۱ (6) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ y2 ݁أ؇݁ܭ إنّ
:আॻ༟

y2 `
b

a
y1 `

c

a
y “ 0.

َݯؕ
P “

b

a
, Q “

c

a
.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا وَܝٺص
y2 ` Py1 ` Qy “ 0.

:႟ၽاܳލ ݆݁ y2 ٔ؇ن ༡ܭ ؜݆ اܳٴۜت ި۱ ۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ ݁ٴڎأ
y2pxq “ vpxqy1pxq,

ਐಸأ٭྘ٷ۬. َگިم ۳෠੼ިل ًؕ؇ّ v ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

y1
2 “ v1pxqy1pxq ` vpxqy1

1pxq,

و
y2

2 “ v2pxqy1pxq ` v1pxqy1
1pxq ` v1pxqy1

1pxq ` vpxqy2
1pxq

“ v2pxqy1pxq ` 2v1pxqy1
1pxq ` y2

1pxqv.

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ y2
2 و y1

2 ،y2 ਐಸأިلݥ
y2 ` Py1 ` Qy “ 0,
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෠ຶڎ:

pv2y1 ` 2v1y1
1 ` y2

1vq ` P pv1y1 ` vy1
1q ` Qvy1 “ 0.

:আॻ༟ ොຶݱܭ اࠍ੆ڎود، ߙߵ྘ོص ༟؆࿓؇دة
y1v

2 ` p2y1
1 ` Py1qv1 ` py2

1 ` Py1
1 ` Qy1q

looooooooomooooooooon

“0

v “ 0

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰. ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ًޚٴ٭أٺ۬ ި۱ y1 ৙৑ن ،ً؇݁؇ஓ஄ ݁أڎوم v ሒᇭ ا๤ཟৎ৊وب اࠍ੆ڎ
:؇਍ಱᄴᄟ ཯ྥٴࠔࠥ و݁ٷ۬،

y1v
2 ` p2y1

1 ` Py1qv1 “ 0.

َܝٺص: ،ዻዧذ ਐಸأިلݥ .y1
1pxq “ rerx ሒሃ ݁ލٺگٺ۬ ڣ؆ن ،y1pxq “ erx أن ؇ஓ୾و

erxv2 ` p2rerx ` Perxqv1 “ 0.

݁ލଫଐك: ܋أ؇݁ܭ erx ૭૙ٺۛݠج و݁ٷ۬،
erxrv2 ` p2r ` P qv1s “ 0.

:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ أࢻࣖاً، ਍ಱأڎم ৖৑ erx ๴ّང৙৑ا اܳٺ؇ًؕ أن ؇ஓ୾و
v2 ` p2r ` P qv1 “ 0.

أن: มฃلأ ۱ڍا .r “
´b

2a
“

´P

2
ሒሃ وڢ٭݄ٺ۬ ݁ݯ؇؜ژ، ༥ڍر ި۱ r أن َأ޺޾

2r ` P “ 0.

:ሌᇿإ ྲྀྟފ؇ޗ۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّޝول و݁ٷ۬،
v2 “ 0.

෠ຶڎ: ،ඔ൹ّਵਦ اଫଃ༠৙৑ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
vpxq “ K1x ` K2,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن K2 و K1 ۋ٭ت
و༟ܹ٭۬: .K2 “ 0 و K1 “ 1 ෛຶٺ؇ر و૭૖٭ޔ، ٔ؇نٍ ༠؇ص ༡ܭ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل

vpxq “ x.
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:ި۱ ،y1 ؜݆ ً ۊޚ٭؇ اৎ৊ފٺگܭ ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
y2pxq “ xerx.

:ި۱ ،I আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ c1y1pxq ` c2y2pxq “ erxpc1 ` c2xq,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
∆ ă 0 (3

:ඔ൹اڣگଫଐ݁ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ (7) ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
r1 “ α ` iβ, r2 “ α ´ iβ,

.α, β P R ۋ٭ت
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ আॻ༟ ොຶݱܭ و݁ٷ۬،

z1pxq “ er1x “ epα`iβqx “ eαxrcospβxq ` i sinpβxqs,

z2pxq “ er2x “ epα´iβqx “ eαxrcospβxq ´ i sinpβxqs.

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دగጻዧ ۊޚ٭؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ إݿྥٷٺ؇ج ஓ୷ܝ݆ ቕ቉ و݆݁
y1pxq “ eαx cospβxq, y2pxq “ eαx sinpβxq,

.z1 ܳـ ঌॻاܳٺۛ٭ اࠍ੊ݞء ި۱ y2 و z1 ܳـ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ اࠍ੊ݞء ި۱ y1 ۋ٭ت
:ި۱ ،I আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ypxq “ eαx
`

c1 cos βx ` c2 sin βx
˘

,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
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y اڤո֔م اݾষڞ ty1, y2u اո۰ॊूس (r) اݾ঻׾ور (∆) ચੴڵिऻا
y “ c1e

r1x ` c2e
r2x ter1x, er2xu r1, r2 P R ∆ ą 0

y “ erxpc1 ` c2xq terx, xerxu r “ ´ b
2a

∆ “ 0

y “ eαx
“

c1 cospβxq ` c2 sinpβxq
‰

teαx cospβxq, eαx sinpβxqu r “ α ˘ iβ ∆ ă 0

.۰ਐಸ؇اܳټ اৎ৊أ؇ఈః݁ت ذات ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ܹ݁ۛݧ :1 .3 ༥ڎول

෥ຸټܙ-ൄളأو ႞႐دո֔ڲ درا١۰ 5 .1 .3
:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(8) ax2y2 ` bxy1 ` cy “ 0, x P I,

.I Ă p´8, 0q أو I Ă p0, `8q ۋ٭ت
؜݆ ؜ٴ؇رة (8) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݁أ؇ఈః݁ت أن وఈఃَۋޓ .x ଫଃٺ؞గጻዧ ًؕ؇ّ ި۱ y ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ إنّ

.y ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ اނٺگ؇ق ۰ਊಾر ؕ݁ ༡ڎ، ႟၍ ሒᇭ ݁ٺٷ؇ݿٴ۰ x ଫଃٺ؞గጻዧ ڢިى
.๴ཇި܋-ීෂأو ᄭᄟ݁أ؇د (8) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ް݄૭૜

৖৑أو َڰଫଐض ا௰௯௫ٺ؇ر، ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ،(8) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ۊޚ٭؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ඔ൹ܳٺأ٭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
.r P R ؕ݁ ypxq “ xr اܳٺ؇ًؕ ༃੶وߖߵ x ą 0 أن

:؇਍ಱᄴᄟ
y1pxq “ rxr´1, y2pxq “ rpr ´ 1qxr´2.

:আॻ༟ ොຶݱܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
arpr ´ 1qxr´2x2 ` brxxr´1 ` cxr “ 0.

و݁ٷ۬،
par2 ` pb ´ aqr ` cqxr “ 0.

ا଩ଃ݄ৎ৊ة: ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ ،xr ‰ 0 أن ؇ஓ୾و d “ b ´ a َݯؕ ይዧٺྟފ٭ޔ،
(9) ar2 ` dr ` c “ 0.
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.∆ “ d2 ´ 4ac ଩ଃ݄ৎ৊ا ොຶފص ؇۳ܹ੆ࠍ ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ل۰ ଫଊ༥ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو

:|x| اिऻ܋ڪؠ١ اڤؠמڵ١ ا۰׫֔ڵոل ؼܙل ո٢ڲ١ ڲ୹୴ؼ܊١ :3 .3 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
ذات x أن มฃلأ ۱ڍا .0 اܳٷگޚ۰ ฝ്ܙي ेू ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༟ܹ٭۬ َأُݠفّ اᄳᄟي I ا௯௫௵؇ل اৎ৊أޚ٭؇ت، ۋފص

.I ا௯௫௵؇ل ႟၍ আॻ༟ ۰ਐಸ؇ٔ إނ؇رة
ۏ٭ڎا. ݁أݠف xr واܳٺ؇ًؕ ،ln |x| “ lnpxq و݁ٷ۬، .|x| “ x ڣ؆ن I Ă p0, `8q Ⴄ၍ن إذا ‚

ܳٺڰ؇دي ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭو .ln |x| “ lnp´xq و݁ٷ۬، .|x| “ ´x ڣ؆ن I Ă p´8, 0q Ⴄ၍ن إذا ‚

.|x| ًـ x َأިض ݿ؇ܳص، ܳأڎد xr اܳگިة لژ ّأݠ ႟ၽ݁ލ
ሒᇭ |x| ؇ஓ୴دا ૭૙ٺأ݄ܭ اܳݱڰݠ، ොຬިي ৖৑ ෠੼؇ل أي আॻ༟ اࠍ੆ߺࠊل وّأ݄ࡗࡲ ا৕৑؜ٺٴ؇ر ඔ൹ًأ ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ༠৙৑ڍ

.y اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ۰ً؇঺঒

৖৑؇༡ت: ఈఃٔث ଩ଃஓ஁ و݁ٷ۬
∆ ą 0 (1

.r2 و r1 દઊ߳݁ٺ݄؇ߌ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ (9) ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
ይዧٺأ݄ࡗࡲ): اৎ৊ޚܹگ۰ اܳگ٭۰݄ (ً؇ݿٺأ݄؇ل ۊޚ٭؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا و݁ٷ۬،

y1pxq “ |x|r1 , y2pxq “ |x|r2 .

:ި۱ ،I আॻ༟ (8) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ c1|x|r1 ` c2|x|r2 ,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
∆ “ 0 (2

ۋگ٭ࠔࠫ وا༡ڎ ༡ܭ আॻ༟ ොຶݱܭ و༟ܹ٭۬، .r ոء֍ո۠ڲ ୹୴ຒ ّگٴܭ (9) ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
اܳٺأ݄ࡗࡲ): (ً؇ݿٺأ݄؇ل و۱ި ،I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ
y1pxq “ |x|r.

༡ܭ ؜݆ ܳٷٴۜت .(y1pxq “ xr (أي x ą 0 أن ݁ޝڢٺ؇ ݿٷڰଫଐض ،۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ ۋފ؇ً؇ت ܳٺྟފ٭ޔ
:႟ၽاܳލ و݆݁ ،y1 ؜݆ ۊޚ٭ً؇ ً ఈః݁ފٺگ لܝިن y2
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y2pxq “ vpxqy1pxq “ vpxqxr,

ّأ٭྘ٷ۬. لޚܹص ۳෠੼ިل ًؕ؇ّ x ÞÑ vpxq ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

y1
2pxq “ v1xr ` rvxr´1, y2

2pxq “ v2xr ` 2rv1xr´1 ` rpr ´ 1qvxr´2.

෠ຶڎ: ،(ax2y2 ` bxy1 ` cy “ 0) (8) ا৙৑ݬܹ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ y2
2 و y1

2 ،y2 ਐಸأިلݥ
ax2

´

v2xr ` 2rv1xr´1 ` rpr ´ 1qvxr´2
¯

` bx
´

v1xr ` rvxr´1
¯

` c
´

vxr
¯

“ 0.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،v و v1 و v2 ሒᇭ ا๤ཟৎ৊و۰ً اࠍ੆ڎود وᆇ໶໢٭ؕ xr ᄎცଫଐލৎ৊ا اܳگިى ਐಸྟފ٭ޔ

xr

»

–ax2v2 ` xv1p2ar ` bq ` v parpr ´ 1q ` br ` cq
looooooooooomooooooooooon

“0

fi

fl “ 0.

ا଩ଃ݄ৎ৊ة. ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ r ৙৑ن ݁أڎوم و۱ި ،ar2 ` pb ´ aqr ` c “ 0 ً ؇݁؇ஓ஄ ި۱ v ሒᇭ ا๤ཟৎ৊وب اࠍ੆ڎ ‚

ar2 `pb´aqr`c “ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ݁ݯ؇؜ژ ༥ڍر r أن ؇ஓ୾ :p2ar`bq و۱ި ،xv1 ৎ৊أ؇݁ܭ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ‚

.r “ ´ b´a
2a

ሒሃ ڢ٭݄ٺ۬ ڣ؆ن ،0
و݁ٷ۬،

2ar ` b “ 2a

ˆ

´
b ´ a

2a

˙

` b “ ´pb ´ aq ` b “ ´b ` a ` b “ a.

:ሌᇿإ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ਐಾྟފޔ ،xr ‰ 0 أن ؇ஓ୾و
ax2v2 ` axv1 “ 0.

اܳྟފ٭ޚ۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ܳٷۜݱܭ a আॻ༟ ྾ཏَگ ،a ‰ 0 أن ؇ஓ୾و
x2v2 ` xv1 “ 0.

:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ܳٺݱٴں ،w “ v1 َݯؕ

x2w1 ` xw “ 0 ùñ x2w1 “ ´xw ùñ
w1

w
“ ´

1
x

p ৙৑xن ‰ 0q.
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෠ຶڎ: ،ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾

ln |w| “ ´ lnpxq ` c0 ùñ w “ v1 “
K1

x
.

෠ຶڎ: ،۰ਃ಻؇ٔ ਵਦة ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊؇ً
vpxq “ K1 lnpxq ` K2.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،K2 “ 0 و K1 “ 1 ً؇ۊٺ٭؇ر
vpxq “ lnpxq.

:ި۱ ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬
y2pxq “ xr lnpxq.

ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،(ln |x| ًـ lnpxq و |x|r ًـ xr (ً؇ݿྥٴڎال I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اࠍ੆ܭ ਐಸأ݄ࡗࡲ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰

ypxq “ |x|rpc1 ` c2 ln |x|q,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
∆ ă 0 (3

ඔ൹اڣگଫଐ݁ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ (9) ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
r1 “ α ` iβ, r2 “ α ´ iβ.

:ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا و݁ٷ۬،
z1pxq “ |x|r1 “ |x|α`iβ “ |x|α|x|iβ “ |x|αeiβ ln |x|.

෠ຶڎ: ،ීෂأو ڢ؇༟ڎة ਐಸޚٴ٭ݑ
z1pxq “ |x|αpcospβ ln |x|q ` i sinpβ ln |x|qq.

:z1 ܳـ اৎ৊ݠاڣݑ ሒᇃ؇اܳټ اܳأگڎي اࠍ੆ܭ আॻ༟ ොຶݱܭ لگ۰ اܳޚݠ و਍ಸڰݴ
z2pxq “ |x|r2 “ |x|α´iβ “ |x|αe´iβ ln |x|.

و݁ٷ۬،
z2pxq “ |x|αpcospβ ln |x|q ´ i sinpβ ln |x|qq.
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ۊޚ٭؇: ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ૭૙ྥٷٺھ ቕ቉ و݆݁

y1pxq “ |x|α cospβ ln |x|q, y2pxq “ |x|α sinpβ ln |x|q.

:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ c1y1pxq ` c2y2pxq,

أي:
ypxq “ |x|αrc1 cospβ ln |x|q ` c2 sinpβ ln |x|qs,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت

y اڤո֔م اݾষڞ ty1, y2u اո۰ॊूس (r) اݾ঻׾ور (∆) ચੴڵिऻا
y “ c1|x|r1 ` c2|x|r2 t|x|r1 , |x|r2u r1, r2 P R ∆ ą 0

y “ |x|rpc1 ` c2 ln |x|q t|x|r, |x|r ln |x|u r “ ´ b´a
2a

∆ “ 0

y “ |x|α
“

c1 cospβ ln |x|q ` c2 sinpβ ln |x|q
‰

t|x|α cospβ ln |x|q, |x|α sinpβ ln |x|qu r “ α ˘ iβ ∆ ă 0

اܳټఈఃث. اࠍ৖৑؇੆ت ሒᇭ (Euler-Cauchy) ๴ཇި܋-ීෂأو ᄭᄟ݁أ؇د ࠍ੆ߺࠊل ܹ݁ۛݧ :2 .3 ༥ڎول

١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ ١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت 2 .3
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(10) y2 ` P pxqy1 ` Qpxqy “ gpxq, x P I,

.I Ă R ෠੼؇ل আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ g و ،Q ،P ۋ٭ت
:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝُٺص (10) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ إن
ypxq “ yhpxq ` yppxq,

ۋ٭ت:
:؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ި۱ yh •

y2 ` P pxqy1 ` Qpxqy “ 0,
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.(10) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ި۱ yp •

:ި۱ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ اܳފ؇ًݑ، اܳڰݱܭ ሒᇭ ؇਍ಱرأ ؇݁ ۋފص
yhpxq “ c1y1pxq ` c2y2pxq,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 و ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ۊޚ٭؇ ݁ފٺگఈఃن ఈః༡ن y2 و y1 ۋ٭ت
જੴמ֏ׂ ֵؠ١ ܈ۑ ૭૙ٺ༱ڎم ዻዧᄳᄟو ،(10) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ا৚৑ن ౫ౖరت

.ూ఩اڤ׭ܙا

ూ఩اڤ׭ܙا જੴמ֏ׂ ֵؠ١ ܈ۑ ڲץ׿أ
:ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،೑ಸاܳټިا ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ሒᇭ

yppxq “ c1pxqy1pxq ` c2pxqy2pxq,

اৎ৊ިاܳ٭۰: اࠍ੅ޚިات ً؇ਊಾ؇ع ؇݄ዛዊ྘َأ٭ ৖৑ި۳෠੼ن ّ؇ًأ؇ن x ÞÑ c2pxq و x ÞÑ c1pxq ۋ٭ت
y1

p اॊूول اिऻ۾׫ۂ ؼۻոب :1 اݾশ܋ܙة
:؇਍ಱᄴᄟ ،I ݆݁ x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

y1
ppxq “ rc1

1pxqy1pxq ` c1pxqy1
1pxqs ` rc1

2pxqy2pxq ` c2pxqy1
2pxqs .

و༡ڎ۱؇: c1
1, c1

2 ؇ዛኤ؇و݁ލٺگ و༡ڎ۱؇، c1, c2 اܳٺިاًؕ ܳٷ݄۠ؕ اࠍ੆ڎود ߙߵ྘ོص َأُ٭ڎ
y1

ppxq “ c1pxqy1
1pxq ` c2pxqy1

2pxq
looooooooooooomooooooooooooon

ا৙৑ول اࠍ੊ݞء
` c1

1pxqy1pxq ` c1
2pxqy2pxq

looooooooooooomooooooooooooon

ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੊ݞء

(١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اिऻ۾׫ؠոت (ڤ׫ءոدي اॊूول اڤ෕ໃط ؔۑض :2 اݾশ܋ܙة
اৎ৊ލٺگ؇ت ܳٷ؇ ᄴᄟިݿ٭ "ሒᇃ؇اܳټ "اࠍ੊ݞء ڣ؆ن ،y2

p আॻ༟ ܳٷۜݱܭ أරඝى ਵਦة ا৚৑ن ሒሃ პაႰ y1
p ً؇ނٺگ؇ق ᆇᅪٷ؇ ިܳ

༥ڎاً. ً ݁أگڎا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ݿ٭۠أܭ ᄭᄟި۳௵௯௫ا ೑ಸټިاይዧ ۰ਃ಻؇اܳټ اৎ৊ލٺگ؇ت ޖ۳ިر .c2
2pxq و c2

1pxq

اॊूول: اڤ෕ໃط ި۱ و۱ڍا ݬڰݠاً. ૭૏؇وي "ሒᇃ؇اܳټ "اࠍ੊ݞء أن ֿءۑض ،ዻዧᄳᄟ
c1

1pxqy1pxq ` c1
2pxqy2pxq “ 0.

༥ڎاً: ૭૖٭ޚ۰ ا৙৑ول اৎ৊ލٺݑ ؜ٴ؇رة ّݱُٴں ا๤དྷܳط، ۱ڍا ًڰݯܭ
y1

ppxq “ c1pxqy1
1pxq ` c2pxqy1

2pxq.
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(y2

p) ᆃᄴոاڤ׭ اिऻ۾׫ۂ ؼۻոب :3 اݾশ܋ܙة
:(c2

2 و c2
1 ّޙ۳ݠ ݆ܳ (و۱ٷ؇ ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ލٺݑ আॻ༟ ܳٷۜݱܭ y1

p ܳـ اৎ৊ُྟފޚ۰ اܳأٴ؇رة ૰૙ٺݑ ا৚৑ن،
y2

ppxq “ c1
1pxqy1

1pxq ` c1pxqy2
1pxq ` c1

2pxqy1
2pxq ` c2pxqy2

2pxq.

أරඝى: ਵਦة ا྘ོଫଐܳص َأُ٭ڎ
y2

ppxq “ rc1pxqy2
1pxq ` c2pxqy2

2pxqs ` rc1
1pxqy1

1pxq ` c1
2pxqy1

2pxqs .

ا۝ॊूڪמ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ᆃᅞ ֵۖ اڤ׫֔ܙ :4 اݾশ܋ܙة
෠ຶڎ: و༥ڎَ؇۱؇، มฆܳا ً؇ܳأٴ؇رات (10) ሒᇭ y2

p و y1
p ،yp ਐಸأިلݥ

pc1y
2
1 ` c2y

2
2 ` c1

1y
1
1 ` c1

2y
1
2q ` P pxq pc1y

1
1 ` c2y

1
2q ` Qpxq pc1y1 ` c2y2q “ gpxq.

:আॻ༟ ڣٷۜݱܭ ،ᄎცଫଐ݁ލ ܋أިا݁ܭ c2pxq و c1pxq ૭૙ٺۛݠج
c1pxq ry2

1 ` P pxqy1
1 ` Qpxqy1s

loooooooooooooomoooooooooooooon

“0

`c2pxq ry2
2 ` P pxqy1

2 ` Qpxqy2s
loooooooooooooomoooooooooooooon

“0

`c1
1pxqy1

1pxq`c1
2pxqy1

2pxq “ gpxq.

ᆃᄴոاڤ׭ اڤ෕ໃط ا༖۰ר׫ոج :5 اݾশ܋ܙة
ඔ൹اܳأ؇رݪٺ ඔ൹ً اৎ৊گ؇دߌߵ ڣ؆ن ،(y2 ` Py1 ` Qy “ 0) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ ఈః༡ن ؇ᆇᆅ y2 و y1 أن ؇ஓ୾

اܳݱڰݠ. ૭૜؇وي
:ᆃᄴոاڤ׭ اڤ෕ໃط ި۱ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ཯ྥٴࠔࠥ ؇݁

c1
1pxqy1

1pxq ` c1
2pxqy1

2pxq “ gpxq.

:١۝୹୴শاݾ
x ÞÑ c1

1pxq ඔ൹ܳި۳௵௯௫ا ذات ඔ൹݁أ؇دܳٺ ᄭᄥᆇᅹ আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ ڢڎ َܝިن اৎ৊ٷޚࠔࠫ، اܳྥފܹފܭ ۱ڍا ఈః༠ل ݆݁
݆݁ اݿྥٷٺ۠ٷ؇ه اᄳᄟي ሒᇃ؇اܳټ وا๤དྷܳط ا৖৑ނٺگ؇ق، ܳٺྟފ٭ޔ ڣݠݪٷ؇ه اᄳᄟي ا৙৑ول (ا๤དྷܳط x ÞÑ c1

1pxq و
اܳٺأިلݥ):

(11)
$

&

%

c1
1pxqy1pxq ` c1

2pxqy2pxq “ 0,

c1
1pxqy1

1pxq ` c1
2pxqy1

2pxq “ gpxq.

c2 و c1 അ೪ּ֔ոاڤ׫ അ೪ׂ֔מ
:ሒᇿ؇اܳٺ ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ (11) ᄭᄥ৵৩ৠا َܝٺص



اݾষ׿١ֵ اिऻۻոֲڞ .3 166اڤץոب
˜

y1pxq y2pxq

y1
1pxq y1

2pxq

¸˜

c1
1pxq

c1
2pxq

¸

“

˜

0
gpxq

¸

,

:௧ௌ૭૙رو ො੼ڎد ި۱ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۱ڍه وො੼ڎد
W pxq “ y1pxqy1

2pxq ´ y1
1pxqy2pxq,

ڣ؆ن: ۊޚ٭؇ً، ݁ފٺگఈఃن y2 و y1 أن ؇ஓ୾و
@x P I, W pxq ‰ 0.

෠ຶڎ: ،(Cramer) ਵਦاாண لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام
c1

1pxq “ ´
y2pxqgpxq

W pxq
, c1

2pxq “
y1pxqgpxq

W pxq
.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا وًأڎ
c1pxq “ ´

ż x

x0

y2psqgpsq

W psq
ds, c2pxq “

ż x

x0

y1psqgpsq

W psq
ds.

اܳٺ؇ًؕ: ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،

yppxq “ ´y1pxq

ż x

x0

y2psqgpsq

W psq
ds ` y2pxq

ż x

x0

y1psqgpsq

W psq
ds,

.I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ (10) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ
:ި۱ ،I আॻ༟ (10) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ypxq “ c1y1pxq ` c2y2pxq ` yppxq.

ඔ൹ޗ๤དྷܳا أن ܳٺިݪ٭ں اࠍ੆ܭ إ෠ຬ؇د ۊޚިات ਐಸڰݱ٭ܭ ᆇᅪٷ؇ ܳگڎ :4 .3 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
มฆܳا اࠍ੆ڎود ݆݁ اܳٺ༱ܹݧ ݆݁ ا৙৑ول ا๤དྷܳط ஓُܝّٷٷ؇ ୷ .ً؇ਃಮ؜ލިا ؇ᆇᆅاۊٺ٭؇ر لࡤࡲ ቕረ (11) ᄭᄥ৵৩ৠا ሒᇭ
૭૖٭ޚ۰ ۊޚ٭۰ ᄭᄥᆇᅹ ሌᇿإ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ߙߵُۏؕ ቕ቉ و݆݁ .c2

2 و c2
1 ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اৎ৊ލٺگ؇ت ؇ዛዀڣ ّޙ۳ݠ
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.ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا لݑ ޗݠ ؜݆ ᄭᄟިዝ๎ื ؇۳ܹොຳ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ ڣگޔ، c1
2 و c1

1 ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ً؇ৎ৊ލٺگ؇ت ੯੩أਐಾ

.ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ټ؇ل ܳٷڎرس

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(12) y2 ´
2
x

y1 `
2
x2 y “

1
x

, x ą 0.

:ሒሃ ،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن
y2 ´

2
x

y1 `
2
x2 y “ 0, x ą 0.

اܳٺ؇ًؕ أن ఈఃَۋޓ
y1pxq “ x2

.s0, `8r আॻ༟ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༃واࡵ ༡ܭ
ොຶݱܭ اܳފ؇ًگ۰، اܳڰگݠة ሒᇭ درݿٷ؇۱؇ มฆܳا اࠍ੅ޚިات َڰݴ وً؇ਊಾ؇ع ،۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام

ًـ: s0, `8r আॻ༟ ݁أݠف و۱ި ،y1 ؕ݁ ۊޚ٭؇ و݁ފٺگܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ y2 ٔ؇ن ༡ܭ আॻ༟
y2pxq “ x.

اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ۰༟ި݄௵௯௫ أݿ؇ݿ؇ ႟ၽ૰૜ py1, y2q “ px2, xq ۰ਃಮ؇اܳټٷ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
.۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا

:؇਍ಱᄴᄟ ،x Ps0, `8r ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ً؇ܳڰأܭ،

W pxq “

∣∣∣∣∣∣x
2 x

2x 1

∣∣∣∣∣∣ “ x2 ¨ 1 ´ 2x ¨ x “ ´x2 ‰ 0, @x ą 0.

.s0, `8r আॻ༟ ۊޚ٭؇ ݁ފٺگఈఃن y2 و y1 أن ᄕცلޝ ؇݁ و۱ڍا
:ި۱ ،s0, `8r আॻ༟ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ypxq “ c1y1pxq ` c2y2pxq “ xpc1x ` c2q,
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܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت

౫ౖరت أي .೑ಸاܳټިا ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ݬ؇ ఈః༡ ا৚৑ن، ඔ൹ܳٷأ
:႟ၽاܳލ ݆݁ yp ༠؇ص ༡ܭ ؜݆

yppxq “ c1pxqx2 ` c2pxqx.

:ᄭᄥ৵৩ৠا وොຬگگ؇ن s0, `8r আॻ༟ ݁أݠڣ؇ن ّ؇ًأ؇ن x ÞÑ c2pxq و x ÞÑ c1pxq ۋ٭ت
$

’

’

&

’

’

%

c1
1pxq “ ´

y2pxqgpxq

W pxq
,

c1
2pxq “

y1pxqgpxq

W pxq
.

:؇਍ಱᄴᄟ
c1

1pxq “ ´
x ¨ 1

x

´x2 “
1
x2 , c1

2pxq “
x2 ¨ 1

x

´x2 “ ´
1
x

.

෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ x0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾و
c1pxq “ ´

1
x

` K1, c2pxq “ ´ ln x ` K2,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن K2 و K1 ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ ڣ٭ܝިن ،K1 “ K2 “ 0 ෛຶٺ؇ر

c1pxq “ ´
1
x

, c2pxq “ ´ ln x.

:ި۱ ،s0, `8r আॻ༟ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ༠؇ݬ؇ ً ఈః༡ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
yppxq “ x2

ˆ

´
1
x

˙

` xp´ ln xq “ ´x ´ x ln x.

:ި۱ ،s0, `8r আॻ༟ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ c1x

2 ` c2x ´ x ln x ´ x

أي:
ypxq “ c1x

2 ` pc2 ´ 1qx ´ x ln x.

ஓ୷ܝٷٷ؇ ܋٭ࠕࠫ ೑ಸ؇ٔ ً ألݯ؇ ި۱ pc2 ´ 1q اৎ৊گڎار ڣ؆ن ܋٭ࠕࠫ، ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c2 أن ؇ஓ୾ ቞ቘ׫༐ۻמ܅: ڲ୹୴ؼ܊١
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:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ᄩᄟ ݬިرة ً؊૭૖ޔ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لܝُٺص ዻዧࣕوࢻ .c3 ًـ ૭૜݄٭ٺ۬ و༟ᎂ؇دة ۬෠੼د
ypxq “ c1x

2 ` c3x ´ x ln x,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c3 و c1 ۋ٭ت

x

y

1 2 3 4

3 -
2 -
1 -

1
2
3

pC1q : c1 “ 1, c2 “ 1

pC2q : c1 “ 0, c2 “ 1

.(12) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ඔ൹ٺܹڰෛ੼ ඔ൹ܹ੆ࠍ ሒᇃ؇ਃಸ ஓ஄ټ٭ܭ :2 .3 ႟ၽނ

اݾষ׿١ֵ اिऻۻոֲڞ 3 .3
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ܳـܝ݆، .۰ਃಮ؇ل ଩ଃوڣ ޗٴ٭أ٭۰ ޖިا۱ݠ ۰༥ڍஓ஁ ሒᇭ اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ૭૜ٺ༱ڎم
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሌᇿإ إݪ؇ڣ۰ ොູިي ᄭᄟ؊݁ފ دراݿ۰ و༟ܹ٭ٷ؇ ۏ٭ڎة، لگ۰ ًޚݠ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ޖ؇۱ݠة ᄴᄟراݿ۰ ّܝࠕࠫ ৖৑ و༡ڎ۱؇

ا௯௫௵۳ިل. اܳٺ؇ًؕ ۋިل ݁أߺࠊ݁؇ت اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰،
.۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت ৎ৊ފ؇فܭ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳڰگݠة ෛຶݱݧ ݿިف

اৎ৊ފ؇فܭ: ݆݁ ඔ൹༟ިَ ଩ଃஓ஁
pa, bq Ă R ݁ڰٺިح আॻ༟ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ y ༡ܭ ඔ൹ّأ٭ ሒᇭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ۱ڍه റണ೺ټܭ : ෥ຸټܙ ႞႐ջڲۻ •
আॻ༟ و۱ڍا ،x0 P pa, bq ؜ٷڎ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ݆݁ ༟ڎدا و݁ލٺگ؇ّ۬، ި۱ وොຬگݑ ،۬დაႰ؊ً R আॻ༟ أو

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰. ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ਊಾر ۋފص



اݾষ׿١ֵ اिऻۻոֲڞ .3 170اڤץոب

وا༡ڎاً. ً ๤ཇޗ؇ َݯ٭ژ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ೑಻Ⴄ၍ إذا
ypx0q “ y0,

:ඔ൹ਃಮڎاਐಸا ඔ൹ޗ๤ཇ َݯ٭ژ ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ೑಻Ⴄ၍ إذا
ypx0q “ y0, y1px0q “ y1.

:႟ၽاܳލ ݆݁ ؇ਃಮڎاਐಸا ً ๤ཇޗ؇ n َݯ٭ژ ،n ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ೑಻Ⴄ၍ إذا ،۰݁؇༟ ًݱڰ۰
ypx0q “ y0, y1px0q “ y1, . . . , ypn´1qpx0q “ yn´1.

وا༡ڎة. َگޚ۰ ؜ٷڎ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا وݪأ۬ ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ اࠍ੆ܭ ොູڎد ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ إنّ
ଫଐ݁اص ෠੼؇ل আॻ༟ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل ؜݆ اܳٴۜت ሒᇭ اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا റണ೺ټܭ : اݾষ׿١ֵ اिऻۻոֲڞ •

.b و a ඔ൹اܳٷگޚٺ ؜ٷڎ أي اଫଐৎ৊اص ༡ڎود আॻ༟ ۰༟ި݁ިݪ ๤ཇوޗ؇ وොຬگݑ ra, bs

ا๤དྷܳوط: ݆݁ ଫଃዝཇة أَިاع ۰ٔఈఃٔ ۱ٷ؇ك
:( Conditions Dirichlet) ࿠࿮ֵמٝ دܽݦ ෕ຸوط .1

(13) ypaq “ α, ypbq “ β.

:(Conditions Neumann ) ॴబܙڲոن ෕ຸوط .2
(14) y1paq “ α, y1pbq “ β.

؜ٴ؇رة ا௰௯௫ٺܹޚ۰ ا๤དྷܳوط إنّ :( Conditions Robin ) അ೪ּرو ෕ຸوط أو اୡୠଡ଼׫ڪ܋١ اڤ෕ໃوط .3
:႟ၽاܳލ আॻ༟ وّܝُٺص لၯၽ٭۬، ودߌߵ ਃ಻ި݁؇ن ๤ཇوط ඔ൹ً ༇຃ਲ਼ਦ ؜݆

(15)
$

&

%

α1y
1paq ` β1ypaq “ γ1,

α2y
1pbq ` β2ypbq “ γ2,

.β2 و α2 ዻዧᄔცو ݁أ؇ ਍ಱأڎ݁؇ن ৖৑ β1 و α1 ۋ٭ت
اࠍ੆ܭ. وۋފ؇ب ۰ਃ಻ڎا༡ިܳا اܳިۏިد، دراݿ۰ ሒᇭ റണ೺ټܭ มฆܳوا اࠍ੆ڎل۰، اৎ৊ފ؇فܭ دراݿ۰ ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ
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اݾষ׿١ֵ اिऻۻոֲڞ درا١۰ 1 .3 .3

:ra, bs ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(16)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

y2 ` apxqy1 ` bpxqy “ fpxq, x Psa, br

αay1paq ` βaypaq “ c1,

γby
1pbq ` δbypbq “ d1,

݁أޚ؇ة. ݁ިۏٴ۰ ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا αa, βa, c1, γb, δb, d1 ۋ٭ت

:5 .3 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
لၯၽ٭۬. دߌߵ ๤ཇوط ሒሃ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ڣ؆ن ،αa “ γb “ 0 إذا ‚

ਃ಻ި݁؇ن. ๤ཇوط ሒሃ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ڣ؆ن ،βa “ δb “ 0 إذا ‚

ෛ੼ٺܹޚ۰. اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ๤ཇوط ڣ؆ن ،αa, βa, γb, δb ą 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا أ݁؇ ‚

:ሒሃ ،(16) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا إن

(17)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

y2 ` apxqy1 ` bpxqy “ 0, x Psa, br,

αay1paq ` βaypaq “ 0,

γby
1pbq ` δbypbq “ 0,

:6 .3 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
اܳޚݠف ዻዧᄔცو ݁أڎوم اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف أن ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ሒᇭ ৖৑ۋޓ

݁أڎو݁؇ً. لܝިن اࠍ੆ڎل۰ ๤དྷይዧوط ሒᇃ؇اܳټ

ݿٺިرم- ႟ၽނ) اࠍ੆ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد دراݿ۰ ༟ܹ٭ٷ؇ ዝ๎ะܭ ሐᇭႤၽ݁ ႟ၽނ আॻ༟ (16) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ܳٷܝٺص
ܳ٭ިڣ٭ܭ).
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:؇਍ಱᄴᄟ

`

e´Apxqy1
˘1

“ apxqe´Apxqy1 ` e´Apxqy2 “ e´Apxq py2 ` apxqy1q ,

.Apxq “ ´

ż x

a

apsq ds ۋ٭ت
ሐᇭႤၽৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،´e´Apxq اৎ৊گڎار ሒᇭ (16) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ๤ཟًب

:ሒᇿ؇اܳٺ
(18) ´pP pxqy1q1 ` Qpxqy “ gpxq, x P ra, bs,

ۋ٭ت:
P pxq “ e´Apxq ą 0, @x P ra, bs, Qpxq “ ´e´Apxqbpxq, gpxq “ ´e´Apxqfpxq.

:ሒሃ ،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ
(19) ´pP pxqy1q1 ` Qpxqy “ 0.

۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ๤ཟَب ،(18) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اৎ৊ٷ؇ݿٴ۰ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ૰૙৕৑؇ء
ڣٷ༶ڎ: ،ra, bs ا௯௫௵؇ل আॻ༟ وႤၽَ݁ܭ y اܳٺ؇ًؕ ሒᇭ (19)

(20) ´

ż b

a

ypxqpPy1q1pxq dx `

ż b

a

Qpxqy2pxq dx “ 0.

෠ຶڎ: اଫଃ༠৙৑ة، గጻዧފ؇واة ا৙৑ول اࠍ੆ڎ ࠍ੆ފ؇ب ً؇ܳٺ۠ݞف۰ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ً؇ݿٺ༱ڎام
ż b

a

ypPy1q1 dx “ rP pxqy1pxqypxqsb
a ´

ż b

a

P pxqpy1q2 dx.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ّܝٺص اܳٷ؇ڢݧ)، ৕৑ނ؇رة ا৖৑ཹྥٴ؇ه ؕ݁) (20) اܳأఈఃڢ۰ ሒᇭ ؇ዝཟل ਐಸأި ؜ٷڎࢱࣕ،

´

ˆ

rP pxqy1pxqypxqsb
a ´

ż b

a

P pxqpy1q2 dx

˙

`

ż b

a

Qpxqy2 dx “ 0.

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳأఈఃڢ۰ ෠ຶڎ اࠍ੆ڎود، و྘ོଫଐًص و݁ٷ۬،
ż b

a

P pxqpy1q2 dx `

ż b

a

Qpxqy2 dx “ rP pxqy1pxqypxqsb
a “ P pbqy1pbqypbq ´ P paqy1paqypaq.

:ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ّܝٺص ،(19) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً اৎ৊ݠڣگ۰ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
P paq, y1paq, ypaq, P pbq, y1pbq, ypbq.
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أن: ாணࣕ ࢾ ܳـܝ݆،
P pxq “ e´Apxq, Apxq “

ż x

a

apsqds.

و݁ٷ۬:
P paq “ e´Apaq “ e0 “ 1.

:ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ّܝٺص ،(19) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ߙߵڣݑ มฆܳا اܳޚٴ٭أ٭۰ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ڣ؆ن و༟ܹ٭۬
ypaq, y1paq, ypbq, P pbqy1pbq.

:ި۱ اܳأ؇م، ؇۳ၯၽނ أن أي
αaypaq ` βay1paq “ c,

αbypbq ` βbP pbqy1pbq “ d.

۰ਃಮ؇਍ು أي ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ؇ஓ୴د ஓ୷ܝٷٷ؇ ۋ٭ت اࠍ੊٭ྟ٭۰، اᄴᄟوال ً؇ݿٺ༱ڎام اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ۰ً؇঺঒ ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ
:႟ၽاܳލ আॻ༟ اܳأఈఃڢ۰ وّܝިن ڢޚٴ٭۰، ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ً؇ݿٺ༱ڎام pα, βq P R2 tp0, 0qu

pα, βq “ ρpcos θ, sin θq, ρ ą 0, θ P r0, πq.

اࠍ੆ڎل۰. ا๤དྷܳوط আॻ༟ اଫଃ༠৙৑ة ۰༶اܳٷྥ٭ ۱ڍه ܳٷޚٴݑ
.x “ a ֍ר׿

:؇਍ಱᄴᄟ
pαa, βaq “ ρap´ cos θa, sin θaq.

ا๤དྷܳط: لܝٺص و݁ٷ۬،
αaypaq ` βay1paq “ c,

:႟ၽاܳލ আॻ༟
ρap´ypaq cos θa ` y1paq sin θaq “ c.

෠ຶڎ: ،(c1 “ c
ρa

(ۋ٭ت ρa আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ًگފ۰݄
y1paq sin θa ´ ypaq cos θa “ c1.

.x “ b ֍ר׿
:؇਍ಱᄴᄟ

pαb, βbq “ ρbp´ cos θb, sin θbq.

ا๤དྷܳط: لݱٴں و݁ٷ۬،
αbypbq ` βbP pbqy1pbq “ d,
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:႟ၽاܳލ আॻ༟

ρbp´ypbq cos θb ` P pbqy1pbq sin θbq “ d.

෠ຶڎ: ،(d1 “ d
ρb

(ۋ٭ت ρb আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ًگފ۰݄ و݁ٷ۬
P pbqy1pbq sin θb ´ ypbq cos θb “ d1.

اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊أ۰݄݄ اܳݱ٭؞۰ আॻ༟ ොຶݱܭ و༟ܹ٭۬،

(21)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

´pP pxqy1q1 ` Qpxqy “ gpxq, x Psa, br,

y1paq sin θa ´ ypaq cos θa “ c1,

P pbqy1pbq sin θb ´ ypbq cos θb “ d1,

.θa, θb P r0, πq و ،x P ra, bs ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ P pxq ą 0 ؕ݁ ra, bs আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ّިاًؕ Q و P ۋ٭ت
اࠍ੆ڎل۰: ا๤དྷܳوط وَިع θ ل۰ اෑෂاو ّ؊༠ڍ۱؇ มฆܳا اܳگࡗࡲ ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ ༃لިࡵ ሒᇿ؇اܳٺ اࠍ੊ڎول

(اڤ༖ۻڵמ١) اڤ෕ໃط ֿܙع اݾষ׿ي اڤ෕ໃط ۝מ֏١ θ ١ֵ اളൂاو ؓמڵ١
(Dirichlet) لၯၽ٭۬ دߌߵ (ypbq “ 0 (أو ypaq “ 0 θ “ 0

(Neumann) ਃ಻ި݁؇ن (y1pbq “ 0 (أو y1paq “ 0 θ “ π
2

(Robin) ඔ൹ًرو / ෛ੼ٺܹޚ۰ αy ` βy1 “ 0 θ P p0, πqztπ
2 u

اৎ৊أ۰݄݄. اܳݱ٭؞۰ ሒᇭ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط وَިع θ ل۰ اෑෂاو ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ :3 .3 ༥ڎول

ຒ׿١ֵ ႞႐ջڲۻ ຒڞ ١ॴబ׿اຒوو وـܙد درا١۰ 2 .3 .3
ً ؇ਃಮ؇ዛኡ৖৑ ً ༟ڎدا ّگٴܭ أن ؇ዛዊܝஓ୷ პაႰ وۋ٭ڎاً، ً ఈః༡ ّگٴܭ أن ؇ዛዊܝஓ୷و ༡ܭ، أي ّگٴܭ ৖৑أ ༡ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ ஓ୷ܝ݆

اৎ৊ިاܳ٭۰. ᄭᄥ݁ټ৙৑ا ఈః༠ل ݆݁ ًިݪިح وݿٷఈఃۋޙ۬ ً ݿ؇ًگ؇ إܳ٭۬ ؇َ๤ཇأ ؇݁ و۱ڍا اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁
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: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: لၯၽ٭۬ ᄴᄟߌߵ اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(22)
$

&

%

y2 ` 4y “ 0, x P

ı

0,
π

4

”

,

yp0q “ ´2, y
´π

4

¯

“ 10.

:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ
y2 ` 4y “ 0,

.؇ୖ୒ ً ۊޚ٭؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ඔ൹ّأ٭ لܝࠕࠫ اܳأ؇م، ؇۳ܹ༡ ඔ൹ܳٺأ٭ .۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި .ypxq “ erx اܳٺ؇ًؕ ༃੶ߖߵ ،۰ਐಸ؇ٔ ؇ዛኤఈః݁؇݁أ أن ؇ஓ୾و

ل۰): ଫଊ᛻੊اࠍ) ا଩ଃ݄ৎ৊ة
r2 ` 4 “ 0,

:ඔ൹اڣگଫଐ݁ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ ሒሃو
r1 “ ´2i, r2 “ 2i.

:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬،
ypxq “ c1 cosp2xq ` c2 sinp2xq,

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام ؇݄ዛዊَأ٭ ܋٭ڰ٭؇ن ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

yp0q “ ´2 ùñ c1 “ ´2,

و
y
´π

4

¯

“ 10 ùñ c1 cos
´π

2

¯

` c2 sin
´π

2

¯

“ 10

ùñ c2p1q “ 10

ùñ c2 “ 10.

:ި۱ ”

0,
π

4

ı ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اܳިۋ٭ڎ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ ´2 cosp2xq ` 10 sinp2xq.
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x

y

0.25 0.5 π
4

5 -

0

5

10

yp0q “ ´2

yp π
4 q “ 10

.(22) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ࠍ੆ܭ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :3 .3 ႟ၽނ

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: (ඔ൹ًرو ᄭᄟ؊݁ފ) ا௰௯௫ٺܹޚ۰ ا๤དྷܳوط ذات اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(23)
$

&

%

y2 ` 9y “ cos x, x P

ı

0,
π

2

”

y1p0q “ 5, y
´π

2

¯

“ ´
5
3

.

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ሒሃ (23) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ߺࠊل إن
y2 ` 9y “ cos x,

.y ´π

2

¯

“ ´
5
3

و y1p0q “ 5 ඔ൹ڎل੆اࠍ ඔ൹ޗ๤དྷܳا ොູگݑ มฆܳا
اܳأ؇م ؇۳ܹ༡ .۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ۊޚ٭۰ (23) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ሒᇭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ఈఃَۋޓ

:႟ၽاܳލ ݆݁
ypxq “ yhpxq ` yppxq,
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اৎ৊ݠڣگ۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ި۱ yh ۋ٭ت

(24) y2 ` 9y “ 0.

اܳٺ؇ًؕ ༃੶ߖߵ ،؇۳ܹ੆ࠍ .೑ಸٔިا ؇ዛኤఈః݁؇݁أ ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (24) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ
ا଩ଃ݄ৎ৊ة: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި .ypxq “ erx

r2 ` 9 “ 0,

.r2 “ 3i و r1 “ ´3i :ඔ൹اڣگଫଐ݁ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ ሒሃو
إذن:

y1pxq “ cosp3xq و y2pxq “ sinp3xq,

.۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دగጻዧ أݿ؇ݿ٭؇ن ఈః༡ن ؇ᆇᆅ
:ި۱ (24) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،

yhpxq “ c1 cosp3xq ` c2 sinp3xq,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
.೑ಸاܳټިا ଫଃّ؞٭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ yp ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ا৚৑ن ౫ౖరت

:႟ၽاܳލ ݆݁ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت أي
yppxq “ c1pxqy1pxq ` c2pxqy2pxq “ c1pxq cosp3xq ` c2pxq sinp3xq.

:ඔ൹ݿ؇ݿ٭৙৑ا ඔ൹ܹ࠯࠵࠺ ௧ௌ૭૙رو ො੼ڎد ً ৖৑أو ොຶފص

W pxq “

∣∣∣∣∣∣ cosp3xq sinp3xq

´3 sinp3xq 3 cosp3xq

∣∣∣∣∣∣ “ 3 cos2p3xq ` 3 sin2p3xq “ 3.

:ඔ൹ڢٺఈఃܳأ؇ً c2pxq و c1pxq اܳٺިاًؕ ݁ލٺگ؇ت ّأُޚް

c1
1pxq “

´y2pxqfpxq

W pxq
“

´ sinp3xq cos x

3
,

c1
2pxq “

y1pxqfpxq

W pxq
“

cosp3xq cos x

3
.
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اৎ৊ټܹټ٭۰: لܭ اܳٺۜި ଫଃّ؇دݿ ૭૙ٺ༱ڎم ،c2pxq و c1pxq ෠ຬ৕৑؇د

sin a cos b “
1
2

rsinpa ` bq ` sinpa ´ bqs ùñ sinp3xq cos x “
1
2

rsinp4xq ` sinp2xqs,

cos a cos b “
1
2

rcospa ` bq ` cospa ´ bqs ùñ cosp3xq cos x “
1
2

rcosp4xq ` cosp2xqs.

ڣٷ༶ڎ: ،c1
1pxq Ⴄၽَ݁ܭ إذن،

c1pxq “

ż

´
1
6

rsinp4xq ` sinp2xqs dx

“ ´
1
6

„

´
1
4

cosp4xq ´
1
2

cosp2xq

ȷ

“
1
24

cosp4xq `
1
12

cosp2xq.

ڣٷ༶ڎ: ،c1
2pxq وႤၽَ݁ܭ

c2pxq “

ż

1
6

rcosp4xq ` cosp2xqs dx

“
1
6

„

1
4

sinp4xq `
1
2

sinp2xq

ȷ

“
1
24

sinp4xq `
1
12

sinp2xq.

:yppxq اࠍ੅؇ص اࠍ੆ܭ ؜ٴ؇رة ሒᇭ ا৚৑ن َأިض
yppxq “

„

1
24

cosp4xq `
1
12

cosp2xq

ȷ

cosp3xq `

„

1
24

sinp4xq `
1
12

sinp2xq

ȷ

sinp3xq.

اᄴᄟݿٺިر وً؇ݿٺ༱ڎام ،۰ዛኞ؇ྥލৎ৊ا اࠍ੆ڎود وᆇ໶໢٭ؕ ๤དྷྡྷܳ؇ً
cospa ´ bq “ cos a cos b ` sin a sin b,

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن
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yppxq “
1
24

rcosp4xq cosp3xq ` sinp4xq sinp3xqs `
1
12

rcosp2xq cosp3xq ` sinp2xq sinp3xqs

“
1
24

cosp4x ´ 3xq `
1
12

cosp3x ´ 2xq

“
1
24

cos x `
1
12

cosp´xq

“

ˆ

1
24

`
2
24

˙

cos x “
3
24

cos x “
1
8

cos x.

:ި۱ ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
yppxq “

1
8

cos x.

:ި۱ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ c1 cosp3xq ` c2 sinp3xq `

1
8

cos x,

اࠍ੆ڎل۰. ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام ا৚৑ن ؇݄ዛዊَأ٭ ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

y1pxq “ ´3c1 sinp3xq ` 3c2 cosp3xq ´
1
8

sin x.

૭૙ྥٷٺھ: ،ᄭᄟ؊ފగጻዧ ا৙৑ول اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ݆݁
y1p0q “ 5 ùñ 3c2 “ 5 ùñ c2 “

5
3

.

෠ຶڎ: ،ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط و݆݁
y
´π

2

¯

“ ´
5
3

ùñ c1 cos
ˆ

3π

2

˙

` c2 sin
ˆ

3π

2

˙

`
1
8

cos
´π

2

¯

“ ´
5
3

.

ّݱٴں: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن ،sin
`3π

2

˘

“ ´1 و cos
`

π
2

˘

“ 0 و cos
`3π

2

˘

“ 0 أن ؇ஓ୾
´c2 “ ´

5
3

ùñ c2 “
5
3

.

(ஓ୷ܝٷ۬ ً රඞا c1 ೑ಸ؇اܳټ ਊಱࠔࠥ ඔ൹༡ ሒᇭ ،c2 ೑ಸ؇ټይዧ اܳگ٭۰݄ َڰݴ لأޚ٭؇ن ඔ൹ڎل੆اࠍ ඔ൹ޗ๤དྷܳا أن ఈఃَۋޓ
ۋگ٭گ٭۰). ڢ٭۰݄ أي أ༠ڍ
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݆݁ وّܝިن ،“0, π
2

‰ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁ٷٺٍ۬ ଫଃ༚ ً ༟ڎدا ّگٴܭ (23) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
:႟ၽاܳލ

ypxq “ c1 cosp3xq `
5
3

sinp3xq `
1
8

cos x,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c1 ۋ٭ت

x

y

0.5 1 π
2

2 -

0

2 C1 “ ´1
C1 “ ´0.5
C1 “ 0
C1 “ 0.5
C1 “ 1

yp π
2 q “ ´ 5

3

y1p0q “ 5

(23) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :4 .3 ႟ၽނ

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(25)
$

&

%

y2 ` 4y “ 0, x Ps0, 2πr,

yp0q “ ´2, yp2πq “ 3.

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أن إਊು؇ت ஓ୷ܝ݆
y2 ` 4y “ 0,

:ި۱
ypxq “ c1 cosp2xq ` c2 sinp2xq.

෠ຶڎ: ،ᄭᄟ؊ފৎ৊؇ً اৎ৊ݠڣگ۰ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
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yp0q “ ´2 ùñ c1 cosp0q ` c2 sinp0q “ ´2 ùñ c1 “ ´2,

و
yp2πq “ 3 ùñ c1 cosp4πq ` c2 sinp4πq “ 3 ùñ c1p1q ` c2p0q “ 3 ùñ c1 “ 3.

c1 “ 3 و c1 “ ´2) c1 ೑ಸ؇اܳټ ܳٷڰݴ ඔ൹ٺܹڰٺෛ੼ ඔ൹ڢ٭݄ٺ ّأޚ޶ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط أن ఈఃَۋޓ
ّگٴܭ ৖৑ (25) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ݁أ؇ً. ඔ൹ޗ๤དྷܳا ොູگݑ ᄭᄟ؇༲اݿٺ มฃلأ و۱ڍا وا༡ڎ)، آن ሒᇭ

༡ܭ. أي

x

y

π 2π

0

3
C2 “ ´1.5

C2 “ 0

C2 “ 1.5

yp0q “ ´2

yp2πq “ 3
ຒڞ ֵܙຖ׿ ेू

ڣگޔ. ا৙৑ول اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ොູگݑ มฆܳا (25) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :5 .3 ႟ၽނ

༡ڎل۰. ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو ܳިۏިد Ⴄ၍ڣ٭۰ ً ๤ཇوޗ؇ ঌॻل ڣ٭݄؇ َگڎم
اܳٺ؇ܳ٭۰: ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ؇਍ಱᄴᄟ

: 1 .3 .3 ڲ٢જ੻ר١
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ
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(26)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

´pP pxqy1q1 ` Qpxqy “ gpxq, x Psa, br,

y1paq sin θa ´ ypaq cos θa “ γa,

P pbqy1pbq sin θb ´ ypbq cos θb “ γb,

ۋ٭ت:
P P C1pra, bsq, @x P ra, bs, P pxq ą 0, Q P Cpra, bsq,

ۋگ٭گ٭۰. ೑ಸٔިا γb و γa و
݁ٺႤၽڣ٪ٺ؇ن: ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ٺ྘اܳگݯ إن

(21) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؆ن ،γb و γa ೑ಸاܳټިا ೑಻Ⴄ၍ ً وأل؇ g P Cpra, bsq ًؕ؇ّ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ (أ)
وۋ٭ڎاً. ً ఈః༡ ّگٴܭ

وا๤དྷܳوط): ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا) ؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا (ب)

(27)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

´pP pxqy1q1 ` Qpxqy “ 0, x Psa, br,

y1paq sin θa ´ ypaq cos θa “ 0,

P pbqy1pbq sin θb ´ ypbq cos θb “ 0,

.؇ୖ୒ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ّگٴܭ

ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ (26) ً ၯ၍٭؇ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ሒሃ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰، ܳٷ؇ ؇ዛᔻّگڎ มฆܳا ۰༶اܳٷྥ٭
؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ೑಻Ⴄ၍ إذا وڣگޔ إذا

وۋ٭ڎاً. ً ఈః༡ y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ّگٴܭ (27)
ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ (27) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ّگٴܭ ปฆ݁ اोूن: اिऻ܋ۑوح اڤۻ܎ال

.ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃஓ஁ ،ዻዧذ আॻ༟ ۰ً؇༥ఇዳዧ ୒ୖ؇؟
࿠࿮ֵמٝ. Ⴅ႐ܽݦ اݾষ׿١ֵ اڤ෕ໃوط .1 ႞႐ոষاݾ

أن: َڰݠض
θa “ θb “ 0,

ّݱٴں: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط أن أي
ypaq “ ypbq “ 0.
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َگڎم .(27) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ਊು৕৑؇ت اᄳᄟروة ݁ٴڎأ ૭૙ٺ༱ڎم ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ሒᇭ اৎ৊ٴڎأ ۱ڍا

: اႤ႐روة) (ڲץ׿أ 2 .3 .3 ڲ٢જ੻ר١
Ⴄ၍ن: وᎂذا لၯၽ٭۬)، ᄴᄟߌߵ ا๤དྷܳوط (أي θa “ θb “ 0 Ⴄ၍ن إذا
@x Psa, br, Qpxq ą 0,

.؇ୖ୒ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ّگٴܭ (27) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؆ن

.ሒᇿިاৎ৊ا اৎ৊ټ؇ل ܳٷڎرس

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(28)
$

&

%

´pe2xy1q1 ` pe´x sin xqy “ cos x, x Ps0, πr,

yp0q “ 2, ypπq “ 1.

إذا وڣگޔ إذا ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ ሒሃو ،۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ لၯၽ٭۬ ᄴᄟߌߵ ༡ڎل۰ ᄭᄟ؊݁ފ ሒሃ (28) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا إن
:؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ Ⴄ၍ن

(29)
$

&

%

´pe2xy1q1 ` pe´x sin xqy “ 0, x Ps0, πr,

yp0q “ 0, ypπq “ 0,

.y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ި۱
اᄳᄟروة. ݁ٴڎأ ๤ཇوط ොູگݑ ݆݁ ᄕც؊ਐ಻ لၯၽ٭۬، دߌߵ ᄭᄟ؊ފஓ୾ ੯੩أਐಱ ਵਦ৙৑ا أن ؇ஓ୾و ،ዻዧᄳᄟو

أن: ఈఃَۋޓ
Qpxq “ e´x sin x ą 0, @x Ps0, πr.

.y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ި۱ (29) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ ڣ؆ن اᄳᄟروة، ݁ٴڎأ وۋފص ،ዻዧᄳᄟو
.r0, πs ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ (28) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ لၯၽ٭۬ دߌߵ ᄭᄟ؊݁ފ ڣ؆ن و݁ٷ۬،
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اୡୠଡ଼׫ڪ܋١. اݾষ׿١ֵ اڤ෕ໃوط .2 ႞႐ոষاݾ

أن: َڰଫଐض
π

2
ď θb ă π, 0 ď θa ď

π

2
.

(݁ٴڎأ اܳޚ؇ڢ۰" "Ⴄၽّ݁ܭ ݁ٴڎأ ૭૙ٺأ݄ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .ඔ൹ًرو أو ਃ಻ި݁؇ن َިع ݆݁ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط أن أي
اܳޚ؇ڢ۰).

: (١ؓոاڤ܋ ပ࿮ׂڲڞ (ڲץ׿أ 3 .3 .3 ڲ٢જ੻ר١
أن: َڰݠض

@x P ra, bs, Qpxq ě 0,

أي: ෛ੼ٺܹޚ۰، اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط أن وَڰݠض
π

2
ď θb ă π, 0 ď θa ď

π

2
.

ොູگݑ إذا ،؇ୖ୒ ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ّگٴܭ (27) ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ؜ٷڎࢱࣕ،
:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ ඔ൹ޗ๤དྷܳا أ༡ڎ

ොຳ٭ت: c P ra, bs َگޚ۰ ل༥ިڎ (أ)
Qpcq ą 0.

لၯၽ٭۬ دߌߵ ๤ཇط ި۱ a اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ا৙৑ول اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط أن ا๤དྷܳط ۱ڍا มฃلأ .θa “ 0 (ب)
.(ypaq “ 0 (أي

(Sturm-Liouville) ۳׫ܙرم-ڤמܙؔמڞ ႞႐ջڲۻ 3 .3 .3
.λ P R ۋگ٭ࠔࠫ ًިݿ٭ޔ ੯੩أਐಾ ༡ڎل۰ ᄭᄟ؊݁ފ ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ ஓ஄ټܭ

:ሒᇆ৚৑ا ި۱ اܳأ؇م ؇۳ၯၽނ

(30)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

´pP pxqy1q1 ` Qpxqy “ λy, x Psa, br,

y1paq sin θa ´ ypaq cos θa “ 0,

P pbqy1pbq sin θb ´ ypbq cos θb “ 0,
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.θa, θb P r0, πr و ،x P ra, bs ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ P pxq ą 0 ؕ݁ ra, bs আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠان ّ؇ًأ؇ن Q و P ۋ٭ت
اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ۰ਃಾاᄳᄟا (اܳگࡗࡲ ؇ୖ୒ ۰ਃಾاᄳᄟا ๤ཛྷ؇اܳأٷ ඔ൹ّأ٭ ሒᇭ ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ دراݿ۰ റണ೺ټܭ

.(؇ዛኞ
:ሒᇿ؇اܳٺ لژ اܳٺأݠ ؇਍ಱᄴᄟ
: 1 .3 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ଫଃ༚ ً ఈః༡ ؇۳ܹ༥أ ݆݁ اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڢٴܹب إذا (30) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ؇ዛኡإ λ P R ؜݆ َگިل
اৎ৊أڎوم). ይዧٺ؇ًؕ ݁ޚ؇ًݑ ଫଃ༚) ّ؇ڣ۬

λ ّأިلݥ (ًأڎ و༥ڎَ؇ه اᄳᄟي اৎ৊أڎوم ଫଃ༚ اࠍ੆ܭ ް݄૭૏و ،۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ ް݄૭૜ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
.λ ً؇ܳگ٭۰݄ اৎ৊ݠڣݑ ሒᇆاᄳᄟا ً؇ܳٺ؇ًؕ (ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ

:ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ڰݱܭ اৎ৊ټ؇ل ૭૙ٺأݠض ᆇᅦܹ٭؇ً، ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ اܳگࡗࡲ ۋފ؇ب و܋٭ڰ٭۰ لژ اܳٺأݠ ۱ڍا ܳٺިݪ٭ں

: ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(31)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

y2 ` λy “ 0, x Ps0, 1r,

yp0q “ 0,

yp1q ` y1p1q “ 0.

ෛ੼ٺܹޚ۰. ۰૭૙؇༶݁ٺ ༡ڎل۰ ᄭᄟ؊݁ފ ሒሃ (31) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا إن
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ

y2 ` λy “ 0,

ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ: ႟ၽނ আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ وஓ୷ܝ݆ ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ
´p1 ¨ y1q1 “ λy ùñ ´py1q1 “ λy.

اৎ৊ݠڣگ۰: ا଩ଃ݄ৎ৊ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا َܝٺص ،؇۳ܹ੆ࠍ
(32) r2 ` λ “ 0.
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৖৑؇༡ت: ఈఃٔث ଩ଃஓ஁

.λ ă 0 :1 ႞႐ոষاݾ
.r “ ˘α ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ ا଩ଃ݄ৎ৊ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا .α ą 0 ؕ݁ λ “ ´α2 َݯؕ

:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬،
ypxq “ c1 coshpαxq ` c2 sinhpαxq.

.c1 “ 0 أن ૭૙ྥٷٺھ ،yp0q “ 0 ا৙৑ول اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ݆݁
إذن،

ypxq “ c2 sinhpαxq.

෠ຶڎ: ،y ؜ٴ؇رة ً؇ނٺگ؇ق
y1pxq “ c2α coshpαxq.

෠ຶڎ: ،yp1q ` y1p1q “ 0 ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ݆݁
c2
`

sinhpαq ` α coshpαq
˘

“ 0.

.coshpαq ą 0 و sinhpαq ą 0 ڣ؆ن ،α ą 0 أن ؇ஓ୾
.c2 “ 0 أن ً؇๤ཟܳورة ዻዧذ ؜݆ ཯ྡྷٺھ ਍ಱأڎم. أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑و ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص ඔ൹ڢިݿ ඔ൹ً اৎ৊گڎار و༟ܹ٭۬،

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ ݿ؇ܳٴ۰ ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ༥ިّڎ ৖৑ أَ۬ มฃلأ و۱ڍا .y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ި۱ اࠍ੆ܭ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
.λ “ 0 :2 ႞႐ոষاݾ

ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و༟ܹ٭۬، .r “ 0 ً ݁ݯ؇؜ڰ؇ ً ఈః༡ ّگٴܭ (32) ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰

ypxq “ c1 ` c2x.

اࠍ੆ڎل۰: ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام ೑ಸاܳټިا ඔ൹َأ
yp0q “ 0 ùñ c1 “ 0,

و
yp1q ` y1p1q “ 0 ùñ c2p1q ` c2 “ 0 ùñ 2c2 “ 0 ùñ c2 “ 0.

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ྘ܳފب λ “ 0 و݁ٷ۬، .y ” 0 ڣ؆ن ቕ቉ و݆݁
.λ ą 0 :3 ႞႐ոষاݾ

.α ą 0 ؕ݁ λ “ α2 َݯؕ
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:আॻ༟ ොຶݱܭ ا଩ଃ݄ৎ৊ة، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި

r2 ` α2 “ 0 ùñ r “ ˘iα.

:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬،
ypxq “ c1 cospαxq ` c2 sinpαxq.

෠ຶڎ: ا৙৑ول، اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ਐಸޚٴ٭ݑ
yp0q “ 0 ùñ c1 “ 0.

႟ၽاܳލ ݆݁ لݱٴں اࠍ੆ܭ إذن
ypxq “ c2 sinpαxq.

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن وً؇৖৑ނٺگ؇ق،
y1pxq “ c2α cospαxq.

෠ຶڎ: ،yp1q ` y1p1q “ 0 ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ਐಸޚٴ٭ݑ
c2 sinpαq ` c2α cospαq “ 0 ùñ c2

`

sinpαq ` α cospαq
˘

“ 0.

:๴ཟلگٺ ؇ᆙᆘ ،c2 ‰ 0 لܝިن أن ෠ຬص ّ؇ڣ۬، ଫଃ༚ ༡ܭ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل
sinpαq ` α cospαq “ 0.

ۋ٭ت ً ل؇ݪ٭؇ ر ݁ފٺۜ٭ܭ و۱ڍا اܳިڢب َڰݴ ሒᇭ sinpαq اَأڎم ৖৑ᎂو) ਍ಱأڎم أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑ cospαq أن ؇ஓ୾
:cospαq আॻ༟ اܳگފ۰݄ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،( cos2 x ` sin2 x “ 1 أن

tanpαq ` α “ 0 ùñ α “ ´ tanpαq.

ᄭᄟأ؇دగጻዧ اৎ৊ިۏٴ۰ اࠍ੆ߺࠊل ሒሃ αn ۋ٭ت ،λn “ α2
n ሒሃ (31) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

.x “ ´ tan x اৎ৊ټܹټ٭۰
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1 2 3 4 5 6 7

´6

´4

´2

2

4

6

α1 « 2.03

α2 « 4.91

α

fpαq

y “ α
y “ ´ tan α

.x “ ´ tan x ᄭᄟأ؇دగጻዧ ඔ൹݁ިۏٴ ඔ൹ܹ༡ ৙৑ول ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :6 .3 ႟ၽނ

:ሒሃ ؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ
ynpxq “ cn sinpαnxq,

݁أڎوم. ଫଃ༚ ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ cn ۋ٭ت
اܳٺگݠ཯ྟ٭۰: اܳگࡗࡲ أ༥ܭ ݆݁ ،r0, 1s ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ypxq “ sinpαxq ሒᇆاᄳᄟا ይዧٺ؇ًؕ ሒᇃ؇ਃಸ ஓ஄ټ٭ܭ أدَ؇ه،

α1 « 2.03, α2 « 4.91, α3 « 7.98.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

´1

´0.5

0.5

1

1

x

ypxq

y1pxq “ sinpα1xq

y2pxq “ sinpα2xq

y3pxq “ sinpα3xq

(31) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٺިاًؕ ܳٴأݥ ሒᇃ؇ਃಸ ஓ஄ټ٭ܭ :7 .3 ႟ၽނ

اܳٺ؇ܳ٭۰: ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ؇਍ಱᄴᄟ

: 4 .3 .3 ڲ٢જ੻ר١
ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ: ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

(33)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

´pP pxqy1q1 ` Qpxqy “ λy, x Psa, br,

α1ypaq ` β1y
1paq “ 0,

α2ypbq ` β2y
1pbq “ 0,

،α1 و ،x P ra, bs ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ P pxq ą 0 ؕ݁ ،ra, bs আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠان ّ؇ًأ؇ن Q و P ۋ٭ت
.(α2, β2 وᄔცا ݁أ؇ً، ඔ൹݁݁أڎو ྘ܳފ؇ α1, β1 (ۋ٭ت ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا β2 و α2 ،β1

݁ٺأ؇݁ڎة ؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ๤ཛྷڣ۰)، ؜گڎل۰ (྘ܳފب ۋگ٭گ٭۰ (33) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ إن
.ปฃ݁ټ ปฃ݁ټ

ا٢જ੻िऻר١: إոॻలت
ؼؠמؠמ١. (33) ႞႐ջۻஈኬቘ ١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ أن إոॻలت .1

َݯؕ:
Lpyq “ ´pP pxqy1q1 ` Qpxqy,

.ঌॻّڰ؇ݪ ݁ޝߜߵ و۱ި
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أن: أي .؇ዛኞ ً ਵਦڣگ؇ ً ؇ਃಾذا ً ّ؇ًأ؇ y و (33) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ ܳٺܝ݆
´pP pxqy1q1 ` Qpxqy “ λy.

ؕ݁ اܳأگڎي اৎ৊ݠاڣݑ ྲྀྥٴڎلܭ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ) ۋگ٭ࠔࠫ x ଫଃٺ؞ৎ৊ا أن ؇ஓ୾و ،ඔ൹ޚݠڣይዧ اܳأگڎي اৎ৊ݠاڣݑ ً؊༠ڍ
෠ຶڎ: اৎ৊ލٺگ۰)،

´

´

P pxqy1

¯1

` Qpxqȳ “ λ̄ȳ.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝُٺص ࠯࠵࠾ڎاء، اܳأگڎي اৎ৊ݠاڣݑ ۊިاص وً؇ݿٺ༱ڎام
´

´

P pxqȳ1
¯1

` Qpxqȳ “ λ̄ȳ.

P pxq “ أي ،؇݄ዛዀَڰފ ඔ൹اܳٺ؇ًأ ૭૏؇وي ਵਦاڣگ۳݄؇ ڣ؆ن ۋگ٭گ٭۰، ً ڢ٭݄؇ ل؊༠ڍان Q و P ඔ൹اܳٺ؇ًأ أن ؇ஓ୾
:আॻ༟ ොຶݱܭ ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ዻዧذ ਐಸأިلݥ .Qpxq “ Qpxq و P pxq

´pP pxqȳ1q1 ` Qpxqȳ “ λ̄ȳ.

أن: ً؇ܳݯٴޔ มฃلأ و۱ڍا
Lpȳq “ λ̄ȳ.

:؇਍ಱᄴᄟ
ȳLpyq ´ yLpȳq “ pλ ´ λ̄qyȳ.

෠ຶڎ: ،b ሌᇿإ a ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
(34) pλ ´ λ̄q

ż b

a

yȳ dx “

ż b

a

pȳLpyq ´ yLpȳqq dx.

:7 .3 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
:؇਍ಱᄴᄟ ،x P ra, bs ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .y : ra, bs Ñ C اܳٺ؇ًؕ ܳ٭ܝ݆ :ঌॻل ؇ஓ୾ ாணࣕ ࢾ

ypxqȳpxq “ |ypxq|2.

و༟ܹ٭۬،
ż b

a

ypxqȳpxq dx “

ż b

a

|ypxq|2 dx.
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:(34) اܳأఈఃڢ۰ ݆݁ ݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف ܳٷۜފص
I “

ż b

a

pȳLpyq ´ yLpȳqq dx.

:؇਍ಱᄴᄟ
I “

ż b

a

ȳ r´pP pxqy1q1 ` Qpxqys dx ´

ż b

a

y r´pP pxqȳ1q1 ` Qpxqȳs dx

“ ´

ż b

a

pP pxqy1q1ȳ dx `

ż b

a

pP pxqȳ1q1y dx.

෠ຶڎ: ً؇ܳٺ۠ݞف۰، ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ً؇ݿٺ༱ڎام
ż b

a

pPy1q1ȳ dx “ rP ȳy1s
b
a ´

ż b

a

Py1ȳ1 dx,

و
ż b

a

ypP ȳ1q1 dx “ rPyȳ1s
b
a ´

ż b

a

Py1ȳ1 dx.

:আॻ༟ وොຶݱܭ اৎ৊ٺٴگ٭۰ اܳٺఈః݁Ⴄၽت ଩ଐ᛻ෛູل ،ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ًޚݠح
I “ rP pxqpyȳ1 ´ ȳy1qs

b
a .

اݾষ׿١ֵ: اڤ෕ໃوط ׂ܋ץמۂ
؇਍಻؇لأޚ٭ اܳأگڎي، ਵਦاڣگ۬ ؕ݁ ،a اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ڣ؆ن ۋگ٭گ٭؇ن، β1 و α1 ඔ൹ਐಸ؇اܳټ أن ؇ஓ୾

اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ

(35)
$

&

%

ypaqα1 ` y1paqβ1 “ 0,

ȳpaqα1 ` ȳ1paqβ1 “ 0.

:ඔ൹ܳި۳௵௯௫ا ؇ᆇᆅ β1 و α1 ඔ൹ਐಸ؇اܳټ ଫଊَأٺ ۋ٭ت ،ሒᇭި݁ݱڰ ႟ၽނ আॻ༟ ᄭᄥ৵৩ৠا ۱ڍه ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝٷٷ؇
˜

ypaq y1paq

ȳpaq ȳ1paq

¸˜

α1

β1

¸

“

˜

0
0

¸

.(|α1|`|β1| ‰ 0 ً(أي ݁أ؇ ඔ൹݁݁أڎو ྘ܳފ؇ β1 و α1 ඔ൹ਐಸ؇اܳټ أن َأ޺޾ ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ، ᄭᄟ؊݁ފ ๤ཇوط ݆݁
ّ؇ڣ۬. ଫଃ༚ ً ఈః༡ ّگٴܭ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا أن มฃلأ ۱ڍا
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لܝިن أن ෠ຬص ّ؇ڣ۬، ଫଃ༚ ً ఈః༡ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ᄭᄥᆇᅹ ّگٴܭ ௧ௌܳـ اࠍ੅ޚ޶، ଫଊ᛻੊اࠍ ۱ଫଊ݁ٷ؇ت ۋފص
أي: ݁أڎو݁؇. ො੼ڎد۱؇

det “

∣∣∣∣∣∣ypaq y1paq

ȳpaq ȳ1paq

∣∣∣∣∣∣ “ 0

و݁ٷ۬،
ypaqȳ1paq ´ ȳpaqy1paq “ 0.

෠ຶڎ: ݁أ؇ً)، ඔ൹݁݁أڎو ྘ܳފ؇ β2 و α2 أن (ً؇؜ٺٴ؇ر b اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ً ؇݁؇ஓ஄ لگ۰ اܳޚݠ و਍ಸڰݴ
ypbqȳ1pbq ´ ȳpbqy1pbq “ 0.

෠ຶڎ: ،I ؜ٴ؇رة ሌᇿإ وً؇ܳأިدة

I “ rP pxqpyȳ1 ´ ȳy1qs
b
a “ P pbq pypbqȳ1pbq ´ ȳpbqy1pbqq

loooooooooooomoooooooooooon

“0

´P paq pypaqȳ1paq ´ ȳpaqy1paqq
looooooooooooomooooooooooooon

“0

:(34) اܳأఈఃڢ۰ وّݱٴں .I “ 0 ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،

pλ ´ λ̄q

ż b

a

|ypxq|2 dx “ 0.

:ً؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص اܳٺႤၽ݁ܭ ڣ؆ن ݁أڎوم)، ଫଃ༚ ڣ۳ި ሒᇿ؇وً؇ܳٺ) ሒᇆذا ًؕ؇ّ y أن ؇ஓ୾
ż b

a

|ypxq|2 dx ą 0.

.(λ P R) ۋگ٭گ٭۰ λ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ إذن، .λ “ λ̄ أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ،λ ´ λ̄ “ 0 لܝިن أن ౫౜దࡤࡲ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
.ඌ൴ڲ׭ ඌ൴ڲ׭ ڲ׫ո֔ڲ׿ة ١ॴయاႤ႐ا ֆּاڤ׫ܙا أن إոॻలت .2

.λn ‰ λm ۋ٭ت ،ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ λm و λn ඔ൹ٺ྘ོاᄳᄟا ඔ൹ܳگ٭݄ٺ؇ً ඔ൹ڣگਵਦ ඔ൹ਃಾذا ඔ൹ًأ؇ّ ym و yn ܳ٭ܝ݆
:ปฃأஓ୾

(36) Lpynq “ λnyn,

(37) Lpymq “ λmym.

෠ຶڎ: ،ሌᇿو৙৑ا ݆݁ ۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا وًޚݠح yn ሒᇭ (37) ᄭᄟأ؇دৎ৊وا ym ሒᇭ (36) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ๤ཟًب
ymLpynq ´ ynLpymq “ pλn ´ λmqynym.
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ا৙৑ول، اࠍ੊ݞء ሒᇭ ؇ዛኞ ᆇᅪٷ؇ มฆܳا ً؇ܳٺ۠ݞف۰ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ۊޚިات َڰݴ واݿٺ༱ڎام b ሌᇿإ a ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
اܳٺႤၽܹ݁٭۰: identity Lagrange's ༇ຍاਵؗ৖৑ ݁ٺޚ؇ًگ۰ আॻ༟ ොຶݱܭ

(38) pλn ´ λmq

ż b

a

ynym dx “ rP pxqpyny1
m ´ ymy1

nqs
b
a .

اݾষ׿١ֵ: اڤ෕ໃوط ׂ܋ץמۂ
؜ٷڎ اࠍ੆ڎل۰. ا๤དྷܳوط َڰݴ ොຬگگ؇ن ؇݄ዛኡ؆ڣ ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ، ᄭᄟ؊ފৎ৊ ఈః༡ن ؇ᆇᆅ ym و yn ඔ൹اܳٺ؇ًأ أن ؇ஓ୾

.a اܳٷگޚ۰
أي:

$

&

%

ynpaqα1 ` y1
npaqβ1 “ 0,

ympaqα1 ` y1
mpaqβ1 “ 0.

اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ۱ڍه ڣ؆ن اܳڰݠض، ًۋފص ݁أ؇ ඔ൹݁݁أڎو ྘ܳފ؇ ؇݄ዛኡأ ؇ஓ୾و ،ඔ൹ܳި۳௵௯௫ا ؇ᆇᆅ β1 و α1 ً؇؜ٺٴ؇ر
ّ؇ڣ۬. ଫଃ༚ ً ఈః༡ ّگٴܭ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ∣∣∣∣∣∣ynpaq y1
npaq

ympaq y1
mpaq

∣∣∣∣∣∣ “ ynpaqy1
mpaq ´ ympaqy1

npaq “ 0.

෠ຶڎ: ،(β2 و α2 ඔ൹ਐಸ؇اܳټ (ًިاݿޚ۰ b اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ اࠍ੅ޚިات َڰݴ وਐಸޚٴ٭ݑ
ynpbqy1

mpbq ´ ympbqy1
npbq “ 0.

أن: ෠ຶڎ ،(38) اܳأఈఃڢ۰ ݆݁ ݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
rP pxqpyny1

m ´ ymy1
nqs

b
a “ 0.

:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں و༟ܹ٭۬،
(39) pλn ´ λmq

ż b

a

ynpxqympxq dx “ 0.

ڣٴگފ۰݄ .λn ´ λm ‰ 0 أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ،(λn ‰ λm) ෛ੼ٺܹڰٺ؇ن ඔ൹ٺ྘ོاᄳᄟا ඔ൹اܳگ٭݄ٺ أن ڣݠݪٷ؇ ܳـܝٷٷ؇
:আॻ༟ ොຶݱܭ ،λn ´ λm আॻ༟ (39) ሒᇭޗݠ

ż b

a

ynpxqympxq dx “ 0.

اܳފగఒ޶ ࠯࠵࠾ڎاء ً؇ܳྡྷފٴ۰ ปฃ݁ټ ปฃ݁ټ ݁ٺأ؇݁ڎة ّިاًؕ ሒሃ ෛ੼ٺܹڰ۰ ۰ਃಾذا ًگࡗࡲ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٺިاًؕ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
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.L2psa, brq اܳڰݯ؇ء ሒᇭ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰༶اܳٷྥ٭ ؇਍ಱᄴᄟ
: 1 .3 .3 ١ວמ༖໪

.pλkqk“1,2,...,n وا଩ଐৎ৊اࢴࣖة ا৙৑ݿڰܭ ݆݁ ا௱௯௫ڎودة ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ ّگٴܭ
أي:

λ1 ă λ2 ă λ3 ă . . .

. lim
kÑ`8

λ“ ` 8 و
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႞႐്ݫݻ৭ ਗ৻رո଄૵ 4 .3
: 1 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵

اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ اۋފص .1

(40)
$

&

%

x2y2 ` 3xy1 ´ 3 “ 0; x ą 0,

yp1q “ 3, y1p1q “
3
2

.

: 1 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.vpxq “ y1pxq َݯؕ

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ ،(40) ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ
(41) x2v1 ` 3xv ´ 3 “ 0.

لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝ݆ ،؇۳ܹ੆ࠍ .۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚و ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (41) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ
.ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ً ৖৑أو ؇ዛ዇َܝٺ
(42) v1 `

3
x

v “
3
x2 .

َݯؕ:
µpxq “ exp

ˆ
ż x

1

3
s

ds

˙

“ exp
ˆ

3
ż x

1

1
s

ds

˙

“ exp p3 lnpxqq .

ۏ٭ڎاً. ݁أݠف lnpxq ڣ؆ن x ą 0 أن ؇ஓ୾ ڲ୹୴ؼ܊١:
و݁ٷ۬،

µpxq “ x3.

෠ຶڎ: ،µ ሒᇭ (42) ሒᇭޗݠ ๤ཟًب
(43) px3vpxqq1 “ 3x.
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෠ຶڎ: ،x ሌᇿإ 1 ݆݁ (43) ሒᇭޗݠ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
ż x

1
ps3vpsqq1 ds “ 3

ż x

1
s ds.

و݁ٷ۬،
“

s3vpsq
‰x

1 “ 3
„

s2

2

ȷx

1
ùñ x3vpxq ´ vp1q “

3
2

x2 ´
3
2

.

෠ຶڎ: ً؇ܳٺأިلݥ ،vp1q “ y1p1q “
3
2

أن ؇ஓ୾
x3vpxq ´

3
2

“
3
2

x2 ´
3
2

ùñ x3vpxq “
3
2

x2 ùñ vpxq “
3
2x

.

:ሒᇆ؊ل ،vpxq “ y1pxq أن ؇ஓ୾ و݁ٷ۬،
ż x

1
y1psq ds “

ż x

1
vpsq ds “

ż x

1

3
2s

ds.

و༟ܹ٭۬:
ypxq ´ yp1q “

3
2

lnpxq ùñ ypxq “ 3 `
3
2

lnpxq.

:ި۱ ،s0, `8r আॻ༟ (40) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن إذن
ypxq “

3
2

plnpxq ` 2q.

0.5 1 1.5 2 2.5 3

2

3

4

x

ypxq

ypxq “ 3
2pln x ` 2q

p1, 3q

x “ 1 ؜ٷڎ اৎ৊݄؇س

.(40) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ࠍ੆ܭ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :8 .3 ႟ၽނ
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(40) ႞႐ջۻिऻا ݾষڞ اिऻ׫ץ١֔ اिऻۑاຒڞ ֵڪٌۘ ൌ৭܋܅ ،ֵࣽ࣬ ոؔמڵ
۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د

x2y2 ` 3xy1 ´ 3 “ 0

v “ y1 ًـ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ اܳٺأި
Ñ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د

ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د
x2v1 ` 3xv ´ 3 “ 0

vpxq ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؜ٷڎ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ
ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ اৎ৊أ؇݁ܭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام

y ඔ൹ܳٺأ٭ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا

ypxq “ 3
2pln x ` 2q ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ

: 2 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(44) x2y2 ` 8xy1 ` 12y “ 0, x Ps0, `8r,

ً؇ݿٺ༱ڎام ،y1 ً؜݆ ۊޚ٭؇ ݁ފٺگܭ y2 ً ؇ਃ಻؇ًٔ ఈః༡ اۋފص ،(44) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y1pxq “
1
x3 ًأن ؇గఒ༟

.۰ਊಾීෂا ۊڰݥ لگ۰ ޗݠ

: 2 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن

x2y2 ` 8xy1 ` 12y “ 0, x Ps0, `8r,

.๴ཇި܋-ීෂأو ᄭᄟ݁أ؇د ڣ۳޶ .x ܳـ ڢިى ؇ዛኤఈః݁؇݁أ ،۰૭૙؇༶و݁ٺ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰
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ً؇ݿٺ༱ڎام y1 ؜݆ ً ۊޚ٭؇ ݁ފٺگܭ y2 ٔ؇نٍ ༡ܭ ؜݆ ܳٷٴۜت .ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y1pxq “
1
x3 أن َأ޺޾

:႟ၽاܳލ ݆݁ y2 ؜݆ اܳٴۜت ሌᇿإ لأިد ۱ڍا .۰ਊಾීෂا ۊڰݥ لگ۰ ޗݠ
y2pxq “ Cpxqy1pxq.

:؇਍ಱᄴᄟ ،x Ps0, `8r أ༥ܭ ݆݁
y1

2pxq “ C 1pxqy1pxq ` Cpxqy1
1pxq.

و
y2

2pxq “ C2pxqy1pxq ` 2C 1pxqy1
1pxq ` Cpxqy2

1pxq.

෠ຶڎ: ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
x2rC2pxqy1pxq ` 2C 1pxqy1

1pxq ` Cpxqy2
1pxqs

`8xrC 1pxqy1pxq ` Cpxqy1
1pxqs ` 12rCpxqy1pxqs “ 0.

:؇਍ಱᄴᄟ و཯ྥٴࠔࠥ ਍ಾأڎم، Cpxq ሒᇭ ا๤ཟৎ৊و۰ً اࠍ੆ڎود ڣ؆ن ،ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y1 أن ؇ஓ୾
´C 1pxqr2x2y1

1pxq ` 8xy1pxqs “ x2y1pxqC2pxq.

و݁ٷ۬:
C2pxq

C 1pxq
“ ´

2x2y1
1pxq ` 8xy1pxq

x2y1pxq
.

أن: أي
C2pxq

C 1pxq
“ ´

8
x

´ 2y1
1pxq

y1pxq
.

෠ຶڎ: ،ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
ln |C 1pxq| “ ´8 lnpxq ´ 2 ln |y1pxq|.

෠ຶڎ: لࡤࡲ، اܳߺࠊ༚؇ر ۊިاص واݿٺ༱ڎام ،ඔ൹اܳޚݠڣ আॻ༟ ๴ང৙৑ا اܳٺ؇ًؕ ࿓؆د༠؇ل
C 1pxq “ x´8y´2

1 pxq.
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෠ຶڎ: ً؇ܳٺأިلݥ .y´2
1 pxq “ x6 ڣ؆ن ،y1pxq “ x´3 أن ؇ஓ୾

C 1pxq “ x´8x6 “ x´2 “
1
x2 .

෠ຶڎ: ،C 1pxq ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
Cpxq “ ´

1
x

.

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
y2pxq “ ´

1
x

¨
1
x3 “ ´

1
x4 .

اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި
.દઊاࡺ࢘ࢦݠ ࠍ੆ܭ اৎ৊ٺٴأ۰ اৎ৊ݠا༡ܭ أ۱ܾ لܹۛݧ ً ෛ੼ޚޚ؇ َگڎم ،ঌॻل ڣ٭݄؇

۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د
x2y2 ` 8xy1 ` 12y “ 0

y1pxq “ 1
x3 ༃واࡵ ༡ܭ

y2pxq “ Cpxqy1pxq َݯؕ

C 1pxq ؇ୖ୒ި۳෠੼ ّڰ؇ݪܹ٭۰ :ᄭᄟ݁أ؇د
C2{C 1 “ ´

´

2y1
1

y1
` 8{x

¯

C আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا

y2pxq “ ´ 1
x4 ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ܭ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل
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: 3 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ادرس

(45)
#

x2y2 ` 3xy1 ` λy “ 0, x Ps1, er;
yp1q “ 0, ypeq “ 0.

: 3 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اܳٺ؇ًؕ: ༃੶ߖߵ ،؇۳ܹ੆ࠍ .๴ཇި܋-ීෂأو ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ اৎ৊أޚ؇ة اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

ypxq “ xr

ّأ٭྘ٷ۬. لޚُܹص ೑ಸ؇ٔ r ۋ٭ت
ل۰): ଫଊ᛻੊اࠍ) ا଩ଃ݄ৎ৊ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި

rpr ´ 1q ` 3r ` λ “ 0 ùñ r2 ` 2r ` λ “ 0.

:ި۱ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ଩ଃᆙᆘ
∆ “ 4 ´ 4λ “ 4p1 ´ λq.

:∆ إނ؇رة ۋފص ৖৑؇༡ت ఈఃٔث ඔ൹ً ଩ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ਐಾޚܹص ᄭᄟ؊ފৎ৊ا دراݿ۰ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
(∆ ą 0 (أي λ ă 1 :1 ႞႐ոষاݾ

:દઊ߳݁ٺ݄؇ߌ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا .α ą 0 ؕ݁ 1 ´ λ “ α2 َݯؕ
r1 “ ´1 ´ α, r2 “ ´1 ` α.

:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ
ypxq “ c1x

´1´α ` c2x
´1`α.

اࠍ੆ڎل۰: ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
yp1q “ 0 ùñ c1 ` c2 “ 0 ùñ c2 “ ´c1.

ypeq “ 0 ùñ c1e
´1´α ` c2e

´1`α “ 0 ùñ c1pe´1´α ´ e´1`αq “ 0.

ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .y ” 0 إذن .c2 “ 0 و݁ٷ۬ ،c1 “ 0 أن ๴ཟلگٺ ؇ᆙᆘ ،e´1´α ‰ e´1`α ڣ؆ن α ą 0 أن ؇ஓ୾
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.λ ă 1 ا௯௫௵؇ل ሒᇭ ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ༥ިّڎ ৖৑
(∆ “ 0 (أي λ “ 1 :2 ႞႐ոষاݾ

ً ۊޚ٭؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ আॻ༟ ොຶݱܭ .r0 “ ´1 ً ݁ݯ؇؜ڰ؇ ً ఈః༡ ّگٴܭ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ .y2pxq “

lnpxq

x
و y1pxq “

1
x

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دగጻዧ
ypxq “

1
x

pc1 ` c2 lnpxqq.

اࠍ੆ڎل۰: ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
yp1q “ 0 ùñ

1
1

pc1 ` c2 lnp1qq “ 0 ùñ c1 “ 0.

و݁ٷ۬:
ypeq “ 0 ùñ

1
e

pc2 lnpeqq “ 0 ùñ
c2

e
“ 0 ùñ c2 “ 0.

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ྘ܳފب λ “ 1 ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .y ” 0 أن أي
(∆ ă 0 (أي λ ą 1 :3 ႞႐ոষاݾ

:ඔ൹اڣگଫଐ݁ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّگٴܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .α ą 0 ؕ݁ λ ´ 1 “ α2 َݯؕ
r1 “ ´1 ´ iα, r2 “ ´1 ` iα.

اܳأگڎل۰ اܳݱ٭؞۰ ݆݁ ඔ൹༶݁ފྥٷٺ ۊޚ٭؇ً، ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
x´1˘iα “

1
x

e˘iα lnpxq :

y1pxq “
1
x

cospα lnpxqq, y2pxq “
1
x

sinpα lnpxqq.

:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬،
ypxq “

1
x

rc1 cospα lnpxqq ` c2 sinpα lnpxqqs .

اࠍ੆ڎل۰: ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
yp1q “ 0 ùñ

1
1

rc1 cosp0q ` c2 sinp0qs “ 0 ùñ c1 “ 0.
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،؇਍ಱᄴᄟ ཯ྥٴࠔࠥ
ypxq “ c2

1
x

sinpα lnpxqq.

෠ຶڎ: ،ሒᇃ؇اܳټ ا๤དྷܳط ਐಸޚٴ٭ݑ
ypeq “ 0 ùñ c2

1
e

sinpα lnpeqq “ 0 ùñ
c2

e
sinpαq “ 0.

أن: ๴ཟلگٺ ۱ڍا .c2 ‰ 0 لܝިن أن ෠ຬص ،(۰ਃಾذا (ّިاًؕ ݁أڎو۰݁ ଫଃ༚ ༡ߺࠊل আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل
sinpαq “ 0 ùñ α “ kπ, k P N‹.

.α ą 0 ڣݠݪٷ؇ ؇਍಻৙৑ Z‹ و྘ܳݴ k P N‹ َ؊༠ڍ ڲ୹୴ؼ܊١.
:႟ၽاܳލ ݆݁ λk ą 1 ۰ਃಾذا ً ڢ٭݄؇ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

λk “ 1 ` α2 “ 1 ` k2π2, k P N‹.

:ሒሃ (؇ዛውً݄گ٭ α (ਐಸأިلݥ ؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ
ykpxq “ ck

1
x

sinpkπ lnpxqq,

݁أڎو۰݁. ଫଃ༚ ܋٭ڰ٭۰ ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا ck ۋ٭ت

: 4 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
:๴ཇި܋-ීෂأو ᄭᄟأ؇دஓ୾ واৎ৊أݠوڣ۰ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(46) x2y2 ` αxy1 ` βy “ 0, x Ps0, `8r

ۋگ٭گ٭؇ن. ༟ڎدان β و α ۋ٭ت
Ⴄ၍ن: إذا وڣگޔ إذا (46) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ypxq “ xr أن أཿྟب

r2 ` pα ´ 1qr ` β “ 0
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: 4 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (46) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ

:؇਍ಱᄴᄟ ،ypxq “ xr اܳٺ؇ًؕ أ༥ܭ ݆݁ .x Ps0, `8r ܳ٭ܝ݆
y1pxq “ rxr´1, y2pxq “ rpr ´ 1qxr´2.

.ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۋگݑ إذا وڣگޔ إذا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ఈః༡ y اܳٺ؇ًؕ لܝިن
෠ຶڎ: ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ y2 و y, y1 ؜ٴ؇رات ਐಸأިلݥ

x2rrpr ´ 1qxr´2s ` αxrrxr´1s ` βxr “ 0.

و݁ٷ۬:
rpr ´ 1qxr ` αrxr ` βxr “ 0.

෠ຶڎ: ݁ލଫଐك، ܋أ؇݁ܭ xr ً؇ݿٺۛݠاج
xrrrpr ´ 1q ` αr ` βs “ 0.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،ඔ൹اܳگިݿ ࢻࣖا༠ܭ ؇݁ ਐಸྟފ٭ޔ
xrrr2 ´ r ` αr ` βs “ 0 ùñ xrrr2 ` pα ´ 1qr ` βs “ 0.

.(xr ‰ 0) ً أࢻࣖا ਍ಱأڎم ৖৑ xr “ er lnpxq ๴ང৙৑ا اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن ،x Ps0, `8r أن ؇ஓ୾
أي: ،ሒᇃ؇اܳټ اܳگިس اَأڎم إذا وڣگޔ إذا ਍ಱأڎم اܳފ؇ًݑ اࠍ੊ڎاء ڣ؆ن ،ዻዧᄳᄟ

r2 ` pα ´ 1qr ` β “ 0.

اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި

: 5 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ గጻዧأ؇د৖৑ت اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أو༥ڎ
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x2y2 ` 5xy1 ´ 5y “ 0, x ą 0. .1
y2 ` 4y1 ` 4y “ 0. .2

: 5 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ .1

(47) x2y2 ` 5xy1 ´ 5y “ 0,

.s0, `8r ا௯௫௵؇ل আॻ༟
،؇۳ܹ੆ࠍ .๴ཇި܋-ීෂأو ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (47) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ

.؇ୖ୒ ً ۊޚ٭؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ඔ൹ّأ٭ لܝࠕࠫ
لܝࠕࠫ ،y ا௯௫௵۳ިل اނٺگ؇ق ۰ਊಾر ؕ݁ ༡ڎ ႟၍ ሒᇭ ོྥٷ؇ݿص x ܳـ ڢިى ؜݆ ؜ٴ؇رة ؇ዛኤఈః݁؇݁أ أن ؇ஓ୾و

:؇਍ಱᄴᄟ .r P R ؕ݁ ypxq “ xr اܳٺ؇ًؕ ߙߵނ٭ں
y1pxq “ rxr´1, y2pxq “ rpr ´ 1qxr´2.

෠ຶڎ: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
x2prpr´1qxr´2q`5xprxr´1q´5xr “ rpr´1qxr`5rxr´5xr “ xrrrpr´1q`5r´5s “ 0.

ل۰: ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ ،(x ą 0 أ༥ܭ ݆݁ xr ‰ 0 أن ؇ஓ୾و) ඔ൹اܳگިݿ دا༠ܭ ؇݁ ਐಸྟފ٭ޔ
(48) r2 ` 4r ´ 5 “ 0.

:଩ଃ݄ৎ৊ا ොຶފص ،؇۳ܹ੆ࠍ
∆ “ 42 ´ 4p1qp´5q “ 16 ` 20 “ 36.

:દઊ߳݁ٺ݄؇ߌ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ (48) ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا و݁ٷ۬،
r1 “ 1, r2 “ ´5.

:ި۱ ،s0, `8r আॻ༟ (47) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ c1x

r1 ` c2x
r2 “ c1x ` c2x

´5,
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܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت

0.5 1 1.5 2 2.5 3

2

4

6

x

ypxq

c1 “ 1, c2 “ 0
c1 “ 0, c2 “ 1
c1 “ 1, c2 “ 1

(47) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :9 .3 ႟ၽނ

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ .2
(49) y2 ` 4y1 ` 4y “ 0.

ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ܹ༡ ඔ൹ّأ٭ لܝࠕࠫ ،؇۳ܹ੆ࠍ .۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (49) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ
اࠍ੆ܭ: ༃੶ߖߵ ،۰ਐಸ؇ٔ ؇ዛኤఈః݁؇݁أ أن ؇ஓ୾و ۊޚ٭؇ً.

ypxq “ erx

෠ຶڎ: ،(49) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
erxrr2 ` 4r ` 4s “ 0.

:۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ (erx ‰ 0 أن ؇ஓ୾) و݁ٷ۬،
(50) r2 ` 4r ` 4 “ 0.

.∆ “ 0 ڣٷ༶ڎ ∆ ଩ଃ݄ৎ৊ا ොຶފص ،؇۳ܹ੆ࠍ
(49) ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ إذن، .r1 “ r2 “ ´2 ً ݁ݯ؇؜ڰ؇ ً ఈః༡ ّگٴܭ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

:ި۱ ،R আॻ༟
ypxq “ pc1 ` c2xqe´2x,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

1

2

3

x

ypxq

c1 “ 1, c2 “ 0
c1 “ 0, c2 “ 1
c1 “ 1, c2 “ 1

(49) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ܳٴأݥ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :10 .3 ႟ၽނ

: 6 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: గጻዧފ؇فܭ اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ اۋފص

.1

(51)
$

&

%

x2y2 ´ xy1 ´ 2y “ 0, x Ps0, `8r,

yp1q “ 0, y1p1q “ 1.

.2

(52)
$

&

%

p1 ´ x2qy2 ` 2xy1 ´ 2y “ 0, ´1 ă x ă 1,

yp0q “ 3, y1p0q “ ´4.

: 6 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.(51) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ .1

.๴ཇި܋-ීෂأو َިع ݆݁ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ܳـ(51)، اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إنّ
.r P R ۋ٭ت ypxq “ xr ༡؇ܳٺ؇ًؕ ༃੶ߖߵ ،s0, `8r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ؇۳ܹ੆ࠍ

:؇਍ಱᄴᄟ
y1pxq “ rxr´1, y2pxq “ rpr ´ 1qxr´2.
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෠ຶڎ: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
x2 ¨ rpr ´ 1qxr´2 ´ x ¨ rxr´1 ´ 2xr “ 0,

أي:
xr rrpr ´ 1q ´ r ´ 2s “ 0.

ل۰: ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ ،xr ‰ 0 ڣ؆ن x ą 0 أن ؇ஓ୾و
(53) r2 ´ 2r ´ 2 “ 0.

:∆1 ๤ཡٺ௰௯௫ا ଩ଃ݄ৎ৊ا ۋފ؇ب
∆1 “ p´1q2 ´ p1qp´2q “ 1 ` 2 “ 3 ą 0.

:દઊ߳݁ٺ݄؇ߌ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ا଩ଃ݄ৎ৊ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّگٴܭ و݁ٷ۬
r1 “ 1 ´

?
3, r2 “ 1 `

?
3.

:ި۱ s0, `8r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
ypxq “ c1x

1´
?

3 ` c2x
1`

?
3,

.c1, c2 P R ۋ٭ت
ا৙৑ول: اৎ৊ލٺݑ ؇਍ಱᄴᄟ .۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام c2 و c1 ඔ൹ਐಸ؇اܳټ ඔ൹َأ
y1pxq “ c1p1 ´

?
3qx´

?
3 ` c2p1 `

?
3qx

?
3.

:x “ 1 ؜ٷڎ ا๤དྷܳوط ّޚٴ٭ݑ
$

&

%

yp1q “ 0 ùñ c1 ` c2 “ 0 ùñ c1 “ ´c2,

y1p1q “ 1 ùñ c1p1 ´
?

3q ` c2p1 `
?

3q “ 1.

:۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ c1 “ ´c2 َأިض

´c2p1 ´
?

3q ` c2p1 `
?

3q “ 1 ùñ 2
?

3c2 “ 1 ùñ c2 “
1

2
?

3
“

?
3

6
.
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و݁ٷ۬:
c1 “ ´

?
3

6
.

:ި۱ s0, `8r আॻ༟ (51) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ،ሒᇿ؇ܳٺ؇ً

ypxq “

?
3

6

´

x1`
?

3 ´ x1´
?

3
¯

.

.(52) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ .2
p1´x2qy2 `2xy1 ´2y “ 0 ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ ި۱ y1pxq “ x أن ఈఃَۋޓ

৙৑ن:
y1

1pxq “ 1, y2
1pxq “ 0 ùñ p1 ´ x2qp0q ` 2xp1q ´ 2pxq “ 0.

y2pxq “ ڣٷݯؕ ،۰ਊಾීෂا ෛູڰ٭ݥ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺأ݄؇ل y1 ؜݆ ً ۊޚ٭؇ ݁ފٺگܭ y2 ٔ؇نٍ ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت
.vpxq ¨ x

:؇਍ಱᄴᄟ
y1

2 “ v1x ` v, y2
2 “ v2x ` 2v1.

෠ຶڎ: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
p1 ´ x2qpv2x ` 2v1q ` 2xpv1x ` vq ´ 2vx “ 0,

و݁ٷ۬،
xp1 ´ x2qv2 ` 2v1 “ 0.

:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ෠ຶڎ ،w “ v1 ًިݪؕ
w1

w
“

´2
xp1 ´ x2q

“ ´
2
x

`
1

1 ´ x
´

1
1 ` x

.

:ި۱ اܳأ؇م، ؇۳ܹ༡
wpxq “

1 ´ x2

x2 “
1
x2 ´ 1.

و݁ٷ۬:
vpxq “

ż
ˆ

1
x2 ´ 1

˙

dx “ ´
1
x

´ x.

.y2pxq “ vpxq ¨ x “ ´1 ´ x2 إذن:
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:ި۱ ،s ´ 1, 1r আॻ༟ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ
ypxq “ c1x ` c2p1 ` x2q,

.ඔ൹܋٭ڰ٭ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ਐ಻؇ٔ c2 و c1 ۋ٭ت
֦༐اڤۻ !y2 ֍ץոرة ڲڷ ´ اո۳ॆूرة إػ׫ءոء ֦༐۰ ֍ڷ ༖໭ۻոءل أֿ٪ ٪۳ ࠬࡇون اڤؠոريء، ֍তܽݤي

اڤۻոڤץ١. اո۳ॆूرة ଄૨׫ۘ ֿٝշؔ ټמކޜ، ؼؠמޅޜ c2 ూ఩ոاڤ׭ أن ո଄૯ ਫ਼ੇמ܅.
:۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام

$

&

%

yp0q “ 3 ùñ C2p1q “ 3 ùñ C2 “ 3,

y1p0q “ ´4 ùñ C1 ` 2C2p0q “ ´4 ùñ C1 “ ´4.

:ި۱ s ´ 1, 1r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ (52) ๴ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ypxq “ ´4x ` 3p1 ` x2q “ 3x2 ´ 4x ` 3.

: 7 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ඔ൹ً

(54)
$

&

%

y2 ` 2y1 ` 5y “ 0, x P

ı

0,
π

2

”

,

yp0q “ y
´π

2

¯

“ 0,

.؇ዛውݬ٭؞ وأ؜ޔِ اࠍ੆ߺࠊل، ݆݁ ݁ٷٺٍ۬ ଫଃ༚ ً ༟ڎدا ّگٴܭ

: 7 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ඔ൹ܹ༡ ඔ൹ّأ٭ لܝࠕࠫ ،؇۳ܹ੆ࠍ .۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ (54) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د إنّ
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اܳٺ؇ًؕ: ༃੶ߖߵ ،۰ਐಸ؇ٔ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݁أ؇ఈః݁ت أن ؇ஓ୾و ۊޚ٭؇ً. ඔ൹ܹ݁ފٺگ
ypxq “ erx

෠ຶڎ: ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
r2erx ` 2rerx ` 5erx “ 0 ùñ erxpr2 ` 2r ` 5q “ 0.

ل۰): ଫଊ᛻੊اࠍ) ا଩ଃ݄ৎ৊ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ ،erx ‰ 0 أن ؇ஓ୾و
(55) r2 ` 2r ` 5 “ 0.

:଩ଃ݄ৎ৊ا ොຶފص ،؇۳ܹ੆ࠍ
∆ “ p2q2 ´ 4p1qp5q “ 4 ´ 20 “ ´16 “ 16i2.

:ඔ൹اڣگଫଐ݁ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
r1 “

´2 ´ 4i

2
“ ´1 ´ 2i, r2 “

´2 ` 4i

2
“ ´1 ` 2i.

ۊޚ٭؇ً: ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹؜گڎل ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا و݁ٷ۬،
z1pxq “ er1x “ e´xrcosp2xq ´ i sinp2xqs,

و
z2pxq “ er2x “ e´xrcosp2xq ` i sinp2xqs.

:؇ᆇᆅ ۊޚ٭؇ً، ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹ۋگ٭گ٭ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆نّ و༟ܹ٭۬،
y1pxq “ Repz2pxqq “ e´x cosp2xq, y2pxq “ Impz2pxqq “ e´x sinp2xq.

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ؜݆ ౫ౖరت ؇਍಻؆ڣ ،π{2 و 0 ඔ൹اܳٷگޚٺ ؜ٷڎ ݁أޚ؇ة اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط أن ؇ஓ୾
و۱ި: ،ı0,

π

2

” اৎ৊ڰٺިح ا௯௫௵؇ل আॻ༟
ypxq “ e´xrc1 cosp2xq ` c2 sinp2xqs,
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:؇਍ಱᄴᄟ اࠍ੆ڎل۰. ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام ؇݄ዛዊَأ٭ ܋٭ڰ٭؇ن ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
yp0q “ 0 ùñ e0rc1 cosp0q ` c2 sinp0qs “ 0 ùñ c1 “ 0.

:ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ਐಸޚٴ٭ݑ .ypxq “ c2e
´x sinp2xq ؇਍ಱᄴᄟ ཯ྥٴࠔࠥ

y
´π

2

¯

“ 0 ùñ c2e
´π{2 sin

´

2 ¨
π

2

¯

“ 0 ùñ c2e
´π{2 sinpπq “ 0.

اࠍ੆گ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇اܳټ Ⴄ၍ن ؇݄ዛᔻ ً دو݁؇ ො੼گگ۰ p0 “ 0q اଫଃ༠৙৑ة اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍه ڣ؆ن ،sinpπq “ 0 أن ؇ஓ୾
.c2 اܳـܝ٭ࠕࠫ

؇ዛውوݬ٭؞ ،”0,
π

2

ı ੯੩؞ৎ৊ا ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁ٷٺٍ۬ ଫଃ༚ ً ༟ڎدا ّگٴܭ (54) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ً؇ܳأఈఃڢ۰: ّأޚް

ypxq “ ce´x sinp2xq,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ c ۋ٭ت

: 8 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ފ؊ܳٺగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ اۋފص

(56)
$

&

%

y2 ` λy “ 0,

yp0q “ ypπq “ 0.

: 8 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:(56) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

$

&

%

y2 ` λy “ 0,

yp0q “ ypπq “ 0.

.λ إނ؇رة ۋފص ৖৑؇༡ت ఈఃٔث ଩ଃஓ஁
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λ “ 0 .1 ႞႐ոষاݾ
:ި۱ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

ypxq “ c1 ` c2x,

اࠍ੆ڎل۰. ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام ؇݄ዛዊَأ٭ ܋٭ڰ٭؇ن ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

yp0q “ 0 ùñ c1 “ 0. ypπq “ 0 ùñ c2π “ 0 ùñ c2 “ 0.

.y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ި۱ ،r0, πs আॻ༟ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن وᄔჼ۱ا،
.(56) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ྘ܳފب λ “ 0 و༟ܹ٭۬،

α Ps0, `8r ֆڲ λ “ ´α2 .2 ႞႐ոষاݾ
:ި۱ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

ypxq “ c1e
αx ` c2e

´αx.

༡ܭ أن أي ،c1 “ c2 “ 0 ሌᇿإ ً ۋٺ݄؇ ّޝدي ݁أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ෠ຶڎ اࠍ੆ڎل۰، ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
ݿ؇ܳٴ۰. ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ༥ިّڎ ৖৑ و݁ٷ۬ .y ” 0 اৎ৊أڎوم اܳٺ؇ًؕ ި۱ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا

α Ps0, `8r ֆڲ λ “ α2 .3 ႞႐ոষاݾ
:ި۱ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

ypxq “ c1 cospαxq ` c2 sinpαxq,

اࠍ੆ڎل۰. ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام ؇݄ዛዊَأ٭ ܋٭ڰ٭؇ن ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

yp0q “ 0 ùñ c1 cosp0q ` c2 sinp0q “ 0 ùñ c1 “ 0.

و
ypπq “ 0 ùñ c2 sinpαπq “ 0.

و݁ٷ۬، .c2 ‰ 0 لܝިن أن ෠ຬص ݁أڎوم، ଫଃ༚ ༡ܭ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل
sinpαπq “ 0 ùñ απ “ nπ, n P N‹.

؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ،n P N‹ ؕ݁ λn “ α2 “ n2 ሒሃ (56) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ و༟ܹ٭۬،
:ሒሃ

ynpxq “ cn sinpnxq, n P N‹,
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݁أڎوم. ଫଃ༚ ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ cn ۋ٭ت

: 9 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ފ؊ܳٺగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ اۋފص

(57)
$

&

%

y2 ` λy “ 0,

yp0q “ y
´π

2

¯

“ ypπq “ 0.

: 9 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
(57) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

$

&

%

y2 ` λy “ 0,

yp0q “ y
´π

2

¯

“ ypπq “ 0.

؇۳ܹ༡ ؜ٴ؇رة ሒᇭ لޙ۳ݠ ڣ؆َ۬ ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ (57) اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ؇ஓ୾
༡ڎل۰، ๤ཇوط ۰ٔఈఃٔ ّڰݠض (57) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا اৎ৊گ؇ًܭ، ሒᇭ .(c2 و c1) ڣگޔ ܋٭ڰ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن اܳأ؇م،
value boundary Multipoint) اܳٷگ؇ط ݁ٺأڎدة ༡ڎل۰ ᄭᄟ؊ފஓ୾ ً ل؇ݪ٭؇ ر لأُݠف ؇݁ و۱ި
َޙ؇م ሌᇿإ لޝدي ඔ൹ਐಸ؇਒ಸ ᄭᄟ݁أ؇د আॻ༟ ๤ཇوط ۰ٔఈఃٔ ڣݠض اܳأ؇دل۰، اࠍ৖৑؇੆ت ሒᇭ .(problem
اܳٺ؇ڣ۬ اࠍ੆ܭ ݿިى ۰݁؇༟ ًݱڰ۰ لگٴܭ ৖৑ ( system Overdetermined) اܳٺ༲ڎࢴࣖ ݁ڰݠط

.y ” 0 اৎ৊أڎوم
ٔ؇ܳټً؇" ৖ً৑ި۳෠੼" دوراً ۱ٷ؇ لܹأص λ اܳިݿ٭ޔ ڣ؆ن ܳ٭ިڣ٭ܭ"، "ނٺިرم ᄭᄟ؊݁ފ دراݿ۰ ًݱڎد ؇਍಻أ ؇ஓ୾ ܳـܝ݆،
ا๤དྷܳوط ۱ڍه ෠ູأܭ มฆܳا λ ܳߺࠊݿ٭ޔ ۰ਃಮ؇ݿྥټٷ৖৑ا اܳگࡗࡲ إ෠ຬ؇د ި۱ ا୒ୖڎف ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ؜ٷ۬. ౫ౖరت
.(ඔ൹ܳو৙৑ا ඔ൹ޗ๤དྷܳا ොູگݑ ऍइࣲݠد ً ؇ਃಮ؇ّܹگ ً ො੼گگ؇ اܳټ؇ܳت ا๤དྷܳط لݱٴں (أي ً ۊޚ٭؇ ݁ٺިاڣگ۰ ۰ٔఈఃاܳټ
اܳٺިاًؕ ஓ஄ټܭ ݁أڎو۰݁ ଫଃ༚ ༡ߺࠊل ًިۏިد و૭૏݄ں اৎ৊ڰݠط" "اܳٺ༲ڎࢴࣖ ᄭᄟ؇༡ ๤ཏلܝ ؇݁ ި۱ اܳٺިاڣݑ ۱ڍا

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا
.λ ڢࡗࡲ ۋފص ৖৑؇༡ت ఈఃٔث ଩ଃஓ஁
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λ “ 0 .1 ႞႐ոষاݾ
:ި۱ اܳأ؇م، ؇۳ܹ༡ .y2 “ 0 اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں

ypxq “ c1 ` c2x,

اࠍ੆ڎل۰. ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام ؇݄ዛዊَأ٭ ܋٭ڰ٭؇ن، ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

yp0q “ 0 ùñ c1 “ 0.

و
y
´π

2

¯

“ 0 ùñ c2 ¨
π

2
“ 0 ùñ c2 “ 0.

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ྘ܳފب λ “ 0 أن ૭૙ྥٷٺھ .y ” 0 ި۱ اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬
λ ą 0 .2 ႞႐ոষاݾ

:ި۱ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ .α Ps0, `8r ؕ݁ λ “ α2 َݯؕ
ypxq “ c1 cospαxq ` c2 sinpαxq.

:؇਍ಱᄴᄟ
yp0q “ 0 ùñ c1 “ 0.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص اࠍ੆ܭ إذن،
ypxq “ c2 sinpαxq.

:ඔ൹ٺٴگ٭ৎ৊ا ඔ൹ޗ๤དྷܳا ਐಸޚٴ٭ݑ
y
´π

2

¯

“ 0 ùñ c2 sin
´απ

2

¯

“ 0.

ypπq “ 0 ùñ c2 sinpαπq “ 0.

و݁ٷ۬: ،c2 ‰ 0 َڰݠض ݁أڎوم ଫଃ༚ ༡ܭ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل
sin

´απ

2

¯

“ 0 ùñ
απ

2
“ kπ ùñ α “ 2k, k P N‹.

ሒᇃ؇اܳټ ا๤དྷܳط أن ఈఃَۋޓ
sinpαπq “ sinp2kπq “ 0
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.ً؇ਃಮ؇ّܹگ ො੼گݑ
واܳٺިاًؕ k P N‹ ؕ݁ λk “ 4k2 ႟ၽاܳލ ً݆݁ ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰ ۰ਃಾذا ً ڢ٭݄؇ ّگٴܭ (57) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

.ykpxq “ ck sinp2kxq ሒሃ ؇ୖ୒ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا
λ ă 0 .3 ႞႐ոষاݾ

:ި۱ اܳأ؇م ؇۳ܹ༡و ،y2 ´ α2y “ 0 ႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝٺص .α Ps0, `8r ؕ݁ λ “ ´α2 َݯؕ
ypxq “ Ceαx ` De´αx.

:؇਍ಱᄴᄟ
yp0q “ 0 ùñ C ` D “ 0 ùñ D “ ´C.

و݁ٷ۬،
ypxq “ Cpeαx ´ e´αxq “ 2C sinhpαxq.

ި۱ ሒᇃ؇اܳټ ا๤དྷܳط
y
´π

2

¯

“ 0.

.t “ 0 ؜ٷڎ ڣگޔ ਍ಱأڎم t ÞÑ sinhptq اܳٺ؇ًؕ ܳـܝ݆
و݁ٷ۬، .απ

2
ą 0 ڣ؆ن α ą 0 أن ؇ஓ୾و

sinh
´απ

2

¯

‰ 0.

ݿ؇ܳٴ۰. ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ༥ިّڎ ৖৑ أَ۬ أي .y ” 0 و༟ܹ٭۬، .C “ 0 ً ۋٺ݄؇ إذن

: 10 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ اۋފص

(58)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

y2 ` λy “ 0, x Ps0, πr,

2yp0q ´ ypπq “ 0,

2y1p0q ` ypπq “ 0.
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: 10 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.λ إނ؇رة ۋފص ৖৑؇༡ت ఈఃٔث ଩ଃஓ஁

λ “ 0 .1 ႞႐ոষاݾ
:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں

y2 “ 0,

:ި۱ اܳأ؇م، ؇۳ܹ༡و
ypxq “ A ` Bx.

:؇਍ಱᄴᄟ
2yp0q ´ ypπq “ 0 ùñ 2A ´ pA ` Bπq “ 0 ùñ A ´ Bπ “ 0 ùñ A “ Bπ.

و
2y1p0q ` ypπq “ 0 ùñ 2B ` pA ` Bπq “ 0.

෠ຶڎ: ،۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ A “ Bπ ਐಸأިلݥ
2B ` pBπ ` Bπq “ 0 ùñ 2B ` 2Bπ “ 0 ùñ 2Bp1 ` πq “ 0 ùñ B “ 0.

.A “ 0 و݁ٷ۬
.۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ྘ܳފب λ “ 0 و y ” 0 ި۱ اࠍ੆ܭ إذن

λ ă 0 .2 ႞႐ոষاݾ
.α Ps0, `8r ؕ݁ λ “ ´α2 َݯؕ

:ި۱ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
ypxq “ A coshpαxq ` B sinhpαxq.

:؇਍ಱᄴᄟ
yp0q “ A, y1p0q “ αB, ypπq “ A coshpαπq ` B sinhpαπq.

:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ᄭᄥ৵৩ৠا ෠ຶڎ اࠍ੆ڎل۰، ا๤དྷܳوط ਐಸޚٴ٭ݑ
2yp0q ´ ypπq “ 0 ùñ p2 ´ coshpαπqqA ´ sinhpαπqB “ 0,

2y1p0q ` ypπq “ 0 ùñ coshpαπqA ` psinhpαπq ` 2αqB “ 0.
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:(det “ 0) ො੼ڎد۱؇ ਍ಱأڎم أن ෠ຬص ݁أڎو۰݁، ଫଃ༚ ً ৖৑ߺࠊ༡ ᄭᄥ৵৩ৠا ّگٴܭ ௧ௌوܳـ

det “

∣∣∣∣∣∣2 ´ coshpαπq ´ sinhpαπq

coshpαπq sinhpαπq ` 2α

∣∣∣∣∣∣ “ 0

ùñ p2 ´ coshpαπqqpsinhpαπq ` 2αq ´ r´ sinhpαπq coshpαπqs “ 0

:۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ොູڎد มฆܳا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ واܳٺྟފ٭ޔ، ๤དྷྡྷܳ؇ً
(59) sinhpαπq ` αp2 ´ coshpαπqq “ 0.

:(59) ႞႐دո֔िऻا اोूن ڤר׿رس
:ሒሃ ،p2 ´ coshpαπqq اࠍ੆ڎ ؇ዛዀڣ ਍ಱأڎم มฆܳا اܳٷگޚ۰

α0 “
arccoshp2q

π
.

ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ إ༟؇دة ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .(59) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ఈః༡ ྘ܳݴ α0 ڣ؆ن ،sinhpα0πq ‰ 0 أن ؇ஓ୾
:႟ၽاܳލ আॻ༟ s0, α0rYsα0, `8r ا௯௫௵؇ل আॻ༟

φpαq “ α ۋ٭ت φpαq “
sinhpαπq

coshpαπq ´ 2
.

sinhpαπq ą 0 أن ؇ஓ୾ .coshpαπq ă 2 ùñ coshpαπq ´ 2 ă 0 ؇਍ಱᄴᄟ :s0, α0r اո୦ୠଡ଼ل ࣷ࣬ຐ ‚

ሒᇭ اࠍ੆ܭ ᄭᄥ݁ފٺۜ٭ φpαq “ α ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إذن ،α ą 0 وܳـܝ݆ .φpαq ă 0 ڣ؆ن ،α ą 0 أ༥ܭ ݆݁
ا௯௫௵؇ل. ۱ڍا

.hpαq “ φpαq ´ α اܳٺ؇ًؕ ଫଊَأٺ :sα0, `8r اո୦ୠଡ଼ل ࣷ࣬ຐ ‚

:؇਍ಱᄴᄟ
φ1pαq “

πp1 ´ 2 coshpαπqq

pcoshpαπq ´ 2q2 .

φ1pαq ă 0 إذن .coshpαπq ą 2 ùñ 1 ´ 2 coshpαπq ă 0 ؇਍ಱᄴᄟ ،α ą α0 ą 0 أ༥ܭ ݆݁
.h1pαq “ φ1pαq ´ 1 ă ´1 ă 0 و݁أ۬

.sα0, `8r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ً ؇݁؇ஓ஄ و݁ٺٷ؇ڢݱ۰ ݁ފٺ݄ݠة h أن มฃلأ و۱ڍا
hpαq Ñ و݁ٷ۬ φpαq Ñ 1 ڣ؆ن ،α Ñ `8 ؇ৎ৊و .hpαq Ñ `8 ෠ຶڎ ،α Ñ α`

0 ؇ৎ৊ اዛዊܳ؇ل؇ت:
.´8

.α‹ Psα0, `8r ً وۋ٭ڎا ً ఈః༡ ّگٴܭ hpαq “ 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا اৎ৊ٺިݿޚ۰، اܳگࡗࡲ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
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.λ‹ “ ´pα‹q2 وۋ٭ڎة ݿ؇ܳٴ۰ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا :2 ႞႐ոޫަޠ ١ວמ༖اڤר
:ި۱ ؇ዛኞ اৎ৊ݠڣݑ ሒᇆاᄳᄟا اܳٺ؇ًؕ

y‹pxq “ c rsinhpα‹πq coshpα‹xq ` p2 ´ coshpα‹πqq sinhpα‹xqs , c P R‹.

λ ą 0 .3 ႞႐ոষاݾ
.α Ps0, `8r ؕ݁ λ “ α2 َݯؕ
:ި۱ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

ypxq “ C cospαxq ` D sinpαxq.

:؇਍ಱᄴᄟ
yp0q “ C, y1p0q “ αD, ypπq “ C cospαπq ` D sinpαπq.

:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ ا௱௯௫ڎد، واَأڎام اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
(60) gpαq “ sinpαπq ` αp2 ´ cospαπqq “ 0.

:(60) ႞႐دո֔ஈኬቘ ڲܙـץ١ ຒݫݻل وـܙد ຐ׿م إոॻలت
:α ą 0 أ༥ܭ ݆݁ gpαq اܳٺ؇ًؕ إނ؇رة ࢾࣖرس

.cospαπq ă 1 ùñ 2´cospαπq ą 1 ą 0 و sinpαπq ą 0 ؇਍ಱᄴᄟ :α Ps0, 1r اո୦ୠଡ଼ل ࣷ࣬ຐ .1
.gpαq ą 0 إذن .ً؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ڎ ڣ؆ن ،α ą 0 أن ؇ஓ୾

:α “ 1 أຖڞ ڲڷ .2
gp1q “ sinpπq ` 1 ¨ p2 ´ cospπqq “ 0 ` 1 ¨ p2 ´ p´1qq “ 3 ą 0.

2´cospαπq ě 1 ùñ αp2´cospαπqq ě ڣ؆ن cospαπq ď 1 أن ؇ஓ୾ :α ą 1 أຖڞ ڲڷ .3
෠ຶڎ: ،sinpαπq ě ´1 أن ؇ஓ୾و .α

gpαq ě ´1 ` α ą 0.

أي ّگٴܭ ৖৑ gpαq “ 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،s0, `8r আॻ༟ ً دو݁؇ gpαq ą 0 اܳٺ؇ًؕ :3 ႞႐ոޫަޠ ١ວמ༖اڤר
اࠍ੆ڎل۰. ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ୒ୖڍه ڲܙـץ١ ١ॴయذا ؓ߈ߣ ׂܙຖ׿ ेू إذن، ݁ިۏص. ༥ڍر

.λ‹ “ ´pα‹q2 ă 0 وۋ٭ڎة ݿ؇ܳٴ۰ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ոຐڲ١: ١۝୹୴ຑ
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: 11 .3 .3 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(61)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

y2 ` λy “ 0; x Ps0, 1r,

y1p0q “ 0,

yp1q ` y1p1q “ 0.

ݿ؇ܳٴ۰. ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ّگٴܭ ৖৑ (61) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن اཿྟب .1

ۋگ٭گ٭۰). ଫଃ༚) ؜گڎل۰ ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ّگٴܭ ৖৑ (61) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن اཿྟب .2

: 11 .3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ո۰ڤץ١: ١ॴయذا ً ոؓמڵ ׂؠץڞ ेू (61) ႞႐ջۻिऻا أن إոॻలت .1

.α Ps0, `8r ؕ݁ λ “ ´α2 َݯؕ
:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص s0, 1r ا௯௫௵؇ل আॻ༟ y2 ´α2y “ 0 اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

ypxq “ c1 coshpαxq ` c2 sinhpαxq,

ۋگ٭گ٭؇ن. ٔ؇ਐಸ؇ن c2 و c1 ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ ،x Ps0, `8r ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

y1pxq “ α rc1 sinhpαxq ` c2 coshpαxqs .

ا৙৑ول: اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ݆݁
y1p0q “ 0 ùñ αc2 “ 0 ùñ c2 “ 0 pα ą 0 .৙৑qن

.ypxq “ c1 coshpαxq اࠍ੆ܭ: لݱٴں إذن
෠ຶڎ: ،yp1q ` y1p1q “ 0 ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام ا৚৑ن،

c1 coshpαq ` c1α sinhpαq “ 0 ùñ c1 rcoshpαq ` α sinhpαqs “ 0.
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ڣ؆ن: ،α ą 0 أن ؇ஓ୾
coshpαq ě 1 ą 0 و α sinhpαq ą 0.

أن: أي
coshpαq ` α sinhpαq ą 0.

.c1 “ 0 أن ً؇๤ཟܳورة ૭૏ٺܹݞم ۱ڍا
.(61) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ո۰ڤץ١ ١ॴయذا ؓ߈ߣ ׂܙຖ׿ ेू و݁ٷ۬ .y ” 0 ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ؼؠמؠמ١: જੴ຋ ֍ؠ׿١ֵ ١ॴయذا ً ոؓמڵ ׂؠץڞ ेू (61) ႞႐ջۻिऻا أن إոॻలت .2

ሒᇆاᄳᄟا اܳٺ؇ًؕ y و (61) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۋگ٭گ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ P CzR أن وَڰݠض ً؇ࠍ੅ܹژ ݆۱ଫଊَ
.(y ı 0) ؇ዛኞ اৎ৊ݠڣݑ

.ً۬ اৎ৊ݠڣݑ ሒᇆاᄳᄟا اܳٺ؇ًؕ y و λ ਵਦاڣݑ λ ܳ٭ܝ݆
:؇਍ಱᄴᄟ .Lpyq “ ´y2 اৎ৊ޝߜߵ ଫଊَأٺ

(62) Lpyq “ λy ùñ ´y2 “ λy,

(63) Lpyq “ λy ùñ ´pyq2 “ λy.

෠ຶڎ: ،؇݄ዛዊ྘ྲྀ اܳڰݠق أ༠ڍ ቕ቉ y ًـ ۰ਃ಻؇اܳټ ሒᇭو y ًـ ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ඔ൹اܳޚݠڣ ๤ཟًب
yLpyq ´ yLpyq “ pλ ´ λqyy.

:1 ሌᇿإ 0 ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
pλ ´ λq

ż 1

0
ypxqypxq dx “ ´

ż 1

0
y2y dx `

ż 1

0
pyq2y dx.

:݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف ݆݁ ༡ڎ ႟ၽܳ ً؇ܳٺ۠ݞف۰ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ً؇ݿٺأ݄؇ل
´

ż 1

0
y2y dx “ ´y1p1qyp1q ` y1p0qyp0q `

ż 1

0
y1pyq1 dx,

ż 1

0
pyq2y dx “ pyq1p1qyp1q ´ pyq1p0qyp0q ´

ż 1

0
pyq1y1 dx.

ڣ؆ن: ،pyq1p0q “ 0 و y1p0q “ 0 أن ؇ஓ୾
pλ ´ λq

ż 1

0
|ypxq|2 dx “ pyq1p1qyp1q ´ y1p1qyp1q.
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.pyq1p1q “ ´yp1q ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .y1p1q “ ´yp1q أن గጻዧފ؊৙৑ة، اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ
෠ຶڎ: ً؇ܳٺأިلݥ

pyq1p1qyp1q ´ y1p1qyp1q “ p´yp1qqyp1q ´ p´yp1qqyp1q “ 0.

إذن:
pλ ´ λq

ż 1

0
|ypxq|2 dx “ 0.

:ً؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص اܳٺႤၽ݁ܭ ڣ؆ن ،(y ı 0) ݁أڎوم ଫଃ༚ ሒᇆاᄳᄟا اܳٺ؇ًؕ أن ؇ஓ୾
ż 1

0
|ypxq|2 dx ą 0.

أن ً؇๤ཟܳورة มฃلأ ؇݁
λ ´ λ “ 0 ùñ λ “ λ.

.λ P R أي
ؼؠמؠמ١. જੴ຋ ֍ؠ׿١ֵ ١ॴయذا ؓמڵ١ أي ׂؠץڞ ेू (61) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ૭૙ྥٷٺھ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ



4 اڤץոب
١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت

١ॴబոاڤ׭
: 1 .4 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:ሒሃ ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ గጻዧأ؇د৖৑ت اܳأ؇۰݁ اܳݱ٭؞۰

apx, yq
B2u

Bx2 ` bpx, yq
B2u

BxBy
` cpx, yq

B2u

By2

`dpx, yq
Bu

Bx
` epx, yq

Bu

By
` gpx, yqu “ fpx, yq,

(1)

݁ފٺ݄ݠة: دوال f ሒᇃ؇اܳټ واܳޚݠف a, b, c, d, e, g اৎ৊أ؇ఈః݁ت ۋ٭ت
a, b, c, d, e, g, f P C0pΩq, Ω Ă R2,

.ᄭᄟި۳௵௯௫ا ᄭᄟاᄴᄟا ሒሃ u P C2pΩq و ،R2 ݆݁ ۰༡ި݁ڰٺ ۰༟ިᆇ୞୘ Ω ؕ݁

a, b, c, d, e, g اৎ৊أ؇ఈః݁ت ً؇؜ٺٴ؇ر اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ َܝٺࠕࠫ :1 .4 .4 ڲ୹୴ؼ܊١
ۋگ٭گ٭۰. ೑ಸٔިا (1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ

222
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١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ༓ׂۢמ؉ 1 .4
:႟ၽاܳލ ݆݁ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن

(2) Lu “ f,

.2 ૭૜؇وي أو أڢܭ ؇ዛውྟོر ۰ਃಮඹජ ݁ލٺگ؇ت ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ݁ܝٺިب ۊޚ޶ ঌॻّڰ؇ݪ ݁ޝߜߵ L ۋ٭ت
اܳޚݠافݑ و݁أݠڣ۰ اࠍ੆ߺࠊل ݿߺࠊك ڣ۳ܾ ݆݁ ይዧٺ݄ܝ݆ ؇ዛውޗٴ٭أ ොູڎࢴࣖ ஓ୷ܝٷٷ؇ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ႟ၽނ ۋފص

.ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ّޙ۳ݠ มฆܳا اৎ৊ٺ؞ଫଃات ޗٴ٭أ۰ আॻ༟ لأٺ݄ڎ و۱ڍا ،؇ዛውراݿᄴᄟ ؇ዛᔻڎا༱اݿٺ اఈዳዧزم
:ඔ൹ٺ྘أݿ؇ݿ ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃஓ஁

اڤءո۠ء). (ڲ׫֏જੴات ١ॴబပ࿮ڲ ଄૯׫֏જੴات ؔؠ܅ ৠ৚֔ঁయ ١ॴటപഓ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ :1 ႞႐ոষاݾ
اܳٺ؇ܳ٭۰: y و x દઊଫଃٺ؞ৎ৊ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(3) a
B2u

Bx2 ` b
B2u

BxBy
` c

B2u

By2 ` d
Bu

Bx
` e

Bu

By
` gu “ fpx, yq,

ً؇ࠍ੆ڎود ً؇۱৖৑ٺ݄؇م َܝٺࠕࠫ اܳٺݱྡྷ٭ژ، دراݿ۰ ሒᇭ) وا༡ڎ. آن ሒᇭ ਍ಾأڎم ৖৑ ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا a, b, c ۋ٭ت
.(ᄭᄟأ؇دৎ৊ا َިع ොູڎࢴࣖ ؜݆ ً ل؇ ๤ཡۋ ᄭᄟފޝوৎ৊ا ؇ዛኡ৙৑ ،a, b, c اৎ৊أ؇ఈః݁ت أي ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ذات ا྘ཬීෂފ٭۰
:(๴ཏ྘ཬීෂا ਲ਼ਦීෂا ް݄૭૏و) ۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃًܝټ (3) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ߖߵًޔ

(4) ax2 ` bxy ` cy2.

ި۱ ଩ଃᆙᆘه ڣ؆نّ ،(ً؇ਐಸ؇ٔ y (ً؇؜ٺٴ؇ر x ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ި۱ (4) أن ؇َଫଊا؜ٺ إذا
.x2pb2 ´ 4acq ଩ଃᆙᆘه لܝިن ،y ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ا؜ٺଫଊَ؇ه إذا وً؇ৎ৊ټܭ، .y2pb2 ´ 4acq

.pb2 ´ 4acq اৎ৊گڎار إނ؇رة ؇ዝཏَڰ ሒሃ ଩ଃ݄ৎ৊ا ۱ڍا إނ؇رة أن ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ሒᇭ وఈఃَۋޓ
ًـ: اৎ৊أݠف ∆ ଩ِّଃ݄ৎ৊ا ࿓؆ނ؇رة (3) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱྡྷ٭ژ ੯੩أਐಱ و༟ܹ٭۬،

∆ “ b2 ´ 4ac.

:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳٺݱྡྷ٭ڰ؇ت ሒᇿ؇اܳٺ اࠍ੊ڎول ༃لިࡵ

ଫଐُّۏܾ มฆܳا اଫଃዝདྷܳة اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ᄭᄥ݁ټ৙৑ا ًأݥ ঌॻل ڣ٭݄؇ ૭૙ٺأݠض اܳٷޙݠي، اܳٺݱྡྷ٭ژ ۱ڍا ܳٺިݪ٭ں
.ً؇ਃಮ؇ل ଩ଃوڣ ً ۱ٷڎݿ٭؇ اࠍ৖৑؇੆ت ۱ڍه
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༉໭୹ቤቘոּרמ١ اڤ༖ۻڵמ١ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ֿܙع ∆ “ b2 ´ 4ac إո۳رة
Elliptic َ؇ڢݱ٭۰ ∆ ă 0

Parabolic Ⴄၽ݁ڣ۰٪ ∆ “ 0

Hyperbolic زاࢱࣖل۰ ∆ ą 0

଩ِّଃ݄ৎ৊ا إނ؇رة ۋފص ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ّݱྡྷ٭ژ ༥ڎول :1 .4 ༥ڎول

x

y

ոֿؓۢמ١ (Elliptic)
∆ ă 0

ڢޚؕ َ؇ڢݧ

x

y

ڲပ࿮ؔכ١ (Parabolic)
∆ “ 0

ڢޚؕ ሐᇭႤၽ݁

x

y

زاࠢࡇ١ֵ (Hyperbolic)
∆ ą 0

ڢޚؕ زاࢱࣖ

ا௰௯௫ݠوޗ٭۰). ً؇ܳگޚިع ଩ِّଃ݄ৎ৊ا (ఈః༟ڢ۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ܳྥފ݄٭۰ ๴ངୖٷڎ୒ا ଫଃاܳٺڰފ :1 .4 ႟ၽނ
(Elliptic Equation) : ոֿؓۢמ١ ႞႐دո֔ڲ ‚

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ
∆u “

B2u

Bx2 `
B2u

By2 “ 0,

.(Laplace's Equation) ୹୴ּेूس ႞႐دո֔ڲ ް݄૭૜ มฆܳوا
َݯؕ: ،(3) اܳأ؇م ႟ၽاܳލ ؕ݁ ً؇ৎ৊ޚ؇ًگ۰

a “ 1, b “ 0, c “ 1.

:଩ِّଃ݄ৎ৊ا ොຶފص و݁ٷ۬
∆ “ 02 ´ 4p1qp1q “ ´4 ă 0.

ոֿؓۢמ١. ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ ఈఃً৖৑س ᄭᄟ݁أ؇د ڣ؆ن ،∆ ă 0 أن ؇ஓ୾
႟ၽاܳލ আॻ༟ ّܝُٺص ؇ዛኡ؆ڣ ،(fpx, yq ٔ؇نٍ ޗݠف ًިۏިد (أي ۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ೑಻Ⴄ၍ إذا ڲ୹୴ؼ܊١:

.(Poisson's Equation) ּܙا۰ܙن ႞႐دո֔ڲ و۱ި ً ༠؇ݬ؇ ً ؇ᆙᆊا وّ؊༠ڍ ،∆u “ f

(Hyperbolic Equation) : زاࠢࡇ١ֵ ႞႐دո֔ڲ ‚
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:(ඔ൹ਃ಻Ⴄၽ݁ દઊଫଃ݁ٺ؞ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ) ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽاܳލ আॻ༟ ّܝُٺص
(5) B2u

Bx2 ´
B2u

By2 “ 0.

َݯؕ: ،(3) اܳأ؇م ႟ၽاܳލ ؕ݁ ً؇ৎ৊ޚ؇ًگ۰
a “ 1, b “ 0, c “ ´1.

:଩ِّଃ݄ৎ৊ا ොຶފص و݁ٷ۬
∆ “ 02 ´ 4p1qp´1q “ 4 ą 0.

زاࠢࡇ١ֵ. ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (5) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن ،∆ ą 0 أن ؇ஓ୾
.(Wave Equation) اॊूڲܙاج ႞႐دո֔ڲ ًـ (۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ أم ۰૭૙؇༶݁ٺ ೑಻Ⴄ၍ (ݿިاء ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ّأُݠف

(Parabolic Equation) : ڲပ࿮ؔכ١ ႞႐دո֔ڲ ‚

݁ټ؇ل: ،۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ඔ൹ލٺگৎ৊ا أ༡ڎ ؇ዛዀڣ ਍ಱأڎم ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو

(6) B2u

Bx2 ´
Bu

By
“ 0.

:ሒሃ اৎ৊أ؇ఈః݁ت أن ෠ຶڎ ،(3) اܳأ؇م ႟ၽاܳލ ؕ݁ ً؇ৎ৊ޚ؇ًگ۰
a “ 1, b “ 0, c “ 0.

݁ިۏިد). ଫଃ༚ B2u
By2 اৎ৊ލٺݑ ৙৑ن c “ 0 أن (৖৑ۋޓ

:଩ِّଃ݄ৎ৊ا ොຶފص و݁ٷ۬
∆ “ 02 ´ 4p1qp0q “ 0.

ڲပ࿮ؔכ١. ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن ،∆ “ 0 أن ؇ஓ୾
ًިۏިد ً ༚؇ܳٴ؇ وࣁُࣖرس ،(Heat Equation) اݾষۑارة ႞႐دո֔ڲ ًـ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ّأُݠف

.fpx, yq اࠍ੆ݠارة ݁ݱڎر ஓ୷ټܭ ٔ؇نٍ ޗݠف

اڤءո۠ء. وڲ׫֏જੴات اളൂڲڷ જੴ֏׫଄૯ ৠ৚֔ঁయ ١ॴటപഓ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ :2 ႞႐ոষاݾ
لگ۰ ޗݠ ّأ݄ࡗࡲ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ (t ě 0 ۋ٭ت t ًـ ༟؇دة ᄩᄟ ਲ਼ਦُߌߵ (واᄳᄟي ݆݁ෑෂا ଫଃ݁ٺ؞ لޙ۳ݠ ؜ٷڎ݁؇
ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ اܳأ؇دة රජت ،ዻዧذ و݁ؕ .(y (݁ټܭ ً إݪ؇ڣ٭؇ ً ఈః݁ފٺگ ً ݁ٺ؞ଫଃا t ً؇؜ٺٴ؇ر اܳފ؇ًگ۰ اܳٺݱྡྷ٭ژ



١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .4 226اڤץոب

আॻ༟৙৑ا มฃ݁ෑෂا اৎ৊ލٺݑ ۰ਊಾر আॻ༟ ً ਍ಸ؇ء ݁ٴ؇๤ཇة اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه ݬٷژ اݿྥٷٺ؇ج আॻ༟ ل؇ݪ٭۰ ීෂا ۰༥واࡺ࢕ࢦڍ
ޖ۳ިراً:

቞ቘۏڲڷ: ոּڤ༓ۻץ١ ؔؠ܅ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ڲ۾׫ۂ ႞႐دո֔िऻا ᆃᅞ ܇٤ۑ إذا أ-
݁أڎوم ଩ِّଃ݄ৎ৊ا ᄭᄟ؇༡ لިاڣݑ ۱ڍا ل؇ݪ٭؇ً، ر .(Parabolic) ڲပ࿮ؔכ١ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝިن ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

اܳأ؇۰݁. اܳگ؇༟ڎة ޗٴگٷ؇ إذا (∆ “ 0)
቞ቘۏڲڷ: ոּڤ༓ۻץ١ ١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ ڲ۾׫ۂ ႞႐دո֔िऻا ᆃᅞ ܇٤ۑ إذا ب-

اৎ৊ިۏص ଩ِّଃ݄ৎ৊ا ᄭᄟ؇༡ لިاڣݑ ۱ڍا ل؇ݪ٭؇ً، ر .(Hyperbolic) زاࠢࡇ١ֵ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝިن ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
.(∆ ą 0)

۰୹ည྾מڎמ١: ႞႖أڲ׭
(Heat Equation) : اݾষۑارة ႞႐دո֔ڲ .1

ஓ୷ټܭ (واᄳᄟي k ą 0 ೑ಸ؇اܳټ ଫଊَأٺ .݆݁ෑෂا ஓ୾ݠور ඔ൹݁أ وݿޔ ሒᇭ اࠍ੆ݠارة اཹྥލ؇ر ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه റഠُڍج ೺
ܳߺࠊݿޔ): اࠍ੆ݠاري ا৖৑ཹྥލ؇ر ݁أ؇݁ܭ

ሒᇃ݁أڎ ڢݯ྘ص ሒᇭ اࠍ੆ݠارة اཹྥލ؇ر ً ఈః݁ټ റഠُڍج ೺) ؔؠ܅): x ᆃᄧո۠ؔ જੴ֏ڲ׫) واຒ׿ ᆃᄴပ࿮ڲ ּُ֔׿ ᆃᅞ •
:႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝُٺص رڣ٭ؕ)

(7) Bu

Bt
“ k

B2u

Bx2 .

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝُٺص :(y و x അ೪ॴటո۠ؔ ਗ৻જੴ֏ڲ׫) അ೪ॴబပ࿮ڲ ਗ৻ּُ֔׿ ᆃᅞ •
(8) Bu

Bt
“ k

ˆ

B2u

Bx2 `
B2u

By2

˙

.

اࠍ੆ݠارة ᄭᄟ݁أ؇د ڣ؆ن و༟ܹ٭۬، .1 ሒሃ t ይዧݞ݆݁ ً؇ܳྡྷފٴ۰ గጻዧލٺݑ ۰ਊಾر আॻ༟أ أن ఈఃَۋޓ ،ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ၯ၍ٺ؇ ሒᇭ
ڲပ࿮ؔכ١. ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ

(Wave Equation) : اॊूڲܙاج ႞႐دո֔ڲ .2
ሒᇭ ۰༥ިৎ৊ا اཹྥލ؇ر ۰༟๤ང c ஓ୷ټܭ (ۋ٭ت c ą 0 ೑ಸ؇اܳټ ଫଊَأٺ ا৙৑݁ިاج. اཹྥލ؇ر ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه റഠُڍج ೺

اܳިݿޔ):
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝُٺص ݁ލڎود) وߙߵ ا଩ଐ۱از ً ఈః݁ټ റഠُڍج ೺) ؔؠ܅): x ᆃᄧո۠ؔ જੴ֏ڲ׫) واຒ׿ ᆃᄴပ࿮ڲ ּُ֔׿ ᆃᅞ •

:႟ၽاܳލ আॻ༟
(9) B2u

Bt2 “ c2 B2u

Bx2 .
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ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝُٺص ਵਦن) ؗލ؇ء ا଩ଐ۱از ً ఈః݁ټ റഠُڍج ೺) :(y و x അ೪ॴటո۠ؔ ਗ৻જੴ֏ڲ׫) അ೪ॴబပ࿮ڲ ਗ৻ּُ֔׿ ᆃᅞ •
:႟ၽاܳލ আॻ༟

(10) B2u

Bt2 “ c2
ˆ

B2u

Bx2 `
B2u

By2

˙

.

ا৙৑݁ިاج ᄭᄟ݁أ؇د ڣ؆ن و༟ܹ٭۬، .2 ሒሃ t ይዧݞ݆݁ ً؇ܳྡྷފٴ۰ గጻዧލٺݑ ۰ਊಾر আॻ༟أ أن ఈఃَۋޓ ،ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ၯ၍ٺ؇ ሒᇭ
زاࠢࡇ١ֵ. ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ

١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ո଄૲ذج أ٢گ درا١۰ 2 .4
١ॴబոاڤ׭

ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰: ۰ٔఈఃاܳټ ஓ஁ఋዳዧ؇ط ل؇ݪ٭۰ ීෂوا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اࠍ੅ݱ؇فݧ ࢻࣖراݿ۰ اܳڰگݠة ۱ڍه ሒᇭ ዛኡࡤࡲ

اڤרոؓۢמ١ اո֔िऻدूेت -1
ఈఃً৖৑س: ݁ޝߜߵ ި۱ ๴ཡڢ؇َ ঌॻّڰ؇ݪ ݁ޝߜߵ أ૭૖ޔ

(11) ∆u “
B2u

Bx2 `
B2u

By2 .

اܳٷ؇ڢݱ٭۰. గጻዧأ؇د৖৑ت ً أݿ؇ݿ٭؇ ً ؇༥ިذஓ஁ ఈఃً৖৑س ᄭᄟ݁أ؇د ّأڎ
:ֲۘոۢশاݾ

.(Steady State) اݿٺگݠار ᄭᄟ؇༡ ஓ஄ټܭ ڣ۳޶ ،۰༡ا๤ཛྷ ݆݁ෑෂا ؇ዛዀڣ لޙ۳ݠ ৖৑ •
.ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ ّިازن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ أَޙ۰݄ ّݱژ •

ً ؇ਃ಻آ ཯ྡྷٺگܭ ༡ڎي) ๤ཇط ଫଃّ؞٭ (݁ټܭ ଫଃٔ؊ّ وأي ّިازن، ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ لܝިن اܳٷޙ؇م :෥ີاૃેר׿ જੴاڤ׫ءۻ •
اܳٷگ؇ط. ႟၍ ً۬ وਐಾ؊ߜߵ ا௯௫௵؇ل دا༠ܭ

ոֿؓۢמ١: ႞႐دո֔଄૯ ಢ಑౫׾ج ඒ൷اڤ ١ॴటոֵ ચੴاڤء اڤ܊ܙا٢ۑ ּۖ֔ ֍ڷ ႞႖أڲ׭
.Ⴄၽਃಾ؇اܳـ۳᠌ݠوݿٺ ሒᇭ ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اࠍ۳੊ڎ لؕ ّިز •

݁ފٺگݠ. َޙ؇م ሒᇭ ይዧݯ؞ޔ ᄭᄥً؇اܳگ ଫଃ༚ اৎ৊ިافؕ ا૭૙٭؇ب •
اࠍ੆ݠاري. اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اࠍ੆ݠارة ۰༥در لؕ ّިز •

اܳݱܹٴ۰. ఋዳዧۏފ؇م اܳފ؇܋ٷ۰ اৎ৊ݠ۰َ اܳྥލ۱ި؇ت •
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اပ࿮िऻؔכ١ اո֔िऻدूेت -2
اࠍ੆ݠارة: ݁ޝߜߵ ި۱ ،ሐᇭႤၽ݁ ঌॻّڰ؇ݪ ݁ޝߜߵ أ૭૖ޔ إن

(12) Lu “
Bu

Bt
´ c2∆u.

݁أ؇݁ܭ c2 اৎ৊ިۏص اࠍ੆گ٭ࠔࠫ اܳأڎد وஓ୷ټܭ اႤၽৎ৊ڣ۰٪، గጻዧأ؇د৖৑ت أݿ؇ݿ٭؇ ؇༥ިذஓ஁ اࠍ੆ݠارة ᄭᄟ݁أ؇د ّأڎ
اࠍ੆ݠارة. ۰༥در ሒᇭ ଫଃٺ؞ይዧ اৎ৊؇دة ۰ً؇༶اݿٺ ۰༟๤ང لݱژ و۱ި اࠍ੆ݠاري، ا৖৑ཹྥލ؇ر

ڲܙـ֦. أֿٝ ࣷ࣬ຐ ቞ቘ׫ջټמ׿ c2 ּـ اݾষۑاري ո֔ஈኬቘڲڞ তগ݇ݦ
:ֲۘոۢশاݾ

.Bu

Bt
ይዧݞ݆݁ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ݁ލٺݑ ؇ዛዀڣ لޙ۳ݠ •

.(Irreversible) ༟ܝިݿ۰ ଫଃ༚ ل۰ واཹྥލ؇ر ل۰ ّޚިر ޖިا۱ݠ ஓ஄ټܭ •
ጥ጑ٺஓ஄ اܳޙ؇۱ݠة أن มฃلأ ۱ڍا ،ً؇ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ຐڎܙ١۰؟): જੴ຋ اڤ܊٢ոۑة (ոिऻذا ෥໋ոֵ ور ᆃᄧոֵ ચੴؔ જੴׂءۻ
ሌᇿإ اܳފ؇ۊ݆ ྾ཏ੊اࠍ ݆݁ ً ؇ஓ୴دا ๤དྷྥ਍ಾ اࠍ੆ݠارة أن أي .(Arrow of time) ይዧݞ݆݁" ً ؇݄ዝང"
أ݁؇ .(؇ਃಸوଫଐَ৕৑ا ل؇دة (ز ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ؇ዛውܳ؇༡ ሌᇿإ ܳٺأިد ً ؇ਃಮ؇ّܹگ ݄ؕ౯౜ళ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑و اܳٴ؇رد ྾ཏ੊اࠍ
݆݁ෑෂا ًأܝݴ ᆇᅪٷ؇ ڣ؆ذا .Bu

Bt
ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ݆݁ มฃ݁ෑෂا اৎ৊ލٺݑ ܳـܝިن ዻዧذ ڣ٭أިد ل؇ݪ٭؇ً، ر

وّݱٴں ،೑಻Ⴄ၍ პაႰ ّأިد و݆ܳ ଫଃݿྥٺ؞ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إނ؇رة ڣ؆ن ،(´t ًـ t ّأިلݥ (أي ً ل؇ݪ٭؇ ر
ጥ጑ٺஓ஄ มฆܳا اෑෂاࢱࣖل۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ༟ܝݴ (۱ڍا .(Ill-posed) اܳޚݠح ۰٪྘ݿ ً ل؇ݪ٭؇ ر ᄭᄟ؊ފৎ৊ا
ڣٺܝިن ،´t ݆݁ෑෂا ًأܝݴ ؇ዛኤإނ؇ر ਐಾ؊ߜߵ ৖৑ ۋ٭ت ،B2u

Bt2 ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ً ز݁ٷ٭؇ ً ݁ލٺگ؇
༟ܝިݿ۰). ޖިا۱ݠ۱؇

ّިازن. ᄭᄟ؇༡ ިොຶ ً ࣁࣖر෠ຬ٭؇ ۬౯౜దو ݆݁ෑෂا ؕ݁ ਐಱޚިر اܳٷޙ؇م اڤۻݫݻك: •
:١ॴటոֵ ચੴؔ ႞႖أڲ׭

اࠍ੆ݠاري). (ا৖৑ཹྥލ؇ر اࠍ੆ݠارة اਐ಻گ؇ل •
.۰ਃಮ؇اܳـܝ٭݄٭ اৎ৊ިاد اཹྥލ؇ر •

اৎ৊؇ء. أو ا୒ୖިاء ሒᇭ اৎ৊ߺࠊٔ؇ت اཹྥލ؇ر •
اܳފႤၽن). Ⴄၽ݁٭؇਍ಱد (݁ټܭ اܳٴ٭ިܳިۏ٭۰ اܳޙިا۱ݠ ًأݥ ۰༥ڍஓ஁ •
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اളൂاࠢࡇ١ֵ اո֔िऻدूेت -3

:(D'Alembert) ଫଃ݁ٴ৖৑دا ݁ޝߜߵ أو ا৙৑݁ިاج ݁ޝߜߵ ި۱ زاࢱࣖي ݁ޝߜߵ أ૭૖ޔ

(13) lu “
B2u

Bt2 ´ a2∆u.

۰༟๤ང a2 اৎ৊ިۏص اࠍ੆گ٭ࠔࠫ اܳأڎد وஓ୷ټܭ اෑෂاࢱࣖل۰، గጻዧأ؇د৖৑ت أݿ؇ݿ٭؇ ؇༥ިذஓ஁ ا৙৑݁ިاج ᄭᄟ݁أ؇د ّأڎ
.۰༥ިৎ৊ا

:ֲۘոۢশاݾ
ይዧݞ݆݁. ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ݁ލٺݑ ؇ዛዀڣ لޙ۳ݠ •

ا৖৑ۋٺႤၽك). ؗ٭؇ب ሒᇭ) اܳޚ؇ڢ۰ আॻ༟ ොູ؇ڣޓ و݁ިۏ٭۰ ل۰ ا଩ଐ۱از ޖިا۱ݠ ّݱژ •
.ً؇ਃ಻آ و྘ܳݴ (a ۰༥ިৎ৊ا ۰༟๤ང) ො੼ڎدة ۰༟๤๎ื ༥ި݁؇ت ႟ၽނ আॻ༟ ଫଃٔ؊اܳٺ ཯ྡྷٺگܭ :ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ •

:١ॴటոֵ ચੴؔ ႞႖أڲ׭
اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰. ا৙৑݁ިاج اཹྥލ؇ر •

.۰ਃಾިاܳݱ ا৙৑݁ިاج •
لܭ). ݁؇܋ފި (݁أ؇د৖৑ت اܳـ۳᠌ݠو݁؞ٷ؇ޗ྘ފ٭۰ ا৙৑݁ިاج •

وا৙৑ؗލ٭۰. ا৙৑وّ؇ر ا଩ଐ۱از •

اబेूঁؠոل ١ຐ෕ີ اڤ܊٢ոۑة ܈ץמ١֔ ᆃᄧոֵ ચੴاڤء ا߫ࠆࠗܙذج ႞႐دո֔िऻا ֿܙع
:١ॴబآ

ڣިراً. ཯ྡྷٺگܭ ଫଃٔ؊اܳٺ
وا৖৑ݿٺگݠار اڤ׫ܙازن ৖৑؇༡.(Steadyت State) ఈఃً৖৑س ᄭᄟ݁أ؇د

∆u “ 0
ոֿ(Elliptic)ؓۢמ١

:١ॴటոቌሒेू
ଫଃٔ؊اܳٺ ๤དྷྥ਍ಱ ل؇ݪ٭؇ً) (ر

܋ٴଫଃة. ۰༟๤๎ื
واܳٺٴڎد ا༖໪ेू۾ոر ޖިا۱ݠ

༟ܝިݿ۰). ଫଃ༚) اࠍ੆ݠارة ᄭᄟ݁أ؇د
ut “ c2∆u

(Parabolic)ڲပ࿮ؔכ١
৭്׿ودة:

۰༟๤๎ื ଫଃٔ؊اܳٺ ཯ྡྷٺگܭ
.a ۰༥ިৎ৊ا

وا༥ިৎ৊؇ت اચઁ٢ेूاز ޖިا۱ݠ
(༟ܝިݿ۰).

ا৙৑݁ިاج ᄭᄟ݁أ؇د
utt “ a2∆u

(Hyperbolic)زاࠢࡇ١ֵ

.۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ గጻዧأ؇د৖৑ت ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اࠍ੅ݱ؇فݧ ܹ݁ۛݧ :2 .4 ༥ڎول
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ا۰ո۰ॊूמ١ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت درا١۰
ݿྡྷފܹޔ اܳڰگݠة، ۱ڍه ሒᇭ اৎ৊ڎروݿ۰. اܳޙ؇۱ݠة ޗٴ٭أ۰ ොຳފص ً ؇݁ިᆇᅦ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ّݱُٷژ
݁أڎوم ሒᇃ؇اܳټ اܳޚݠف أن ً؇ڣଫଐاض (أي اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه أዝཇݠ ݆݁ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ١ຢۻ༓اڤ আॻ༟ ً ොູڎࢴࣖا اܳݯިء

.(f ” 0

:(Evolution Problems) ඒ൴ൂڲളا اڤ׫܋ܙر ڲۻոֲڞ .1
๤ཡݿٷگٺ اܳٺྟފ٭ޔ، أ༥ܭ ݆݁ .݆݁ෑෂا ਵਦور ؕ݁ ଫଃ؞ਐಾ ل۰ රඞار أو රඞ܋٭۰ ޖިا۱ݠ ّݱژ ݁أ؇د৖৑ت ሒሃو
ଫଃٺ؞ஓ୾ ੯੩أਐಱ px, tq ÞÑ upx, tq ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ أن أي ،(1D Space) واຒ׿ ᆃᄴပ࿮ڲ ּُ֔׿ ሒᇭ ؇ዛውدراݿ আॻ༟
و T ą 0 ۋ٭ت ،Ω “ ra, bs ˆ r0, T s আॻ༟ اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه ࣁُࣖرس .t ݆݁ෑෂا ଫଃو݁ٺ؞ x وا༡ڎ ሒᆶ؇ڣݯ

:྾ཟّو .a, b P R

(ڲပ࿮ؔכ١): ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾষۑارة ႞႐دո֔ڲ •
(14) Lu “

Bu

Bt
´ c2 B2u

Bx2 “ 0

(زاࠢࡇ١ֵ): ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اॊूڲܙاج ႞႐دո֔ڲ •

(15) lu “
B2u

Bt2 ´ a2 B2u

Bx2 “ 0

:(Steady-State Problems) واڤ׫ܙازن ا۰ेू׫ؠۑار ڲۻոֲڞ .2
.(t ଫଃٺ؞ৎ৊ا ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ (أي ݆݁ෑෂا ؕ݁ ଫଃ؞ਐಾ ৖৑ ۰ਃ಻ّިاز ݁ފٺگݠة أَޙ۰݄ ّݱژ ݁أ؇د৖৑ت ሒሃو
ا௯௫௵۳ިل اܳٺ؇ًؕ لܝިن ۋ٭ت ،(2D Space) അ೪ॴబပ࿮ڲ ਗ৻ּُ֔׿ ሌᇿإ ཹྡྷٺگܭ ݁ڰ٭ڎ، ႟ၽ૰૖ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ᄴᄟراݿ۰
আॻ༟) D Ă R2 ۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ࣁُࣖرس .y و x ඔ൹ਃಮ؇اܳڰݯ દઊଫଃٺ؞ৎ৊؇ً ً ݁ٺأܹگ؇ px, yq ÞÑ upx, yq

:྾ཟّو .(ra, bs ˆ rc, ds ݁ފٺޚ٭ܭ اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ
(ոֿؓۢמ١): ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا ୹୴ּेूس ႞႐دո֔ڲ •

(16) ∆u “
B2u

Bx2 `
B2u

By2 “ 0

:(Evolution Problems) ඒ൴ൂڲളا اڤ׫܋ܙر ڲۻոֲڞ ຒڞ ڲቌሻّמ١
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੅ޚިات ཹྥٴؕ ل۰، ّޚިر ᄭᄟ؊݁ފ ᄴᄟراݿ۰

اڤܙـܙد: درا١۰
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دا༠ܭ C2 اܳݱٷژ ݆݁ u ༡ܭ وۏިد إਊು؇ت أي ఈ႙၍ݿ٭ܝ٭۰، ༡ߺࠊل ؜݆ ౫ౖరت ۱ڍا، ݁ފٺިاَ؇ ሒᇭ
۰ਃಮ؇਍ಸ لگ۰ ًޚݠ ዻዧذ إਊು؇ت ஓ୷ܝٷٷ؇ .Ω “ ra, bs ˆ r0, T s ੯੩؞ৎ৊ا আॻ༟ و݁ފٺ݄ݠ pa, bq ˆ p0, T q اৎ৊ڰٺިح
أن ݿٷڰݠض ዛዊ݁۠٭۰، ੅ျޚިة ،ዻዧᄳᄟ .۬ਃಱڣިر ݿఈఃݿܭ আॻ༟ ً؇৖৑؜ٺ݄؇د (Constructive Method)

৖৑ۋگ۰. ۊޚިة ሒᇭ ً ڣأܹ٭؇ ྲྀྟٷ؇ف۬ َگިم ቕ቉ و༡ڎا྘ཹٺ۬، دراݿ۰ ݆݁ ܳٷٺ݄ܝ݆ ݁ިۏިد اࠍ੆ܭ
:١ॴబ׿اຒاڤܙ

اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੅ޚ٭۰ ً َޙݠا .u “ u1 ´ u2 َݯؕ .ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ୒ୖڍه u2 و u1 ඔ൹ܹ༡ وۏިد َڰݠض
Ⴄၽّ݁ܭ لگ۰ "ޗݠ وً؇ݿٺ༱ڎام ل۰). (ݬڰݠ ڲ֔׿وڲ١ ۰ਃಮڎاਐಸوا ༡ڎل۰ ๤ཇوط ؕ݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ u

u1 “ u2 أن أي ،u ” 0 أن ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬ ݁أڎو۰݁، ᄭᄥ৵৩ৠا ޗ؇ڢ۰ أن ඔ൹ਊُ಻ ،(Energy Method) اܳޚ؇ڢ۰"
وۋ٭ڎ. واࠍ੆ܭ

:(Separated Solutions) അ೪ڲרءۢڪ ਗ৻જੴ֏ڲ׫ ذات ຒݫݻل ڲڷ ً ոؓ୹୴اֿ܋ اڤո֔م اݾষڞ ոॾ఩ء
اৎ৊ٺ؞ଫଃات ڣݱܭ لگ۰ ޗݠ ૭૙ٺأ݄ܭ وۏިده، ڣݠݪٷ؇ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ ܳٴٷ؇ء

:ඔ൹اܳٺᄴᄟ "༥ڎاء" ႟ၽނ আॻ༟ ڲ֔׿وڲ١) જੴ຋) ༡ߺࠊل ً؜݆ ৖৑أو و౫ౖరت (Separation of Variables)
(17) upx, tq “ Xpxq T ptq.

؇ୖ୒ި۳෠੼ ᄭᄟ݁أ؇د :ඔ൹ਐಱد؇༟ ඔ൹ّڰ؇ݪܹ٭ٺ ඔ൹݁أ؇دܳٺ আॻ༟ ොຶݱܭ ،۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
اܳٺ؇ًؕ ؇ୖ୒ި۳෠੼ ݿٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ ؇਍ಱᄴᄟ ّݱٴں ،ᄭᄟ؊ފగጻዧ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط و࿓؆ݪ؇ڣ۰ ،x ÞÑ Xpxq اܳٺ؇ًؕ

.t ÞÑ T ptq اܳٺ؇ًؕ ؇ୖ୒ި۳෠੼ أරඝى ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟو݁أ؇د ،X

اݾশ܋ܧ اڤજઁټמ֦ ݁ٴڎأ ૭૙ٺ༱ڎم ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰)، اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ᄭᄥف؇༟ لأޚ٭ٷ؇ ؇ᆙᆘ) T و X ඔ൹ّأ٭ ًأڎ
ොຶݱܭ ،ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ਐಸޚٴ٭ݑ ቕ቉ و݆݁ اࠍ੆ߺࠊل، ۱ڍه ؕ৵৩ৠ (Superposition Principle)

.u ሒᆶ؇ዛዊܳوا اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و؜ٴ؇رة ᄭᄟި۳௵௯௫ا اৎ৊أ؇ఈః݁ت আॻ༟

اَأڎام ৙৑ن ڲ֔׿وم؟ જੴ຋ اݾষڞ ֵڎܙن أن જઁ੡੊ط ոिऻذا :2 .4 .4 ڲ୹୴ؼ܊١
.upx, tq “ 0 (اৎ৊أڎوم) اܳٺ؇ڣ۬ اࠍ੆ܭ ሌᇿإ ݿ٭ޝدي ،T ” 0 أو X ” 0 ً ఈః݁ټ ،ඔ൹اܳٺᄴᄟا إ༡ڎى
ฝ്ؠۂ أن ਫ਼ੀ׫ٍמڞ ڣ؆َ۬ ل۰، اܳݱڰݠ اࠍ੆ڎل۰ وا๤དྷܳوط ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ Ⴄ၍ن وᎂن اࠍ੆ܭ، ۱ڍا
و X ‰ 0 ۋ٭ت ༡ߺࠊل ؜݆ اܳٴۜت ً ل؇ݪ٭؇ ر ا๤ཟܳوري ݆݁ ،ዻዧᄳᄟ .ᄭᄟ؊ފగጻዧ ١ॴటঁ׿ا఩ेूا اڤ෕ໃوط

.T ‰ 0
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:3 .4 .4 ڲ୹୴ؼ܊١
.۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ؜݆ ا৖৑ݿٺ؞ٷ؇ء ؕ݁ واܳٺިازن، ا৖৑ݿٺگݠار ݁ފ؇فܭ আॻ༟ ۰ዛኞ؇݁ލ ݁ٴ؇دئ وّޚُٴݑ

اݾষۑارة ႞႐ջڲۻ درا١۰ 3 .4
:(x “ 1 ؜ٷڎ દઑرو و๤ཇط x “ 0 ؜ٷڎ لၯၽ٭۬ دߌߵ (๤ཇط اܳٺ؇ܳ٭۰ ا௰௯௫ٺܹޚ۰ اࠍ੆ݠارة ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

(18)

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Bu

Bt
“ c2 B2u

Bx2 , 0 ă x ă 1, t ą 0,

upt, 0q “ 0, t ą 0,

upt, 1q `
Bu

Bx
pt, 1q “ 0, t ą 0,

up0, xq “ fpxq, 0 ă x ă 1.

:(18) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا وا๤དྷܳوط اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ౫౜భڎࢴࣖ ً ৖৑أو ਊ಻ڎأ
اݾষ׿١ֵ: اڤ෕ໃوط

upt, 0q “ 0, upt, 1q `
Bu

Bx
pt, 1q “ 0, t ą 0.

:ᆃᄧঁ׿ا఩ेूا اڤ෕ໃط
up0, xq “ fpxq, 0 ă x ă 1.

(18) ႞႐ջۻஈኬቘ ոຑص ຒڞ ؼۻոب
:႟ၽاܳލ ݆݁ ݁أڎوم ଫଃ༚ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،દઊଫଃٺ؞ৎ৊ا ڣݱܭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام

upx, tq “ Xpxq T ptq.

.ਗ৻જੴ֏׫िऻا ؔۢڞ :1 ႞႖ຒۑिऻا
෠ຶڎ: ،۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި

Xpxq T 1ptq “ c2X2pxq T ptq.
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ڣٷ༶ڎ: ،c2XT আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ྾ཏَگ ݁أڎوم، ଫଃ༚ اࠍ੆ܭ أن ًڰݠض
X2pxq

Xpxq
“

1
c2

T 1ptq

T ptq
.

ًـ ڣگޔ ੯੩݁ٺأ ๤๎ะ৙৑ا واܳޚݠف ،t ą 0 ًـ ڣگޔ ੯੩݁ٺأ اଫଃ༠৙৑ة గጻዧފ؇واة ݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف أن ؇ஓ୾
،λ P R‹ ݁أڎوم ଫଃ༚ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ ل༥ިڎ أَ۬ มฃلأ ڣ۳ڍا ،t و x لܝ݆ ؇݄ዛᔻ ل؇ن ݁ྥފ؇و ඔ൹واܳޚݠڣ ،x P r0, 1s

ොຳ٭ت:
X2pxq

Xpxq
“ ´λ و 1

c2
T 1ptq

T ptq
“ ´λ.

اिऻܙاڤמ١. ႞႖ຒۑिऻا ᆃᅞ اिऻܙـץ١ ١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ ֍ڷ اڤץٍ֛ ჸთڪמ١ ڤ቎ເ༖מڞ λ ֍ܙض ´λ ਫ਼੊׫ຢ׿م
:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام

upt, 0q “ 0 ùñ Xp0q “ 0,

و
upt, 1q `

Bu

Bx
pt, 1q “ 0 ùñ Xp1q ` X 1p1q “ 0.

اܳٺ؇ܳ٭۰: (Sturm-Liouville) ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ ොຬگݑ X أن ૭૙ྥٷٺھ

(19)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

X2pxq ` λXpxq “ 0,

Xp0q “ 0,

Xp1q ` X 1p1q “ 0,

:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ T و
(20) T 1ptq ` λc2T ptq “ 0.

.(20) ႞႐دո֔ஈኬቘ اڤո֔م واݾষڞ (19) ႞႐ջۻஈኬቘ ١ॴయاႤ႐ا ෕ໍոاڤ֔ר അ೪ׂ֔מ :2 ႞႖ຒۑिऻا
(اܳگࡗࡲ ۰ਃಾاᄳᄟا ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ඔ൹ّأ٭ ሌᇿإ ؇۳ܹ༡ لأިد มฆܳوا ،(19) ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ ොຳܭ ً ৖৑أو ਊ಻ڎأ
۰ਃಾاᄳᄟا ً؇ܳگࡗࡲ λ ܳٷأިض ،(20) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሌᇿإ ཹྡྷٺگܭ ًأڎ۱؇، .(؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ۰ਃಾاᄳᄟا

.T اܳأ؇م ؇۳ܹ༡ ඔ൹َأ ۰ஓஇ و݆݁ ،(19) ᄭᄟ؊ފగጻዧ
۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ّگٴܭ (19) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ෠ຶڎ اܳټ؇ܳت، اܳڰݱܭ ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ اܳޚݠق َڰݴ ً؇ݿٺ༱ڎام
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আॻ༟ ؇ୖ୒ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ،tanpαnq “ ´αn ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ αn ą 0 ۋ٭ت λn “ α2
n ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰

Xnpxq “ sinpαnxq, n “ 1, 2, . . . :ሒሃ ،r0, 1s

:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ و༟ܹ٭۬،
(21) T 1ptq ` λnc2T ptq “ 0,

.(19) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ሒሃ λn ۋ٭ت
:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝُٺص ،(21) ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أن َأ޺޾

(22) Tnptq “ Bne´λnc2t, t ě 0.

(Superposition) اݾশ܋ܧ اڤજઁټמ֦ :3 ႞႖ຒۑिऻا
َݯؕ:

unpx, tq “ Xnpxq ¨ Tnpxq.

:؇਍ಱᄴᄟ
upx, tq “

`8
ÿ

n“1
unpx, tq

“

8
ÿ

n“1
An sinpαnxq e´α2

nc2t.

:upx, 0q “ fpxq ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام ؇ዛዊَأ٭ ܋٭ڰ٭۰، ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا An ۋ٭ت

(23) 8
ÿ

n“1
An sinpαnxq “ fpxq.

0 ݆݁ x ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽ݁و (m ě 1 (ۋ٭ت sinpαmxq ሒᇭ (23) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ๤ཟًب
෠ຶڎ: ،1 ሌᇿإ

`8
ÿ

n“1
An

ż 1

0
sinpαnxq ¨ sinpαmxq dx “

ż 1

0
fpxq sinpαmxq dx.

݆݁ ਍ಱأڎم اܳٺႤၽ݁ܭ (ۋ٭ت L2p0, 1q اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ปฃ݁ټ ปฃ݁ټ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٺިاًؕ ّأ؇݁ڎ ً؇ݿٺ༱ڎام و݁ٷ۬،
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:೑ಸاܳټިا ؜ٴ؇رة ෠ຶڎ ،(n ‰ m أ༥ܭ

An “

ż 1

0
fpxq sinpαnxq dx

ż 1

0
sin2pαnxq dx

.

اݾষۑارة ႞႐ջڲۻ ຒڞ ١ॴబ׿اຒو درا١۰
.w “ u1 ´ u2 وَݯؕ u2 و u1 ඔ൹ܹ༡ وۏިد َڰݠض .(Energy Method) اܳޚ؇ڢ۰" لگ۰ "ޗݠ ૭૙ٺ༱ڎم

اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ොຬگݑ w اܳٺ؇ًؕ إن

(24)

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Bw

Bt
“ c2 B2w

Bx2 , 0 ă x ă 1, t ą 0,

wpt, 0q “ 0, t ą 0,

wpt, 1q `
Bw

Bx
pt, 1q “ 0, t ą 0,

wp0, xq “ 0, 0 ă x ă 1.

ًـ: اܳޚ؇ڢ۰، ᄭᄟدا َأُݠف
Eptq “

1
2

ż 1

0
w2px, tq dx ě 0.

،t ě 0 ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ
E 1ptq “

ż 1

0
w

Bw

Bt
dx “ c2

ż 1

0
w

B2w

Bx2 dx.

෠ຶڎ: ً؇ܳٺ۠ݞف۰، ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊؇ً

E 1ptq “ c2

˜

„

w
Bw

Bx

ȷ1

0
´

ż 1

0

ˆ

Bw

Bx

˙2

dx

¸

.

اࠍ੆ڎل۰: ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
.wpt, 0q “ 0 :x “ 0 ؜ٷڎ •

.Bw

Bx
pt, 1q “ ´wpt, 1q :x “ 1 ؜ٷڎ •
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اܳأఈఃڢ۰: ሌᇿإ َݱܭ

E 1ptq “ c2

˜

´w2pt, 1q ´

ż 1

0

ˆ

Bw

Bx

˙2

dx

¸

ď 0.

.١ۢؓոڲ׫ר E اܳޚ؇ڢ۰ أن มฃلأ ۱ڍا
݁أڎو۰݁: ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اܳޚ؇ڢ۰ أن ෠ຶڎ ،wp0, xq “ 0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݿٺأ݄؇ل أරඝى، ۏ۰۳ و݆݁
؇਍ಱᄴᄟ ڣ؆َ۬ اܳݱڰݠ، ݆݁ وਊಾڎأ (E 1 ď 0) و݁ٺٷ؇ڢݱ۰ (E ě 0) ً دو݁؇ ݁ިۏٴ۰ E ᄭᄟاᄴᄟا أن ؇ஓ୾ .Ep0q “ 0

ۋٺ݄؇ً:
Eptq “ 0, @t ě 0.

أن: ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬
wpx, tq “ 0, @px, tq.

اࠍ੆ܭ. ۰ਃ಻ڎا༡و و݁ٷ۬ ،u1 “ u2 أن ཯ྦྷٴب و۱ڍا

اॊूڲܙاج ႞႐ջڲۻ درا١۰ 4 .4
:(ඔ൹اܳޚݠڣ ݆݁ ݁ټྟب وߙߵ ا଩ଐ۱از ޖ؇۱ݠة റഠ೺ڍج มฆܳوا) اܳٺ؇ܳ٭۰ ا৙৑݁ިاج ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

(25)

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

B2u

Bt2 “ a2 B2u

Bx2 , t ą 0, 0 ă x ă l,

upt, 0q “ upt, lq “ 0, t ą 0,

up0, xq “ fpxq, 0 ă x ă l,
Bu

Bt
p0, xq “ gpxq, 0 ă x ă l.

اॊूڲܙاج ႞႐ջڲۻ ຒڞ ١ॴబ׿اຒو درا١۰
.w “ u1 ´ u2 َݯؕ .(25) ᄭᄟ؊ފగጻዧ u2 و u1 ඔ൹ܹ༡ وۏިد َڰݠض

اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ොຬگݑ w اܳٺ؇ًؕ إن

(26)
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

B2w

Bt2 “ a2 B2w

Bx2 , 0 ă x ă l, t ą 0,

wpt, 0q “ 0, wpt, lq “ 0, t ą 0,

wp0, xq “ 0,
Bw

Bt
p0, xq “ 0, 0 ă x ă l.
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واႤၽܳ݁ٷ۰ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ (ᆇ୞୘ިع اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ َأُݠف اܳޚ؇ڢ۰". لگ۰ "ޗݠ ૭૙ٺ༱ڎم ،w ” 0 أن ਊು৕৑؇ت
اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ܳأٴ؇رة ܳߺࠊߙߵ)

Jptq “
1
2

ż l

0

«

ˆ

Bw

Bt

˙2

` a2
ˆ

Bw

Bx

˙2
ff

dx.

:؇਍ಱᄴᄟ ،t ą 0 ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

J 1ptq “
d

dt

˜

1
2

ż l

0

ˆ

Bw

Bt

˙2

dx `
a2

2

ż l

0

ˆ

Bw

Bx

˙2

dx

¸

.

اܳٺႤၽ݁ܭ: ਲ਼ਦر ොູب ا৖৑ނٺگ؇ق ஓ୷ܝٷٷ؇ ً؇ܳـܝڰ؇ل۰، (Smooth) ܹ݁ފ؇ء اᄴᄟوال أن ؇ஓ୾
J 1ptq “

ż l

0

Bw

Bt
¨

B2w

Bt2 dx ` a2
ż l

0

Bw

Bx
¨

B2w

BtBx
dx.

:(a2 B2w

Bx2 ) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ؇ዛኗو؇૭૏ ؇ஓ୾ B2w

Bt2 َأިض

J 1ptq “ a2
ż l

0

Bw

Bt
¨

B2w

Bx2 dx ` a2
ż l

0

Bw

Bx
¨

B2w

BxBt
dx.

ڣٷ༶ڎ: ݁ލଫଐك، ܋أ؇݁ܭ a2 ෛݠج ُຶ

J 1ptq “ a2

»

—

—

—

–

ż l

0

Bw

Bt
¨

B2w

Bx2 dx
loooooooomoooooooon

I1

`

ż l

0

Bw

Bx
¨

B2w

BxBt
dx

loooooooomoooooooon

I2

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

ڣٷ༶ڎ: ً؇ܳٺ۠ݞف۰، I1 ا৙৑ول اࠍ੆ڎ Ⴄၽَ݁ܭ

I1 “

„

Bw

Bt
¨

Bw

Bx

ȷl

0
´

ż l

0

Bw

Bx
¨

B2w

BxBt
dx.

أن: ۏ۰۳، ݆݁ ఈఃَۋޓ
ż l

0

Bw

Bx
¨

B2w

BxBt
dx “ ´I2.

اࠍ੆ڎل۰: ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام أරඝى، ۏ۰۳ ݆݁
wpt, 0q “ 0 ùñ

Bw

Bt
pt, 0q “ 0.
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و

wpt, lq “ 0 ùñ
Bw

Bt
pt, lq “ 0.

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن
„

Bw

Bt
¨

Bw

Bx

ȷl

0
“

Bw

Bt
pt, lq

Bw

Bx
pt, lq ´

Bw

Bt
pt, 0q

Bw

Bx
pt, 0q “ 0.

෠ຶڎ: ،J 1ptq ؜ٴ؇رة ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ

J 1ptq “ a2
„ˆ

0 ´

ż l

0

Bw

Bx

B2w

BxBt
dx

˙

`

ż l

0

Bw

Bx

B2w

BxBt
dx

ȷ

“ 0.

.۰ਐಸ؇ٔ J اܳޚ؇ڢ۰ أن มฃلأ ڣ۳ڍا ،J 1ptq “ 0 أن ؇ஓ୾
:۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ݆݁

wp0, xq “ 0 و Bw

Bt
p0, xq “ 0,

أن: ෠ຶڎ
Jp0q “

1
2

ż l

0

“

p0q2 ` a2p0q2‰ dx “ 0.

أن: มฃلأ ؇݁ و۱ި َگޚ۰. ؜ٷڎ و਍ಱأڎم ೑ಸ؇ٔ J ڣ؆ن وᄔჼ۱ا
Jptq “ 0, @t ě 0.

ᄭᄟاᄴᄟا اَأڎام ๴ཟلگٺ اܳٺႤၽ݁ܭ اَأڎام ڣ؆ن (ਵਦًأ؇ت)، ඔ൹݁ިۏٴ દઊڎ༡ ᆇ୞୘ިع Ⴄၽّ݁ܭ ި۱ J أن ؇ஓ୾
أي: ،ᄩᄥ༠دا

Bw

Bt
“ 0 و Bw

Bx
“ 0.

أن: ૭૙ྥٷٺھ ،wp0, xq “ 0 أن ؇ஓ୾و .۰ਐಸ؇ٔ ᄭᄟدا w أن มฃلأ ۱ڍا
wpx, tq “ 0, @px, tq.

اࠍ੆ܭ. ۰ਃ಻ڎا༡و ཯ྦྷٴب و۱ڍا
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اिऻ׫֏જੴات ؔۢڞ ֵؠ١ ּ܋ۑ اڤո֔م اݾষڞ ؼۻոب

:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝُٺص (25) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ݁أڎوم ଫଃ༚ ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت
upx, tq “ Xpxq T ptq.

اिऻ׫֏જੴات. ؔۢڞ :1 ႞႖ຒۑिऻا
෠ຶڎ: ا৙৑݁ިاج، ᄭᄟ݁أ؇د ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ

XpxqT 2ptq “ a2X2pxqT ptq.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،a2XpxqT ptq আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ًگފ۰݄
X2pxq

Xpxq
“

1
a2

T 2ptq

T ptq
.

ً Ⴄ၍ଫଐ݁ލ ً ؇ਐಸ؇ٔ ل؇ن ૭૏؇و ؇݄ዛኡ؆ڣ ڣگޔ، t ܳـ ًؕ؇ّ ݆ஓ୷৙৑ا واܳޚݠف ڣگޔ x ܳـ ًؕ؇ّ ๤๎ะ৙৑ا اܳޚݠف أن ؇ஓ୾
:มฃلأ ۱ڍا .´λ ًـ إܳ٭۬ ਲ਼ਦߖߵ

X2pxq

Xpxq
“ ´λ و 1

a2
T 2ptq

T ptq
“ ´λ.

෠ຶڎ: ،ᄭᄟ؊ފగጻዧ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
Xp0q “ 0, Xplq “ 0.

ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ: ᄭᄟ؊݁ފ ොຬگݑ X أن ૭૙ྥٷٺھ

(27)
$

&

%

X2pxq ` λXpxq “ 0, x Ps0, lr,

Xp0q “ 0, Xplq “ 0.

:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ T و
(28) T 2ptq ` λa2T ptq “ 0.

.١۝ոশاݾ واݾষݫݻل ١ॴయاႤ႐ا ෕ໍոاڤ֔ר അ೪ׂ֔מ :2 ႞႖ຒۑिऻا
ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰ ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ෠ຶڎ .(27) ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ ොຳܭ ً ৖৑أو ਊ಻ڎأ



١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .4 240اڤץոب
:ؕ݁ ،λn “ ω2

n

ωn “
nπ

l
, n “ 1, 2, . . .

:ሒሃ ،r0, ls আॻ༟ ؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ
Xnpxq “ an sinpωnxq, n “ 1, 2, . . .

܋٭ڰ٭۰. ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا panq ۋ٭ت
:λn ۰ਃಾاᄳᄟا ً؇ܳگࡗࡲ λ ਐಸأިلݥ (28) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ

(29) T 2ptq ` λna2T ptq “ 0 ùñ T 2ptq ` paωnq2T ptq “ 0.

:aωn اෑෂاوي اଫଐܳدد ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ لܝُٺص r0, `8r আॻ༟ (29) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ أن ෠ຶڎ
(30) Tnptq “ bn cospaωntq ` cn sinpaωntq,

܋٭ڰ٭؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ٔ؇ਐಸ؇ن cn و bn ۋ٭ت
(Superposition) اݾশ܋ܧ اڤજઁټמ֦ :3 ႞႖ຒۑिऻا

:႟ၽاܳލ আॻ༟ (25) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لܝُٺص

upx, tq “

8
ÿ

n“1
XnpxqTnptq

“

8
ÿ

n“1
sinpωnxq rAn cospaωntq ` Bn sinpaωntqs ,

.Bn “ ancn و An “ anbn ۋ٭ت
اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ปฃ݁ټ ปฃ݁ټ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٺިاًؕ وّأ؇݁ڎ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ૭૙ٺ༱ڎم ،pBnq و pAnq ೑ಸاܳټިا ඔ൹ܳٺأ٭

ً؇ܳأఈఃڢ۰: لأُޚް واᄳᄟي ،L2p0, lq

(31)
ż l

0
sinpωnxq sinpωmxqdx “

$

&

%

l

2
: n “ m,

0 : n ‰ m.

:An ؼۻոب ‚

ڣ٭۬ اᄳᄟي اࠍ੆ڎ ਍ಱأڎم t “ 0 (ਐಸأިلݥ ෠ຶڎ ،upx, 0q “ fpxq ا৙৑ول ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام
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:( sin

upx, 0q “

8
ÿ

n“1
An sinpωnxq “ fpxq.

ਊಾࠔࠥ اܳٺأ؇݁ڎ، ༠؇ݬ٭۰ وً؇ݿٺ༱ڎام ،r0, ls ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊وا sinpωmxq ሒᇭ اৎ৊ފ؇واة ሒᇭޗݠ ๤ཟًب
:n “ m ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇੆اࠍ ڣگޔ

Am

ż l

0
sin2pωmxqdx “

ż l

0
fpxq sinpωmxqdx.

:؇਍ಱᄴᄟ ཯ྡྷٺھ ،
ż l

0
sin2pωmxqdx “

l

2
أن ؇ஓ୾

Am ¨
l

2
“

ż l

0
fpxq sinpωmxqdx.

:(n ًـ m اᄴᄟܳ٭ܭ (ً؇ݿྥٴڎال ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

(32) An “
2
l

ż l

0
fpxq sinpωnxqdx.

:Bn ؼۻոب ‚

:t ይዧݞ݆݁ ً؇ܳྡྷފٴ۰ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ૰૙ٺݑ
Bu

Bt
px, tq “

8
ÿ

n“1
sinpωnxq r´Anpaωnq sinpaωntq ` Bnpaωnq cospaωntqs .

:(t “ 0 (ਐಸأިلݥ Bu

Bt
px, 0q “ gpxq ሒᇃ؇اܳټ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ૭૙ٺ༱ڎم

Bu

Bt
px, 0q “

8
ÿ

n“1
Bnpaωnq sinpωnxq “ gpxq.

෠ຶڎ: اܳފ؇ًگ۰، اܳٺأ؇݁ڎ لگ۰ ޗݠ ਍ಸڰݴ
pBmaωmq ¨

l

2
“

ż l

0
gpxq sinpωmxqdx.

و݁ٷ۬:
Bm “

1
aωm

¨
2
l

ż l

0
gpxq sinpωmxqdx.
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أଫଃ༠اً: ؇਍ಱᄴᄟ ڣ؆َ۬ ،(ωn “
nπ

l
(أي ωn “

nπ

l
أن ؇ஓ୾و

(33) Bn “
2

nπa

ż l

0
gpxq sinpωnxqdx.

x

Xpxq

l

X1pxq pn “ 1q

X2pxq

n “ 2

n “ 3

.Xnpxq “ sinpωnxq ሌᇿو৙৑ا ۰ਃಾاᄳᄟا ይዧٺިاًؕ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :2 .4 ႟ၽނ

୹୴ּेूس ႞႐ջڲۻ درا١۰ 5 .4
اܳٺ؇ܳ٭۰: D “s0, arˆs0, br اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ఈఃً৖৑س ᄭᄟأ؇دৎ৊ لၯၽ٭۬ دߌߵ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺ

(34)

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

B2u

Bx2 `
B2u

By2 “ 0, 0 ă x ă a, 0 ă y ă b,

up0, yq “ 0, upa, yq “ 0, 0 ă y ă b,

upx, 0q “ 0, 0 ă x ă a,

upx, bq “ fpxq, 0 ă x ă a.

๤ཇوޗ۳؇ ᆇᅹ٭ؕ ڣ؆ن ،݆݁ෑෂ؇ً ੯੩أਐಾ ৖৑ ݁ފٺگݠة (34) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ؇ஓ୾ .ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ๤ཇوط ౫౜భڎࢴࣖ ৖৑أو ਊ಻ڎأ
:۰ਃ಻Ⴄၽ݁ ༡ڎل۰ ๤ཇوط ሒሃ

:١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾষ׿١ֵ اڤ෕ໃوط
up0, yq “ 0, upa, yq “ 0, 0 ă y ă b.

upx, 0q “ 0, 0 ă x ă a.

:༦ණոວ׫िऻا જੴ຋ اݾষ׿ي اڤ෕ໃط
upx, bq “ fpxq, 0 ă x ă a.
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(34) ႞႐ջۻஈኬቘ ոຑص ຒڞ ؼۻոب
:႟ၽاܳލ ݆݁ ݁أڎوم ଫଃ༚ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ،દઊଫଃٺ؞ৎ৊ا ڣݱܭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام

upx, yq “ Xpxq Y pyq.

.ਗ৻જੴ֏׫िऻا ؔۢڞ :1 ႞႖ຒۑिऻا
෠ຶڎ: ،۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި

X2pxq Y pyq ` Xpxq Y 2pyq “ 0.

ڣٷ༶ڎ: ،XpxqY pyq আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ྾ཏَگ ݁أڎوم، ଫଃ༚ اࠍ੆ܭ أن ًڰݠض
X2pxq

Xpxq
“ ´

Y 2pyq

Y pyq
.

ًـ ڣگޔ ੯੩݁ٺأ ݆ஓ୷৙৑ا واܳޚݠف ،x P r0, as ًـ ڣگޔ ੯੩݁ٺأ اଫଃ༠৙৑ة గጻዧފ؇واة ๤๎ะ৙৑ا اܳޚݠف أن ؇ஓ୾
ොຳ٭ت: ،λ P R‹ ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ ل༥ިڎ أَ۬ มฃلأ ڣ۳ڍا ،y و x لܝ݆ ؇݄ዛᔻ ඔ൹ل ݁ྥފ؇و ඔ൹واܳޚݠڣ ،y P r0, bs

X2pxq

Xpxq
“ ´λ و ´

Y 2pyq

Y pyq
“ ´λ.

:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
up0, yq “ 0 ùñ Xp0q “ 0,

upa, yq “ 0 ùñ Xpaq “ 0.

و
upx, 0q “ 0 ùñ Y p0q “ 0.

اܳٺ؇ܳ٭۰: ݿٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ ොຬگݑ X أن ૭૙ྥٷٺھ

(35)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

X2pxq ` λXpxq “ 0,

Xp0q “ 0,

Xpaq “ 0,

:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ Y و
(36) Y 2pyq ´ λY pyq “ 0, Y p0q “ 0.
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.(??) اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ஈኬቘ اڤո֔م واݾষڞ (35) ႞႐ջۻஈኬቘ ١ॴయاႤ႐ا ෕ໍոاڤ֔ר അ೪ׂ֔מ :2 ႞႖ຒۑिऻا
(اܳگࡗࡲ ۰ਃಾاᄳᄟا ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ඔ൹ّأ٭ ሌᇿإ ؇۳ܹ༡ لأިد มฆܳوا ،(35) ܳ٭ިڣ٭ܭ ݿٺިرم ᄭᄟ؊݁ފ ොຳܭ ৖৑أو ਊ಻ڎأ
۰ਃಾاᄳᄟا ً؇ܳگࡗࡲ λ َأިض ،(36) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሌᇿإ ཹྡྷٺگܭ ًأڎ۱؇، .(؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ۰ਃಾاᄳᄟا

اܳأ؇م. ؇۳ܹ༡ ොຳފ؇ب ଫଃ༠৙৑ا ሒᇭ ܳٷگܾ ،(35) ᄭᄟ؊ފగጻዧ
ڢࡗࡲ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ّگٴܭ (35) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ෠ຶڎ اܳފ؇ًگ۰، اৎ৊ފ؇فܭ ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ لگ۰ اܳޚݠ َڰݴ ً؇ݿٺ༱ڎام

:ؕ݁ λn “ ω2
n ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏٴ۰ ۰ਃಾذا

ωn “
nπ

a
, n “ 1, 2, . . .

.Xnpxq “ sinpωnxq, n “ 1, 2, . . . ሒሃ ،r0, as আॻ༟ ؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ
:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ و༟ܹ٭۬،

(37) Y 2pyq ´ λnY pyq “ 0,

.(35) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ሒሃ λn ۋ٭ت
:႟ၽاܳލ আॻ༟ اෑෂاࢱࣖل۰ اᄴᄟوال ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ لܝٺص (37) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ أن َأ޺޾

(38) Ynpyq “ An coshpωnyq ` Bn sinhpωnyq.

:Ynp0q “ 0 ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام
An coshp0q ` Bn sinhp0q “ 0 ùñ An “ 0.

و݁ٷ۬:
(39) Ynpyq “ Bn sinhpωnyq.

(Superposition) اݾষݫݻل ݊ݦټמ֦ :3 ႞႖ຒۑिऻا
َݯؕ

unpx, yq “ Xnpxq ¨ Ynpyq.

:؇਍ಱᄴᄟ
upx, yq “

`8
ÿ

n“1
unpx, yq

“

8
ÿ

n“1
Bn sinhpωnyq sinpωnxq.
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،upx, bq “ fpxq ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اࠍ੆ڎي ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام ؇ዛዊَأ٭ ܋٭ڰ٭۰، ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا Bn ۋ٭ت

ڣٷ༶ڎ
(40) 8

ÿ

n“1
Bn sinhpωnbq sinpωnxq “ fpxq.

෠ຶڎ: ،a ሌᇿإ 0 ݆݁ x ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽ݁و sinpωmxq ሒᇭ (40) ሒᇭޗݠ ๤ཟًب
`8
ÿ

n“1
rBn sinhpωnbqs

ż a

0
sinpωnxq ¨ sinpωmxq dx “

ż a

0
fpxq sinpωmxq dx.

෠ຶڎ: ،L2p0, aq ሒᇭ ปฃ݁ټ ปฃ݁ټ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٺިاًؕ ّأ؇݁ڎ ً؇ݿٺ༱ڎام و݁ٷ۬،
Bn sinhpωnbq ¨

a

2
“

ż a

0
fpxq sinpωnxq dx.

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
Bn “

2
a sinhpωnbq

ż a

0
fpxq sinpωnxq dx.

୹୴ּेूس ႞႐ջڲۻ ຒڞ ١ॴబ׿اຒو درا١۰
وَݯؕ (34) ᄭᄟ؊ފగጻዧ u2 و u1 ඔ൹ܹ༡ وۏިد َڰݠض اܳޚ؇ڢ۰". لگ۰ "ޗݠ ૭૙ٺ༱ڎم

.w “ u1 ´ u2

:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ොຬگݑ w إن

(41)
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

B2w

Bx2 `
B2w

By2 “ 0, 0 ă x ă a, 0 ă y ă b,

wp0, yq “ 0, wpa, yq “ 0, 0 ă y ă b,

wpx, 0q “ 0, wpx, bq “ 0, 0 ă x ă a.

ًـ: لၯၽ٭۬)، دߌߵ ޗ؇ڢ۰ (Ⴄၽّ݁ܭ اܳޚ؇ڢ۰ ᄭᄟدا َأݠف

E “

ż a

0

ż b

0

«

ˆ

Bw

Bx

˙2

`

ˆ

Bw

By

˙2
ff

dy dx ě 0.

:(w∆w اࠍ੊ڎاء ݆݁ ۰༶ފྥٷٺৎ৊ا) اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ٺޚ؇ًگ۰ ؇਍ಱᄴᄟ

w

ˆ

B2w

Bx2 `
B2w

By2

˙

“
B

Bx

ˆ

w
Bw

Bx

˙

`
B

By

ˆ

w
Bw

By

˙

´

«

ˆ

Bw

Bx

˙2

`

ˆ

Bw

By

˙2
ff

.
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،D اৎ৊ފٺޚ٭ܭ আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾ ݁أڎوم. ๤๎ะ৙৑ا اܳޚݠف ڣ؆ن ఈఃً৖৑س، ᄭᄟ݁أ؇د ොຬگݑ w أن ؇ஓ୾
෠ຶڎ:

ż a

0

ż b

0

«

ˆ

Bw

Bx

˙2

`

ˆ

Bw

By

˙2
ff

dy dx “

ż b

0

„

w
Bw

Bx

ȷx“a

x“0
dy `

ż a

0

„

w
Bw

By

ȷy“b

y“0
dx.

اৎ৊ފٺޚ٭ܭ): ༡ڎود ႟၍ আॻ༟ w “ 0 (ۋ٭ت (41) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
.wpa, yq “ 0 و wp0, yq “ 0 :x “ a و x “ 0 ؜ٷڎ •
.wpx, bq “ 0 و wpx, 0q “ 0 :y “ b و y “ 0 ؜ٷڎ •

اܳأఈఃڢ۰: ሌᇿإ َݱܭ
E “ 0 ` 0 “ 0.

اܳٺႤၽ݁ܭ اَأڎام ڣ؆ن اܳݱڰݠ، و૭૏؇وي (ਵਦًأ؇ت) ඔ൹݁ިۏٴ દઊڎ༡ ௯௫௵݄ިع ਲ਼ਦدوج Ⴄၽّ݁ܭ ި۱ E أن ؇ஓ୾
أي: ،ᄩᄥ༠دا ᄭᄟاᄴᄟا اَأڎام ๴ཟلگٺ

Bw

Bx
“ 0 و Bw

By
“ 0.

૭૙ྥٷٺھ اࠍ੆ڎل۰)، ا๤དྷܳوط ݆݁) wp0, yq “ 0 أن ؇ஓ୾و .۰ਐಸ؇ٔ ᄭᄟدا px, yq ÞÑ wpx, yq أن มฃلأ ۱ڍا
أي: ݬڰݠ. ި۱ ೑ಸ؇اܳټ أن

wpx, yq “ 0, @px, yq.

اࠍ੆ܭ. ۰ਃ಻ڎا༡و ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،u1 “ u2 أن ཯ྦྷٴب و۱ڍا

١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ڲۻոֲڞ 6 .4
ً؇ۋٺިاء (ݿިاء ۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁ފ؇فܭ ً؇ݿٺ༱ڎام റഠُڍج ೺ اܳޚٴ٭أ٭۰ اܳޙިا۱ݠ ݆݁ ଫଃاܳـܝټ إن

.(۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ༡ڎل۰ ๤ཇوط ًިۏިد أو ،ሒᇚر؇༠ ݁ݱڎر আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
ا৵৩ৠܭ ႟၍و ،۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ ۋފ؇ب ܋٭ڰ٭۰ ᄴᄟراݿ۰ ሒᇿ؇اܳٺ اࡺ࢕ࢦިذج ଫଊَأٺ

لگ۰: اܳޚݠ ਍ಸڰݴ ؇۳ܹ༡ لࡤࡲ ۰ዛኞ؇ލৎ৊ا ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰
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(42)
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%

B2u

Bt2 “ a2 B2u

Bx2 ` F pxq, 0 ă x ă l, t ą 0,

upx, 0q “ fpxq, 0 ď x ď l,
Bu

Bt
px, 0q “ gpxq, 0 ď x ď l,

up0, tq “ A, t ą 0,

upl, tq “ B, t ą 0.

:(Superposition Principle) اݾষڞ ׂءڎמ٪
݁ފٺگݠ): وඹජء ༟؇ߓߵ ඹජء ሌᇿإ اࠍ੆ܭ (ّڰܝ٭۹ ႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟ؊ފగጻዧ ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت

upx, tq “ vpx, tq ` Upxq.

෠ຶڎ: ،(42) ᄭᄟ؊ފగጻዧ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
B2v

Bt2 “ a2
ˆ

B2v

Bx2 ` U2pxq

˙

` F pxq.

:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ U ؇َଫଐ༠ا إذا
(43) a2U2pxq ` F pxq “ 0,

:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݿ٭ۜگݑ v اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن

(44) B2v

Bt2 “ a2 B2v

Bx2 .

෠ຶڎ: اࠍ੆ڎل۰، ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
upx, 0q “ vpx, 0q ` Upxq “ fpxq,

Bu

Bt
px, 0q “

Bv

Bt
px, 0q “ gpxq,

up0, tq “ vp0, tq ` Up0q “ A,

upl, tq “ vpl, tq ` Uplq “ B.

:(Steady-State Solution) Upxq اिऻۻ׫ؠۑ اݾ঻ۏء درا١۰
আॻ༟ َڰݠض ،(vpl, tq “ 0 و vp0, tq “ 0 (أي ۰૭૙؇༶݁ٺ v ይዧٺ؇ًؕ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ෠ຶأܭ ௧ௌܳـ
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اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊݁ފ ොຬگݑ أن x ÞÑ Upxq

(45)
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&
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%

a2U2pxq ` F pxq “ 0, 0 ă x ă l,

Up0q “ A,

Uplq “ B.

اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام ೑ಸاܳټިا ඔ൹وّأ٭ ඔ൹ّਵਦ ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊؇ً ᄭᄟިዝ๎ื ؇۳ܹ༡ ஓ୷ܝ݆ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ؊݁ފ ሒሃو
.B و A

:(Transient Solution) vpx, tq اڤո݄֔ݦ اݾ঻ۏء درا١۰
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ොຬگݑ ڣ۳ި ،px, tq ÞÑ vpx, tq ይዧٺ؇ًؕ ً؇ܳྡྷފٴ۰ أ݁؇

(46)
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B2v

Bt2 “ a2 B2v

Bx2 , 0 ă x ă l, t ą 0,

vpx, 0q “ fpxq ´ Upxq, 0 ď x ď l,
Bv

Bt
px, 0q “ gpxq, 0 ď x ď l,

vp0, tq “ 0, t ą 0,

vpl, tq “ 0, t ą 0.

اࠍ੆ڎل۰) وا๤དྷܳوط ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۋ٭ت ݆݁ ً؇Ⴄၽܳ݁ܭ ۰૭૙؇༶݁ٺ أݬٴۜب أن (ًأڎ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ۱ڍه وࢾࣖرس
اৎ৊ٺ؞ଫଃات). ڣݱܭ لگ۰ (ޗݠ اܳފ؇ًگ۰ اܳڰگݠات ሒᇭ ؇ዝཚਵ؜ ቕቆ มฆܳا لگ۰ اܳޚݠ ਍ಸڰݴ

: ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل
ّޚިر دراݿ۰ ߖߵࢴࣖ .c2 “ 1 ڣ٭۬ ل۰ اࠍ੆ݠار اܳٷ؇ڢܹ٭۰ ݁أ؇݁ܭ ۋ٭ت L “ 1 ᄩᄟިޗ ً ؇ਃ಻݁أڎ ً ڢݯ྘ٴ؇ ଫଊَأٺ
،fpxq “ sinpπxq ሒሃ ይዧگݯ྘ص ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اࠍ੆ݠارة ۰༥در أن గఒ༟ٷ؇ إذا upx, tq اࠍ੆ݠارة ۰༥در

.0˝C ૭૜؇وي أޗݠاڣ۬ රඞارة ۰༥ودر
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ڢݯ྘ص ሒᇃ݁أڎ (L “ 1)

༥ܹ٭ڎ 0˝C ༥ܹ٭ڎ 0˝C

اݾষ׿١ֵ اڤ෕ໃوط
up0, tq “ 0 و up1, tq “ 0

ᆃᄧঁ׿ا఩ेूا اڤ෕ໃط
upx, 0q “ sinpπxq

x
x “ 0 x “ 1

.١ॴటոֵ ચੴاڤء اڤ܊٢ոۑة و۝؉ .1
ڣگޔ اৎ৊ٷٺݱژ ݆݁ ྲྀྥފۛ٭ٷ۬ وᆇᅪٷ؇ ،(0 ؇݄ዛኤارරඞ ۰༥در) ࠯࠵࠾ܹ٭ڎ ఈః݁݁ފ۰ أޗݠاڣ۬ L ᄩᄟިًޗ ڢݯ྘ٴ؇ ෛູ٭ܭ

.1˝C ሌᇿإ ஼ணਵਦه රඞارة ۰༥در وݬܹب ปฆۋ
:ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ஓ୷ټܭ

upx, 0q “ sinpπxq,

.(t “ 0) اܳٴڎء ࠍ੆ޙ۰ اࠍ੆ݠارة ۰༥در لؕ ّިز
(1˝C) ؇ዛኤذرو ሌᇿإ وّݱܭ ا৙৑ޗݠاف ؜ٷڎ اܳݱڰݠ ݆݁ ਊಾڎأ ۏ٭ྟ٭۰" "ڢިس ႟ၽނ لؕ اܳٺިز ل؊༠ڍ ۱ٷڎݿ٭؇ً،
ً؇ردة، أޗݠاڣ۬ ྘ྲྀٷ݄؇ ً ࣁࣖر෠ຬ٭؇ ஼ணਵਦه ሒᇭ ݁ފ݆ۛ اܳگݯ྘ص أن มฃلأ ۱ڍا .(x “ 0.5) اܳگݯ྘ص ݁ٷٺݱژ ሒᇭ

:ᄭᄟ؊ފగጻዧ اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ؕ݁ ً ؇݁؇ஓ஄ ཯ྡྷފܾ۠ لؕ ّިز و۱ި
up0, tq “ up1, tq “ 0.

.١ॴయոۛמոֵ ر ႞႐ջۻ଄૯ ١ॴటոֵ ચੴاڤء اڤ܊٢ոۑة ١ຖ׾଄૲ .2
:1 اܳٴأڎ ሒᇭ اࠍ੆ݠارة اཹྥލ؇ر ᄭᄟ؊ފஓ୾ أఈః༟ه وݬڰ۳؇ ቕቆ มฆܳا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳޙ؇۱ݠة റഠ೷ڍج

(47)
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Bu

Bt
“

B2u

Bx2 , 0 ă x ă 1, t ą 0

up0, tq “ 0, up1, tq “ 0, t ě 0

upx, 0q “ sinpπxq, 0 ď x ď 1

ا߫ࠆࠗܙذج: اػ׫מոر ܽݦ જ੻ׂ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ٴ؇دئ আॻ༟ ً ਍ಸ؇ء (47) اࡺ࢕ࢦިذج اۊٺ٭؇ر ቕቆ ܳگڎ



١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .4 250اڤץոب

ࣽ࣬ຑدا ബഏارة ڲۢ׿ر وـܙد ຐ׿م ڣݠݪٷ؇ ؇਍಻৙৑ :١ਫ਼੊ոວڲ׫ ႞႐دո֔िऻا .1
.(Internal Heat Source)

ّڰ؇༟ܭ (݁ټܭ اܳگݯ྘ص "دا༠ܭ" ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ ᄴᄟިل ؇݁ ި۱ ঌॻ༠اᄴᄟا اৎ৊ݱڎر :۰݁؇۱ ఈః݁ۋޙ۰
ޗ؇ڢ۰ ᄴᄟިل ৖৑ اܳگݯ྘ص أن ؇ஓ୾ .(ሒᆶ؇ً۳ݠ៺ ਃಾ؇ر ਵਦور أو ،ሒᇼ؇إނأ ૰૙؇ط ،ሒᆶ؇܋٭݄٭

ݬڰݠاً. لܝިن ᄭᄟأ؇دగጻዧ ݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف ڣ؆ن ،۰ਃಾذا
ڲۢ׿ر وۏިد ༟ڎم มฃلأ ۱ڍا ،ً؇ਃಮ؇ل ଩ଃڣ اܳݱڰݠ. ؜ٷڎ ݁ټྟٺ۰ ا৙৑ޗݠاف ৙৑ن :١ਫ਼੊ոວڲ׫ اݾষ׿١ֵ اڤ෕ໃوط .2
اܳأܝݴ، আॻ༟ ًܭ ا৙৑ޗݠاف؛ ݆݁ اࠍ੆ݠارة لݯڹ (External Heat Source) ᆃᅋرոຑ ബഏارة

اܳگݯ྘ص. ݆݁ اࠍ੆ݠارة ૭૜ۜص ً؇ردة" "ඹඝاَ؇ت ܋ـ ّأ݄ܭ ا৙৑ޗݠاف
ོྦྷٴ྘ٺ۬ ቕቆ ل۰. اࠍ੆ݠار ይዧٺ؞ଫଃات اৎ৊؇دة ۰ً؇༶اݿٺ ۰༟๤ང ݁ڎى ؜݆ ଫଊلأ :(c2 “ 1) ا༖໪ेू۾ոر ڲո֔ڲڞ .3

ఈዳዧཹྥލ؇ر. ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اࠍ੅ݱ؇فݧ আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ؕ݁ ل؇ݪ٭۰ ීෂا اࠍ੆ފ؇ً؇ت ܳٺྟފ٭ޔ 1 اܳگ٭۰݄ ؜ٷڎ

(47) ႞႐ջۻஈኬቘ ոຑص ຒڞ ؼۻոب
اिऻ׫֏જੴات. ؔۢڞ :1 ႞႖ຒۑिऻا
:႟ၽاܳލ আॻ༟ ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت

upx, tq “ Xpxq T ptq.

:؇਍ಱᄴᄟ
Bu

Bt
“ XpxqT 1ptq ,

B2u

Bx2 “ X2pxqT ptq.

෠ຶڎ: ،۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
XpxqT 1ptq “ X2pxqT ptq.

واܳޚݠف t ًـ ڣگޔ ੯੩أਐಱ ๤๎ะ৙৑ا اܳޚݠف ۋ٭ت ఈః༟ڢ۰ আॻ༟ ොຶݱܭ ،XpxqT ptq আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ًگފ۰݄
:x ًـ ڣگޔ ੯੩أਐಱ ݆ஓ୷৙৑ا

T 1ptq

T ptq
“

X2pxq

Xpxq
“ ´λ

ً Ⴄ၍ଫଐً݁ލ ؇ਐಸ؇ٔ ؇݄ዛዊ݁ ႟၍ ૭૏؇وي أن ࢻࣖ ఈఃڣ ،ᄭᄥ݁ފٺگ ݁ٺ؞ଫଃات আॻ༟ لأٺ݄ڎان ؇ᆇᆅو ل؇ن ݁ྥފ؇و ඔ൹اܳޚݠڣ أن ؇ஓ୾
.´λ ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ

ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ: ᄭᄟ؊݁ފ আॻ༟ ොຶݱܭ و༟ܹ٭۬،

(48)
$

&

%

X2pxq ` λXpxq “ 0,

Xp0q “ 0, Xp1q “ 0,
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:ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟو݁أ؇د
(49) T 1ptq ` λT ptq “ 0.

ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ૭૙ٺ༱ڎم ৖৑ ৎ৊؇ذا ո٢ڲ١: ॴ఩׿اֈܙـמ١ ڲ୹୴ؼ܊١
upx, 0q “ sinpπxq

:ሒᇭ و؜ިݪٷ؇ ዻዧذ ڣأܹٷ؇ ިܳ َ۬৙৑ اৎ৊ݠᄭᄥ༡؟ ۱ڍه ሒᇭ
upx, 0q “ XpxqT p0q,

আॻ༟ ࠍ੆ݱܹٷ؇
XpxqT p0q “ sinpπxq.

أن ๴ཟلگٺ ؇ᆙᆘ
T p0q “

sinpπxq

Xpxq
.

أن ً أࢻࣖا ஓ୷ܝ݆ ৖৑و ً ؇ਐಸ؇ٔ ً ݁گڎارا لܝިن أن ෠ຬص T p0q ৙৑ن ،๴෴෕ໍ ෥໋ոֵ ر ۖؓոॾయ ۱ڍا
ሌᇿإ ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ً؇๤དྷܳط ا৖৑ۋٺڰ؇ظ ๤ཚورة ً ل؇ݪ٭؇ ر لଫଊر ۱ڍا .x ଫଃٺ؞ৎ৊؇ً ੯੩أਐಱ

.(Superposition) اࠍ੆ߺࠊل ܋ߵ٭ص ߙ ݆݁ اዛውᚶ৖৑؇ء ༚؇ل۰
.١۝ոশاݾ واݾষݫݻل ١ॴయاႤ႐ا ෕ໍոاڤ֔ר അ೪ׂ֔מ :2 ႞႖ຒۑिऻا

َڰݴ وً؇ਊಾ؇ع .؇ୖ୒ ۰ਃಾاᄳᄟا ๤ཛྷ؇اܳأٷ ඔ൹ّأ٭ ሌᇿإ لأިد ؇۳ܹ༡و .(48) ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ ොຳܭ ਊ಻ڎأ
:ሒሃ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ أن ෠ຶڎ اܳފ؇ًگ۰، اܳڰگݠات ఈః༠ل ّڰݱ٭۳ܹ؇ ቕቆ มฆܳا لگ۰ اܳޚݠ

λn “ pnπq2,

:ሒሃ ،؇ୖ୒ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ
Xnpxq “ an sinpnπxq,

܋٭ڰ٭۰. ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا panq ۋ٭ت
ڣ۳ި: ،(49) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ أ݁؇

Tnptq “ bne´pnπq2t,

܋٭ࠕࠫ. ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ bn ۋ٭ت
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أي: ،unpx, tq “ Xnpxq Tnptq ႟ၽاܳލ ݆݁ اࠍ੅؇ݬ۰ اࠍ੆ߺࠊل ّܝٺص و༟ܹ٭۬،
unpx, tq “ Bn sinpnπxqe´pnπq2t, @n ě 1

.(Bn “ anbn وݪؕ ؕ݁) ܋٭ڰ٭۰ ۋگ٭گ٭۰ ೑ಸٔިا pBnq ۋ٭ت
اݾষݫݻل. ݊ݦټמ֦ :3 ႞႖ຒۑिऻا

َݯؕ:
unpx, tq “ Xnpxq ¨ Tnptq.

:؇਍ಱᄴᄟ
upx, tq “

8
ÿ

n“1
unpx, tq “

8
ÿ

n“1
Bn sinpnπxqe´pnπq2t.

෠ຶڎ: ،upx, 0q “ sinpπxq ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط وً؇ݿٺ༱ڎام
8
ÿ

n“1
Bn sinpnπxq ¨ e0 “ sinpπxq.

أن: أي
B1 sinpπxq ` B2 sinp2πxq ` B3 sinp3πxq ` . . . “ sinpπxq.

أن: ૭૙ྥٷٺھ ࠍ੆ڎ، ً ༡ڎا ඔ൹اܳޚݠڣ ඔ൹ً ً؇ৎ৊ޚ؇ًگ۰
.B1 “ 1 :n “ 1 أ༥ܭ ݆݁ •
.Bn “ 0 :n ą 1 أ༥ܭ ݆݁ •

:ި۱ ،r0, 1s ˆ R` আॻ༟ (47) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،
upx, tq “ sinpπxqe´π2t.

ޠަޫڞ ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴواڤ׫ءۻ ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ

اܳأ؇݁ܭ وۏިد (૭૖ྟص اܳިڢب ਵਦور ؕ݁ ོྥٷ؇ڢݧ اࠍ੆ݠارة ۰༥در أن ఈఃَۋޓ :෥ີॊूا ෥ຸ୹୴اڤ׫ •
اܳٴ؇ردة. ا৙৑ޗݠاف ଫଊ༟ اࠍ੆ݠارة ݪ٭؇ع لأܝݴ و۱ڍا .(e´π2t

ً ۋٺ݄؇ ݿ٭ݱܭ اܳگݯ྘ص أن มฃلأ ۱ڍا ،ً؇ਃಮ؇ل ଩ଃڣ .upx, tq Ñ 0 ڣ؆ن ،t Ñ `8 ؜ٷڎ݁؇ اڤ׫ܙازن: ႞႐ոຒ •
ݬڰݠ). ۰༥رᄴᄟا) ا௱௯௫٭ޔ රඞارة ۰༥در ሌᇿإ
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لޙ۳ݠ ෛ੼ٺܹڰ۰. ز݁ٷ٭۰ ࠍ੆ޙ؇ت ؜ٷڎ ሒᇃأڎৎ৊ا اܳگݯ྘ص ሒᇭ u اࠍ੆ݠارة ۰༥در ܳٺޚިر ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ :3 .4 ႟ၽނ
.݆݁ෑෂا ਵਦور ؕ݁ ปฃۜٷৎ৊ا ܳگ۰݄ ๴ང৙৑ا اܳٺٷ؇ڢݧ

لؕ اܳٺިز ڣ؆ن ،(n “ 1) ا৙৑ول ሒᇆاᄳᄟا ይዧٺ؇ًؕ ً ݁ޚ؇ًگ؇ Ⴄ၍ن ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط أن ؇ஓ୾ ا߫ࠆࠗ܅: ոॻలت •
૰૜ިه. دون ً؇ਐ಻ޙ؇م ๮ཇఈఃਐಱو ม฀٭੊اࠍ ᄩႍၽނ আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ
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႞႐്ݫݻ৭ ਗ৻رո଄૵ 7 .4
: 1 .4 .4 ਗ৻ۑ଄૵

:႟ၽاܳލ ݆݁ มฆܳا u اܳٺިاًؕ أن ߓߵ۱݆
upt, xq “ fptq ` gpxq,

:۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ߺࠊل ،R আॻ༟ C1 اܳݱٷژ ݆݁ ّ؇ًأ؇ن g و f ۋ٭ت
BtBxupt, xq “ 0,

.R2 ሒᇭ

: 1 .4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ًـ: R2 আॻ༟ اৎ৊أݠف u اܳٺ؇ًؕ ܳ٭ܝ݆

upt, xq “ fptq ` gpxq,

.u P C1pR2q و݁ٷ۬، .f, g P C1pRq ۋ٭ت
:؇਍ಱᄴᄟ

٢ܙ: t ڤـ ոּڤ༓ۻץ١ u ڤـ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ᆃᄧۏ঻اݾ اिऻ۾׫ۂ ‚

Btupt, xq “
d
dt

pfptq ` gpxqq “ f 1ptq,

.t ًـ ੯੩أਐಱ ৖৑ g اܳٺ؇ًؕ ৙৑ن
٢ܙ: x ڤـ ոּڤ༓ۻץ١ u ڤـ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ ᆃᄧۏ঻اݾ اिऻ۾׫ۂ ‚

Bxupt, xq “
d
dx

pfptq ` gpxqq “ g1pxq,

.x ًـ ੯੩أਐಱ ৖৑ f اܳٺ؇ًؕ ৙৑ن و۱ڍا
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.f 1, g1 P CpRq ڣ؆ن ،f, g P C1pRq أن ؇ஓ୾
:BtBxu اोूن ڤרٍۻ֦ ‚

:؇਍ಱᄴᄟ
BtBxupt, xq “ BtpBxupt, xqq “ Btpg

1pxqq.

݁أڎوم: t ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ލٺگ۳؇ و༟ܹ٭۬، .t ًـ ੯੩أਐಱ ৖৑ x ÞÑ g1pxq اܳٺ؇ًؕ ܳـܝ݆
Btpg

1pxqq “ 0.

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن وዛኞڍا،
BtBxupt, xq “ 0, @pt, xq P R2.

:႟ၽاܳލ ݆݁ มฆܳا اܳٺިاًؕ أن أي
upt, xq “ fptq ` gpxq, f, g P C1pRq,

:۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොູگݑ
BtBxu “ 0

.R2 ሒᇭ

: 2 .4 .4 ਗ৻ۑ଄૵
:႟ၽاܳލ ݆݁ u اܳٺިاًؕ أن ߓߵ۱݆

upx, tq “ fpx ´ ctq,

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ߺࠊل ሒሃ ،f P C1pRq ۋ٭ت
Btu ` cBxu “ 0,

.c P R ۋ٭ت
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: 2 .4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ

(50) Btupx, tq ` cBxupx, tq “ 0, px, tq P R2,

݁أޚް. ೑ಸ؇ٔ c P R ۋ٭ت
ا०ॖ॑ڞ ႞႐دո֔ڲ أو (Transport Equation) اڤרؠڞ ႞႐دո֔ڲ ًـ (50) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ް݄૭૜

.(Advection Equation)
:(50) ႞႐دո֔ஈኬቘ ຒڞ ٢ܙ px, tq ÞÑ upx, tq “ fpx ´ ctq ֆּոاڤ׫ أن إոॻలت .1

݆݁ u اৎ৊ݠ܋ص اܳٺ؇ًؕ ڣ؆ن ،f P C1pRq و C8pR2q اܳݱٷژ ݆݁ px, tq ÞÑ x ´ ct اܳٺ؇ًؕ أن ؇ஓ୾
.R2 আॻ༟ C1 اܳݱٷژ

َݯؕ: .u ይዧٺ؇ًؕ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺگ؇ت ا৚৑ن ܳٷۜފص
ξ “ x ´ ct.

:؇਍ಱᄴᄟ ،t ଫଃٺ؞గጻዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰
Btupx, tq “ Btpfpξqq “ Btpx ´ ctq ¨ f 1pξq “ ´cf 1pξq “ ´cf 1px ´ ctq.

:؇਍ಱᄴᄟ ،x ଫଃٺ؞గጻዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ و
Bxupx, tq “ Bxpfpξqq “ Bxpx ´ ctq ¨ f 1pξq “ 1 ¨ f 1pξq “ f 1px ´ ctq.

෠ຶڎ: ،(50) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ Bxupx, tq و Btupx, tq ሒᇆ؜ٴ؇ر ਐಸأިلݥ
Btu ` cBxu “ p´cf 1px ´ ctqq ` c pf 1px ´ ctqq “ 0, @px, tq P R2.

.(50) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ި۱ px, tq ÞÑ upx, tq “ fpx ´ ctq ႟ၽاܳލ ݆݁ ًؕ؇ّ ႟၍ أن أي
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: 3 .4 .4 ਗ৻ۑ଄૵
: ًـ R2ztp1, 0qu আॻ༟ اৎ৊أݠف u اܳٺ؇ًؕ أن ߓߵ۱݆ .1

upx, yq “
1 ´ x2 ´ y2

1 ´ 2x ` x2 ` y2

:ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ
∆u “ 0.

,p1؟ 0q اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ً؇ಣಕᕬ৖৑ݠار اࠍ੆ܭ ஓ஄ڎࢴࣖ ஓ୷ܝ݆ ۱ܭ .2

: 3 .4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ًـ: R2ztp1, 0qu আॻ༟ اৎ৊أݠف u اܳٺ؇ًؕ ଫଊَأٺ

upx, yq “
1 ´ x2 ´ y2

1 ´ 2x ` x2 ` y2 , px, yq ‰ p1, 0q.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ اৎ৊گ؇م، ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝٷٷ؇ أَ۬ ఈఃَۋޓ
1 ´ 2x ` x2 ` y2 “ px ´ 1q2 ` y2,

.p1, 0q اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ਍ಱأڎم واᄳᄟي
:∆u “ 0 أن إոॻలت .1

اܳٺ؇ًؕ ۰ً؇঺঒ إ༟؇دة ا৙৑ڣݯܭ ݆݁ ،๤ཏـܝይዧ ᄭᄟިޚৎ৊وا اৎ৊أگڎة ا৖৑ނٺگ؇ڢ؇ت و෠ູٷص اࠍ੆ފ؇ً؇ت ܳٺྟފ٭ޔ
۱ڍه. ༡؇ܳٺٷ؇ ሒᇭ ᆙᆘܝ݆ و۱ڍا اܳྟފޔ، ሒᇭ اৎ৊گ؇م ؜ٴ؇رة إޖ۳؇ر ఈః༠ل ݆݁ ،ሌᆞأذ ႟ၽ૰૖ u
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:؇਍ಱᄴᄟ
upx, yq “

1 ´ x2 ´ y2

px ´ 1q2 ` y2

“
´px2 ´ 2x ` 1 ` y2q ´ 2x ` 2

px ´ 1q2 ` y2

“
´ppx ´ 1q2 ` y2q ´ 2px ´ 1q

px ´ 1q2 ` y2

“ ´1 ´ 2
ˆ

x ´ 1
px ´ 1q2 ` y2

˙

.

ًـ: ،R2ztp1, 0qu আॻ༟ اৎ৊أݠف v اܳٺ؇ًؕ دراݿ۰ لܝࠕࠫ ݁أڎوم، p´1q ೑ಸ؇اܳټ ݁ލٺݑ أن ؇ஓ୾
vpx, yq “

x ´ 1
px ´ 1q2 ` y2 .

:؇਍ಱᄴᄟ .v ܳـ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺگ؇ت ܳٷۜފص
Bv

Bx
“

1 ¨ ppx ´ 1q2 ` y2q ´ px ´ 1q ¨ 2px ´ 1q

ppx ´ 1q2 ` y2q2 “
y2 ´ px ´ 1q2

ppx ´ 1q2 ` y2q2 .

و
Bv

By
“

0 ´ px ´ 1q ¨ 2y

ppx ´ 1q2 ` y2q2 “
´2ypx ´ 1q

ppx ´ 1q2 ` y2q2 .

෠ຶڎ: ،۰ਃ಻؇ٔ ਵਦة ً؇৖৑ނٺگ؇ق
vxx “

2px ´ 1qppx ´ 1q2 ´ 3y2q

ppx ´ 1q2 ` y2q3 .

و
vyy “

´2px ´ 1qppx ´ 1q2 ´ 3y2q

ppx ´ 1q2 ` y2q3 .

أن: ًިݪިح، ఈఃَۋޓ
vxx ` vyy “ 0.

ڣ؆ن: ،u “ ´1 ´ 2v أن ؇ஓ୾و
uxx ` uyy “ 0 ùñ ∆u “ 0, @px, yq P R2ztp1, 0qu.
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لڰ۳؇. ّأݠ ݁٭ڎان আॻ༟ (Harmonic Function) ׂܙاؔؠמ١ ႞႐دا u إن ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ َگިل
:p1, 0q اڤרؠ܋١ ـܙار ᆃᅞ u ֆּոاڤ׫ ۰ݫݻك درا١۰ .2

َݯؕ: .p1, 0q ሒᇭ اৎ৊ٺ݄ݠ஼ணة اܳگޚٴ٭۰ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ૭૙ٺ༱ڎم ً؇ಣಕᕬ৖৑ݠار، اࡺ࢘ࢦڎࢴࣖ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ݆݁ ᄕც؊ٺይዧ
x “ 1 ` r cos θ, y “ r sin θ,

.θ P r0, 2πr و r “
a

px ´ 1q2 ` y2 ą 0 ۋ٭ت
:႟ၽاܳލ আॻ༟ ،u اܳٺ؇ًؕ ݁گ؇م لܝٺص ۏ۰۳، ݆݁

px ´ 1q2 ` y2 “ r2.

:႟ၽاܳލ আॻ༟ u اܳٺ؇ًؕ ૭૖ޔ لܝٺص أරඝى، ۏ۰۳ و݆݁

1 ´ x2 ´ y2 “ 1 ´ p1 ` r cos θq2 ´ pr sin θq2

“ 1 ´ p1 ` 2r cos θ ` r2 cos2 θq ´ r2 sin2 θ

“ ´2r cos θ ´ r2.

و༟ܹ٭۬،
upr, θq “

´2r cos θ ´ r2

r2 “ ´
2 cos θ

r
´ 1.

଩ଃஓ஁ و݁ٷ۬، ܋٭ࠕࠫ. θ أ༥ܭ ݆݁ r Ñ 0` ؇ৎ৊ اዛዊܳ؇ل۰ دراݿ۰ ሐᇭႤၽّ px, yq Ñ p1, 0q ؇ৎ৊ اዛዊܳ؇ل۰ دراݿ۰
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ৖৑؇੆ت

.u Ñ ´8 ڣ؆ن ،r Ñ 0` ؇ৎ৊و .upr, 0q “ ´
2
r

´ 1 ؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ،θ “ 0 اৎ৊ފ؇ر ؇َଫଐ༠ا إذا ‚

.u Ñ `8 ڣ؆ن ،r Ñ 0` ؇ৎ৊و .upr, πq “
2
r

´ 1 ؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ،θ “ π اৎ৊ފ؇ر ؇َଫଐ༠ا إذا ‚

.´1 ሒሃ واዛዊܳ؇ل۰ ،ً؇ਐಸ؇ٔ upr, π{2q “ ´1 ؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ،θ “
π

2
اৎ৊ފ؇ر ؇َଫଐ༠ا إذا ‚

:١۝୹୴শاݾ
اዛኡ৖৑؇ৎ৊؇ل۰)، ިොຶ وོྥٴ؇༟ڎ (ًܭ ෛ੼ًٺܹڰ۰ ڢ٭݄؇ وّ؊༠ڍ (θ ل۰ (اෑෂاو اৎ৊ٺٴؕ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ ّأٺ݄ڎ اዛዊܳ؇ل۰ أن ؇ஓ୾
ఔఆᓝेूոּۑار u ֆּոاڤ׫ ଄૵׿ࠥࡇ ଄૨ڎڷ ेू أَ۬ มฃلأ و۱ڍا ڲܙـܙدة. જੴ຋ p1, 0q اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ u اܳٺ؇ًؕ ዛኡ؇ل۰ ڣ؆ن

.p1, 0q اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ
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: 4 .4 .4 ਗ৻ۑ଄૵
.R2 আॻ༟ C2 اܳݱٷژ ݆݁ ً ّ؇ًأ؇ u ܳ٭ܝ݆

اۋފص: اܳگޚٴ٭۰، ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ً؇ݿٺ༱ڎام .1
∆upr cos θ, r sin θq.

:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ اۋފص اৎ৊ٺ؞ଫଃات، ڣݱܭ لگ۰ ޗݠ ً؇ਊಾ؇ع .2
∆upr cos θ, r sin θq “ 0.

: 4 .4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اڤؠ܋ץמ١: اຒॆू׿اոॴలت ۰ոּ׫֔ڵոل ୹୴ּेूس ڲ܎ݍݦ ١ּոफः .1

لܝިن: اܳگޚٴ٭۰، ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ً؇ݿٺ༱ڎام y و x ܋ٺྟٷ؇ إذا .px, yq P R2 ܳ٭ܝ݆
x “ r cos θ, y “ r sin θ,

.θ P r0, 2πr و r ą 0 ۋ٭ت
ًـ: s0, `8rˆr0, 2πr আॻ༟ اৎ৊أݠف U اܳٺ؇ًؕ وܳ٭ܝ݆ ،u P C2pR2q ܳ٭ܝ݆

Upr, θq “ upr cos θ, r sin θq.

:ሒሃ θ و r દઊଫଃٺ؞గጻዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ y و x ݆݁ ႟ၽܳ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺگ؇ت
xr “ cos θ, xθ “ ´r sin θ.

yr “ sin θ, yθ “ r cos θ.

:U ܳـ ሌᇿو৙৑ا ۰ਃಮݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺگ؇ت ොຶފص اৎ৊ݠ܋ٴ۰، ᄴፁዧوال ا৖৑ނٺگ؇ق ڢ؇༟ڎة ً؇ݿٺأ݄؇ل
Ur “ uxxr ` uyyr “ ux cos θ ` uy sin θ,



١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .4 261اڤץոب

Uθ “ uxxθ ` uyyθ “ ´r sin θ ux ` r cos θ uy.

:r ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ .U ܳـ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اৎ৊ލٺگ؇ت ۋފ؇ب ሌᇿإ ا৚৑ن ஓ஁ݠ
Urr “ Brpux cos θ ` uy sin θq “ uxx cos2 θ ` 2uxy sin θ cos θ ` uyy sin2 θ.

෠ຶڎ: ،ඔ൹داܳٺ ༥ڎاء ݁ލٺݑ وਐಸޚٴ٭ݑ ،θ ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ أ݁؇
Uθθ “ Bθp´r sin θ ux ` r cos θ uyq

“ r2`uxx sin2 θ ´ 2uxy sin θ cos θ ` uyy cos2 θ
˘

´ rpux cos θ ` uy sin θq.

إذن: .p´rUrq ި۱ ଫଃ༠৙৑ا اࠍ੆ڎ أن ًިݪިح ఈఃَۋޓ
Uθθ “ r2`uxx sin2 θ ´ 2uxy sin θ cos θ ` uyy cos2 θ

˘

´ rUr.

و݁ٷ۬،
Urr `

1
r

Ur `
1
r2 Uθθ “ uxxpcos2 θ ` sin2 θq ` uyypsin2 θ ` cos2 θq “ uxx ` uyy.

:ሒሃ اܳگޚٴ٭۰، ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ఈఃً৖৑س ݁ޝߜߵ ؜ٴ؇رة ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
∆upx, yq “ Urr `

1
r

Ur `
1
r2 Uθθ.

اिऻ׫֏જੴات: ؔۢڞ ֵؠ١ ּ܋ۑ ∆u “ 0 ႞႐دո֔िऻا ຒڞ .2
݆݁ ڣ۳ި .દઊଫଃٺ؞ৎ৊ا ڣݱܭ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام اܳٺިاڣگ٭۰، ᄭᄟأ؇دగጻዧ ݁أڎو۰݁ ଫଃ༚ ༡ߺࠊل ؜݆ ౫ౖరت

:႟ၽاܳލ
Upr, θq “ RprqΘpθq.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ఈఃً৖৑س، ᄭᄟ݁أ؇د ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ
Urr `

1
r

Ur `
1
r2 Uθθ “ 0.

أن ؇ஓ୾
Ur “ R1prqΘpθq, Urr “ R2prqΘpθq, Uθθ “ RprqΘ2pθq,
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෠ຶڎ: ،RprqΘpθq ‰ 0 اࠍ੊ڎاء আॻ༟ وً؇ܳگފ۰݄
R2

R
`

1
r

R1

R
`

1
r2

Θ2

Θ
“ 0.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،દઊଫଃٺ؞ৎ৊ا وڣݱܭ r2 ሒᇭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭޗݠ ๤ཟًب
r2 R2

R
` r

R1

R
“ ´

Θ2

Θ
“ λ.

اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄥ৵৩ৠا আॻ༟ ොຶݱܭ ොຳ٭ت λ P R ۋگ٭ࠔࠫ ೑ಸ؇ٔ ل༥ިڎ و݁ٷ۬،
$

&

%

Θ2 ` λΘ “ 0

r2R2 ` rR1 ´ λR “ 0

:Θ ֆּոاڤ׫ അ೪ׂ֔מ
و θ اෑෂاوਐಱ؇ن اܳگޚٴ٭۰، ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ .Θ2 ` λΘ “ 0 ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ Θ إن
෠ຬص ݁ފٺ݄ݠاً، u اࠍ੆ܭ لܝިن ௧ௌܳـ ،ዻዧᄳᄟ اৎ৊ފٺިي. ሒᇭ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳٷگޚ۰ َڰݴ ஓ஄ټఈఃن θ ` 2π

اܳٺ؇ܳ٭۰: ل۰ اᄴᄟور ๤དྷይዧوط ෛຬݯؕ أي ل؇ً، دور Θ اܳٺ؇ًؕ لܝިن أن
Θpθ ` 2πq “ Θpθq, Θ1pθ ` 2πq “ Θ1pθq.

:λ ೑ಸ؇ټይዧ ৖৑؇༡ت ఈఃٔث ଩ଃஓ஁ ،؇۳ܹ੆ࠍ ل۰. دور ݿٺިرم–ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ আॻ༟ ොຶݱܭ و༟ܹ٭۬،
:ި۱ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .(k ą 0) ۋ٭ت λ “ ´k2 َݯؕ :(λ ă 0) 1 ႞႐ոষاݾ -

Θpθq “ Aekθ ` Be´kθ.

౫౜దگݑ ௧ௌܳـ اዛኡఈዳዧ؇ل۰). ިොຶ ོྥٷ؇ڢݧ أو ଩ଐّاࢴࣖ (ڣ۳޶ ل۰ دور ً ৖৑دوا ྘ܳފب ا৙৑ݿ٭۰ اᄴᄟوال
،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .A “ B “ 0 لܝިن أن ً؇๤ཟܳورة ෠ຬص Θpθ ` 2πq “ Θpθq ل۰ اᄴᄟور ๤ཇط

اৎ৊ݠڣިض. اৎ৊أڎوم اࠍ੆ܭ لأޚ٭ٷ؇ و۱ڍا Θ ” 0

ᄭᄟدا ؜݆ ؜ٴ؇رة ި۱ اܳأ؇م ؇۳ܹ༡و ،Θ2 “ 0 ႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں :(λ “ 0) 2 ႞႐ոষاݾ -
ّ؋ܳڰ٭۰:

Θpθq “ A0 ` B0θ.
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෠ຶڎ: ،Θpθ ` 2πq “ Θpθq ل۰ اᄴᄟور ๤ཇط ਐಸޚٴ٭ݑ
A0 ` B0pθ ` 2πq “ A0 ` B0θ ùñ 2πB0 “ 0 ùñ B0 “ 0.

:೑ಸ؇ٔ ި۱ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ اৎ৊گٴިل اৎ৊أڎوم ଫଃ༚ اࠍ੆ܭ و༟ܹ٭۬،
Θ0pθq “ A0.

:ި۱ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .(µ ą 0) ۋ٭ت λ “ µ2 َݯؕ :(λ ą 0) 3 ႞႐ոষاݾ -
Θpθq “ A cospµθq ` B sinpµθq.

µ اଫଐܳدد ොຬگݑ أن ෠ຬص ،2π ڢڎره ࢻࣖور ل۰ دور اࡺ࢘ࢦ؇م وۏ٭ص اࠍ੊٭ص دوال ّܝިن ௧ௌܳـ
.n P N˚ ۋ٭ت µ “ n أن ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬ .µ ¨ 2π “ 2nπ اܳأఈఃڢ۰

لܝٺص: اܳأ؇م اࠍ੆ܭ .λ “ n2 ሒሃ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ إذن
Θnpθq “ An cospnθq ` Bn sinpnθq.

:R ֆּոاڤ׫ അ೪ׂ֔מ
:(Euler-Cauchy) ๴ཇި܋–ීෂأو ᄭᄟ݁أ؇د ොຬگݑ R إن

r2R2 ` rR1 ´ λR “ 0.

ا଩ଃ݄ৎ৊ة: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا আॻ༟ ොຶݱܭ واܳٺأިلݥ، ً؇৖৑ނٺگ؇ق .m P R ؕ݁ Rprq “ rm اܳٺ؇ًؕ ༃੶ߖߵ ،؇۳ܹ੆ࠍ
m2 ´ λ “ 0.

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .m “ 0 ً ݁ݯ؇؜ڰ؇ ً ༥ڍرا ّگٴܭ ا଩ଃ݄ৎ৊ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ :λ “ 0 ပ྾ن إذا -
:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ

R0prq “ C0 ` D0 ln r.

و m “ n દઊ߳݁ٺ݄؇ߌ દઊڍر༥ ّگٴܭ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ :λ “ n2 ပ྾ن إذا -
:ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .m “ ´n

Rnprq “ Cnrn ` Dnr´n.
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اڤո֔م): (اݾষڞ اݾষݫݻل ݊ݦټמ֦
ሒᇭ ఈఃً৖৑س ᄭᄟأ؇دৎ৊ اܳأ؇م أَ؇ࠍ੆ܭ ෠ຶڎ اࠍ੅ޚ޶، اଫଐܳ܋٭ص ݁ٴڎأ واݿٺ༱ڎام Rn و Θn اࠍ੆ߺࠊل ༇ံࣖࢻ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص اܳگޚٴ٭۰ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
upr, θq “ a0 ` b0 ln r

`

`8
ÿ

n“1

”

rn
`

an cos nθ ` bn sin nθ
˘

` r´n
`

cn cos nθ ` dn sin nθ
˘

ı

.

: 5 .4 .4 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ا৙৑݁ިاج ᄭᄟ݁أ؇د R2 ሒᇭ ଫଊَأٺ

(51) B2upx, tq

Bt2 ´
B2upx, tq

Bx2 “ 0.

:ଫଃٺ؞ৎ৊ا ਊಾڎلܭ රජ؆࿓اء
$

&

%

x “ ξ ` η,

t “ ξ ´ η,

.ũpξ, ηq “ upx, tq َݯؕ
أن: ߓߵ۱݆ .1

(52) B2ũ

Bξ Bη
pξ, ηq “ 0.

ًـ: اৎ৊أݠف u اܳٺ؇ًؕ أن اݿྥٷٺھ .2
upx, tq “ fpx ` tq ` gpx ´ tq,

.(51) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ި۱
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: 5 .4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ا৙৑݁ިاج). ᄭᄟ݁أ؇د) ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ۊޚ٭۰ ۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (51) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إن

َݯؕ:
x “ ξ ` η, t “ ξ ´ η.

أن: ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬
xξ “ 1, xη “ 1, tξ “ 1, tη “ ´1.

: B2ũ

Bξ Bη
pξ, ηq “ 0 أن إոॻలت .1

:η ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ اᄴᄟوال ৖৑ނٺگ؇ق ᄭᄥاܳފܹފ ڢ؇༟ڎة ً؇ݿٺأ݄؇ل ؇਍ಱᄴᄟ
Bũ

Bη
“

Bu

Bx
¨

Bx

Bη
`

Bu

Bt
¨

Bt

Bη

“
Bu

Bx
p1q `

Bu

Bt
p´1q

“
Bu

Bx
´

Bu

Bt
.

ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ༡ڎ ႟ၽܳ มฃ݄اܳݯ ఈዳዧނٺگ؇ق اܳލڎࢴࣖ ا৖৑ཹྥٴ؇ه ؕ݁ ،ξ ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ اৎ৊گڎار ۱ڍا ૰૙ٺݑ ا৚৑ن،
:t و x

B2ũ

Bξ Bη
“

B

Bξ

ˆ

Bu

Bx
´

Bu

Bt

˙

“

ˆ

B

Bx

ˆ

Bu

Bx

˙

Bx

Bξ
`

B

Bt

ˆ

Bu

Bx

˙

Bt

Bξ

˙

´

ˆ

B

Bx

ˆ

Bu

Bt

˙

Bx

Bξ
`

B

Bt

ˆ

Bu

Bt

˙

Bt

Bξ

˙

“

ˆ

B2u

Bx2 p1q `
B2u

BtBx
p1q

˙

´

ˆ

B2u

BxBt
p1q `

B2u

Bt2 p1q

˙

.

ނڰ؇رߙ߳ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص ل۰ ݁ྥފ؇و ا௰௯௫ٺܹޚ۰ اৎ৊ލٺگ؇ت ڣ؆ن ،C2 اܳݱٷژ ݆݁ u اܳٺ؇ًؕ أن ؇ஓ୾
أي: ،(Schwarz's Theorem)

B2u

BtBx
“

B2u

BxBt
.

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
B2ũ

Bξ Bη
“

B2u

Bx2 ´
B2u

Bt2 “ ´

ˆ

B2u

Bt2 ´
B2u

Bx2

˙

.

݁أڎوم. اܳگިس ࢻࣖا༠ܭ ؇݁ ڣ؆ن ،(51) ا৙৑݁ިاج ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ u أن ؇ஓ୾و
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و༟ܹ٭۬،
(53) B2ũ

Bξ Bη
pξ, ηq “ 0.

اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި
:u اݾষڞ တ࿮۳ ا༖۰ר׫ոج .2

اৎ৊ލٺگ۰ أن ؇ஓ୾ .ξ ଫଃٺ؞గጻዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ً؇ܳٺႤၽ݁ܭ َگިم ، B

Bξ

ˆ

Bũ

Bη

˙

“ 0 اܳފ؇ًگ۰ ۰༶اܳٷྥ٭ ݆݁ ً اَޚఈఃڢ؇
:η ଫଃٺ؞ৎ৊؇ً ڣگޔ ੯੩أਐಾ ᄭᄟدا ሒሃ ۰༶اܳٷྥ٭ ڣ؆ن ،ξ ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁أڎو۰݁

Bũ

Bη
pξ, ηq “ Cpηq.

:η ଫଃٺ؞గጻዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰༶اܳٷྥ٭ ۱ڍه Ⴄၽَ݁ܭ ا৚৑ن
ũpξ, ηq “

ż

Cpηq dη ` F pξq.

اܳأ؇م: ႟ၽاܳލ আॻ༟ ොຶݱܭ ،Gpηq “
ş

Cpηq dη وݪأٷ؇ إذا
ũpξ, ηq “ F pξq ` Gpηq.

اܳڰݠض: ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ .px, tq ا৙৑ݬܹ٭۰ اৎ৊ٺ؞ଫଃات ሌᇿإ ا৚৑ن َأިد
x “ ξ ` η و t “ ξ ´ η.

෠ຶڎ: ،ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ؕᆇ໶ໜ
2ξ “ x ` t ùñ ξ “

x ` t

2
.

෠ຶڎ: وًޚݠۋ۳݄؇،
2η “ x ´ t ùñ η “

x ´ t

2
.

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،ũ ؜ٴ؇رة ሒᇭ η و ξ มฆ݄ڢ٭ لݥ ਐಸأި

upx, tq “ F

ˆ

x ` t

2

˙

` G

ˆ

x ´ t

2

˙

.

أن: ً أଫଃ༠ا ૭૙ྥٷٺھ ،gpsq “ G
´s

2

¯ و fpsq “ F
´s

2

¯ ًިݪؕ
upx, tq “ fpx ` tq ` gpx ´ tq.
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.(D'Alembert's Formula) ଫଃٴৎ৊دا ࠍ੆ܭ اଫଃዝདྷܳة اܳݱ٭؞۰ ሒሃو

: 6 .4 .4 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ݠارة ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ اۋފص اৎ৊ٺ؞ଫଃات، ڣݱܭ لگ۰ ޗݠ ً؇ਊಾ؇ع

(54)

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Bu

Bt
“

B2u

Bx2 , 0 ă x ă 1, t ą 0,

up0, tq “ 0,

up1, tq `
Bu

Bx
p1, tq “ 0,

upx, 0q “ fpxq.

وۋ٭ڎ؟ اࠍ੆ܭ ۱ܭ

: 6 .4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:(54) ႞႐ջۻஈኬቘ ոຑص ຒڞ ؼۻոب .1

:႟ၽاܳލ ݆݁ ༠؇ص ༡ܭ ؜݆ اܳٴۜت ሌᇿإ لأިد و۱ڍا اৎ৊ٺ؞ଫଃات، ڣݱܭ لگ۰ ޗݠ ૭૙ٺ༱ڎم
upx, tq “ Xpxq ¨ T ptq.

෠ຶڎ: ،۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
Xpxq ¨ T 1ptq “ X2pxq ¨ T ptq.

:XpxqT ptq ‰ 0 اࠍ੊ڎاء আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ًگފ۰݄
X2pxq

Xpxq
“

T 1ptq

T ptq
“ ´λ,
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:ඔ൹ਐಱد؇༟ ඔ൹ّڰ؇ݪܹ٭ٺ ඔ൹݁أ؇دܳٺ আॻ༟ ዻዧࣕࢻ ොຶݱܭ اܳڰݱܭ. ೑ಸ؇ٔ ި۱ λ P R ۋ٭ت
(55) X2pxq ` λXpxq “ 0,

و
(56) T 1ptq ` λT ptq “ 0.

෠ຶڎ: ،۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام
up0, tq “ 0 ùñ Xp0q ¨ T ptq “ 0 ùñ Xp0q “ 0.

up1, tq ` uxp1, tq “ 0 ùñ Xp1qT ptq ` X 1p1qT ptq “ 0 ùñ Xp1q ` X 1p1q “ 0.

اܳٺ؇ܳ٭۰: ݿٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊݁ފ আॻ༟ ොຶݱܭ و༟ܹ٭۬،

(57)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

X2pxq ` λXpxq “ 0,

Xp0q “ 0,

Xp1q ` X 1p1q “ 0.

: (56) ႞႐دո֔िऻوا (57) ႞႐ջڲۻ ຒڞ :١ॴబոاڤ׭ ႞႖ຒۑिऻا
༡ߺࠊل ሒሃ αn ۋ٭ت λn “ α2

n ݁ިۏٴ۰ ۰ਃಾذا ڢ٭݄؇ ّگٴܭ ؇ዛኡأ و෠ຶڎ ،(57) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ࢻࣖراݿ۰ ਊ಻ڎؤ
.Xnpxq “ sinpαnxq :ሒሃ ،؇ዛኞ اৎ৊ݠڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳٺިاًؕ ،tanpαq “ α ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

:ި۱ ،(56) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و༟ܹ٭۬،
Tnptq “ Cn expp´α2

ntq.

اݾষݫݻل: ݊ݦټמ֦ اڤ׭ոڤ׭١: ႞႖ຒۑिऻا
،؇਍ಱᄴᄟ

upx, tq “

`8
ÿ

n“1
An sinpαnxq expp´α2

ntq.

ڣٷ༶ڎ: ،upx, 0q “ fpxq ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام An اৎ৊أ؇ఈః݁ت ඔ൹َأ
fpxq “

`8
ÿ

n“1
An sinpαnxq.

,ොຶ،r0ݱܭ 1s ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ปฃ݁ټ ปฃ݁ټ ނٺިرم-ܳ٭ިڣ٭ܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٺިاًؕ ّأ؇݁ڎ ༠؇ݬ٭۰ ً؇ݿٺ༱ڎام
:আॻ༟
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An “

ż 1

0
fpxq sinpαnxq dx

ż 1

0
sin2pαnxq dx

.

:(١ؓոاڤ܋ ပ࿮ׂڲڞ (۰ոּ׫ຢ׿ام اݾষڞ ١ॴబ׿اຒو درا١۰ .2
ًڰݯܭ .wpx, tq “ u1px, tq ´ u2px, tq َݯؕ .u2 و u1 ඔ൹ٺܹڰෛ੼ ඔ൹ܹ༡ ّگٴܭ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن َڰݠض

:(ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ؇ዛዀڣ ؇ஓ୾) ً؇Ⴄၽܳ݁ܭ ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا w ොຬگݑ ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۊޚ٭۰

(58)

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

wt “ wxx, 0 ă x ă 1, t ą 0,

wp0, tq “ 0,

wp1, tq ` wxp1, tq “ 0,

wpx, 0q “ 0.

ًـ: "اܳޚ؇ڢ۰" ًؕ؇ّ َأݠف
Iptq “

1
2

ż 1

0
w2px, tq dx ě 0.

:؇਍ಱᄴᄟ ،t ą 0 ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
I 1ptq “

ż 1

0
wpx, tq

Bw

Bt
px, tq dx “

ż 1

0
w

B2w

Bx2 dx.

෠ຶڎ: ً؇ܳٺ۠ݞف۰، ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ً؇ݿٺ༱ڎام

I 1ptq “

„

w
Bw

Bx

ȷ1

0
´

ż 1

0

ˆ

Bw

Bx

˙2

dx.

ܳـܝ݆،
„

w
Bw

Bx

ȷ1

0
“ wp1, tqwxp1, tq ´ wp0, tqwxp0, tq.

෠ຶڎ: اࠍ੆ڎل۰، ا๤དྷܳوط ً؇ݿٺ༱ڎام و༟ܹ٭۬،
I 1ptq “ ´wp1, tq2 ´

ż 1

0

ˆ

Bw

Bx

˙2

dx ď 0.

݁ٺٷ؇ڢݧ. I اܳٺ؇ًؕ أن ཯ྦྷٴب ۱ڍا
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:wpx, 0q “ 0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ أරඝى، ۏ۰۳ ݆݁

Ip0q “
1
2

ż 1

0
w2px, 0q dx “ 0.

،Ip0q “ 0 ؕ݁ ݁ٺٷ؇ڢݧ و۱ި Iptq ě 0 ،t ě 0 ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ؇ஓ୾
ۋٺ݄؇ً: ڣ؆َ۬

@t ě 0, Iptq “ 0.

݁أڎوم: َڰފ۬ اܳٺ؇ًؕ أن ๴ཟلگٺ اৎ৊أڎوم ᄩᄥ݁Ⴄၽّ ڣ؆ن و݁ފٺ݄ݠ، ݁ިۏص ًؕ؇ّ w2 و৙৑ن
@t ě 0, @x Ps0, 1r, wpx, tq “ 0 ùñ u1px, tq “ u2px, tq.

اࠍ੆ܭ. ۰ਃ಻ڎا༡و ཯ྦྷٴب و۱ڍا

: 7 .4 .4 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੆ڎل۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ

(59)

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

utt “ k2uxx ` sin x, 0 ă x ă π, t ą 0,

up0, tq “ 1,

upπ, tq “ 2π ` 1,

upx, 0q “ 1 ´ sin x,

utpx, 0q “ 0.

.(59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ஓ஁ޔ ඔ൹༟ .1
.(59) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ༡ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ادرس .2

.ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳأ؇م) (اࠍ੆ܭ ً ༠؇ݬ؇ ً ఈః༡ اۋފص .3
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: 7 .4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:႞႐دո֔िऻا ଄૲܅ അ೪ׂ֔מ .1

.۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ۊޚ٭۰ ۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (59) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د إن
۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ గጻዧأ؇د৖৑ت اܳأ؇م ႟ၽاܳލ ؕ݁ ً؇ৎ৊ޚ؇ًگ۰

Autt ` Butx ` Cuxx “ F,

أن: ૭૙ྥٷٺھ
A “ 1, B “ 0, C “ ´k2.

:؇਍ಱᄴᄟ .∆ ଩ଃ݄ৎ৊ا ܳٷۜފص
∆ “ B2 ´ 4AC “ 02 ´ 4p1qp´k2q “ 4k2 ą 0.

.(Hyperbolic) زاࠢࡇ١ֵ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن ،(∆ ą 0) ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص ଩ଃ݄ৎ৊ا أن ؇ஓ୾
:(59) ႞႐ջۻिऻا ຒڞ ١ॴబ׿اຒوو وـܙد درا١۰ .2

:١ॴబ׿اຒاڤܙ ‚

أن ඔ൹وܳٷٴ wpx, tq “ u1px, tq ´ u2px, tq َݯؕ .(59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ u2 و u1 ඔ൹ܹ༡ وۏިد َڰݠض
.@px, tq, wpx, tq “ 0

اৎ৊ݠاڣگ۰: ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ොຬگݑ w ڣ؆ن اࠍ੅ޚ٭۰، ًڰݯܭ

(60)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

wtt “ k2wxx,

wp0, tq “ 0, wpπ, tq “ 0,

wpx, 0q “ 0, wtpx, 0q “ 0.

:ঌॻل პაႰ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳޚ؇ڢ۰ Ⴄၽّ݁ܭ َأݠف

Iptq “
1
2

ż π

0

«

ˆ

Bw

Bt

˙2

` k2
ˆ

Bw

Bx

˙2
ff

dx.

:؇਍ಱᄴᄟ ،t ą 0 ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
I 1ptq “

ż π

0

„

Bw

Bt

B2w

Bt2 ` k2 Bw

Bx

B2w

BxBt

ȷ

dx.
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و༟ܹ٭۬، .wtt “ k2wxx أن اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ
I 1ptq “ k2

ż π

0

„

Bw

Bt

B2w

Bx2 `
Bw

Bx

B2w

BxBt

ȷ

dx

“ k2
ż π

0

B

Bx

ˆ

Bw

Bt
¨

Bw

Bx

˙

dx

“ k2
„

Bw

Bt
px, tq ¨

Bw

Bx
px, tq

ȷπ

0

“ k2 pwtpπ, tqwxpπ, tq ´ wtp0, tqwxp0, tqq .

أن: ૭૙ྥٷٺھ ،(t ይዧݞ݆݁ ً؇ܳྡྷފٴ۰ (وً؇ނٺگ؇ڢ۳؇ wpπ, tq “ 0 و wp0, tq “ 0 اࠍ੆ڎل۰ ا๤དྷܳوط ݆݁
wtp0, tq “ 0 و wtpπ, tq “ 0.

إذن،
@t ě 0, I 1ptq “ 0.

.Iptq “ C أي ،೑ಸ؇ٔ Iptq اܳٺ؇ًؕ أن มฃلأ ۱ڍا
،wpx, 0q “ 0 ùñ wxpx, 0q “ 0 ؇਍ಱᄴᄟ .C ೑ಸ؇اܳټ ࠍ੆ފ؇ب ١ॴటঁ׿ا఩ेूا اڤ෕ໃوط ૭૙ٺ༱ڎم ا৚৑ن

إذن: .wtpx, 0q “ 0 ً ألݯ؇ ؇਍ಱᄴᄟو
Ip0q “

1
2

ż π

0

“

02 ` k2p0q2‰ dx “ 0 ùñ C “ 0.

أن: أي
@t ě 0, Iptq “ 0.

أن ෠ຬص اܳٺႤၽ݁ܭ دا༠ܭ ؇݁ ڣ؆ن ،(ඔ൹ًأਵਦ (ᆇ୞୘ިع ً ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص ৎ৊گڎار Ⴄၽّ݁ܭ ި۱ Iptq أن ؇ஓ୾
أي: ݁أڎو݁؇ً. لܝިن

Bw

Bt
“ 0 و Bw

Bx
“ 0.

ݬڰݠ: ި۱ ೑ಸ؇اܳټ ڣ؆ن wp0, tq “ 0 أن ؇ஓ୾و ೑ಸ؇ٔ w اܳٺ؇ًؕ و༟ܹ٭۬،
@px, tq, wpx, tq “ 0 ùñ u1px, tq “ u2px, tq.

ڢ؇ޗؕ. ႟ၽ૰૖ ۰ਃ಻ڎا༡ިܳا ཯ྦྷٴب و۱ڍا
:(59) ႞႐ջۻिऻا ຒڞ ؼۻոب .3



١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ ١ॴటۏ঻اݾ اڤ׫ءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت .4 273اڤץոب

:႟ၽاܳލ ݆݁ ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت ؇਍಻؆ڣ ،۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا أن ؇ஓ୾
upx, tq “ Upxq ` vpx, tq.

(ا৖৑ݿٺگݠار): ݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥފٺگৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ොຬگݑ U ۋ٭ت

(61)
$

’

’

’

&

’

’

’

%

k2U2pxq ` sin x “ 0,

Up0q “ 1,

Upπq “ 2π ` 1.

:۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ොຬگݑ v و

(62)

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

vtt “ k2vxx,

vp0, tq “ 0, vpπ, tq “ 0,

vpx, 0q “ 1 ´ sin x ´ Upxq,

vtpx, 0q “ 0.

:x ÞÑ Upxq إո൑ฝد أوूेً:
:؇਍ಱᄴᄟ

U2pxq “ ´
1
k2 sin x.

෠ຶڎ: ،ඔ൹ّਵਦ ඔ൹اܳޚݠڣ ᄭᄥ݁Ⴄၽஓ୾
Upxq “

1
k2 sin x ` C1x ` C2.

اࠍ੆ڎل۰: ا๤དྷܳوط ਐಸޚٴ٭ݑ
Up0q “ 1 ùñ 0 ` 0 ` C2 “ 1 ùñ C2 “ 1.

و
Upπq “ 2π ` 1 ùñ 0 ` C1π ` 1 “ 2π ` 1 ùñ C1 “ 2.

:আॻ༟ ොຶݱܭ
Upxq “

1
k2 sin x ` 2x ` 1.

:px, tq ÞÑ vpx, tq إո൑ฝد :ًոॴబոׅ
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෠ຶڎ: ،v ܳـ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ሒᇭ U ਐಸأިلݥ
vpx, 0q “ 1 ´ sin x ´

ˆ

1
k2 sin x ` 2x ` 1

˙

“ ´

ˆ

1 `
1
k2

˙

sin x ´ 2x.

اܳأ؇۰݁: اܳأٴ؇رة আॻ༟ ොຶݱܭ ،۰૭૙؇༶݁ٺ ༡ڎل۰ ๤๑ืوط ا৙৑݁ިاج ᄭᄟأ؇دৎ৊ اৎ৊ٺ؞ଫଃات ڣݱܭ لگ۰ ޗݠ ً؇ਊಾ؇ع

vpx, tq “

`8
ÿ

n“1
sinpnxq ran cospnktq ` bn sinpnktqs .

.n ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ bn “ 0 ݁ٴ؇๤ཇة لأޚ޶ vtpx, 0q “ 0 ا๤དྷܳط
:႟ၽاܳލ আॻ༟ vpx, 0q ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط َܝٺص و݁ٷ۬،

`8
ÿ

n“1
an sinpnxq “ ´

ˆ

1 `
1
k2

˙

sin x
looooooooomooooooooon

ا৙৑ول اࠍ੊ݞء

´ 2x
loomoon

ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੊ݞء
.

اिऻ܋ոּؠ١: و݁ٴڎأ ٝॴఢؔܙر ۰୹୴۰ڞ ػ܋מ١ ݆݁ ૭૙ٺڰ٭ڎ ،an اৎ৊أ؇ఈః݁ت ොຶފص ௧ௌܳـ ۱ٷ؇،
আॻ༟ ً ਍ಸ؇ء .sinp1 ¨ xq ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ݁ܝٺިب اࠍ੆ڎ ۱ڍا :“´ `

1 ` 1
k2

˘

sin x
‰ اॊूول ޠަޯۏء ոּڤ༓ۻץ١ •

ሒᇭ ܾ۱؇૭૏ و݆ܳ a1 اৎ৊أ؇݁ܭ আॻ༟ ؔؠ܅ ݿ٭ޝߜߵ اࠍ੆ڎ ۱ڍا ڣ؆ن اࠍ੊٭ص، ᄴᄟوال اܳٺأ؇݁ڎ ༠؇ݬ٭۰
.(n ě 2) اරඝ৙৑ى اৎ৊أ؇ఈః݁ت

ᄭᄥݿܹފ ႟ၽނ আॻ༟ ๤๑ฺه ෠ຬص ዻዧᄳᄟ ݁ٴ؇๤ཇة، ݁ޚ؇ًگٺ۬ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ :p´2xq ᆃᄴոاڤ׭ ޠަޯۏء ոּڤ༓ۻץ١ •
ً؇ܳٺႤၽ݁ܭ: ؇ዛ዇ފොຶو An ๤དྷྡྷܳا ۱ڍا ݁أ؇ఈః݁ت ૭૙݄޶ ۏ٭ྟ٭۰. ۬ਃಱڣިر

An “
2
π

ż π

0
p´2xq sinpnxq dx “ ´

4
π

ż π

0
x sinpnxq dx.

෠ຶڎ: ً؇ܳٺ۠ݞف۰، ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ً؇ݿٺ༱ڎام
ż π

0
x sinpnxq dx “

„

´x
cospnxq

n

ȷπ

0
`

ż π

0

cospnxq

n
dx

“ ´π
p´1qn

n
` 0 “ π

p´1qn`1

n
.
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و݁ٷ۬:
An “ ´

4
π

ˆ

π
p´1qn`1

n

˙

“
4p´1qn

n
.

:an আॻ༟ ܳٷۜݱܭ ً ݁أ؇ દઊݞأ੊اࠍ ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت ؕᆇ໶ໟ ا৚৑ن،
.ሒᇃ؇واܳټ ا৙৑ول اࠍ੊ݞء ۰ᆇᆅ؇݁ފ ؕᆇ໶ໟ :n “ 1 أຖڞ ڲڷ -

a1 “ ´

ˆ

1 `
1
k2

˙

` A1 “ ´

ˆ

1 `
1
k2

˙

´ 4 “ ´

ˆ

5 `
1
k2

˙

.

.ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੊ݞء ۰ᆇᆅ؇݁ފ ڣگޔ ڣٷ؊༠ڍ (݁أڎوم)، ܾ۱؇૭૏ ৖৑ ا৙৑ول اࠍ੊ݞء :n ě 2 أຖڞ ڲڷ -

an “ An “
4p´1qn

n
.

:ި۱ ،(59) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

upx, tq “

ˆ

1
k2 sin x ` 2x ` 1

˙

looooooooooomooooooooooon

Upxq

´

ˆ

5 `
1
k2

˙

sinpxq cospktq `

`8
ÿ

n“2

4p´1qn

n
sinpnxq cospnktq

looooooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

vpx,tq

.
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