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1.���� 
45 6���� �78 9:�1� �:;< �=>=2%< ? @./":� A��B��% �C��D 

E��"/F ������� ���	
� �	��G ����5 ��+��� H.FB�� 9�8�+I 9JF K����� L< 
% M���% ��J��% �7)I.N:�D �EF �O+FP	�/��� ��Q+�� .S�T�F ?%

 ��/����� ���	
� �	��UI N9JF V�< �"/� A���	
��)P8% :0�1�2�3�
(... �Z�Z,�� ���	
� �	��G%�)P8% :... -2 �-1 �0�+1  �

+2 �( ... ��[�1�� ���	
� M�\ �7)% A�)]�� ���	
� �	��G P8%
��� ^J	 _"�D M�p

q
`�\ p% a�Zb ��	 q �/1F 'c P/��[ ��	 .(

�1�O� �F%�'() �78 ?45 &��T��.�� ���\ 45 a��J"�� �8 9:��� d�./D
	����� eT% �$�/b 45% ��[�1�� ���	
� �	��G EF e#%< ���	< �	��G �

���	
� �	��G EF �;>��� ������� ���	
� �	��G d�./"$ �J�+���
��[�1��.

EF e#%< ���	< �	��G d�./D 45 ����� ^J	 �)f� g\%�

h��� L< P+��5�78 L%�$ 9"� L< E�C i &i��/-� EF H'�) �j* M\ L
e�#�"�� .����/-� >(F 7k2 2x =:? >\ M��D i �l5��1�") �� V�
 x

M���� ^J	px
q

=L��� 2 22p q=.m�* n2pn�7)% ���%< MF��	 45 
22qo%
� ��/�� 6< ? M(�"-� n��+"�� �78 ? p;�1"�� q\>"#% 2.

EC
� r.��� ? ���.*% .:�
� r.��� ? ���%s L���# 6
� �7O* .
mM\ _J�"� �7�8% ���	
� EF t.k< �	��G h�k�5 ���:��� ����/-� u78 
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���	< �O�* L��D"��[�� 'c"Aw$ �O+,� ]�� P8% "���,�� "��/�� M(F 
2%< 2−)H��)7-� ����/-� >\ �x%.(

���	
� �	�� ���������� ����� h%�1"1* y�(�� 9:��� ? �F<
 �������%z.�"�z��:�� �78 ?�% &����UJ� EF �B� ��b>F% &i�

% ������� ���	
� �	��G��*�(��1�� ���	
� �	��G ���	
� �	��G ? ��[
�������.6%�� ���$ ? �s��$ ��%� ��fD 9�8�+-� nJD M) L< q\>-�% 
M�JZ"�� ��\>�� ... h%�1"D ��J�J{ �#��� M�� ��%�B�� .U\ M(| �l5 M$

������� ���	
� �	��G.9:��� �78 ^J	 B).1# }��#
� u72% .
�(�� 9:��� ? �F< s�~�$ @./":1* `� S�T�F����/�� ���	
� =) 

��).-�(:���	
� �	��G ����5 �/$ 98��"�F ����� ��T��.�� L5 h���� E�C
 ��$�:�� ����/�� &�	��� dJ"� ����5 �1	 92 ��\ �- �*>k A��).-�

.)7�� .M�� ^J	 _"�D ]�� &i��/-� L
 98��"�F L��T��.�� h�� ���
�'() P+� i% A��).-� ���	
� �	��G M�\ ? �/N�[ &��b �%�\ &
i�J\ .M� e"�"D i< E�C ����(�� ������ EF ����/F L�* h�(-� M��# ^J	%

 �8 ��).-� ���	
� �	��G ? �2�J\ ��	 E�� ������� ���	
� �	��G ?
�����2.����/F M�* �F�	 �+,$% ������ EF n�2 n>\ )P8 nJD

"��#�#
� ��� ��.��.( "
�78 E�� A������� ���	
� M�� ����"F� ��).-� ���	
� M�\ �"/�%
 u78 �� i ��1�$ A�"�Jk���� V�"�J�	 eF 9U:1D _�D.D �;>	 V� 'k
�

G ? ��b�����).-� ���	
� �	�� .��).-� ���	
� }��	 �\< �78% .EF%
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N�.= ��J�J{% ���� ���� e"�"D �l< ���	
� u78 &�B�F �O����D �J/� �
���B�+��% &��T��.�� S%.* dJ"� ? .�"1� ... �#��� �N�,D E�C >*

��).-� ���	
�  ��!"#� L%� 9��� �������F %< ���:1��.
 �J/-� EF% L.��� h>k &.O� ��).-� ���	
� L<16 ���< ^J	 

�������� ��T��.�� ... h�J\ E	 `Z��� ���) n�� ? 9O"��\%
�(��(�� ������ &�� &i��/-� .���	
� �$ �$.�� ���D �����/�� �#�12�%

 L.��� EF ���$19 .
����(�� ������ EF ���:��� ����/-� L�* 9J/� ��)%2 1 0x + =i

? >\ M��D��*�T5 L
 1−H�%�:-� 45 ��f� �O�*.�� 2 1x = −E�% A
P���\ ��	 ���� i V�< 9J/�x∈�H�%�:-� u78 ��� .@./"� E� r�# 

}�O#�$ s�~�$ �OF��� ��5% ��� H��F ? H�.�F �OJ�b�+D L
 �	��� u72
�����-� 6%���� ? ����� �1	 �OF��!"#� EF E��"J�.
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2.������� ���	� ��!"# 
1.2 ������� ���	� ��!"$ %&'� (�)*+� 

�	�� ���� ������ @./":� P) �O1F �$ i &���O�"$ <��1�
��	
�������� �.
,�-�.)��D.-� �	���(

"�wE�E�	��G .:Dw	 M) ^�w�;>"≤"^J	E��#��/�� 
)�<:x x≤M) M�< EF x?E(H.��1"F �T%)�<:L�) ��5x y≤

%y x≤M) M�< EF x%y?EL�* x y=(���/"F%)�<:��5
L�)x y≤%y z≤L�* x z≤M�< EF M�< EF x%y%z?E(

_�D.D �;>	.
E	 h���E�$�") �1/�"#� ��5 ��J) ��D.F �l5 x y≤%< y x≤

E�.,1	 M) M�< EFx%y?E.L�.,1	 ��% ��5%).()< %<(x%y
?EL�";>/�� L��D `�� x y≤%y x≤_�D.D L5 �1J; �/F �"j[�k 
EP�B� _�D.D .

��/� 
*�%�%��*���-� _�D."�� �;>/$ ��J) ���D.D ��D.F &�	��G .
*E�"�E% �	��G ( )E℘�O��B�< �	��G ._�D.D �;>	 r./1�

"≤"^J	( )E℘w$ A B≤L�) L5 A B⊂.L
 ���B� _�D.D �;>	 �l5 
EF ��B�< ��18E`�� A B⊄%B A⊄�\�% L� ?.
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,�-�.)���J/�� �������� A���.�,�� A^��/�� 9���� t(
��E�A��D.F �	��G EF ��B� Ew$ V��5 BF.� _�D."$ " "≤.

1(E	 h���A^J	
� EF H�%�� �l5 .,1	 ��% ��5aEF E

`��:
, .x A x a∀ ∈ ≤

2(���) ��5A^J	
� EF ��\ L�)% ^J	
� EF H�%�� a�2 
45 P�"1�AP�:� �1��* aw� ^��	 ���; AL< �< A�.,1	aM(C ������

w� ^��/��A)]��BF.��O��5 w$maxA(��5 ��\:
, , .a A x A x a∈ ∀ ∈ ≤

3(w� L5 h���AG �J�; ��5 ^J	< ��\ ���� �	�� ���; ��J/�� �
At.�b ^�:D)�1	�%���8(w� ^J	
� ���Aw$ V��5 BF.�% AsupA.

4(E	 h���A.,1	 ��% ��5 ��
� EF H�%�� �l5 bEF E

�`�:
, .x A x b∀ ∈ ≥

5(���) ��5A��
� EF ��\ L�)% ��
� EF H�%�� bP�"1� �2 
45AP�:� �1��* bw� t.�b ���; A< A�.,1	 L< �b������ M(C 

w� t.�,��A)]��BF.��O��5 w$minA(��\ ��5:
, , .b A x A x b∈ ∀ ∈ ≥

6(w� L5 h���A�; ������ ����� �	��G �J�; ��5 ��< ��\ ��
^��	A^�:D)�1	�%���8(w� ��
� ���ABF�% Auinf A.
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0���. 
��� �� ���* h��� n�7)% �����F ^J	
� ��� L��� i< E�C

t.�,�� ������% ^��/�� ������% ��
�.���% �1	 E�� 9���� u78 EF N�< 
L��":*H��\% .
������� �����% ��J/�� ����� �� ���* n�7) ��� .F.

�1/�2 
1(w$ ��
� EF H�%�� ��/����� ���	
� �	��G0�1���% 

min inf 0= =� �^J	
� EF H�%�� �:�� �O1�� A.���	
� �	��G
�i% ��
� EF H�%�� �:�� �Z�Z,�^J	
� EF H�%�� .

2(���"	� ��5 h��[ ]1,3EF �L< q\>� �1��* 
[ ] [ ]min 1,3 inf 1,3 1= =%[ ] [ ]max 1,3 sup 1,3 3= =.

3(h�� ���"	� ��5] ]1,3EF �L< q\>� �1��* ] ]inf 1,3 1=

E��] ]min 1,3% ����F 'c ] ] ] ]max 1,3 sup 1,3 3= =.
4(E�"�E% �	��G ( )E℘�O��B�< �	��G .N./�^J	 r( )E℘

_�D.D �;>	"≤"w$A B≤L�) L5 A B⊂.E���{ }{ },A x x E= ∈.
L< aT���� EFAEF �B� ( )E℘.

L< q\>�Aw$ ^J	
� EF H�%�� EL
 
{ } { }, .x A x E∀ ∈ ⊂ 

E��E A∉.L�5maxE A≠.
L< q\i inf ( ) min ( )E E℘ = ℘ = ∅%sup ( ) max ( )E E E℘ = ℘ =.
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mJ:-� ���.��� L��  ��1�������� ���	
� �	��G ����� ��� .
,�-�. )������� ���	
� �	��G ����5(

w$ �2 BF.� �	��G P8 ������� ���	
� �	��G��O�J	 r./� 
_�D.D �;>	"≤"e��� �x ��Jk�� �����;% "+" }.Q��% "." ��{

����"�� &��J:-�:
1(( , ,.)+�w$ BF.� PJ���D M�\ 0%1.,1/J� y����� ������� E�

o��"�� ^J	 }.Q��% e���.
2(( , ,.)+�_�D."�� �;>/$ �%B-� "≤"��J) _D.F M�\ .��5

L�)x y≤eF x y≠�_"�x y<.L�) ��50x <L< �1J; x_��# )%<
�F�| _��# (L�) ��5%0 x<L< �1J; x_��F )�F�| _��F %<(��5% A

L�)0x =L< �1J; x �/1F .
3(J:F ^J	
� ��� �� :EF �B� M)�EF �%��% h�k 'c 

^J	< ��\ M��� ^J	
�.
3���.4�

1(����(��% 4%
� �"�J:-� L< q\i)( , ,.)+�_D.F PJ���D M�\ 
��J) (��[�1�� ���	
� �	��G ^J	 L����1D�.F%N�C �B�E	 ��8 

��J) _D.-� PJ���"�� M��� �O��� i ]�� ^J	
� ��� ��J:F �.h�(F
 n��:{ }2: 3A x x= ∈ <�EF �%��% h�k 'c �B� �8 �E�C% A

^J	
� ��� }�:\supAu�U1* sup 3A =L< ��J	 3 ∉�.�7�8%
w� ^J	
� ��� L< �J!":�A? ����F 'c �? ����F% �.
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2(�	�� �1"*./F EF �;>��� ������� ���	
� �	�� ����5 ��18 
��[�1�� ���	
� �&��J:-� �O�* ��Z"D �	��G ���% EF �)�"�� V�* 9"� 

��$�:�� .EF ���B� &�	��G ����5 EF �J�1� ������ �78%�^�:D 
"e[��F ."�%�B� M) �8 e��-AEF h�k 'c�����"�� ��b���$ e"�"� :

., ' : ' 'x A x x x x A∀ ∈ ∃ ∈ < ⇒ ∈�

r./� �"¡�"+-� e��-� "e��-� �8% 
., ' : 'x A x A x x∀ ∈ ∃ ∈ >

)h�(F :{ }: 2A x x= ∈ <�? ¡�"+F e��F �.( 
������\ ���	 ¡�"+F e��F M) ���:D ^J	 aJ�,� .o�"��$%

 �	 �83���5 }�J�-� ������� ���	
� �	��G P8 e[��-� �	��U�*
.)7�� �+��:�� &��J:-�.����5 ? ���.��� u78% �t.k< ���.[ ¢*��D 

�� ���.[ ^�:D��1�)Dedekind ��"/D ^J	EF ��B�< &����1=�.�F�1/*
 L���A%BEF E��B� �L���� �=>(�� £%.���:

1(A B∩ = ∅

2(A B∪ = �

3(Ae��F 
����1(�� L5 h���( , )A B���1�)��� �	��¤;)�1�)���� ��:� .( P����� ��/��

 P8 ���1�)����� &�	����� �	��G% ���1)��� �	��¤; �8 �1�)��� ����5 ?
������� ���	
� �	��G.



�����1:������ ���	�� ������� ���	�)����(14

3(��5�2 23� :$ �*%./-� ��J:-� 9#�"6��¥�< 5��F "����
 ?�.<��-� �78 h���:

., : nx n x∀ ∈ ∃ ∈ >� �

��/����� ���	
� �	��G L< ¦/� �78%�)EF ��B� �O"+,$�(�:��
^J	
� EF H�%��.

,�-�.)J�-� ��������&i��% (
1(L�) ��5x ∈���J�-� ������ rN./� �1��* w�xAw$

: 0,
: 0.

x x
x

x x
≥

= − <

2(L�) ��5a∈�%b ∈�	��� L�* &����"�� �
,[ ] { }, :  a b x a x b= ∈ ≤ ≤�
,] [ { }, :  a b x a x b= ∈ < <�
,[ [ { }, :  a b x a x b= ∈ ≤ <�
,] ] { }, :  a b x a x b= ∈ < ≤�

^�:D �J�F d,� A�\�"+F A��J�F i�G o��"�� ^J	)¡�"+F d,� %<(A
�J�F d,�)¡�"+F d,� %<.(

3(����"�� s�F.�� §�"� ��):
,] [,−∞ +∞ = �

,[ [ { }, :  a x a x+∞ = ∈ ≤�
,] ] { }, :  b x x b−∞ = ∈ ≤�
,] [ { }, :  a x a x+∞ = ∈ <�

.] [ { }, :  b x x b−∞ = ∈ <�
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<��I r./D ��.�� ��18 ��"��) CantorF��� �Jk��"-� &i�U�J� �O
/� L< ^J	 �18���O��5 &����""-� M,* ?�l��$ M�b�+"�� p/$ �*�T� .

��-6* )"-� &i���Jk��(
&i�G �< A�Jk��"F &i�G ����""F �"/�[ ],n na b��{ 

.[ ] [ ]1 1, , ,n n n nn a b a b+ +∀ ∈ ⊂�

L��� 7��1	[ ],n n
n

a b
∞

≠ ∅
�
∩.

0���. 
1(��) Aq\i�)f1# ��\i )o��-� M,+�� (L<��.�1�� �U�"�

��J�-� 'c &i�� h�\ ? ��:D.
2(��+D�8���� EF '(��� ? ��.�1�� u78 .E�C Ah�(-� M��# ^J/*

 ���� i V�< �< A���%�	 'c ������� ���	
� �	��G L< &��=5 �2>k EF
��/����� ���	
� �	��G �$% �O1�$ M$��D.

��-6* )���%�/��(
1(�D ��~5 �1/�"#� ��5 ���%�	 �l5 �	��G E	 h���w�O1�$ M$�

�$%�.
2(L5�����%�	 ��.
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0���. 
�$ M$��D ��~5 �1/�"#� ��5��	��� u72 L< �1J; �	��G% "H�;

.�":-� "%<".�":-� H��; ." &�	��� L< q\i�%�%����%�	 
.�":-� H�; �2 ��J* o�"��$%.

,�-�.)PF�:"-� ��/�� A���� ��/��(
1(h�O� &�� A����/F M) ^�:DxM���� EF A:

1
0 1 1... 0n n

n na a x a x a x−
−+ + + + =

`�\ 0,...,( )p p na =	< ���� ����/F A��/��[ ���.
2(E��� x ∈�.E	 h���x����/- ��7� L�) ��5 ��� ��	 V�5 

����.
3(E��� x ∈�.L5 h���x��	 ���	 E�� ¨ L5  �:"F����.

21/��
1(M)��� ��	 �[�� ��	.
2(���	
�2A3A1

5
&i��/�J� h�J\ �l
 ���� ���	< 

�����2 2 0x − =A2 3 0x − =A2 1 0
5

x − =Ao��"�� ^J	 A%:�� P8�
�[���.

3(��/��π �:"F ��	 .
4(�'�1�� 9"���c�J�� 6�#<1lim 1

n

n
e

n→+∞

 = + 
 

 �:"F ��	 .
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��-6* )��F�:"-� ���	
� A����� ���	
�(
1(���%�	 �	��G ������� ����� ���	
� �	��G.
2(����� ��F�:"-� ���	
� �	��G���%�	 'c �	��G ��.
0���. 

��	 EF '(�$ �)< ��F�:"-� ���	
� ��	 L< ��.�1�� u78 EF ©"1�
����� ���	
�.

P���\ ��/� a�Z,�� �B�� ^J	 r./"1� .q\>� n�� M�< EF
H�%�:-�  ��;[ [, 1

n

n n
∈

= +
�

� ∪)n�� EF �)�D.(

,�-�.)a�Z,�� �B��(
_"��[ [, 1

n

n n
∈

= +
�

� ∪.%E��� x ∈�.��\% a�Zb ��	 ���� 

0n��� 0 0 1n x n≤ < +.��/J� a�Z,�� �B�� ��/�� �78 ^�:�xBF.�% 
w$ H��	 V��5[ ]0n x=%< 0 ( )n E x=.

0���. 
P���\ ��	 M) L< aT���� EFxM���� ^J	 _"�� [ ]x x α= +

`�\α��� P���\ ��	 0 1α≤ <.

2.2 ������� ���	� ��!"$ ��7!�!38�� 9�!:� 
-� �#��� L5 ��wb�k Mw(F �Owb��k% �w���/�� h�%���% &����""

 9�8�+-� EF �/F �� �*./F _J�"D �JF��-� %< z��"�i� ��J$�; %< ��.�"#i�
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�����%ª���������� ����� ^�:D ª���w	
� �	��G �« e"�"D ]�� 
�������.

,�-�.)�\�"+-� �	���(
1(��E�AB� EF h�k 'c ���.E	 h���A¡�"+F �B� V�5 

EF�o�"�� £.��� ��{ ��5 :
.,1	 M) M�< EFxEF Ah�G ���� A( , )I a αuB).F xV��[ d,�% α

`��( , )A I x α⊃.
2(�\�"+F �	��G ������ �	���.
0���. 

EF ��B� L< ��(� d�)��.,w1	 �� L< P+�� ¬�\�"+F ��� x

EFA_��-� ��/�� L�) ��OF `�� αL�*( , )I x Aα ⊄.

21/��
1(¡�"+F h�G M)] [,a b? �\�"+F �	��G �"/� �EF V�< n�� 

.,1	 M) M�<xEF ] [,a b���"k� P+�� α.�b< �$�:�� d�./"�� ?
E���/��

2
x a−%

2
b x−L< EN��"�* ] [, ( , )a b I x α⊃.

2(�� ^J	 _"�D ]�� nJD �Q�< �\�"+-� &i�� EFM��] [,a−∞ 
%<] [,b +∞.
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3(h��[ [,a bL
 �\�"+F ��� [ [,a a b∈h��% ( , )I a α��� 
? ���"�[ [,a b.
4(E���a∈�.L5{ }a�\�"+F ��� .��/�� L�) ��OF V�< n��
 _��-�αL�* { }( , )I a aα ⊄.
5(�L
 ¡�"+F :L�) ��OFx ∈���	 ���� 0 α<`�� 

( , )I x α⊃�.��	 M) M�< EF �18 ��� �$�:�� ���"\i� L< e;���� α.

��-6* )&�\�"+-� e[��"��% ��{�(
1(�\�"+F �	��G &�\�"+F ��{� M) .
2(�\�"+F �	��G �\�"+-� &�	��� EF V"1F ��	 e[��D M) .
0���. 

1([��D L< q\i �w���� ��w� &�w\�"+-� EF V"1F 'c ��	 e
�\�"+FA&i�� M(F 1 1 1( , ) ,I a a a

n n n
 = − +  

�< EF wM*n ∈�`�\ 
a∈�.

n�� a�T�"� L< q\>�
*

1( , )
n

a I a
n∈

∈
�
∩��w�% Ew	 h��:"�% 

e[��"�� �78 45 P�"1� .k� .,1	 .�.+1 �< i�� @���� VxE	 dJ"� a

`�� 
*

1( , )
n

x I a
n∈

∈
�
∩.L< ¦/� �781( , )x I a

n
∈Mw) M�< EF *n ∈�.

a�Zb 'c �78 E�� ����"�� }��#0�:
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2(L�) ��50x a− >Pw/��[ ��w	 ��w~5 �11�C 0n�`w�

0

1x a
n

− >)���"k� P+��0nww� ��%�:F 1 1
x a

  + − 
BwF.� `w�\ 

1
x a

 
 − 

w� a�Z,�� �BUJ� 1
x a−

(.%L��� 7��1	
0

1( , )x I a
n

∉.V1F%

*

1( , )
n

x I a
n∈

∉
�
∩.

3(��5 L�) 0x a− <P/��[ ��	 ��~5 �11�C 1n`�� 

1

1x a
n

− < −)���"k� P+��1nw� ��%�:F 1 1
a x

  + − 
BF.� `�\ 

1
a x

 
 − 

w� a�Z,�� �BUJ� 1
a x−

.( L��� 7��1	%
1

1( , )x I a
n

∉.V1F%

*

1( , )
n

x I a
n∈

∉
�
∩.

L< L�5 P8 h���� �b>k{ }
*

1( , )
n

I a a
n∈

=
�
∩.�J(F
� ? �1ZT% �;% 

��$�:���	��� L<{ }a�\�"+F �:�� .

,�-�.)�����(
E���xEF �.,1	 �%V⊃�.E	 h���Vw� ���� V�5 x��5 
¡�"+F ��%U`�� x U V∈ ⊂.

��/� 
E��ww�] [,a b% �ww\�"+F i�wwG ] [,x a b∈.�ww$�"��� qww\i

��O�����] [ ] [, ,x a b a b∈ ⊂ L< �$�:�� d�./"�� _:\ ��(D ]�� ] [,a b���� 
w�x.V1F ���� M�� ���� �8 ¡�"+F h�G M) L< �J!":�.
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E��ww�UEwwF �ww\�"+F �%x U∈.�ww$�"��� qww\i
��O�����x U U∈ ⊂�$�:�� d�./"�� _:\ ��(D ]�� L<Uw� ���� x.

F M) L< �J!":� EF ¡�"+�M(C ���� �V1F ���� M�� .

��-6* )&������ e[��D% ��{�(
E��� x ∈�.w$ BF.�( )V x� �	�� w��&��x.�1���:

1(( ),   V V x x V∀ ∈ ∈.
2(( ),

( )
V V x

W V x
V W

∈ 
⇒ ∈⊂ 

.
3(w� &������ EF V"1F ��	 e[��Dxw� ���� x.
4(M)w� &����� ��{�x� �8 w� ���x.
0���. 

V�< q\i���"k� E�CU¡�"+F h� ��%�:F �$�:�� d�./"�� ?.
%P8 L��\
� 9�/F ? �OF�!":� ]�� &������ L�* ��J�/�� ��\�1�� EF

�\�"+-� &i��.
,�-�.)��b>-� ���1��(

E���AEF ��B� �.���� E	 h���xEF ���b>F ���� �l5 
w�AL�) ��5 :

.( ),   V V x V A∀ ∈ ∩ ≠ ∅

�BUJ� ��b>-� £��1�� �	��GAEF ���b>F ^�:D ABF.�% A
w$ H��	 �2A.
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��/� 
��b>Fh�� ] [,a bP8 [ ],a bL�) ��5 V�< n�� xEF �.,1	 [ ],a b

L�)%Vw� ����� xh�G ���� V��* ( , )V I x α⊃.L< q\i
] [( , ) ,I x a bα ∩ ≠ ∅:��18 L5 h��� n�� a�T�"�3P8 &i�\ :
ª�F5a x b< <.7��1	 L�* ] [( , ) ,x I x a bα∈ ∩ ...  L< e;����

 n�� EF .()< �1���:] [ ] [, ( , ) ,c d I x a bα⊂ ∩`�\ cE���/�� �)< �8 
a%α−% AdE���/�� .�b< �8 b%α.o�"��$% :

] [( , ) ,I x a bα ∩ ≠ ∅.V1F%] [,V a b∩ ≠ ∅.
ª�F5%x a=.L�* 7��1	] [ ] [, ( , ) ,a d I x a bα⊂ ∩ `�\ d�8 

E���/�� .�b<b%α.o�"��$% :] [( , ) ,I x a bα ∩ ≠ ∅.V1F%
] [,V a b∩ ≠ ∅.
ª�F5%x b=.L�* 7��1	] [ ] [, ( , ) ,c b I x a bα⊂ ∩ `�\ c�8 

E���/�� �)<b%α.o�"��$% :] [( , ) ,I x a bα ∩ ≠ ∅.V1F%
] [,V a b∩ ≠ ∅.

L< aQ"� �7�8%[ ],a bw� ��b>-� �	��� ? ��"� ] [,a b.EF%
L�) ��5 t.k< �O�x45 P�"1� i �.,1	 [ ],a b>(F Ax a<����� L�* V

w�x¡�"+-� h�� ? M(�"-� ( , )I x αw$ P�"J� i] [,a b�1	 L��� �F

2
x aα +=L< �< A] [( , ) ,I x a bα ∩ = ∅.L�* V1F%M)a x>P�"1� i

��b>F 45 ] [,a b.M) L< ��� ���.��� �+1$b x<��b>F 45 P�"1� i
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] [,a b)7k��
2

x bα +=h�$ 
2

x aα +=.( ��b>F L5 h���� �b>k
h��] [,a bP8 [ ],a b.

N��� >=� ii�"#� L< q\ih�� ��b>F L< E[ [,a bP8 [ ],a b.
�� ���* .F
� n�7)%] ],a b.

��-6* )���"\i�% ��b>-�(
E���AABEF E��B� �%AAB�x�"�b>F .�1���:

1(A A⊂.
2(A B A B⊂ ⇒ ⊂.

,�-�.)��J�-� �	���(
E��� AEF ��B� �.E	 h���AEF �J�F �B� V�5 ����) ��5 

A��? V"��"F ��\�"+F �	��G .
0���. 

�®�� �	��� P8 �	��G ���"F ���"F ���) �-)( )A A= � �� �(
¡�"+F �B� �J�F ���"F L�*� .F
� e;�% ? �1��� L< �< AL�FBJ"#i:

A¡�"+F⇐A���J�F .
A�J�F ⇐A��¡�"+F .
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�1/�2 
1(9J/�ª�+�./D –L<∅¡�"+F �B� .V"��"F L�* o�"��$%∅��

��J�F .P8 ���"-� u78%�.L�5��J�F .L�* L�5 �? �J�F% ¡�"+F 
�\�% L� .
2(��# � ���ª���"-� 45 �%.-�$ ª������ �	��� L< ∅P8 

�\�% L� ? ��J�F% �\�"+F �Q�<.
3(L< 9J/�] [,a b¡�"+F .L�5] [,a b��FL< �< A�J�

��{i�] ] [ [, ,a b−∞ ∪ +∞EF �J�F �B� �.
4(L< 9J/�] [,a−∞%] [,b +∞L�\�"+F .o�"��$% L�* 

��{i�] [ ] [, ,a b−∞ ∪ +∞.��{i� ���"F L< ��� V1F%
] [ ] [( ), ,a b−∞ ∪ +∞����J�F .L< q\i 

.[ ] ] [ ] [( ), , ,a b a b= −∞ ∪ +∞��

V1F%[ ],a b�J�F .
5(M���� EF h�G M)] ],a−∞ %< [ [,b +∞L
 �J�F h�G 

���"F] [,a +∞)P8% ] [ ] ], ,a a+∞ = −∞��(�\�"+F n�7)% A
���"F[ [,b +∞)P8%] [ [ [, ,b b−∞ = +∞��(�\�"+F.

6(�	��G M){ }a�J�F �	��G L< n�� �
{ } ] [ ] [( ), ,a a a= −∞ ∪ +∞��

L< ��J	] [,a−∞ %] [,a +∞)% L�\�"+F n�7] [ ] [, ,a a−∞ ∪ +∞.
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��-6* )&��J�-� e[��D% ��{�(
1(��{� M) V"1F&�	��F��J�F �	��G ��J�.
2(e[��D M))'c %< V"1F(� EF -� &�	����J�F �	��G ��J�.
0���. 

�w���� ��w� &�w\�"+-� EF V"1F 'c ��	 e[��D L< q\i �1)
�\�"+F .&i��$ n�� ^J	 >(F �1$.T%1 1 1( , ) ,I a a a

n n n
 = − +  

EwF 
M�<*n ∈�`�\ aEF ���� �.�� u78 �J�(F L5_��/" �w� �w��* 

��J�F ����� ��� &��J�-� EF V"1F 'c ��	 ��{� L< P8 &��J�-�.h�w(F 
��{i� n��

*

10,1
n n∈

 −  �
∪.

��w	 Mw) L< q\ixh�w� EwF [ [0,1�w\< 45 Pw�"1� 
&i��10,1

n
 −  

)&i�� M) 45 P�"1� V�< e;����10,1
n

 −  
L��� ]�� 

�O�*1
1

n
x

<
−

.( V1F% [ [
*

10,1 0,1
n n∈

 ⊂ −  �
∪.�< L< nw�� �/$ q\i 

��	x45 P�"1� i[ [0,1E�C i&i�� �\
 P�"1� L< 10,1
n

 −  
��OF 

P/����� ��/�� L�)0 n≠.L�* �7�% 
*

10,1
n

x
n∈

 ∉ −  �
∪.L5 h���� �b>k

[ [
*

10,1 0,1
n n∈

 = −  �
∪�� eF _��/"L<[ [0,1��J�F ��� .

�� ? �1���we;�� ����"�� ��.�1�� e[��"��% ��{i� �$ �$.D ]��
 ��b>-�%:
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��-6* )��b>-�% e[��"��% ��{i�(
E���A%BEF ��B� �.�1���:

1(A�J�F ⇔A A=A
2(A B A B∪ = ∪A
3(A B A B∩ ⊂ ∩.
0���. 

L< q\iA B A B∩ ≠ ∩.7k>(F ] [0,1A =%] [1,2B =.
L< �U":*[ ]0,1A =%[ ]1,2B =.V1F%{ }1A B∩ =.

t.k< �O� EF%A B∩ = ∅V�J	% AA B∩ = ∅L
 ∅�	�G 
��J�F .L< h�(-� �78 ? h���� �b>kA B A B∩ ⊄ ∩.

,�-�. )�H�%�°� &�	��(
E���AEF ��B� �.E	 h���Ah�G ��% L5 �%�� V�5 [ ],a b

`��[ ],A a b⊂.
21/��

1(M���� EF �J�F h�G M)[ ],a b�%�� �B� .
2(���%�� ��� .
3([ [1,+∞h�G )�J�F (�%�� 'c.
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��-6* )���%�°�(
�1���:

1(H�%�� �	��G H�%�� &�	�� V"1F ��{� M).
2(E��� AEF ��B� �%B��%�� ��B� )EF�(`��A B⊂.

L��� 7��1	A��%�� .
3(L�) ��5AV"�b>F L�* ��%�� ��B� AH�%�� �Q�< .

��-6* )HB��-� ��b���(
E���AEF ��%�� ��B� �%supa A=%infb A=.7��1	:

1(^J	
� �ZJ� HB��-� ��b��� �1���:
.0,   :   x A a x aε ε∀ > ∃ ∈ − < ≤

2(��� �1��� ��
� �ZJ� HB��-� ��b :
.0,   :   by A y bε ε∀ > ∃ ∈ ≤ < +
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3.���	������� 

.)7� ��).-� ���	
� �	��G ����5 ? H'O��� z.��� EF:
1.3 +�;��<��� (�'� =�>?@�A (�)*2�

�	��� �"/�2�/��$ �8�%B�% }.Q��% e��� A�"���"�� �"�J�:
2 2( , ) , ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

a b c d
a b c d a b c d
a b c d ac bd ad bc

∀ ∈ ∀ ∈
+ = + +
× = − +

� �

L< &��=5 MO:�� EF2�PJ���D M�\ �"�J�/�� �D�« �%B-� 
).,1/��L������� o��"�� ^J	 �x L� (0,0)%(1,0)(����"�� L<% 

2:
( ,0)

f
x x

→� �
�

�$ ��$��-�$ a�:� �F �8% AE���D V�<% h��\ M=�|�%( )f �eQ� �1�< A
.2( ,0)x x∋ ≡ ∈� �
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��-�\ � =5% � =1 	 ��/, .=981 	 �9���-/��� 9�]��! [H ��97��&

 " 6�@���� ^���8_�%� `�� ���/�� ���7��� a��.
U�bP�� a�� )* ��G �%� c( ���7��� a�� )A +�-: d�_�� �AO:

.f�N � [g"ci���"[F���� j����B� c@���� �� U�*V�� ��8��� ���7��
 �&&�! [�Brouwer)1881k1966 .( liH �,@g �* cm�8� M:���� [H 'n

 ���7��� a�� O+�* UO�o pg J�KH U���A .q�V� U�A W,�A �H ;�<
 [�98�� �9�� )* X��r �/�8�* 6���, >+K )��f/�� W�, ��-�s R���!&

 �fA M���� )��f/�� [�8�� .V��* pg .���7�� O�t� � l�12� ��� u��&
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$�%9�� ���7��� a�� ��vH w&x pg p&y� �G���! O�/� U�*V�� ��8���
W_��� c���B� .

�!G2� M���%� ���7��� a�� =m��, O/!z! {-/�� �-|�H )A
6�lm��� .>�-1 O�G& 6�}~! U�*V�� ��8��� ���7� ��%� �(

��5�F���� 6"O/�-� .&��� " ��N� I��� �|* �!��: ���7��� a�� )� Z-! �8�
 ��/�� ��� :���O l��%,�W����(���� >Noy� U�% � �����B� >Noy� 

)����%N�� (C����� 6�-�A 6��] &H6O�X�/�� �:O )* 6�(z� &H 
U�*C �8�! *&O c8�-�� ;�~, c5!��N��.

� �&&�! [( �A �_�1910 9�1�0 ��9��H ��z%* =1 )A 
����( ���GCantor)1845k1918 ( �A1878 '9Ky� ��� )�Nr R1 


�8�% �& j��% � R! c-!8� {���� lf�g )* .�:+/�� ;-� 6�C ��N�&
 �8��� )* R�A��D� R�� R!)j��% �& 
�8�% � (�����G ��z%* ����

 ��� �/�! ����� {-/�� lm :��Nr [g [�-�s ��H R�@�� R�5( ��/� �< 
 ��K�� pg v�1H =��� )* 

��� ����N� c-!8��� {������ [z! �A�%! [��@���� ��OH �8�
����%*I=��� ��H �/� ���& "WX�f� "�8��� :�8� �A��] U��C [�N�

"�8C+�* "�8� �A��] 
�8�% � Y-A"U�P/�* "Y-Aj��% � .OX�/� ���!
 �/����� R���: �=G [H ;�< IU���% � 6+��_��� M* =*/��� Y-A [��@����

U���%* R���: .��@�� 6�5( U���% � 'n 6+��_��� [H �1+� �(
�*/�� �C��K ���� u/V�& ��t%�* 'n.
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���� [z�0 �: ������"� ��C� ����( =!8� O8�,� [H M:����& R�@
O/!y� ��-�s 6�lm, R! F������ U�N, �*+� ?�@�* 	.=� ;�< 
n�&

 1&��* >��%�� :=��� �G�� "H )N� I���%* 'n =!8��� ��� [H ��_C
 &H I
�8�% �& j��% � R! ���%* �K�)X
AH ��V! (R���-:H )�lm, R!

�& 'n >��1"� ��� [H Y-A [��-� �)��/��� c�-�s �&&�! =KOH O�
�G������� =81 	 UF� �/! ��, W}�1H U���G 6��8� :��8��� ���7� �g

U�*V��.
j�N���! c%����� c@���� *HPoincaré ) 1854k1912 ( [9N,

 �A +bf�*1883 c%�f�� �7��� ���8��! �8-/� � �1��� � ��z% ! .[(& 
�� �&�� � >��%�� :H �}+} ��_�� =� �9��&O 6����* Y-A ��&i ���G

 
��/� pg ��� j�N���! [( � ��!<�� U�: �A ���! ��, �<t�� *��A
 pg =C��& 6�'b� � UO�/�* >�&O ���A! ;��! �8, Y����� 
�8�� ���7�

�&&�� U�*V�� ��8��� ���7� 
�/� �t���.
�A OV�:"� 	 =!�� UF5G W_�* �8�1994 �G pg c����� [

Harsanyi)1920k2000 ( �� [�G&Nash)1928k�(�-9� O�����&
Selten)1930k�(	 [w����� ����* 
����_�� ;�<& ! Q�/� * �9��7�

"���&/��� 'n �/�y�".�9�8��� �9��7� Y9-A ����* �t����� ;-� W�(&
U�*V�� .

�& �&&�!& ���� U�*V�� ��8��� ���7� 68���� [g U���A L���/
�A���*& .���7� &H OV�:"� &H ��&�%�� N��N� � Y-A �V�8� " c�,
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�/�y� .u-��� 6"O/ � .-�\  �=1 O�G& 6���* �=G [H ;�<
���7��� a�� ���\��� .��@�� �-] O��AH )* O�A Y-A ��P/�� u/V�� )*&

@���� &H ��-*N��� &H ��-@���� 6"O/�-� �Vs �� [H [&�! ��5F�� ��-
"8* ��,U�*V�� ��8��� 6��7� )* ���7� Y-A ���/� .
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2.
����� � ! "����#! 

������ ����� ����� � .��/��� 3/! M�8 � ��� 	 ��8�)M!��� &H(
��8�� J�� Q&�/* ��7/* [y FG�* =Nf!����P�� �-1� � ��* .

5��6 )>�&��� ��@& M�(
)N��A)* �lFG �[������& I:f A→�&:g A→�.QX�/�:

?��]R���O :f g A+ →�

l��G& R������ . :f g A→ �

O�A 	 ���O l��G&λ. :f Aλ →�

&R������ ��%�:f A
g

→�)���/�� ��A ��1 	g(
:+/�! 6:

,, ( )( ) ( ) ( )x A f g x f x g x∀ ∈ + = +
,, ( . )( ) ( ). ( )x A f g x f x g x∀ ∈ =

,, ( . )( ) . ( )x A f x f xλ λ∀ ∈ =
( ), ( )( ) .
( )

f f xx A x
g g x

∀ ∈ =

7���6 
	 >�&��� ��@& >�&��� M� ���8! UO&F � >�&��� �A��]

 Y-A �A/o lm, ��* =/  O��Ay��.>�&��� ��@& M��� ���: *H
���1�& ��-���� �8-1 ����! >�&��� �A��] O&F�, ���! ��,.
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5��6)>�&��� u�(��(
)N��A&B)* )�lFG �&:f A B→&:g B→�R���O .

QX�/� ���O u�(����:g f A→� ��:+/�! :
.( ) ( ), ( ) ( )x A g f x g f x∀ ∈ =�

5��6)��{!� � {����(
)N��A)* �lFG �.{������ Y�%�:f A A→9! Q�/ � 

, ( )x A f x x∀ ∈ =

Y-A {!� � {������A.Y-A {!� � {����-� F*�� A*��A 9!AI.

5��6)c%N/�� {������(
)N��A&B)* )�lFG �&:f A B→.[( �<g:f A B→

.��/� )N¡ +!8� ��%N/�� ������ 1 :f B A− →9! 1( )f y x− =*��A 
[�N�( )y f x=.

5��6)UO&�¢� ������(
)N��A)* �lFG �&:f A→�.������ )A >�8�fUO&�£ �g 

W!} �G& �<g0 M<��¤ :
., ( )x A f x M∀ ∈ ≤
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7���6 
1([�N� *��Af�A��D� [~, UO&�£ ( )f AUO&�£ .[<g c�&

�B F*�� Y-AH ��1& ¥OH ��1 =�8� 9! ^����� Y-A inf f&sup f.
2(X��¥Oy� )��_-� R�F�� � R��C�� )* �m [H :

, ( ),
inf ( )

0,   :  ( ) .x A

x A m f x
m f x

a A f a mε ε∈

∀ ∈ ≤
= ⇔ ∀ > ∃ ∈ < +

, ( ) ,
sup ( )

0,   :  ( ).x A

x A f x M
M f x

b A M f bε ε∈

∀ ∈ ≤
= ⇔ ∀ > ∃ ∈ − <

[H �1"m&M�� "pg U�&�m�! [���( )f A.=*z��� c�N� 
������ ���%��� 6"¦� 	:

H(��/�:f →� ���¤ ( ) sinf x x=[H �t�, :
[ ]inf sin( ) 1 ( ) 1,1 ,

x
x f

∈
= − ∈ = −

�
�

[ ]supsin( ) 1 ( ) 1,1 .
x

x f
∈

= ∈ = −
�

�

�(��/�: 0,
2

f π  →  
���¤ ( ) sinf x x=[H �t�, :

] [

] [

0,
2

0,
2

inf sin( ) 0 ( 0, ) 0,1 ,
2

sup sin( ) 1 ( 0, ) 0,1 .
2

x

x

x f

x f

π

π

π

π

 ∈  

 ∈  

 = ∉ =  

 = ∉ =  

 

9G (��/�: 0,
2

f π  →  
���¤ ( ) sinf x x=[H �t�, :

[ [
0,

2

inf sin( ) 0 ( 0, ) 0,1 ,
2x

x f
π

π
 ∈  

 = ∈ =  
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[ [
0,

2

sup sin( ) 1 ( 0, ) 0,1 .
2x

x f
π

π
 ∈  

 = ∉ =  
 

5��6)��O���� ������& ��G&F�� ������(
�� )NA)* �lFG �9� ��%��! �����* 0&:f A→�.
1(������ )A >�8�f[( �<g ��G&w �g :

., ( ) ( )x A f x f x∀ ∈ = −

2()A >�8� ������ f[( �<g ��G&w �g :
., ( ) ( )x A f x f x∀ ∈ = − −

8 	��
1([������f&gY9-A [9�,�/ � �99!( ) cosf x x=&
( )g x x=[��G&w [���O .

2([����99��f&gY99-A [99�,�/ � �999! ( ) sinf x x=&
3( )g x x=[��O�, [���O .

3([������f&gY-A [�,�/ � �99! ( ) sin cosf x x x= +&
( )g x x x= +R��O�, 'n& R��G&w 'n [���O .

��-/ )��O�,& ��G&w R���O ?�t�( ���O �!�((
)N��A)* �lFG �9� ��%��! �����* 0&:f A→�.

u�N�f��O�, J�Ky�& ��G&w v��1g R���O ?��] =No Y-A .
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7���6 
[( ��* ������ U�&% � +/, ����x A∈

.( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

f x f x f x f xf x + − − −   = +   
   

������ [H �1"( ) ( )
2

f x f xx + −������� [H& ��G&w ( ) ( )
2

f x f xx − −�

lF�� Y-A �,�/ � ������ W�( ��* ;�<& ��O�,A9� ��%��! ���� � 0.

5��6)���� �����&���(
)N��:f →� �.

1(������ )A >�8�f�G& �<g ���&O �g c8�81 O�A ϕ��/�* 'n 
�:+/�� {8�:

., ( ) ( )x f x f x ϕ∀ ∈ = +�

2(Y�%�ϕ9� U�&O f.U�&O c�%� * ��nfO�A �bCH )[g
�G& (*r uG�*ϕ�8!%�� �:+/�� {8� 

8 	��
1(������:f →� �9! �,�/ � ( ) cosf x x=L�&O& ���&O 2π.
2(������:f →� �9! �,�/ � ( ) cos 2f x x=L�&O& ���&O π.
3(������:f →� �9! �,�/ � ( ) cos 2f x xπ=L�&O& ���&O 1.
4(������:f →� �9! �,�/ � 2( ) cosf x x

a
π=��1 IaO�9A 

L�&O& ���&O I*r uG�* c8�81a.
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7���6 
U��A 	 ��8�� ��b�%� �:"�G& [g "{!%�� .��/��� 	 UO�����

§�H ��y�.��� >�&��� ��P-P � >�&��� ¨© )* ���& .
��&O >�&O ��� [H ��@���9�&O �bCH B ��� �U�%� $>P � 

^���:
1 : ,

( )
0 : .
x

f x
x
∈

=  ∉

�
�

ª�K1
n

ϕ =��1 n[H �1+��& ��/�* 'n c/��0 O�A :
.1, ( ) ( )x f x f x

n
∀ ∈ = +�

< MG�� ;�� ��: pg ������ ��C�:
1

1( ) ( ) 1,

1

1( ) ( ) 0.

x x
n

f x f x
n

x x
n

f x f x
n

∈ ⇒ + ∈

⇒ = + =

∉ ⇒ + ∉

⇒ = + =

� �

� �
 

=Nf�� )* O�A =( [H �1+� �« )*& 1
n

)��1 nc/��0 O�A (
����-� U�&O ��.*�U�&O �bCH c� 

[H �1"
*

1inf 0
n n∈

=
�

��& I*U��A O�G& ��� "�G& [g "UO�����
{!%�� .��/��� 	.
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5��6)�������������(
���O )N��:f I ⊂ →� �.

1([g >�8�f[( �<g *r U���F�* ( ) ( )f x f y< x y<.
2([g >�8�f[( �<g *r �V:��*( ) ( )f x f y< x y>.
3()A >�8�f�V:��* &H U���F�* W�( [g ����� �g .

{�� ��, ������� �<g<&>9! ^����� Y-A ≤&≥cb��� ��~, 
��� Q�1"*r."

8 	��
1(������:f + →� �9! �,�/ � 2( )f x x=*r U���F�* .
2(������:g − →� �9! �,�/ � 2( )g x x=**r �V:��.
3(������:h →� �9! �,�/ � 2( )h x x=����� W%�� .
4(������ :u →� �9! �,�/ � 2( ) 1u x x= +����� W%�� .

��-/)=!8���& �!����(
���O )N��:f I ⊂ →� �r U���F�* *)Y9-A I9*r �V:��*

u������ (��1I>] .�5��A:
1([�N�: ( )f I f I→+!8� .
2([�N�1 : ( )f f I I− →*r U���F�* )Y-A I*r �V:��*
u������.(
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5��6)�������& �V�:"�(
)N��A&B)�lFG )*���¤ B A⊂&:f A→�&

:g B→�.
������ )A >�8�f�g O���*�)���r &H (����-�g�<g [(:

., ( ) ( )x B f x g x∀ ∈ =

������ Y�%� ��¦� a�� 	&g����-� ��V�:�f.
F*��! *��A ;�< )A �X�/�Bg f=.

3."���$��� 
����H .��/� M�8 � ��� 	 ��8�C�� �m8�� 3/!& �

!F�(���� )* 'P( [&O 6���� .&�{��/��� 3/! =G��671+ �& `�� 
������"� ����� q�� {1+�� M�8 � pg �� �G��Og [N*2! [(.

5��6 )������(
)N��:f I ⊂ →� �����* >] Y-A �,�/* ���O I���g c���� 

��8�a.)A >�8�f�����* ��� ;-r �g c��8��� ��A a��f�� {8� �<g :
lim   ( )
x a

f x c
→

=[( �<g jH I:
.0,  0 :     ( )x a f x cε α α ε∀ > ∃ > − < ⇒ − <
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7���6 
{1 )* αI{!%�� .��/��� 	I9! {-/�� [H ε&a.�(& 

[H 6�}g [~, �!�8� � 6���� � ��1 	 ��(<lim   ( )
x a

f x c
→

=���\��! 
���� 	 =P��� .��/���α��"�! ε&a.


�	� 
[H 6�}2 2

3
lim   9
x

x
→

=�9��K� �/! �1+� .��/��� ���\��! ε

�H ���(u�N� [H c�N� �:
2 9 3 3

3
7 ,

x x x

xα
α ε

− ≤ + −

< +
< <

 

;�<& [H ���A!x9� �&] 3.)* �(H +P* [�N� )� ��, ^��!& 4.
���K� c�N� ��H �m�� ��N�&

7
εα <�_C Y-A >�V_-� :

.20,  0 :   3   9x xε α α ε∀ > ∃ > − < ⇒ − <

{!%�� ¬,N� ^�� � .��/��� [g.
5��6 )����-� �K� .��/�(

)N��:f I ⊂ →� �����* >] Y-A �,�/* ���O I���g c���� 
��8� a.)A >�8� f[g B�����* ��� c��8��� ��A a��f�� {8� �<g :

>] =( =GH )*CaF(�* c>] �G�� AaF(�* a��¤ :
.( )f A I C∩ ⊂
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��-/)6�����& 6���� �(
)N��:f I ⊂ →� �����* >] Y-A �,�/* ���O I���g c���� 

��8� a.����-� [�N�f�����* ��� c��8��� ��A a�<g [( �<g ¨8,& :
����� � W�( ��*( )nx)* I� �!�8� � a[~, lim   ( )nn

f x c
→+∞

=.

��-/)������ �����1&(
)N��:f I ⊂ →� �����* >] Y-A �,�/* ���O I���g c���� 

��8� a.������ W-�: �<gfU��1& c�, ��� .
7���6 

�9!�N�� {�9� 9* 	 ������� �<g R���� )* ������ )A d�_��
lim   ( )
x a

f x
→

�!�N�! lim   ( )
x ax a

f x
>→

)[H jHx)* ���8� aR���� ��G )* 
c8�8¦� ��¢� Y-A(I�����9�� �<g �%9��� )9* �9����� )A d�_��&

�!�N��lim   ( )
x a

f x
→

�!�N�! lim   ( )
x ax a

f x
<→

)[H jHx)* ���8� a��G )* 
c8�8¦� ��¢� Y-A �%���.(

5��6 )������& ���+��(
)N��:f I ⊂ →� �����* >] Y-A �,�/* ���O I���g c���� 

��8� a.
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1()A >�8�fpg >&�� �g +∞>&�� *��A xpg a)u�N�& 
lim   ( )
x a

f x
→

= +∞(��f�� {8� �<g :
.0,  0 :     ( )A x a f x Aα α∀ > ∃ > − < ⇒ >

2()A >�8�fpg >&�� �g −∞>&�� *��A xpg a)u�N�& 
lim   ( )
x a

f x
→

= −∞({8� �<g ��f�� :
.0,  0 :     ( )A x a f x Aα α∀ > ∃ > − < ⇒ < −

4."���$� � �%$& '��( 
1.9���0 :�#; ���<f g+:	 O�& 9* �_C )* �(z��� =�%�� )* 

���: �@�� j��� ^��� >&���( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+R���9��� 
�9: ��"�! 
lim ( )
x a

f x
→

&lim ( )
x a
g x

→
:

−∞+∞c
lim ( )  
x a

f x
→

= →

lim ( )
x a
g x ↓→

=

−∞+∞'c c+'c
?

+∞+∞+∞

−∞
?

−∞−∞
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�	� 
����:

.2 2

43

1 2 10 18 5lim 3
3 3 84 6 42x

x x
x x→

 + + = + = + + + 
 .

2.��< 9���0 =��> �f g×:	 O�& 9* �_9C )* �(z��� =�%�� )* 
���: �@�� j��� ^��� >&���lim ( ) ( )

x a
f x g x

→
×R���9��� 
�9: �9�"�! 

lim ( )
x a

f x
→

&lim ( )
x a
g x

→
:

−∞+∞0c =0c <0c >
lim ( )  
x a

f x
→

= →

lim ( )
x a
g x ↓→

=

−∞+∞0'c c×'c c×' 0c >

+∞−∞0'c c×'c c×' 0c <
??000' 0c =

−∞+∞
?

−∞+∞+∞

+∞−∞
?+∞−∞−∞


�	� 
����:

2 2

43

1 2 10 18 5lim
3 3 84 6 14x

x x
x x→

+ × = × =
+ +

 
.2

2

lim( 5) sin 5
2x

x x
π

π
→

− × = −
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3.0�!� ���0 =��> ���<. fλ:	 O�& 9* �_C )* �(z��� =�%�� )* 
���: �@�� j��� ^��� >&���lim . ( )

x a
f xλ

→
�9����� 
�9: ��"�! lim ( )

x a
f x

→

O�/��&λ:

−∞+∞c
lim ( )  
x a

f x
→

= →

λ ↓=

−∞+∞cλ ×0λ >

+∞−∞cλ ×0λ <


�	� 
2

3
lim 2( 5) 8
x

x
→

− =I2lim 2( 5)
x

x
→+∞

− − = −∞I3lim 2( 5)
x

x
→−∞

− = −∞.

4.���<���0 ?� �� 1
f

:>&��� 	 O�& * �_C )* �(z��� =�%�� )* 
���: �@�� j��� ^���1lim

( )x a f x→
������ 
�: ��"�! lim ( )

x a
f x

→
:

−∞+∞0−0+0c ≠
lim ( )
x a

f x
→

00−∞+∞
1
c

1lim
( )x a f x→


�	� 

30

1lim
x x+→

= +∞I20

1lim
x x+→

= +∞I30

1lim 1
x x+→

+ = +∞.
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5.9��6 @�! "+��:�N��� " 6"1 6����� �%1 	 ��� ��, )
"g ������ ���� )* j�_��� )* ��F ! "¦( 6"91 U�% � ����� � 6

�A�R�/� :

*�����0×∞

�	� A�B :�%1 2

0

1lim
x

x
x→

 
×  

 
.u�N� *��A:

2

0 0

1lim lim 0 ( )
x x
x

x→ →
× = × +∞

IW��� M���%� " ��~,�N� �%91& R�9/��� ��9A M9,� M���%9� �
2

0

1lim
x

x
x→

 
×  

 
c-� �( :

.2

0 0

1lim lim 0
x x

x x
x→ →

 
× = =  

 
.

(C 
�	�:�%1 2
20

1lim
2x

x
x→

 × 
 

.u�N� *��A:
2

20 0

1lim lim 0 ( )
2x x

x
x→ →

× = × +∞

�( M���%� ;�< 
n�& IW��� M���%� " ��~,!�:
.2

20 0

1 1 1lim lim
2 2 2x x

x
x→ →

 × = = 
 

 
��¦, ���& IR8!%�� R�P � 	 R������ Q+�K� �1"0×∞c� 

R�/� ��A ��1.
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*����� ∞
∞

A�B �	�:�%1 2

3lim
x

x
x→+∞

.u�N� *��A
2

3

lim

lim
x

x

x

x
→+∞

→+∞

+∞=
+∞

" ��~, 

�%1& R�/��� ��A M,� M���%� ��N� IW��� M���%�2

3lim
x

x
x→+∞

c-� �( :
.2

3

1lim lim 0
x x

x
x x→+∞ →+∞

= =

(C 
�	�:�%1 2

2

3 1lim
x

x
x→+∞

+.u�N� *��A:
2

2

lim 3 1

lim
x

x

x

x
→+∞

→+∞

+ +∞=
+∞

�%1& R�/��� ��A M,� M���%� ��N� IW��� M���%� " ��~,2

2

3 1lim
x

x
x→+∞

+

c-� �(:
.2

2 2

3 1 1lim lim 3 3 0 3
x x

x
x x→+∞ →+∞

+  = + = + = 
 

 
��¦, ���& IR8!%�� R�P � 	 R������ Q+�K� �1"∞

∞
c� 

R�/� ��A ��1.

*����� 0
0

A�B 
�	� :�%12

20

4lim
x

x
x→

.u�N� *��A
2

0
2

0

lim 4 0
lim 0
x

x

x

x
→

→

=" ��~, 

�%1& R�/��� ��A M,� M���%� ��N� IW��� M���%�2

20

4lim
x

x
x→

c-� �( :
.2

20 0

4lim lim 4 4
x x

x
x→ →

= =
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(C 
�	�:�%1 2

20
lim

5x

x
x→

.u�N� *��A
2

0
2

0

lim 0
lim5 0
x

x

x

x
→

→

=" ��~, 

�%1& R�/��� ��A M,� M���%� ��N� IW��� M���%�2

20
lim

5x

x
x→

c-� �( :
.2

20 0

1 1lim lim
5 5 5x x

x
x→ →

= =

R������ Q+�K� �1" ��¦, ���& IR8!%�� R�P � 	0
0

c9� 
R�/� ��A ��1.

*����∞−∞

A�B 
�	�:�%1( )2 2lim 2
x

x x
→+∞

−.u�N� *��A :
2 2lim lim 2 ( )

x x
x x

→+∞ →+∞
− = +∞− +∞

R�9/��� ��9A M9,� M���%9� ��N� IW��� M���%� " ��~, �%91& 
( )2 2lim 2

x
x x

→+∞
−c-� �( :

.( )2 2 2lim 2 lim ( )
x x

x x x
→+∞ →+∞

− = − = −∞

(C 
�	�:�%1 ( )2 2lim
x

x x
→+∞

−.u�N� *��A 
2 2lim lim ( )

x x
x x

→+∞ →+∞
− = +∞− +∞

�%91& R�9/��� ��A M,� M���%� ��N� IW��� M���%� " ��~, 
( )2 2lim

x
x x

→+∞
−c-� �(:

.( )2 2lim 2 lim 0 0
x x

x x
→+∞ →+∞

− = =

R�/� ��A ��1 ��¦, ���& IR�P � 	 R������ Q+�K� �1".
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5.)�#�*+� 
������� ¯/* *)>V�� &H (���O X�98� [H M���%9� �U�9N, �

�<g ��/9@& �����9�� )9A �*/�� �b-�� 	 d�_�� ��g >�8�! ������"�
 �8�� d&�1 [&O W-C���	 �|G�* 6A L'%* .>�8� ��7� � ���!&

 ���O )A")(xfy ="Y9-A H�9�� .9��0 �X�b� jH [( [g U���%* �g 
'b� �x=}° ��-� ��(���k.��0 'b� jH k9�y.X�/� .�( �9:��! �

����� � ��� )A �*w+�� ��@���� 

5��6 )������"�(
)N��:f I ⊂ →� �����* >] Y-A �,�/* ���O I���g c���� 

��8�a.)A >�8�f��A U���%* �g a[0�f�� {8� �<g :
1(������lim   ( )

x a
f x

→
UO�G�* )	�(I

2(lim   ( ) ( )
x a

f x f a
→

=.
7���6 

1(�:+/�� {!%�� .��/��� 	 ������� �<glim   ( ) ( )
x a

f x f a
→

=

�:+/�!lim   ( ) ( )
x a

f x f a
>→

=[g >�8�f��A R���� )* ���%* a.&�<g
�:+/�! �:+/�� ;-� �������lim   ( ) ( )

x a
f x f a

<→
=[g >�8� f)* ���%* 

��A �%���a.
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2(X�/� �F*� .��/��� ��� )A �)9! .��/��� 3/��� ���%�δε −

&Hαε −(o�( �8���!c)1789k1857(kF���o)1843k1921(
Cauchy-Schwarz 9! :

.εααε <−⇒<−>∃>∀ )()(:0,0 afxfax

&X�/� >D� Y-A ������"� QI=( ��A U���%* ������ W�( [g 
)* ��8�I.X�/�& U�1�& ��G )* ������"� Q)�%��� )* &H R���� )*(

�8�! >±* ��x� a��8�! ax >&Hax <)u������ Y-A(.>¦� �/���!&
������� ��� [H �/� ��8� ��A ������"� [~, ���8��� ;-� `�G )*.

�EF��� �G�/ 5�H αε −:
εααε <−⇒<−>∃>∀ )()(:0,0 afxfax

X�/� `�� ������� )A �f��A a�
[H "&H �1+�ε<− )()( afxf�/� ![z)(xf>] pg c���� 

aF(�*)(afI��& ] [εε +− )(,)( afaf.[H �(α<− ax�[H �9/x

aF(�* >] pg c����a��& I] [αα +− aa ,.²�/ � �:+/�, ^��!& )A U�
>�8� ������"�:

[( ��* 
aF(�* j��� >D�)(af

�G�� ��~, 
aF(�* >] aaF(�* j��� >D� 	 U���£ ����C )(af.
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�/� ���&:
aF(�* >] jy ��%N/�� U��V��)(af�aF(�* "] j��a.

X�/� �*O *& aF9(�* "9] j��� �A��] ��H Y-A ��8� ���G Q
�~, ��8��� ;-�[z! >�8�� M���%� �:

������� f��A a

�/� 
9� ���G =N� ��%N/�� U��V��)(af9� ���G �� a.

7���6 
>D� [�N� [H 
� � )*I{!%�� .��/��� 	 1���* .)N� ³ [g&

�;��( �*y >�8� 0�o .��/��� 	 .�m� [H �! +, g��8��� [ac���� 
	 J��£ ����* >] pgI.�!�N�� [~, ;�< [&�!&ax →U��7�� 

W� F*��� lim	 )�O����� R0�f�� 	3:9�� pg jO�9� �: .��/��� .

�: d�N* [�@ ��A 	 3:���� ��� =P���&x.9��/� �A��] 	f

���8� *��Ax)* a.,�!�( ��¦� a�� 	 �� w�  .�N)(xf!! �
[~9, �����9�"�& �9����� ����  c��¦�& c8�� � M!��� 
n�&

 u/C ����* ��H W�P� �!�t������O2� J�� ���-��I�( [H���!�t� `9��
 � 6�* co�( ��A =�: 6�@���� k=9� <g ;9�< �9(�� F���9o

 [��@���� U�A �7�� [&�: =�: [&�l����"� ��� q�V´ ���g �-C& * pg 
���� � .
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&U���%* >�&��� =( [H ��/� 3/��� =/�)6�'P9( >�&O =9P*
 ��O& O&�¦�`P-P � ����� u�G& u��� ��-�� ������& R�n�9�����& �9�����

 I���y� (... d�� " �������� ��/, U���%* 'n ��* m/! ��G& [g&
 &H 6�O&�/* �8� 	 "g �A��] 	-!:��/-� .-P*y� 3/! ;��g ��� 	 �

$�%��:


�	� 1
9! �,�/ � ������ 





≤
>

=
.0:1

0:0
)(

x
x

xf

��8��� 	 J�� [N* =( 	 U���%*0.


�	�2
��/� ��H [�� ��V� ��N�& {!%�� >P � 	 �7��� 	 d�91 * 0

=( ��A 9� ���:x_�_C �O�A j&%� .

0

1

����fن ا�ا
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�/� ��� �,�/ � ������ ��/� ��H +P* c-� �( )'f� ��1n�V�/� 
�_�_V�� O��Ay� �A��] )* c��((:

1)( =xg=GH )* [ [12,2 +∈ nnx

0)( =xg)* =GH[ [22,12 ++∈ nnx.
�* 'n O�A ��A U���%* 'n ���O �g��8��� )* �.c� �8��� a�� �A��]

�_�_V�� O��Ay� �A��].


�	�3
+P* ;��� O��Ay� �A��] =*( Y-A =7-� ��&% � ������ 	 �K� 

�! ��8�8¦��9� ��O���� 6�Am � l�P
2
π&

2
π

−9� ��&% �& 0)+P* (
6�Am � ;-� ��A .������� a�� [�! 
��.�9��O Y-A =Nf�� ��� =V

��O���� 6�Am � ��A ��A * [N* =( 	 U���%*9�
2
π&

2
π

−.

������ ���	
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�	�4
>D� Y-A �,�/ � ������ 	 'N���� m�H )N¡�'f� ��1 ^��(

[ ]x9� ��_V�� lF�� pg x:[ ]xxu =)(.
������ [gu�� O��Ay� �A��] 
�: ��A ��A * U���%* �_�_V.


�	�5
^��� >��%�� ���� :�9�8� ��H 	 U���%* W%�� ���O �G�� =�

 Y-A�pg �&�9���& �,+�H ��, �¤ ���& ����� ���& ��� >��%�� ��� �
=��8�� ��� )* ���O lf�g .F9*�� ��1 ������ ������ +P* �K��D �9A�

 �80��� O��Ay�:
0 :

( )
1 : .

x
v x

x
∈

=  ∉

�
�

��A U���%* 'n c�& ��! 
�� )N¡ " ���O �H �1" ��H )* ��8��.

������ ���	u
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�	�6
^��� >��%�� ���� ��9��* Y-A �/! QX�/�� ³ ��H )* 
n��� Y-A 

$8�o"�)�-1� � 	 ���O [( ��8�� [H 
-/� ��y����P��(:�G�� =�
 Y-A ��8� ��H 	 $8�o"� =�8� "& [N* =( 	 U���%* ���O��

�8� * ���O �,+�H zf�H I=��8�� ��� )&Y�%� ������ a�� ���O [9,
 [O�,��OVan der Waerden )1903k1996()9* [N* =( 	 U���%* I

���N� IY-A ��8� ��H 	 $8�o"� =�8� "�.������ ��/� ;�< ��@���
���&���& U���% � fU�&��� 6�< 1X�/ � >D� Y-A �,[ ]1,09! :














∈−





∈

=
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2
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2
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)(
xx

xx
xf

X�/� ��* :+���& Q������g[O�,��O [, ���O IVan der Waerden(I ����
�������-( ( ))Nu x9! �,�/ � 

0

(4 )( )
4

nN

N n
n

f xu x
=

= ∑:∑
≥

=
0 4

)4()(
n

n

n xfxg.
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� M���� ��C�� ��� [H �1+� ������ w9! �,�/ �:
.∑

≥

=
0 10

)10()(
n

n

n xfxw

[+�8� " R������ R�� [H 6�}g )N¡$8�o"� )* ��8� ��H 	�Y9-A 
[N* =( 	 [����%* ��H )* 
n��� .

������ 
���� ���	g������ ��� [ ]1,0

������ 
���� ���	w������ ��� [ ]1,1−
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���7��� E�8�! M�8 � ��� c��� �AO����y� ������ :
��-/)>�&��� u�(�� �������(

)N��A&B)* )�lFG �&:f A B→&:g B→�& R���O 
a)* ��8� A.

R0�f�� ��: µ���:
1(f��A ���%* aI
2(g�%* ��A ��( )f a.

������ [�N� �5��A:g f A→� ���A U���%* a.

�	� 

������:u →� �99! Q�/ � ( ) sinu x x=Y9-A U���%9*�

��C�!u�(�� u g f= ��-� �R�� )����% � :f +→� �&:g + →� �

��1( )f x x=&( ) sing y y=.
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6.)�#�*+�,-���� 
7�� � ������"� ����* c-� ��, >&��� 	 *� ��&O jO�� j��� 


��:��A=�-_��� 	 Uw���� 45���� ���* 3/��� ��8�� `��& I�8 � ��� 	.

5��6 
)N��:f I ⊂ →� �>] Y-A �,�/* ���O I.)A >�8�f�g 

Y-A �7��! U���%*D�>I�f�� {8� �<g �:
.εααε <−⇒<−∈∀∀>∃>∀ )()(,,:0,0 yfxfyxIyx

7���6 
��9�& �9-�(z! .��/��� >t� {-/�� 
7�� � ������"� [H �1"

 ��* ��8�! .Y9-A 
7�� � ��������& >] Y-A ���O ������� R! $���� *
 uG� � O�/�! {-/�� $���� �>D� ���α:�/���� �<~,6�}g ��9� [z! 

�X�b�� " O�/� X�b�! �
7��* ������"� [~, ������"� ��, ���� `�� ��8��� �.
O�/�� ��� ���K� )N¡ " ��z! ���! �<g *Hα>D� �8� M��� I�9/! 

9� ����K�ε
7��* 'n ������"� [~, .


�	� 1
��/� ������ ������xxf sin)( =X�/ � Y-A �,�.�(�9� �9:+/�! �

=( =GH )* �88¢� ��P-P �R�8�81 )�O�A x&y:
.

2
cos

2
sin2sinsin yxyxyx +−=−
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��*&4���%� :

.
2

sin2

2
cos.

2
sin2sinsin

yx

yx

yxyxyx

−≤

−
≤

+−=−

&O�9t� {8_�� ������ ������ Y-A {!%�� .��/��� {���� [H �m�� « )*
 ���K�α9� �&%* ε.[H �/� ���&α[H )N¡ `�� �8��� )A =8�%* 

��A ���� ������"� �.��! U���%* ������ �����, ^��!&�7.


�	�2
���O ��/�f������ ��C�� {8� IU�% � F��f��� ��oLipschitz 

)1832k1903 :( 
W!} �G��K*r uG�* )��V�A =( =GH )* ��¤x&y

.��/� �A��] pg [�����f[~, :

.yxKyfxf −≤− )()(

��F��f��� ���O ��f�� ��� {8� ���O Y�%�.
���K� c�N� <g �7��! U���%* ���O ��F��f��� ���O =( [H �1+�

)
7�� � ������"� .��/� 	(
K
εα =.

W!P�� [�N� *��A K�� >D� pg c��] [1,0[g >�8� f��9-8� 
contraction .81" .��/��� ��� pg O�/� Q��.
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�	�3
��/� ������gY-A �,�/ � ] ]1,09! 

x
xg 1)( =.)N�9�n�O�9A 

��/�* 'n �/��0 .Mm�
n

x 2=&
n

y 1=[H �1+�& x&ypg [����� 
] ]1,0c/��0 O�A =( =GH )* n��/�* 'n .u% «:

n
yx 1=−

.
2

)()( nygxg =−

=/� *��A )X��� �« )*&npg >&�� ∞+[H yx −pg >&�� 09���! 
>&��)()( ygxg −pg ∞+.

M* ¶��� ���&��F-��"� ��: u-��� j��� 
7�� � ������"�:
.( ) ( ) 0g x g y− →⇒0x y− →

[~, ^��!&g>D� Y-A �7��! ���%* 'n ] ]1,0Y9-A ���%* ��H 
n� 
>D� ���.

[H �1"g���} ���� �7��� ��A 9���g�(�� [( ��8��� Y-A F0

G&9�-/G ��y ����npg >&�� ∞+�& 9[H �/� ��x&y["&�� 
pg0.

>�8�� M���%� ���&gQ���� )* 4�� ������"� �7��� ��A [0)* 
.��/��� >]] ]1,0.������ ���7��� ;�< �(�� °& Y-A ������"! 
�L `�� 

�C��� � 6"D�:
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��-/))�� ���7�Heine(
���O =(:f I ⊂ →� �U���%* >] Y-A[ ]baI ,=q��9�*

)O&�£& {-b* jH (�7��! U���%* ���O Y-A I.

��-/ )¥Oy�& Y-Ay� )��¦� ���Og(
���O =( fU���%* q���* Y-A [ ]ba,���& UO&�£ ���O X�1 ����
¥Oy�& Y-Ay�.

7���6 
��* >D� ��O&�£ [H �1"����7��� a�� 	.�K ;�< )* �(z�-�

 R������ J�1g +P* :>D� Y-A =7�� ���O



−

2
,

2
ππ������ &Hg�9,�/ � 

Y-A] ]1,09! 
x

xg 1)( =.
�H �1" D� {-n [H m �8!%�� ���7��� 	 
�* > .z�-� ;�< )* �(

 ������ >P�( ��A�g������ &H h>D� Y-A �,�/ � [ [1, 29! xxh =)(c�, 
��/ � >D� 	 Y-Ay� ��1 ���� ".

� 6��7��� )* 	 m�H ���  ?�@�*������ �t����� U���% � >�&��� I
c�& `�� Y����� 
�8�� ���7� ·����>&y� M!��� >+K U�* >&y ��-A [
)* ���F��! cN�f��� �fA M���� [�8�� co�( c%�����& .a�9� >�98� 

���7��� –¨�%! '�/�! k�� �A J�KH pg ��@ )* �&� � M���%� " ��g 
�!�*��:H �=��� [H [&O& F�: [&!! 
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>�8�! �@�� ;�< )A �X�/�& :�1�& 'b�  U���%* ���O 6�KH �<g
 R���: ��A R��-�s R��og a&bU�9* =:y� Y-A I��/�� ������ a�� [~, 

R! IU�1�& a&b.^��� Q��z � ���� >�8� * ��& :

��-/)Y����� 
�8��(
)N��fq��9�* >9] Y9-A U���%9* ���O [ ]ba,.[9( [g 

0)().( <bfaf��8� �G�� ��~,c)* [ ]ba,��¤ 0)( =cf.

;�< )* 4���%�
��/��� ̂ �� � )�91" �8!%9�� �9��7��� 	[H
0)().( <bfaf[H �/� 0R! M8� ( )f a&( )f b... �9���� � ���7��� 	

X�/�� µ0��8�! d(:
��-/)Y����� 
�8�� I
��/�(

)N��:f I ⊂ →� �c��( >] Y-A U���%* ���O I.)N��&
)( 1xf&)( 2xf9� R���: f��1 21 xx <.

�V�A =( =GH )* �5��AdR! ��V£ )( 1xf&)( 2xf�9G�� 
�V�Ac>D� )* ] [21 , xx{8� ( )f c d=.

7���6 
�A >] U��C [H ;�< )* 4��� >] m�H c� U���%* ���O .�(

 >D� q��� ��1 	 ��8�� `��& ���7��� a�� )* 4��� [ ]ba,��� U��C [H 
c� >D�>D� 

[ ] [ ] 





∈∈
)(inf),(sup

,,
xfxf

baxbax
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��-/)�!����& )�����& ������"�(
)N��:f I ⊂ →� �>] Y-A �����*& U���%* ���O c��( I.
[�N� �5��A f*r ����� .

�!�� U���% � >�&��� � M���� J�KH q��K ����O&�¦� 6�'PN! 
U���% � >�&��� ¨%!H )* ��/� `�� .v R��}� $�%� 45���� ;-� )*&:

��-/)����o', u��8� Weierstrass(
����O )N�:f I ⊂ →� ���1 U���%* Iq���* >] .

�5��A O&�1 6�'P( �����* �G��nP� �7��! ��8�� fjH I:
.0 00,     :                 sup ( ) ( )n

x I
n n n f x P xε ε

∈
∀ > ∃ ∈ > ⇒ − <�

X�/� c�, ���P�� �t����� *H ��� ��� )A ��9����* OX�9� ��N� U�N
 ���O ��H � �7��! ��8�� `�� O&�¦� 6�'P(f>9D� Y9-A U���%* 

[ ]1,0.^��� .��/��� pg �V� E�8� ���:
5��6)R�f��! O&�1 'P(Bernstein(

)N��fY-A U���%* ���O >D� [ ]1,0.O�A =( =GH )* IQX�/�
c/��0nO&�¦� 'P( I)( fBn � 9! {-/�f�_��� Y-A :

∑
=

−−=
n

p

ppnp
nn tt

n
pfCtfB

0

)1)(())((

��1
)!(!

!
pnp

nC p
n −

=.
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����� � Y�%�)( fBnR�f9��! O&�1 6�'P( �����* Bernstein 
)1880k1968.( 

��-/)
7�� � ��8���& R�f��! O&�1 'P((
���O =( =GH )*f>D� Y-A U���%* [ ]1,06�'P9( �����* [~, 

� �7��! ��8�� R�f��! O&�1f>D� 	[ ]1,0[H jH I:
.

[ ]
0 0

0,1
0,     :                 sup ( ) ( )( )n

x
n n n f x B f xε ε

∈
∀ > ∃ ∈ > ⇒ − <�

7.��-/������� �.���� 
�H jH I{������ ��� �A ��!} =7� ��8� c� {����� U�*V�� ��8���

L��C M* {!��� ��8� .;�< >P* :=Nf� lm��� )* �8� �A��] ��/�
 U�N�� pg �-��_�! ��8�& U�( L�<������ d+P�� 68������ )* �1�& �n:

��� {���1:��� {��� pg ��%��! L'7� pg U�N�� )* ��8� =( >X�� j��� 
c5����� M�8* .U�N-� c5����� ¹��%  ��%��! ���� ��g .�8� =( [H �1+�

U�*C �8� ������ j��%*.
��� {���2:���{��� £ >�1 [��&O 	 =P�� �U�N�� F(�� X�¡ �� .�8� =(

U�*C �8� [��&��� ��£.
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���{��� 3:���{��� F(�* pg ��%��! L'7� pg ��8� =( >X�� j���
U�N�� .U�N�� F(�* c� U��1& U�*C ��8� ���.

�-t��Y������"� ����� ��8� *��A U�*V�� ��8��� 6�F�° 3/! .
1" ��� ������"� �&O * I{���� =N� [�N� [H j�&�m�� )* ��� ��H �

U�*C �8� IL�< U�N�� pg U�N�� >X�� .��/� ;�< )* �(z�-����{��� 3
O�����a+AH J�KH ��8� pg U�N�� F(�* =��� 	 =�P��� .��0 =��/� M* 

F(� � )A .-�º :U��1��� U�*V�� ���8� =��_��� �8�� ;��! .
��8, �8� �d�1 �<* ��� {������ ���� ������"� ��CK �����

U�N�� F(�* .R! +C, ��1 Mm� ������"� ����* [g 68������ `��
��C�� a�� ��, �,��� " �: `�� ;-�& U�*C �8�! *&O M���� .

��-/)U�*V�� ��8��� (
)N��[ ] [ ]: , ,f a b a b→����%* /!� .=:y� Y-A �G�� ��8� 

)U�*V�� ��8��� Y�%�([ ],x a b∈{8� ( )f x x=.
J���6"�

1(c�& IUO�] 6�lm, pg 6����/�& Z�C U�A ���7��� a�B
��8� O�G& pg 'Ky� 	 =V� �-(x��¤ jH IU�*C ( )f x x=...

M!��� Y-A J�KH �&�o W��@H [g U��1& [�N� `�� f.
2(M!��� [�! [H �� �8!%�� ���7�-�& U�*V�� ��8�-� c���B� ¯/ �

 >&y� .V� � M* U�1�& U�* =:y� Y-A c8�-� ... c� M08��� ��8�&
U�*V�� ��8���.



�����3:
����������� ������� �������)3)���( 109

3(`�� lm��� O/!H ��z%* W�( ����( �1�0 )��� �*�8* �7��
=V��� (U�*V�� ��8��� ���7� �� ���� J�� >� � U��/! &��� .[( �8,

 ��8��! �8-/� � ����7� R!& �/��� ��z%* =1 R! �-V�� [H ��/� �&&�!
����! U�o�* �-C ��� [H )* 
n��� Y-A ���/@ �-C U�*V�� .�A 	&

1988 &+%�O"& )��! Wladyslaw  cN%��w���&Turzansky ���\��! 
���%* {����! �*y� {-/�� *��A �/��� �X�b� ��A Y-A �&&�! ���7�.

4(W�P� IU�*C ��8� =:y� Y-A �G�� ��H U�*V�� ��8��� ���7� 
I+P* I��8��� a�� [�N� ��1 ��H 	& ��8��� ;-� O�A Z-�� 
( )N�

, ��* [��@���� �¤ �8� �U��1& �-��0 U��–'n )A &H �V: )A l��� 
�V:–=��_��� ��-A j�� `�� �8��� �A��]& {������ q��K 	

U�*V�� ��8��� �����1�� )*m�� .U�*V�� ��8��! �8-/� � 45���� ��:H )*
 ;-� ����� � ��-8��!:
��-/ )U�*V�� ��8���& ��-8���(

)N��:f →� �-8� uG�* W!} �G�� ��H jH IV�K>1

��¤:
., ,       ( ) ( )x y f x f y K x y∀ ∈ − ≤ −�

=�8� �5��AfU��1& U�*C ��8� .
7���6 

1(3��/� )N¡�9! ��8!%�� ���7��� 	.
�9�/� )N¡ �( 
t�����J�KH 6�lm, pg �.
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2(��-�A ���N�! �-C �� ��-8��� [H ���A! c-� * �1+� [H )N¡
u�(���� :����� u�G ������ +P* ��/�cos�� ��\�%�& ��¦����.a��, 

U�*C ��8� 6V�-8��� =P* =�8� ��N� V�-8� W%�� ������ .>X�� �g
� O��Ay� �A��] R! U��V¢� O��Ay� �A��] pg ��8�8¦1−&1+.*��A

�F�� Y-A ���¦� ���� 	 ������* ��V! ¨bm� cos���: )* :+��� 
��O�Aac9� 
�: �-%-� Y-A =V ��~, :

cosaIcos(cos )aIcos(cos(cos ))aI... 
`�� ���8�� � ��8��739085133.0.�f/! �����8��� ���8�� O�/�� ��� =P¡

�-� U�*V�� ��8�-� �-C��� �/! �:�H{��� cosO�/�� jH Ix=¦ =P� � 
��O/ �xx =cos�8�:O U��A �� �� [H =�_�%� =1 ��& .

8.�%$& 
��0 
=V��� 	 �,X�A �(�P�� u��� R������ sin&����� u�Gcos.

�-P � >�&��� .��/� 6A��] w ~! �� ��8P��%9N/�� ��P-P � >�&���& ��
L��!&.

1.7�K� ���0sin 
����/� �A��] :�B�9C& �9A��] I[ ]1,1−c9� I�9��&O

L�&O2πI&& U���%* �� ��! :
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2.7�K� 3�E ���0arcsin 
/�� ������ c�u��� ����-� ��%N .����/� �A��] :[ ]1,1−�A��] I

B�C&,
2 2
π π −  

I&c�U���%*IU���F�*& &�� ��!:

3.@�#��� 7�> ���0 cos 
����/� �A��] :�IB�C& �A��][ ]1,1−c� I���&O

L�&O2π& I�� ��!:
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4.@�#��� 7�> 3�E ���0arccos 
����� u�G ����-� ��%N/�� ������ c� .����/� �A��] :[ ]1,1−I

B�C& �A��][ ]0,πU���%* c�& I�V:��*& �� ��!& :

5.�-�� ���0tan 
����/� �A��]:,

2 2
π π −  

B�C& �A��] I�.���r )N¡&

 �A��]��6"D� pg .��/�(2 1) , (2 1)
2 2n

n nπ π
∈

 − +  �
∪�A���&��� .
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=7�� ���O)���r [&�! (��!& U���%*)[���� ���N� �1"(��:

6.�-�� 3�E ���0arctan 
=7�� ����� ��%N/�� ������ c� .����/� �A��]:��A��] I

B�C&,
2 2
π π −  

.U���%* =7�� ��: ������ IU���F�*& �� ��!&:
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7.@�#��� �L ���0ctan 
����/� �A��]:] [0,πIB�C& �A��]�.���r )N¡& �A��] 

J�KH 6"] pg ����/����&��� �����! .
����� =� ���O)���r [&�! (��!& U���%*)[���� ���N� �1" (

��:

8.@�#��� �L 3�E ���0arcctan 
����� =� ����� ��%N/�� ������ c� .����/� �A��]:��A��] I

B�C&] [0,π.U���%* ����� =� ��: ������I�V:��*& �� ��!& :
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1(] ]1,3−82([ ] ] ]0, 2 2,3∪8



�����1:������ ���	�� ������� ���	�)�������� ����(118

3({ }: 2 3x x∈ < ≤�8
4(1 : 2 3x
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   ∈ < ≤    

�8

5(1 : 0 3  2 1x x
x
   ∈ < ≤ ∨ − < ≤−    

�8

6(*1, 2 :  x x n
n

   ∈ = + ∈    
� �.

��� 3
����A/B�	 �9�/�:/ 5��; �� �9<=> �.����:

1(A B∪?�/�: .
2(( ) ( )inf min inf , infA B A B∪ =.
3(( ) ( )sup max sup ,supA B A B∪ =.

��� 4
����A�	 �/�:/ @; �� �<=> �.ABC{ }:B x x A= ∈

1($� ����B�/�: .
2(?�/DE� ���� :( )sup max inf , supB A A=.

��� 5
����A�	 @; ��/ ��/�: �<=> �/{ }:B x x A= ∈ − ∈�.

$� ����:sup  = -infA B.
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��� 6
����A�	 @; ��/ ��/�: �<=> ] [0,+∞.

1(&��-F� $� ����1:B x A
x

 = ∈ ∈ 
 

�?�/*B�# �D�� 
$G �HI JC� ���� K?�/�:0 inf A<&��-F� $LM B?�/�: .NOP Q $�'

&���supB/1
inf A

R 8inf B/1
supA

.
2($� S*TCAU4+	 @V )��/�: ?�/*B�# W�� .($� ����B

?�/�:.
3(&��-F�{ }2 : xC x A= ∈ ∈�$��9 	��� ?�/�: A��/�: .

�9����� $�'( )2supA/supC.

��� 7
����E�	 <=X� �Y# Z*�E� :

*1: ( 1) ,   n
n nE x x n

n
   = = − + ∈    

�.2�3� ���/ 04�3� ��� 5�
&��-7-4�E.

��� 8
����A�	 @[ �� �<=> +�.&��-F� Z\*�CBY# :

{ }2:B x x A+= ∈ ∈�.
1($G �HI JC� ����A$LM ��/�: B�/�: .
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2($G �HI JC� ����A$LM ��/�: sup supA B=/
inf infA B=.
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��� 11
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0 lim ( ) ( ) lim 0

0 lim ( ) ( ) lim 0.
x a x a

x b x b

f x f a M x a

f x f b M x b
→ →

→ →

≤ − ≤ − =

≤ − ≤ − =

�K�f��� ; �\: [ ],a b.
2(3,�\�� &'; ��� &: 
���)�9 ��D� ��� (#:�A�� �c49�� �';V� ;V��
&'; ��� �� (U,�� �! �	[ ] [ ]: , ,f a b a b→(#:�= �c4� ��4' ; �\: .��2

U,�� �.�4��� �	 ; �\: )l2E� l�b\�� % ")2 � ! (�c4� #B*� ?�YT
 (#:�=[ ],x a b∈-� f345 ]	 Q( )f x x=.

(#:�A�� �c49�� �.��#I2 &: #!O�� �	 �9.�� :��9W �	 S;�79�
/�#:�= /�.c4� x2y/�7��� .���� dp#9�)�!d��	 ;f�.�4� : (

.( ) ( )f x f y x y M x y− = − ≤ −

��� Q)�A�D+� #�, �A| Q?9:2:1 M≤.]d�� �.�4��� S;T ���9' �dW2
~�9'�	 ��� 1 M>.�K�x y=.
#��$% :0� z*���� �2" (#:�= �c4� "*B2 ����� C;D	 �4';} ��9W

 >�' � .T �WaB*� QU,���� )�; �^� )�8V�^� :�c4� X���[ ]0 ,x a b∈X���2 
�.$)#��� �.����F�( )nx-, �T;�F� 1 ( )n nx f x+ =.�.�*! �w	 n�Z�2:

1 1 2 1

1 2
1 0

1 0

...

 ... .

 .
1

n p n n p n p n p n p n n

n p n p n

n

x x M x x x x x x

M M M x x

M x x
M

+ + + − + − + − +

+ − + −

− ≤ − + − + + −

 ≤ + + + − 

≤ −
−

�K�)�	 xI+lim 0n

n
M

→+∞
=�E 0 1M≤ <: (

1 0
1 00 lim lim lim 0.

1 1

n
n

n p nn n n

x xMx x x x M
M M+→+∞ →+∞ →+∞

−
≤ − ≤ − ≤ =

− −
 



�����3:
����������� ������� �������)
����(190

?.��2 :lim 0n p nn
x x+→+∞

− =.�.����F� �K�( )nx>8T ����,2 Q�.�*! 
-, a:;� Q�,)�4�:x�8�'�89� :lim nn

x x
→+∞

=.)�; �^� �	 xI�� 1DE� %2 
f0� ]"b' :

1

1

lim

lim ( )

( lim )

( ).

nn

nn

nn

x x

f x

f x

f x

→+∞

−→+∞

−→+∞

=

=

=

=

******************************* 



�������� 
�� 
Français English ���� 
Logarithme népérien Neperian 

logarithm ������ �	
������
Droite réelle  Real line ������ ���	��� 
Fonction  Function ���� � ���� 
Fonction exponentielle Exponential 

function ��� ���� 
Diverger  Diverge �� ��� 
Divergence Divergence !� ��� 
Récurrence Induction  �"�#�)%
���(
Accumulation  Accumulation  �'�#� 
Converger  Converge �(���� 
Convergence  Convergence !(���� 
Prolongement  Continuation ���	)� � �
�* 
Fonctions équivalentes Equivalent 

functions +�,	) ������-
Constante  Constant �	��. 
Partie entière Integer part /�01 23" 
Voisinage Neighborhood ���" 
Borne inférieure Lower bound 4�� �5 
Borne supérieure  Upper bound 6� � �5 
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Corps  Field 7�5 
Réel  Real ����5 
Période Period 8�9� 
Périodique Periodic 
�9� �
Monotone  Monotone :��� 
Nombre irrationnel  Irrational number �1� ��  
Entier relatif Integer /�01 ��  
Nombre naturel  Natural number �;��< ��  
Nombre rationnel Rational number =<�> ��  
Numérique  Numerical �
��  
Complexe Complex :'#) � ��?�! 
Elément  Element  #@�  
Dérivable Differentiable A��	BC� 7��D 
Extremum  Extremum E�@D �F�D 
Valeur absolue  Absolute value ���G) �F�D 
Dense Dense H�I' 
Principe d’Archimède  Axiom of 

Archimedes J��K�� ���) 
Suites adjacentes Adjacent 

sequences ) L����		)8�9�M	
Suite  Sequence ����		) 
Sous suite  subsequence ��N3" ����		) 
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Suite de Cauchy  Cauchy sequence  ��B�' ����		) 
Suite extraite subsequence  �"#O	�) ����		)
Croissant Increasing �
�3	) 
Variable  Variable �P	) 
Discontinue  Discontinuous �G�	) 
Décroissant Decreasing QD��	) 
Intervalle  Interval R�S 
Intervalles emboîtés  Nested intervals ��T��	) LU�S 
Borné Bounded �9�V 
Continu  Continuous #F	�) 
Axiome Axiom �FW���!)
Fermé Closed =�P) 
Ouvert  Open X�	Y) 
Uniforme Uniform �Z	�) 
Point fixe  Fixed point 8�)�1 �G�> 
Limite  Limit �
�[ 
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