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1.��
�� 
45 6���� �78 9:�1� �:;< �=>=2%< ? @./":� A��B��% �C��D 

E��"/F ������� ���	
� �	��G ����5 ��+��� H.FB�� 9�8�+I 9JF K����� L< 
% M���% ��J��% �7)I.N:�D �EF �O+FP	�/��� ��Q+�� .S�T�F ?%

 ��/����� ���	
� �	��UI N9JF V�< �"/� A���	
��)P8% :0�1�2�3�
(... �Z�Z,�� ���	
� �	��G%�)P8% :... -2 �-1 �0�+1  �

+2 �( ... ��[�1�� ���	
� M�\ �7)% A�)]�� ���	
� �	��G P8%
��� ^J	 _"�D M�p

q
`�\ p% a�Zb ��	 q �/1F 'c P/��[ ��	 .(

�1�O� �F%�'() �78 ?45 &��T��.�� ���\ 45 a��J"�� �8 9:��� d�./D
	����� eT% �$�/b 45% ��[�1�� ���	
� �	��G EF e#%< ���	< �	��G �

���	
� �	��G EF �;>��� ������� ���	
� �	��G d�./"$ �J�+���
��[�1��.

EF e#%< ���	< �	��G d�./D 45 ����� ^J	 �)f� g\%�

h��� L< P+��5�78 L%�$ 9"� L< E�C i &i��/-� EF H'�) �j* M\ L
e�#�"�� .����/-� >(F 7k2 2x =:? >\ M��D i �l5��1�") �� V�
 x

M���� ^J	px
q

=L��� 2 22p q=.m�* n2pn�7)% ���%< MF��	 45 
22qo%
� ��/�� 6< ? M(�"-� n��+"�� �78 ? p;�1"�� q\>"#% 2.

EC
� r.��� ? ���.*% .:�
� r.��� ? ���%s L���# 6
� �7O* .
mM\ _J�"� �7�8% ���	
� EF t.k< �	��G h�k�5 ���:��� ����/-� u78 
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���	< �O�* L��D"��[�� 'c"Aw$ �O+,� ]�� P8% "���,�� "��/�� M(F 
2%< 2−)H��)7-� ����/-� >\ �x%.(

���	
� �	��
 ���������� ����� h%�1"1* y�(�� 9:��� ? �F<
 �������%z.�"�z��:�� �78 ?�% &����UJ� EF �B� ��b>F% &i�


% ������� ���	
� �	��G��*�(��1�� ���	
� �	��G ���	
� �	��G ? ��[
�������.6%�� ���$ ? �s��$ ��%� ��fD 9�8�+-� nJD M) L< q\>-�% 
M�JZ"�� ��\>�� ... h%�1"D ��J�J{ �#��� M�� ��%�B�� .U\ M(| �l5 M$

������� ���	
� �	��G.9:��� �78 ^J	 B).1# }��#
� u72% .
�(�� 9:��� ? �F< s�~�$ @./":1* `� S�T�F����/�� ���	
� =) 

��).-�(:���	
� �	��G ����5 �/$ 98��"�F ����� ��T��.�� L5 h���� E�C
 ��$�:�� ����/�� &�	��
� dJ"� ����5 �1	 92 ��\ �- �*>k A��).-�

.)7�� .M�� ^J	 _"�D ]�� &i��/-� L
 98��"�F L��T��.�� h�� ���
�'() P+� i% A��).-� ���	
� �	��G M�\ ? �/N�[ &��b �%�\ &
i�J\ .M� e"�"D i< E�C ����(�� ������ EF ����/F L�* h�(-� M��# ^J	%

 �8 ��).-� ���	
� �	��G ? �2�J\ ��	 E�� ������� ���	
� �	��G ?
�����2.����/F M�* �F�	 �+,$% ������ EF n�2 n>\ )P8 nJD

"��#�#
� ��� ��.��.( "
�78 E�� A������� ���	
� M�� ����"F� ��).-� ���	
� M�\ �"/�%
 u78 �� i ��1�$ A�"�Jk���� V�"�J�	 eF 9U:1D _�D.D �;>	 V� 'k
�

G ? ��b�����).-� ���	
� �	�� .��).-� ���	
� }��	 �\< �78% .EF%
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N�.= ��J�J{% ���� ���� e"�"D �l< ���	
� u78 &�B�F �O����D �J/� �
���B�+��% &��T��.�� S%.* dJ"� ? .�"1� ... �#��� �N�,D E�C >*

��).-� ���	
�  ��!"#� L%� 9��� �������F %< ���:1��.
 �J/-� EF% L.��� h>k &.O� ��).-� ���	
� L<16 ���< ^J	 

�������� ��T��.�� ... h�J\ E	 `Z��� ���) n�� ? 9O"��\%
�(��(�� ������ &�� &i��/-� .���	
� �$ �$.�� ���D �����/�� �#�12�%

 L.��� EF ���$19 .
����(�� ������ EF ���:��� ����/-� L�* 9J/� ��)%2 1 0x + =i

? >\ M��D��*�T5 L
 1−H�%�:-� 45 ��f� �O�*.�� 2 1x = −E�% A
P���\ ��	 ���� i V�< 9J/�x∈�H�%�:-� u78 ��� .@./"� E� r�# 

}�O#�$ s�~�$ �OF��� ��5% ��� H��F ? H�.�F �OJ�b�+D L
 �	��
� u72
�����-� 6%���� ? ����� �1	 �OF��!"#� EF E��"J�.
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2.������� ��
�	� ��!"# 
1.2 ������� ��
�	� ��!"$ %&'� (�)*+� 

�	��
 ���� ������ @./":� P) �O1F �$ i &���O�"$ <��1�
��	
�������� �.
,�-�.)��D.-� �	��
�(

"�wE�E�	��G .:Dw	 M) ^�w�;>"≤"^J	E��#��/�� 
)�<:x x≤M) M�< EF x?E(H.��1"F �T%)�<:L�) ��5x y≤

%y x≤M) M�< EF x%y?EL�* x y=(���/"F%)�<:��5
L�)x y≤%y z≤L�* x z≤M�< EF M�< EF x%y%z?E(

_�D.D �;>	.
E	 h���E�$�") �1/�"#� ��5 ��J) ��D.F �l5 x y≤%< y x≤

E�.,1	 M) M�< EFx%y?E.L�.,1	 ��% ��5%).()< %<(x%y
?EL�";>/�� L��D `�� x y≤%y x≤_�D.D L5 �1J; �/F �"j[�k 
EP�B� _�D.D .

��/� 
*�%�%��*���-� _�D."�� �;>/$ ��J) ���D.D ��D.F &�	��G .
*E�"�E% �	��G ( )E℘�O��B�< �	��G ._�D.D �;>	 r./1�

"≤"^J	( )E℘w$ A B≤L�) L5 A B⊂.L
 ���B� _�D.D �;>	 �l5 
EF ��B�< ��18E`�� A B⊄%B A⊄�\�% L� ?.
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,�-�.)���J/�� �������� A���.�,�� A^��/�� 9���� t(
��E�A��D.F �	��G EF ��B� Ew$ V��5 BF.� _�D."$ " "≤.

1(E	 h���A^J	
� EF H�%�� �l5 .,1	 ��% ��5aEF E

`��:
, .x A x a∀ ∈ ≤

2(���) ��5A^J	
� EF ��\ L�)% ^J	
� EF H�%�� a�2 
45 P�"1�AP�:� �1��* aw� ^��	 ���; AL< �< A�.,1	aM(C ������

w� ^��/��A)]��BF.��O��5 w$maxA(��5 ��\:
, , .a A x A x a∈ ∀ ∈ ≤

3(w� L5 h���AG �J�; ��5 ^J	< ��\ ���� �	�� ���; ��J/�� �
At.�b ^�:D)�1	�%���8(w� ^J	
� ���Aw$ V��5 BF.�% AsupA.

4(E	 h���A.,1	 ��% ��5 ��
� EF H�%�� �l5 bEF E

�`�:
, .x A x b∀ ∈ ≥

5(���) ��5A��
� EF ��\ L�)% ��
� EF H�%�� bP�"1� �2 
45AP�:� �1��* bw� t.�b ���; A< A�.,1	 L< �b������ M(C 

w� t.�,��A)]��BF.��O��5 w$minA(��\ ��5:
, , .b A x A x b∈ ∀ ∈ ≥

6(w� L5 h���A�; ������ ����� �	��G �J�; ��5 ��< ��\ ��
^��	A^�:D)�1	�%���8(w� ��
� ���ABF�% Auinf A.
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0���. 
��� �� ���* h��� n�7)% �����F ^J	
� ��� L��� i< E�C

t.�,�� ������% ^��/�� ������% ��
�.���% �1	 E�� 9���� u78 EF N�< 
L��":*H��\% .
������� �����% ��J/�� ����� �� ���* n�7) ��� .F.

�1/�2 
1(w$ ��
� EF H�%�� ��/����� ���	
� �	��G0�1���% 

min inf 0= =� �^J	
� EF H�%�� �:�� �O1�� A.���	
� �	��G
�i% ��
� EF H�%�� �:�� �Z�Z,�^J	
� EF H�%�� .

2(���"	� ��5 h�
�[ ]1,3EF �L< q\>� �1��* 
[ ] [ ]min 1,3 inf 1,3 1= =%[ ] [ ]max 1,3 sup 1,3 3= =.

3(h�
� ���"	� ��5] ]1,3EF �L< q\>� �1��* ] ]inf 1,3 1=

E��] ]min 1,3% ����F 'c ] ] ] ]max 1,3 sup 1,3 3= =.
4(E�"�E% �	��G ( )E℘�O��B�< �	��G .N./�^J	 r( )E℘

_�D.D �;>	"≤"w$A B≤L�) L5 A B⊂.E���{ }{ },A x x E= ∈.
L< aT���� EFAEF �B� ( )E℘.

L< q\>�Aw$ ^J	
� EF H�%�� EL
 
{ } { }, .x A x E∀ ∈ ⊂ 

E��E A∉.L�5maxE A≠.
L< q\i inf ( ) min ( )E E℘ = ℘ = ∅%sup ( ) max ( )E E E℘ = ℘ =.
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mJ:-� ���.��� L��  ��1�������� ���	
� �	��G ����� ��� .
,�-�. )������� ���	
� �	��G ����5(

w$ �2 BF.� �	��G P8 ������� ���	
� �	��G��O�J	 r./� 
_�D.D �;>	"≤"e��� �x ��Jk�� �����;% "+" }.Q��% "." ��{

����"�� &��J:-�:
1(( , ,.)+�w$ BF.� PJ���D M�\ 0%1.,1/J� y����� ������� E�

o��"�� ^J	 }.Q��% e���.
2(( , ,.)+�_�D."�� �;>/$ �%B-� "≤"��J) _D.F M�\ .��5

L�)x y≤eF x y≠�_"�x y<.L�) ��50x <L< �1J; x_��# )%<
�F�| _��# (L�) ��5%0 x<L< �1J; x_��F )�F�| _��F %<(��5% A

L�)0x =L< �1J; x �/1F .
3(J:F ^J	
� ��� �� :EF �B� M)�EF �%��% h�k 'c 

^J	< ��\ M��� ^J	
�.
3���.4�

1(����(��% 4%
� �"�J:-� L< q\i)( , ,.)+�_D.F PJ���D M�\ 
��J) (��[�1�� ���	
� �	��G ^J	 L����1D�.F%N�C �B�E	 ��8 

��J) _D.-� PJ���"�� M��� �O��� i ]�� ^J	
� ��� ��J:F �.h�(F
 n��:{ }2: 3A x x= ∈ <�EF �%��% h�k 'c �B� �8 �E�C% A

^J	
� ��� }�:\supAu�U1* sup 3A =L< ��J	 3 ∉�.�7�8%
w� ^J	
� ��� L< �J!":�A? ����F 'c �? ����F% �.
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2(�	��
 �1"*./F EF �;>��� ������� ���	
� �	��
 ����5 ��18 
��[�1�� ���	
� �&��J:-� �O�* ��Z"D �	��G ���% EF �)�"�� V�* 9"� 

��$�:�� .EF ���B� &�	��G ����5 EF �J�1� ������ �78%�^�:D 
"e[��F ."�%�B� M) �8 e��-AEF h�k 'c�����"�� ��b���$ e"�"� :

., ' : ' 'x A x x x x A∀ ∈ ∃ ∈ < ⇒ ∈�

r./� �"¡�"+-� e��-� "e��-� �8% 
., ' : 'x A x A x x∀ ∈ ∃ ∈ >

)h�(F :{ }: 2A x x= ∈ <�? ¡�"+F e��F �.( 
������\ ���	 ¡�"+F e��F M) ���:D ^J	 aJ�,� .o�"��$%

 �	 �83���5 }�J�-� ������� ���	
� �	��G P8 e[��-� �	��U�*
.)7�� �+��:�� &��J:-�.����5 ? ���.��� u78% �t.k< ���.[ ¢*��D 

�� ���.[ ^�:D��1�)Dedekind ��"/D ^J	EF ��B�< &����1=�.�F�1/*
 L���A%BEF E��B� �L���� �=>(�� £%.���:

1(A B∩ = ∅

2(A B∪ = �

3(Ae��F 
����1(�� L5 h���( , )A B���1�)��� �	��¤;)�1�)���� ��:� .( P����� ��/��

 P8 ���1�)����� &�	����� �	��G% ���1)��� �	��¤; �8 �1�)��� ����5 ?
������� ���	
� �	��G.
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3(�
�5�2 2
3� :$ �*%./-� ��J:-� 9#�"6��¥�< 5��F "����
 ?�.<��-� �78 h���:

., : nx n x∀ ∈ ∃ ∈ >� �

��/����� ���	
� �	��G L< ¦/� �78%�)EF ��B� �O"+,$�(�:��
^J	
� EF H�%��.

,�-�.)J�-� ��������&i�
�% (
1(L�) ��5x ∈���J�-� ������ rN./� �1��* w�xAw$

: 0,
: 0.

x x
x

x x
≥

= − <

2(L�) ��5a∈�%b ∈�	��
� L�* &����"�� �
,[ ] { }, :  a b x a x b= ∈ ≤ ≤�
,] [ { }, :  a b x a x b= ∈ < <�
,[ [ { }, :  a b x a x b= ∈ ≤ <�
,] ] { }, :  a b x a x b= ∈ < ≤�

^�:D �J�F d,� A�\�"+F A��J�F i�G o��"�� ^J	)¡�"+F d,� %<(A
�J�F d,�)¡�"+F d,� %<.(

3(����"�� s�F.�� §�"� ��):
,] [,−∞ +∞ = �

,[ [ { }, :  a x a x+∞ = ∈ ≤�
,] ] { }, :  b x x b−∞ = ∈ ≤�
,] [ { }, :  a x a x+∞ = ∈ <�

.] [ { }, :  b x x b−∞ = ∈ <�
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<��I r./D ��.�� ��18 ��"��) CantorF��� �Jk��"-� &i�U�J� �O
/� L< ^J	 �18���O��5 &����""-� M,* ?�l��$ M�b�+"�� p/$ �*�T� .

��-6* )"-� &i�
��Jk��(
&i�G �< A�Jk��"F &i�G ����""F �"/�[ ],n na b��{ 

.[ ] [ ]1 1, , ,n n n nn a b a b+ +∀ ∈ ⊂�

L��� 7��1	[ ],n n
n

a b
∞

≠ ∅
�
∩.

0���. 
1(��) Aq\i�)f1# ��\i )o��-� M,+�� (L<��.�1�� �U�"�

��J�-� 'c &i�
� h�\ ? ��:D.
2(��+D�8���� EF '(��� ? ��.�1�� u78 .E�C Ah�(-� M��# ^J/*

 ���� i V�< �< A���%�	 'c ������� ���	
� �	��G L< &��=5 �2>k EF
��/����� ���	
� �	��G �$% �O1�$ M$��D.

��-6* )���%�/��(
1(�D ��~5 �1/�"#� ��5 ���%�	 �l5 �	��G E	 h���w�O1�$ M$�

�$%�.
2(L5�����%�	 ��.
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0���. 
�$ M$��D ��~5 �1/�"#� ��5��	��
� u72 L< �1J; �	��G% "H�;

.�":-� "%<".�":-� H��; ." &�	��
� L< q\i�%�%����%�	 
.�":-� H�; �2 ��J* o�"��$%.

,�-�.)PF�:"-� ��/�� A���� ��/��(
1(h�O
� &�� A����/F M) ^�:DxM���� EF A:

1
0 1 1... 0n n

n na a x a x a x−
−+ + + + =

`�\ 0,...,( )p p na =	< ���� ����/F A��/��[ ���.
2(E��� x ∈�.E	 h���x����/- ��7� L�) ��5 ��� ��	 V�5 

����.
3(E��� x ∈�.L5 h���x��	 ���	 E�� ¨ L5  �:"F����.

21/��
1(M)��� ��	 �[�� ��	.
2(���	
�2A3A1

5
&i��/�J� h�J\ �l
 ���� ���	< 

�����2 2 0x − =A2 3 0x − =A2 1 0
5

x − =Ao��"�� ^J	 A%:�� P8�
�[���.

3(��/��π �:"F ��	 .
4(�'�1�� 9"���c�J�� 6�#<1lim 1

n

n
e

n→+∞

 = + 
 

 �:"F ��	 .
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��-6* )��F�:"-� ���	
� A����� ���	
�(
1(���%�	 �	��G ������� ����� ���	
� �	��G.
2(����� ��F�:"-� ���	
� �	��G���%�	 'c �	��G ��.
0���. 

��	 EF '(�$ �)< ��F�:"-� ���	
� ��	 L< ��.�1�� u78 EF ©"1�
����� ���	
�.

P���\ ��/� a�Z,�� �B�� ^J	 r./"1� .q\>� n�� M�< EF
H�%�:-�  ��;[ [, 1

n

n n
∈

= +
�

� ∪)n�� EF �)�D.(

,�-�.)a�Z,�� �B��(
_"��[ [, 1

n

n n
∈

= +
�

� ∪.%E��� x ∈�.��\% a�Zb ��	 ���� 

0n��� 0 0 1n x n≤ < +.��/J� a�Z,�� �B�� ��/�� �78 ^�:�xBF.�% 
w$ H��	 V��5[ ]0n x=%< 0 ( )n E x=.

0���. 
P���\ ��	 M) L< aT���� EFxM���� ^J	 _"�� [ ]x x α= +

`�\α��� P���\ ��	 0 1α≤ <.

2.2 ������� ��
�	� ��!"$ ��7!�!38�� 9�!:� 
-� �#��� L5 ��wb�k Mw(F �Owb��k% �w���/�� h�%���% &����""

 9�8�+-� EF �/F �� �*./F _J�"D �JF��-� %< z��"�i� ��J$�; %< ��.�"#i�
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�����%ª���������� ����� ^�:D ª���w	
� �	��G �« e"�"D ]�� 
�������.

,�-�.)�\�"+-� �	��
�(
1(��E�AB� EF h�k 'c ���.E	 h���A¡�"+F �B� V�5 

EF�o�"�� £.��� ��{ ��5 :
.,1	 M) M�< EFxEF Ah�G ���� A( , )I a αuB).F xV��[ d,�% α

`��( , )A I x α⊃.
2(�\�"+F �	��G ������ �	��
�.
0���. 

EF ��B� L< ��(� d�)��.,w1	 �� L< P+�� ¬�\�"+F ��� x

EFA_��-� ��/�� L�) ��OF `�� αL�*( , )I x Aα ⊄.

21/��
1(¡�"+F h�G M)] [,a b? �\�"+F �	��G �"/� �EF V�< n�� 

.,1	 M) M�<xEF ] [,a b���"k� P+�� α.�b< �$�:�� d�./"�� ?
E���/��

2
x a−%

2
b x−L< EN��"�* ] [, ( , )a b I x α⊃.

2(�� ^J	 _"�D ]�� nJD �Q�< �\�"+-� &i�
� EFM��] [,a−∞ 
%<] [,b +∞.
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3(h�
�[ [,a bL
 �\�"+F ��� [ [,a a b∈h�
�% ( , )I a α��� 
? ���"�[ [,a b.
4(E���a∈�.L5{ }a�\�"+F ��� .��/�� L�) ��OF V�< n��
 _��-�αL�* { }( , )I a aα ⊄.
5(�L
 ¡�"+F :L�) ��OFx ∈���	 ���� 0 α<`�� 

( , )I x α⊃�.��	 M) M�< EF �18 ��� �$�:�� ���"\i� L< e;���� α.

��-6* )&�\�"+-� e[��"��% ��{�(
1(�\�"+F �	��G &�\�"+F ��{� M) .
2(�\�"+F �	��G �\�"+-� &�	��
� EF V"1F ��	 e[��D M) .
0���. 

1([��D L< q\i �w���� ��w� &�w\�"+-� EF V"1F 'c ��	 e
�\�"+FA&i�
� M(F 1 1 1( , ) ,I a a a

n n n
 = − +  

�< EF wM*n ∈�`�\ 
a∈�.

n�� a�T�"� L< q\>�
*

1( , )
n

a I a
n∈

∈
�
∩��w�% Ew	 h��:"�% 

e[��"�� �78 45 P�"1� .k� .,1	 .�.+1 �< i�� @���� VxE	 dJ"� a

`�� 
*

1( , )
n

x I a
n∈

∈
�
∩.L< ¦/� �781( , )x I a

n
∈Mw) M�< EF *n ∈�.

a�Zb 'c �78 E�� ����"�� }��#0�:
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2(L�) ��50x a− >Pw/��[ ��w	 ��w~5 �11�C 0n�`w�

0

1x a
n

− >)���"k� P+��0nww� ��%�:F 1 1
x a

  + − 
BwF.� `w�\ 

1
x a

 
 − 

w� a�Z,�� �BUJ� 1
x a−

(.%L��� 7��1	
0

1( , )x I a
n

∉.V1F%

*

1( , )
n

x I a
n∈

∉
�
∩.

3(��5 L�) 0x a− <P/��[ ��	 ��~5 �11�C 1n`�� 

1

1x a
n

− < −)���"k� P+��1nw� ��%�:F 1 1
a x

  + − 
BF.� `�\ 

1
a x

 
 − 

w� a�Z,�� �BUJ� 1
a x−

.( L��� 7��1	%
1

1( , )x I a
n

∉.V1F%

*

1( , )
n

x I a
n∈

∉
�
∩.

L< L�5 P8 h���� �b>k{ }
*

1( , )
n

I a a
n∈

=
�
∩.�J(F
� ? �1ZT% �;% 

��$�:���	��
� L<{ }a�\�"+F �:�� .

,�-�.)�����(
E���xEF �.,1	 �%V⊃�.E	 h���Vw� ���� V�5 x��5 
¡�"+F ��%U`�� x U V∈ ⊂.

��/� 
E��ww�] [,a b% �ww\�"+F i�wwG ] [,x a b∈.�ww$�"��� qww\i

��O�����] [ ] [, ,x a b a b∈ ⊂ L< �$�:�� d�./"�� _:\ ��(D ]�� ] [,a b���� 
w�x.V1F ���� M�� ���� �8 ¡�"+F h�G M) L< �J!":�.



�����1:��
���� ��
�	�� ������� ��
�	�)��
��( 21

E��ww�UEwwF �ww\�"+F �%x U∈.�ww$�"��� qww\i
��O�����x U U∈ ⊂�$�:�� d�./"�� _:\ ��(D ]�� L<Uw� ���� x.

F M) L< �J!":� EF ¡�"+�M(C ���� �V1F ���� M�� .

��-6* )&������ e[��D% ��{�(
E��� x ∈�.w$ BF.�( )V x� �	��
 w��&��x.�1���:

1(( ),   V V x x V∀ ∈ ∈.
2(( ),

( )
V V x

W V x
V W

∈ 
⇒ ∈⊂ 

.
3(w� &������ EF V"1F ��	 e[��Dxw� ���� x.
4(M)w� &����� ��{�x� �8 w� ���x.
0���. 

V�< q\i���"k� E�CU¡�"+F h�
 ��%�:F �$�:�� d�./"�� ?.
%P8 L��\
� 9�/F ? �OF�!":� ]�� &������ L�* ��J�/�� ��\�1�� EF

�\�"+-� &i�
�.
,�-�.)��b>-� ���1��(

E���AEF ��B� �.���� E	 h���xEF ���b>F ���� �l5 
w�AL�) ��5 :

.( ),   V V x V A∀ ∈ ∩ ≠ ∅

�BUJ� ��b>-� £��1�� �	��GAEF ���b>F ^�:D ABF.�% A
w$ H��	 �2A.
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��/� 
��b>Fh�
� ] [,a bP8 [ ],a bL�) ��5 V�< n�� xEF �.,1	 [ ],a b

L�)%Vw� ����� xh�G ���� V��* ( , )V I x α⊃.L< q\i
] [( , ) ,I x a bα ∩ ≠ ∅:��18 L5 h��� n�� a�T�"�3P8 &i�\ :
ª�F5a x b< <.7��1	 L�* ] [( , ) ,x I x a bα∈ ∩ ...  L< e;����

 n�� EF .()< �1���:] [ ] [, ( , ) ,c d I x a bα⊂ ∩`�\ cE���/�� �)< �8 
a%α−% AdE���/�� .�b< �8 b%α.o�"��$% :

] [( , ) ,I x a bα ∩ ≠ ∅.V1F%] [,V a b∩ ≠ ∅.
ª�F5%x a=.L�* 7��1	] [ ] [, ( , ) ,a d I x a bα⊂ ∩ `�\ d�8 

E���/�� .�b<b%α.o�"��$% :] [( , ) ,I x a bα ∩ ≠ ∅.V1F%
] [,V a b∩ ≠ ∅.
ª�F5%x b=.L�* 7��1	] [ ] [, ( , ) ,c b I x a bα⊂ ∩ `�\ c�8 

E���/�� �)<b%α.o�"��$% :] [( , ) ,I x a bα ∩ ≠ ∅.V1F%
] [,V a b∩ ≠ ∅.

L< aQ"� �7�8%[ ],a bw� ��b>-� �	��
� ? ��"� ] [,a b.EF%
L�) ��5 t.k< �O�x45 P�"1� i �.,1	 [ ],a b>(F Ax a<����� L�* V

w�x¡�"+-� h�
� ? M(�"-� ( , )I x αw$ P�"J� i] [,a b�1	 L��� �F

2
x aα +=L< �< A] [( , ) ,I x a bα ∩ = ∅.L�* V1F%M)a x>P�"1� i

��b>F 45 ] [,a b.M) L< ��� ���.��� �+1$b x<��b>F 45 P�"1� i
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] [,a b)7k��
2

x bα +=h�$ 
2

x aα +=.( ��b>F L5 h���� �b>k
h�
�] [,a bP8 [ ],a b.

N��� >=�­ ii�"#� L< q\ih�
� ��b>F L< E[ [,a bP8 [ ],a b.
�� ���* .F
� n�7)%] ],a b.

��-6* )���"\i�% ��b>-�(
E���AABEF E��B� �%AAB�x�"�b>F .�1���:

1(A A⊂.
2(A B A B⊂ ⇒ ⊂.

,�-�.)��J�-� �	��
�(
E��� AEF ��B� �.E	 h���AEF �J�F �B� V�5 ����) ��5 

A��? V"��"F ��\�"+F �	��G .
0���. 

�®�� �	��
� P8 �	��G ���"F ���"F ���) �-)( )A A= � �� �(
¡�"+F �B� �J�F ���"F L�*� .F
� e;�% ? �1��� L< �< AL�FBJ"#i:

A¡�"+F⇐A���J�F .
A�J�F ⇐A��¡�"+F .
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�1/�2 
1(9J/�ª�+�./D –L<∅¡�"+F �B� .V"��"F L�* o�"��$%∅��

��J�F .P8 ���"-� u78%�.L�5��J�F .L�* L�5 �? �J�F% ¡�"+F 
�\�% L� .
2(��# �­ ���ª���"-� 45 �%.-�$ ª������ �	��
� L< ∅P8 

�\�% L� ? ��J�F% �\�"+F �Q�<.
3(L< 9J/�] [,a b¡�"+F .L�5] [,a b��FL< �< A�J�

��{i�] ] [ [, ,a b−∞ ∪ +∞EF �J�F �B� �.
4(L< 9J/�] [,a−∞%] [,b +∞L�\�"+F .o�"��$% L�* 

��{i�] [ ] [, ,a b−∞ ∪ +∞.��{i� ���"F L< ��� V1F%
] [ ] [( ), ,a b−∞ ∪ +∞����J�F .L< q\i 

.[ ] ] [ ] [( ), , ,a b a b= −∞ ∪ +∞��

V1F%[ ],a b�J�F .
5(M���� EF h�G M)] ],a−∞ %< [ [,b +∞L
 �J�F h�G 

���"F] [,a +∞)P8% ] [ ] ], ,a a+∞ = −∞��(�\�"+F n�7)% A
���"F[ [,b +∞)P8%] [ [ [, ,b b−∞ = +∞��(�\�"+F.

6(�	��G M){ }a�J�F �	��G L< n�� �
{ } ] [ ] [( ), ,a a a= −∞ ∪ +∞��

L< ��J	] [,a−∞ %] [,a +∞)% L�\�"+F n�7] [ ] [, ,a a−∞ ∪ +∞.
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��-6* )&��J�-� e[��D% ��{�(
1(��{� M) V"1F
&�	��F��J�F �	��G ��J�.
2(e[��D M))'c %< V"1F(
� EF -� &�	����J�F �	��G ��J�.
0���. 

�w���� ��w� &�w\�"+-� EF V"1F 'c ��	 e[��D L< q\i �1)
�\�"+F .&i�
�$ n�� ^J	 >(F �1$.T%1 1 1( , ) ,I a a a

n n n
 = − +  

EwF 
M�<*n ∈�`�\ aEF ���� �.�� u78 �J�(F L5_��/" �w� �w��* 

��J�F ����� ��� &��J�-� EF V"1F 'c ��	 ��{� L< P8 &��J�-�.h�w(F 
��{i� n��

*

10,1
n n∈

 −  �
∪.

��w	 Mw) L< q\ixh�w
� EwF [ [0,1�w\< 45 Pw�"1� 
&i�
�10,1

n
 −  

)&i�
� M) 45 P�"1� V�< e;����10,1
n

 −  
L��� ]�� 

�O�*1
1

n
x

<
−

.( V1F% [ [
*

10,1 0,1
n n∈

 ⊂ −  �
∪.�< L< nw�� �/$ q\i 

��	x45 P�"1� i[ [0,1E�C i&i�
� �\
 P�"1� L< 10,1
n

 −  
��OF 

P/����� ��/�� L�)0 n≠.L�* �7�% 
*

10,1
n

x
n∈

 ∉ −  �
∪.L5 h���� �b>k

[ [
*

10,1 0,1
n n∈

 = −  �
∪�� eF _��/"L<[ [0,1��J�F ��� .

�� ? �1���we;�� ����"�� ��.�1�� e[��"��% ��{i� �$ �$.D ]��
 ��b>-�%:



�����1:��
���� ��
�	�� ������� ��
�	�)��
��(26

��-6* )��b>-�% e[��"��% ��{i�(
E���A%BEF ��B� �.�1���:

1(A�J�F ⇔A A=A
2(A B A B∪ = ∪A
3(A B A B∩ ⊂ ∩.
0���. 

L< q\iA B A B∩ ≠ ∩.7k>(F ] [0,1A =%] [1,2B =.
L< �U":*[ ]0,1A =%[ ]1,2B =.V1F%{ }1A B∩ =.

t.k< �O� EF%A B∩ = ∅V�J	% AA B∩ = ∅L
 ∅�	�G 
��J�F .L< h�(-� �78 ? h���� �b>kA B A B∩ ⊄ ∩.

,�-�. )
�H�%�°� &�	��(
E���AEF ��B� �.E	 h���Ah�G ��% L5 �%�� V�5 [ ],a b

`��[ ],A a b⊂.
21/��

1(M���� EF �J�F h�G M)[ ],a b�%�� �B� .
2(���%�� ��� .
3([ [1,+∞h�G )�J�F (�%�� 'c.
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��-6* )���%�°�(
�1���:

1(H�%�� �	��G H�%�� &�	��
 V"1F ��{� M).
2(E��� AEF ��B� �%B��%�� ��B� )EF�(`��A B⊂.

L��� 7��1	A��%�� .
3(L�) ��5AV"�b>F L�* ��%�� ��B� AH�%�� �Q�< .

��-6* )HB��-� ��b���(
E���AEF ��%�� ��B� �%supa A=%infb A=.7��1	:

1(^J	
� �ZJ� HB��-� ��b��� �1���:
.0,   :   x A a x aε ε∀ > ∃ ∈ − < ≤

2(��� �1��� ��
� �ZJ� HB��-� ��b :
.0,   :   by A y bε ε∀ > ∃ ∈ ≤ < +
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3.��
�	���
���� 

.)7� ��).-� ���	
� �	��G ����5 ? H'O��� z.��� EF:
1.3 +�;��<�
�� (�
'� =�
>?@�A (�)*2�

�	��
� �"/�2�/��$ �8�%B�% }.Q��% e��� A�"���"�� �"�J�:
2 2( , ) , ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

a b c d
a b c d a b c d
a b c d ac bd ad bc

∀ ∈ ∀ ∈
+ = + +
× = − +

� �

L< &��=5 MO:�� EF2�PJ���D M�\ �"�J�/�� �D�« �%B-� 
).,1/��L������� o��"�� ^J	 �x L� (0,0)%(1,0)(����"�� L<% 

2:
( ,0)

f
x x

→� �
�

�$ ��$��-�$ a�:� �F �8% AE���D V�<% h��\ M=�|�%( )f �eQ� �1�< A
.2( ,0)x x∋ ≡ ∈� �

eQ� �1�5 �(0,1)i =a�,�* :( ,0) (0,1) ( , )a ib a b a b+ = + =.
G a�,D n�7$% ��).-� ���	
� �	���P8 :

.{ }2: ( , )a ib a b= + ∈� �

2.3 +���
�� 4�B/C =�
>?@�A (�)* 
^J	 �%��� &�'() �	��G �"/��w$ H��	 �2 BF.� ]�� A

[ ]X�f*��"�� �;>	 rN./� � AR^J	 ����"�� [ ]X�:
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�%�\ �'() M�< EFP%QL��� APRQL�) ��5 ��*% ��5 
��:; P;�$P�%��� '() ^J	 2 1X +��:; P;�$ �%�:� ����J;
� Q

�%��� '() ^J	2 1X +����J;
� .��).-� ���	
� �	��G ���"	� E�C �

��:1�� M�\ eF >)��"F >�\[ ] ( )2/ 1X X +�.P+�� _).F ��	 ���"	�
a ib+�%��� '(�$ V;�*�5% Aa bX+.'() M) ��:; P;�$ L�) �-%

 �%���P^J	 2 1X +M���� ^J	 _"�� a bX+d�./D e��":� �1��* 
��"����

[ ] ( )2: / 1

( )

f X X

a ib P

→ +

+

� �

�

M(C `�\( )P^J	 V1F .,1	 M) ��:; P;�$ �7�� f*��"�� d1b 2 1X +

�%�:�a bX+.�$��� � EF%( )a ib P+ ≡.L�* h�(-� M��# ^J/*
( )20 1X≡ +)�%��� '() ��:; P;�$ L
2 1X +^J	 2 1X +�%�:� 
0 0.X+�< A0(A1 (1)≡)�$�(�� �%��� '() ��:; P;�$ L
1	^J

2 1X +�%�:� 1 0.X+�< A1(A( )i X≡)�%��� '() ��:; P;�$ L

X^J	 2 1X +�%�:� 0 1.X+.( 

3.3 +�4�D!��E� =�
>?@�A (�)* 
&�*�+,-� �	��G �"/�2 2×M���� EF a b

b a
 
 − 

a:| `�\ 
( , )a b����� 2�.w$ �	��
� u72 ��BF� ��5MJ�/$ �8���%s% e± ]�

 ? L�"�Jk�� �"�J�/�� L< q\>� �1��* &�*�+,-� }.T%ML<% 
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( , , )M + ×>�\ a�,� .}�J�F L�* h�(-� M��# ^J	a b
b a

 
 − 

�8 

2 2 2 2

2 2 2 2

a b
a b a b
b a

a b a b

 
 + + 

−  + + 

.�$ n�� �/$ �$����%MM)��"�� h>k EF :

:f M
a b

a ib
b a

→

 
+  − 

�

�

�*�+,-� L< >(F q\>1*0 1
1 0

 
 − 

M(| i�*�+,-� L<% 

2 2 2 2

2 2 2 2

a b
a b a b
b a

a b a b

 
 + + 

−  + + 

M(| a ib−)�*�.Fa ib+.( 

4.3�3C-E� ��
�	� �A�?C 
]�� P8% A����� �$�"��� �x ��).-� ���	
� �$�"�� L�"��.[ ��18

 M���� ^J	 _).F ��	 �$�") ? �J(�"-� �8.)� ��#a ib+�Q�< ��18% A
��%�s h�k�5 ? �J(�"-� ��(J(-� �$�"���)H��	 ([ [0, 2ϑ π∈�J��[% r +∈�

�$�")%( )cos sina ib r iϑ ϑ+ = + ���\ ?*a ib+ ∈�.L< ¦/� �78% 
cos ,
sin .

a r
b r

ϑ
ϑ

=
 =

E	 '�/"�� L< q\>�%r��i�$ a%b�8 2 2r a b= + . E	 '�/"�� �F<
ϑ��i�$ a%b�;>/��$ rN./�* )L< ��J	[ [0, 2ϑ π∈(

2 2 2 2
cos , sin .a b

a b a b
ϑ ϑ= =

+ +
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� ��) �;>/�� ��{ H��/�� L< q\>tn b
a

ϑ =L��� �F�1	 0a ≠.
L�) ��5 �F<0a =L�* 

2
πϑ =%< 3

2
πϑ =H���5 _:\ b.


� E	 '�/"�� 9"�% _"�1* P#
� M����$ ��).-� ���	 
.( )cos sin ia ib r i re ϑϑ ϑ+ = + = 

�#�12� M(F AH'() &i��/"#� ? �²�OF M�(�"�� �78 �"/�)?
>(F A����1�� &>��Z"�� (���B�+��%)n��%."���� ���# .( 

�;>/�� L< �Q�< q\>�cos sin ii e ϑϑ ϑ+ = ���"#� 45 ��fD 
.�%<Euler )1707 ª1783: (

cos ,
2

sin .
2

i i

i i

e e

e e
i

ϑ ϑ

ϑ ϑ

ϑ

ϑ

−

−

 +=


− =

��#
� ������ d�./D �/$ 9"� ��(J(-� h�%�J� ��;��� d�./"�� L< e;����%
�Z�Z,�� M#>:�� ��#��$ .45 ��#
� ������ EF h��"�i� �78 ? ��+":�%

�"�$�:�� �";>/�� EF ��(J(-� h�%��� ..*��F �� ��"#� n�� EF ©"1":�%
de Moivre )1667 ª1774 ( �$�"��� .��D E�C `�\ :

( ) ( )cos sin cos sin
nn i ini e e n i nϑ ϑϑ ϑ ϑ ϑ+ = = = + 

L< �<:
.( )cos sin cos sinni n i nϑ ϑ ϑ ϑ+ = + 
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5.3 ��
�F� ��@
�G� ��H-�� ��
���� 
�.,1	 �"/�% ���U"F% �F�/"F 9J/I P+�³"�� ��":-� �%B�

z x iy= + ∈�.�*.� �z x iy= +���1��$ ( , )M x y��":-� ?
? £��1�� �	��G% ��).-� ���	
� �	��G �$ >$��D n�7$ ¢�11*

��":-� .�*�.-� H��b L< >(F q\>�z x iy= −w� zP8 
���1��'( , )M x y−.���b L�* o�"��$% z��° ��:1��$ L�D.��1"F V�*�.F% 

Mb��+�� .���	
�$ �/�
� �$.D ]�� ����� EF '() ´�"1"#� E�C%
 &�;>/�� EF ���/�� ^J	 h�,�� ? ���O:�� ��(D ���k P8% A��).-�

 ��).-� ���	
�  ��!"#� �1	 ��#�12�)
� e± M(F ���	
� ? �«.T% �/�
 ���J:��.(... 
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?� ��A� 
&�?; �?� �S� 
B�"; ��4F� -A{ 
�� �� -& 

z��k �"� |�k JC �� 
?�"; �3V� �P�� |�kj�Bq JC ��� 
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2.� ���������� �����
�� ��)���
����(

1(��=9/ JC M�(� 
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�

�� �;��h -&����=9�� )��; ���:�:F� )��;�� �;��h %����
��& 
��:�:P.

2(��=9/ JC M�(� 
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→� �
�

����=9�� )��;�� �;��h -& �)��;�� �;��h %���:; )���=C���(�
���
��&���:;.
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; 6&��0( )n nu ≥��5 � 
4���� �� ( )nut��
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��$�� 
B����/ �;��h ... }6� M"; ����& ���
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 -& �:��.��;
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+
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Français English 
���� 
Logarithme népérien Neperian 

logarithm ������ �	
��
����
Droite réelle  Real line ������ ���	��� 
Fonction  Function ���� � ���� 
Fonction exponentielle Exponential 

function ��� ���� 
Diverger  Diverge �� ��� 
Divergence Divergence !� ��� 
Récurrence Induction  �"�#�)%
���(
Accumulation  Accumulation  �'�#� 
Converger  Converge �(���� 
Convergence  Convergence !(���� 
Prolongement  Continuation ���	)� � �
�* 
Fonctions équivalentes Equivalent 

functions +�,	) ������-
Constante  Constant �	��. 
Partie entière Integer part /�01 23" 
Voisinage Neighborhood ���" 
Borne inférieure Lower bound 4�� �5 
Borne supérieure  Upper bound 6� � �5 
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Corps  Field 7�5 
Réel  Real ����5 
Période Period 8�9� 
Périodique Periodic 
�9� �
Monotone  Monotone :��� 
Nombre irrationnel  Irrational number �1� ��  
Entier relatif Integer /�01 ��  
Nombre naturel  Natural number �;��< ��  
Nombre rationnel Rational number =<�> ��  
Numérique  Numerical �
��  
Complexe Complex :'#) � ��?�! 
Elément  Element  #@�  
Dérivable Differentiable A��	BC� 7��D 
Extremum  Extremum E�@D �F�D 
Valeur absolue  Absolute value ���G) �F�D 
Dense Dense H�I' 
Principe d’Archimède  Axiom of 

Archimedes J��K�� ���) 
Suites adjacentes Adjacent 

sequences ) L����		)8�9�M	
Suite  Sequence ����		) 
Sous suite  subsequence ��N3" ����		) 
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Suite de Cauchy  Cauchy sequence  ��B�' ����		) 
Suite extraite subsequence  �"#O	�) ����		)
Croissant Increasing �
�3	) 
Variable  Variable �P	) 
Discontinue  Discontinuous �G�	) 
Décroissant Decreasing QD��	) 
Intervalle  Interval R�S 
Intervalles emboîtés  Nested intervals ��T��	) LU�S 
Borné Bounded �9�V 
Continu  Continuous #F	�) 
Axiome Axiom �FW���!)
Fermé Closed =�P) 
Ouvert  Open X�	Y) 
Uniforme Uniform �Z	�) 
Point fixe  Fixed point 8�)�1 �G�> 
Limite  Limit �
�[ 
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