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Thèse
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l’étude de l’existence de points fixes pour certains opérateurs

non linéaires dans des espaces localement convexes, en particulier dans des espaces de

Banach munis de leurs topologies faibles. L’objectif de cette thèse est d’établir de nou-

velles versions de certains théorèmes de point fixe du type Schauder, Leray-Schauder et

Krasnoselskij dans des espaces de Banach munis de leurs topologies faibles; ceux-ci peu-

vent être appliqués directement pour prouver des résultats d’existence de solutions pour

certaines équations et inclusions intégrales non linéaires.

La thèse est divisée en six chapitres. Dans le deuxième chapitre, nous présentons un

aperçu historique sur l’évolution de la recherche sur la théorie du point fixe. Dans le

chapitre 3, nous établirons trois alternatives non linéaires de type Leray-Schauder. Dans

les deux premiers alternatives, nous prouvons des résultats d’existence de point fixe pour

des opérateurs définis sur un sous-ensemble fermé d’un espace de Banach et qui vérifie

(A1)







Si (xn)n∈N est une suite faiblement convergente dansX, alors

(Axn)n∈N admet une sous suite qui converge fortement dans X.

La troisième alternative est un théorème de type Krasnosel’skij; nous donnons des condi-

tions suffisantes pour l’existence de point fixe pour la somme de deux opérateurs A et B.

L’opérateur A est supposé faiblement compact et vérifie la condition (A1) alors que B est

une contraction. Ce dernier résultat est appliqué directement pour résoudre l’équation

intégrale généralisée suivante :

y(t) = g(t, y(t)) + λ

∫

Ω

k(t, s)f(s, y(s)) ds, t ∈ Ω

posée dans l’espace L1(Ω, X), l’espace des fonctions Lebesgue intégrables sur un ensemble

mesurable Ω ∈ R
n et à valeurs dans un espace de Banach X de dimension finie. La

168



French Abstract

fonction g est une contraction par rapport à la deuxième variable alors que f (resp. k)

est une fonction nonlinéaire (resp. mesurable).

Dans le chapitre 4, nous introduisons une nouvelle condition analogue à la condition

dite de Furi-Pera et qu’on note (FPIC); elle est définie comme suit

(FPIC)δ



















si {(xj, µj)}j≥1 est une suite dans Ωδ × [0, 1], pour certains

δ > 0 convergente vers (x, µ) avec x = µF (x) et 0 ≤ µ < 1,

alors µjF (xj) ∈ Ω pour j assez grand.

En utilisant la condition (FPIC), nous démontrons quelques résultats d’existence pour

des applications de type contractions d’ensembles et ” α-condensée” définies sur des en-

sembles strictement étoilés d’un espace de Banach E. Ωδ := {x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) < δ}.

Ω ∋ 0 est un ensemble strictement étoilé signifie que pour tout x ∈ ∂Ω, on a {tx : t >

0} ∩ ∂Ω = {x}. Dans les deux derniers chapitres, nous utilisons le théorème de point fixe

de Schauder-Tychonoff ainsi que la mesure de noncompacité faible pour obtenir quelques

principes d’existence pour l’équation

u(t) = Fu(t), t ∈ [0, T ]

posée dans un espace de Banach muni de la topologie faible. Notre théorie générale

comprendra comme cas particulier l’équation intégrale de Volterra

y(t) = h(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s, y(s))ds, t ∈ [0, T ],

où l’intégrale est comprise dans le sens de l’intégrale de Pettis. Les inclusions opérationnelles

et intégrales associées aux équations précédentes sont également étudiées.
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