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ABSTRACT 

 
In this thesis, we present a generalized calculus for pseudodifferential operators on an arbitrary smooth manifold 

M . This symbolic calculus has two characters; first, it is intrinsic, this means that it doesn’t depend on the different 

coordinate systems of M . Secondly, it works well in the case where we use the classes of Hörmander 
m

S δρ ,  with the 

condition ( ) 13/1,max ≤< ρδ , whereas the usual calculus based on the coordinate systems of M , works well only 

under the condition 11 ≤<≤− ρδρ  (which implies 12/1 ≤< ρ ). 

The language of linear connections which comes from the global analysis, has a fundamental role in our survey 

on the symbolic calculus. 

In this scientific work, we treated the trivial case in the sense of the vector bundles and the case where the 

symbols of the considered operators are sections of smooth vector bundles over MT
*

. 

To construct an intrinsic symbolic calculus on the manifold M , we have need of that which we call the phase 

functions of pseudodifferential type. These classes of the functions are generally defined on sets of the form 

( ) ( ){ }MTWyxMMTyxW x

*** ,,:,, ∈∈×∈= ξξ  

where MMW ×⊂  are open neighborhoods of the diagonal M∆ . But since long time, it became clear that these 

classes are bound to the family of the connections on M . In fact, for all connection on M , there is a family of the 

phase functions associated to this connection. For example, the phase function which we find in the theory of 

pseudodifferential operators in 
nIR , is the phase function associated with the Levi-Civita connection of the 

Riemannian manifold 
n

IR . 

The symbolic calculus on the open sets of 
n

IR  appear simple because it is written in the standard Cartesian 

system which is defined in all 
n

IR . All normal coordinate systems corresponding to the Levi-Civita connection on 
n

IR , are bound linearly to this system. But this is not the case when we deal with the pseudodifferential operators on 

arbitrary manifolds. Because in the last case, a favorite connection doesn’t exist, and the normal coordinate systems 

corresponding to the family of the connections on M , are not universal and depend on the points of M . We signal 

that the last property appear in 
n

IR  if we replace the Levi-Civita connection by a non-flat connection in the survey of 

the symbolic calculus. 

In this thesis, we used some symbols and amplitudes of Hörmander’s classes corresponding to the family of the 

connections on M , and it is clear that one can generalize easily this work to contain other classes of symbols and 

amplitudes. 

The first part from this thesis contains three chapters. The chapter 1 contains elementary results about the 

properties of the connections that we can find in any book dedicated to the survey of the connections. But these results 

are very important to comprehend the language used here in the determination of the symbols, for this reason we was 

obliged to present them in this thesis. 

In the chapter 2, we collect the notions and the properties of basis of the smooth densities, then we generalize 

some operations of derivations on the functions and the tensors to the case of the densities and tensor densities. One 

signals that the smooth densities play an essential role in this work. 

In the third chapter, we study some oscillatory integrals and in the fourth chapter, we use this survey to define 

new classes of pseudodifferential operators and to construct the indicated symbolic calculus. Let’s note that this type of 

the integrals constitutes a fundamental tool in the theory of pseudodifferential operators and Fourier integral operators. 

In the second part, we studied a subject of the global analysis concerning the extension of some classic results of 

the differential geometry to the infinite dimensional Riemannian geometry. More precisely, we proved, by a method of 

type Nash-Moser, the existence of geodesics of the weak Riemannian Lie groups 

( )( ) ( ) ( )( )( )kk
H

nnn

H

n gIRIRHIdIRDiffgIRDiffH ,;; ∞∞ += I  

and ( )( )k
H

n
gTDiff ; , where k

H
g  is the weak Sobolev metric of order k . Next, we study the Riemannian exponential 

mapping induced by this metric. 

For 1=k , the gotten result immediately gives the local existence of solution in ( )( )nn IRIRHC ;; ∞∞
 

(respectively in ( )( )nTXC ;  ∞
) of the n -dimensional analog of Camassa-Holm’equation on the Euclidean space 

n
IR  

(respectively on the torus 
n

T ). 



  ملخص
  

�لمؤ�رات ش�به التفاضلية �لى م�و�ة تفاضلية �بمعنى '' <ؤلا إنه ذاتي : لهذا الحساب ميز4ن. بدون #افة M نقدم في هذه أ'طرو#ة حسا  رمز
)تحت الشرط  Hörmander ، وQنيا هو يعمل جOدا مع <ٔصناف رموزMاIتلفة لـ <نٔه لا يتعلق بجمل الإ#داثيات ) 13/1,max ≤< ρδ في ،

11 تحت الشرطلا يعمل سوى  Mجمل الإ#داثيات اIتلفة لـ #ين نجد <نٔ الحساب الرمزي العادي المعتمد �لى ≤<≤− ρδρ  ي يؤدي ضمنياiا
12/1<نٔ  إلى ≤< ρ.  

، ندرس  لتوازي الحا{ في الت|ليل الكلينجدها  كما 'Connexions linéaires' ي pس�تoدم فيها نظرية الرابطات الخطيةهذا العمل اi في
' Sections lisses' التي عولجت سابقا والحا{ التي �كون فيها رموز المؤ�رات مقاطع ملساء' Fibrés vectoriels'شعاعية التافهة بمعنى الفOبر�ت ال 

MT شعاعي �لى المنو�ة لفOبري
*.   

، وهو صنف من التوابع 'توابع الطور ش�به التفاضلية'سمى ما �  نحتاج إلى Mلاpٕشاء <ئ حساب رمزي �لمؤ�رات ش�به التفاضلية �لى المنو�ة 
  معرف �البا �لى مجمو�ات مف�و#ة من الشكل

( ) ( ){ }MTWyxyxW x

**
,,:,, ∈∈= ξξ  

MMWحOث  ) هي جوارات مف�و#ة �لقطر ⊃× ){ }MxxxM ∈=∆ لقد اتضح من <عٔمال �لمية سابقة <نٔ هذه التوابع مرتبطة �شكل .  ,:
فمثلا 4بع الطور ال£س�يكي . طور ش�به تفاضلية مرفقة بها �ائ� توابع M�لى  كل رابطة خطيةلع، في الواق .Mوثيق بعائ� الرابطات الخطية �لمنو�ة 

nاiي �س�تoدم في نظرية المؤ�رات ش�به التفاضلية �لى 
IR  قةO4بع الطور المرفق §رابطةهو في الحق 'Levi-Civita ' لمنو�ة ريمانn

IR.  
nفي  الرمزي الحساب إن

IR الإ#داثيات ا®كارتي المعرف في كامل  نظام في مك�وب ٔ'نه سهلا يبدوn
IR.  ظم الإ#داثيات ن�لما <ٔن كل

nلـ' Levi-Civita'لمرفقة §رابطة الناظمية ا
IR لمؤ�رات ش�به التفاضلية  .�رتبط خطيا بهذا النظام�لكن ل´ست هذه الحا{ عندما نعالج الحساب الرمزي 

ل´ست �المية  M، حOث لا تو¶د رابطة خطية قانونية، كما <ٔن النظم الإ#داثيات الناظمية المرفقة  لرابطات الخطية �لمنو�ة M �لى م�و�ة µيفOة
  .§رابطة <ٔخرى ل´ست مس�توية 'Levi-Civita'وكفي <نٔ نعرف <نٔ الخاصية ا'ٔ«يرة تظهر عندما pس¸·دل رابطة . Mوتتعلق بنقاط وم�اطق 

، ونؤكد <ٔن النتائج المتوصل إ¼يها هنا يمكن توس�يعها ل¸شمل M المرفقة §رابطات Hörmander رموز وسعات ا العمل لقد اس�تoدم�ا في هذ
  .رموز وسعات ٔ<خرى

، نقدم بعض العناصر أ'ولية لنظرية الرابطات الخطية التي نجدها في في الفصل أ'ول. يتكون من ثلاثة فصول الجزء أ'ول من هذه أ'طرو#ة
ثم نقوم بتعميم بعض عمليات Çش�تقاق �لى التوابع والمو�رات إلى #ا{ الكÃافات  نعرض خواص الكÃافاتوفي الفصل الثاني،  .ب الت|ليل الشاملكت

  .لفهم ا�لغة المس�تoدمة في تحديد رموز المؤ�رات ش�به التفاضلية نضرور� نالفصلان هذا. ومو�رات الكÃافات
لاpٕشاء <صٔناف ¶ديدة من المؤ�رات ش�به pس�تoدم هذه ا®راسة رابع الفصل ال وفي ،ذبذبةالمت تكاملاتال  بعض درسن، لثالثا الفصل في
pشير فقط إلى <نٔ التكاملات المتÏرٔجحة Íشكل عموما وس�ي� <ٔساس�ية في دراسة المؤ�رات ش�به التفاضلية . ولبناء تحليل رمزي لهذه أ'صناف التفاضلية 

  .والمؤ�رات التكاملية لفورييه
يندرج ضمن الت|ليل الشامل ويتعلق بتوس�يع بعض نتائج الهندسة التفاضلية إلى هندسة  ندرس موضو�ا <خٓر ،الجزء الثاني من هذه أ'طرو#ة في

 الضعيف�ين'  Lie-Riemann'، ٕ ثبات وجود الخطوط الجيودزية لزمرتي 'Nash-Moser'، حOث نقوم، مس�تoدمين تق�ية ريمان �ير م�تهية البعد

( )( ) ( ) ( ) 














 +=
∈

∞
kk H

nj

INj

n

H

n gIRHIdIRDiffgIRDiffH , , II  

)و )( )k
H

n gTDiff k �لما <ٔن،  ,
H

g  شير إلى متريةÍSobolev  الضعيفة ذات الرتبةk.  نقوم بدراسة التطبيق أ'سي لريمان الناتج عن هذه Ùبعد ذ
  .يةالمتر 

)، الن¸ÞOة المتحصل �ليها تعطي م·اشرة الوجود المحلي والو#دانية في k=1 من <ٔ¶ل )( )nn IRIRHC ,;  
�لى التوالي في ( ∞∞

( )( )nTXC ;  
         ).nT�لى ' Camassa-Holm'�لى التوالي لمعاد{  ( nIR�لى  'Camassa-Holm'لمعاد{ ) ∞


