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Chapitre 0

INTRODUCTION (Fr)

L’objectif de cette thése est d’étudier certains problémes aux limites associés a
des EDO du second ordre. Ces derniers sont largement étudiés dans la littérature.
Pour la convenance du lecteur, nous avons réservé tout un chapitre (chapitre 1) pour
rassembler 'essentiel de ces résultats. Notre contribution est alors présentée dans
les chapitres 2 a 5, ce que nous allons passer en revue ci-dessous.

Dans le premier chapitre nous présentons un survey sur les problémes aux limites
de Dirichlet associés a des E.D.O. du second ordre posés sur les intervalles bornés
et non bornés de R. Certains résultats sont classiques, d’autres plus récents.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons quelques résultats d’existence pour
certains problémes aux limites associés & des EDO du second ordre. Nous ne sup-
posons pas une condition de type Nagumo-Bernstein sur la fonction non linéaire et
nous obtenons des résultats d’existence pour une nouvelle classe de fonctions. Plus

précisement, nous considérons le probléme aux limites de Dirichlet suivant :

o= f(tu,d), 0<t<l1
u(0) = u(l)=0
ot la fonction f: [0,1] x R*> — R est continue.

Dans la premiére section de ce chapitre, un résultat d’existence est démontré sous
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I’hypothése de croissance suivante :
Ft2y)| < Gal, ly), ¥ (tz,y) € [0,1] x B2, (2)

ot G: ]0,+00[*> —]0, +00[ est une fonction continue croissante par rapport a ses

deux arguments et satisfait
ARy > O, G(RQ, Ro) < Ry. (3)

La démonstration est basée sur le théoréme du point fixe de Schauder.
Comme conséquence du théoréme précédent, nous déduisons 'existence d’au moins
une solution au probléme (1) sous 'hypothése (2) et la condition de croissance sous

linéaire suivante

lim sup M

5 —— < 1. (4)

Dans la deuxiéme section du premier chapitre, nous supposons que la fonction non

linéaire f admet la décomposition
ft,u,u") = g(t,u,u') + h(t, u,u') (5)
ot la fonction & est continue sur [0, 1] x R? et satisfait la condition de signe
v.h(t,x,y) >0, Vtel0,1], V(z,y) € R? (6)

et la fonction g est continue sur [0, 1] x R?, satisfait (2) et il existe a > 0 tel que

I’ensemble
Ao: ={2>0, 2 <(a+1) G(z,2)} #0 et sup A, < . (7)

Nous démontrons que sous les hypothéses (6) et (7), le probléme (1) admet au moins
une solution classique. La démonstration de ce résultat est basée sur le théoréeme du
point fixe de Schaeffer. Comme conséquence du théoréeme précédent, nous déduisons
'existence d’au moins une solution au probléme (1) sous les hypotheéses (6) , A, # 0

pour un certain « et

lim sup (a+1)G(z,x)

Tr—+00 €

< 1.
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Dans la derniére section de ce premier chapitre, nous considérons un terme non
linéaire de la forme (5) ou la fonction h est continue sur [0,1] x R?, satisfait la
condition de signe (6) ; par contre la fonction g est continue sur [0, 1] x R? satisfait
au lieu de la condition (2), 'hypothése de croissance de type variables séparées,

suivante
l9(t.z,y)| < ¥(2)e(y), Ve (0,1), V(x,y) € R?, (8)
ol ¥ et ¢ sont deux fonctions continues strictement positives satisfaisant respecti-

vement
P(z) <YP(—x), Vx>0 (9)
¢(—z) < ¢(x), V=0 (10)
En posant A: = {& > 0, ®(z) < U(x)} avec P(z): = foxﬁdt et U(r): =

Jy ¥(t)dt, on démontre que, sous les hypotheses (5)-(6), (8)-(10), le probleme (1)

admet au moins une solution classique pourvu que A # () et
0 <sup A < 0. (11)

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons des résultats d’existence pour certains
problémes aux limites associés & un systéme d’EDO du premier ordre présentant

une double perturbation de la forme :
'(t) = A@t)z(t) + F(t,z(t)) + G(t,z(t)), a.e. tel0,1]; (12)
Mz(0) + Nz(1) =n. (13)

Ici les fonctions F), G : [0, 1] x R® — R" sont de Carathéodory, A(.) est une matrice
(n x n) continue, M et N sont deux matrices (n X n) constantes, et n € R". Le
probléme (12)-(13) englobe des équations différentielles du second ordre avec des
conditions périodiques ainsi que des problémes de Sturm-Liouville non linéaires.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous supposons les hypothéses suivantes :

e La fonction F': [0,1] x R® — R" est de Carathéodory et satisfait :

dl e Ll([ov 1}7R+)7 ||F(t7y1) - F(tayQ)H < l(t)”yl - y2||’

6
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pour presque tout ¢ € [0, 1] et tout yy,y, € R™.
e La fonction G est continue et il existe une fonction ¢ € L'([0, 1], R) avec ¢(t) > 0
pour presque tout ¢ € [0,1] et une fonction continue croissante 1 : Rt — (0, 00)

telle que
IG(E Il < a®)e(lyl) pp t€[0,1] et pour tout yeR™

e k*||l|lz: < 1 pour un certain k* > 0.
e Il existe r > 0 tel que ¥(r) < fr pour un certain [ > 0,
Sous les hypothéses précédentes, nous montrons que le probléme aux limites (12)-
(13) admet au moins une solution z € AC([0, 1], R™), ou AC([0,1],R™) est 'espace
des fonctions absolument continues sur [0, 1].
Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous prouvons 'existence de solution maxi-
male et de solution minimale pour le probléme aux limites (12)-(13) sous des condi-
tions de monotonicité convenables sur la fonction non linéare f. Plus précisement,
nous supposons les hypotheéses suivantes :
e Les fonction F(t,y) et G(t,y) sont strictement croissantes par rapport a y pour
presque tout ¢ € [0,1].
e Le probléme (12)-(13) admet une sous-solution v et une sur-solution w avec v < w.
e Le noyau k associé au probléme (12)-(13) préserve l'ordre, i.e k(t,s)v(s) > 0 si
v > 0.
Sous les hypothéses précédentes, on montre que le probléme (12)-(13) admet une
solution maximale et une solution minimale sur [0, 1] par construction de suites
monotones.

Dans le quatriéme chapitre, nous étudions une classe de problémes aux limites
du second ordre sur les intervalles non bornés.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous considérons le probléme :

—u"+cu' + I = h(r,u), —oo<z<+00.
(14)
lim wu(z) = 0.
|| =00
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Le paramétre ¢ > 0 est une constante réelle positive et h: R x R — R est une

fonction continue satisfaisant ‘ |lim h(z,0) = 0; le paramétre A > 0 est peut etre
T|—+00

vu comme une valeur propre du probléme.

Nous supposons alors qu’il existe une fonction ¥ : [0, +00[ — [0, +-00| continue et

croissante telle que :

[h(z,u)| < q(2)¥(Ju]), ¥ (z,u) € R?

a¥ (M) N
Mo S 1 ou

pour une certaine fonction continue et positive ¢, avec la restriction
My et « sont des constantes positives. L’existence d’au moins une solution pour le
probléme (14) est alors prouvé.

Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous admettons I’hypothése :
h(z,u) < H(z, |ul)

ol H: RxR" — RT est une fonction continue et croissante par rapport & son

deuxiéme argument, vérifiant I'hypothése intégrale :
+00
de, >0, H(z,c,)dx < eV + 4N
—o0
Un résultat d’existence est alors démontré.
Dans la troisieme section de ce chapitre, 'existence d’une solution bornée pour le
probléme (14) est prouvée sous des conditions nouvelles sur la fonction non linéaire
h :
e I My > 0 tel que |y| > My = yh(xz,y) <0, Yz € R.

e Il existe une fonction H : R x Rt — RT continue et croissante par rapport a son

deuxiéme argument telle que
+o00
\h(z,y)| < H(z,|y]), V(z,y) € R? avec H(z, My+1)dzx < oc.

o |h(z,y)| < q(x)v(ly|), V(z,y) € R?* avec ¢ : RT — RT continue et croissante et

¢ une fonction vérifiant une certaine condition.

* x1—1>I-&I-100 Sup|y‘§M0+1 ‘h(I’yN =0.
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Nous démontrons que si la premiére hypothése de signe est vérifiée avec une des trois
autres hypotheéses précedentes, alors le probléme (14) admet une solution bornée.

Nous considérons ensuite le probléme suivant posé sur la demi-droite réelle positive :

—u"+cu + I = h(z,u(x)), xzel
(15)
u(0) = u(+o0) = 0.
ou

h: I xRT — RT est une fonction continue vérifiant
dp>0:p#1, h(z,u) <a(z) +bx)u?, V(r,u) el xR

et a,b : I — R* sont deux fonctions continues vérifiant certaines conditions et
le minimum de la fonction A(z,u) sur un certain ensemble est supérieur ou égal a
une quantité bien déterminée. L’existence d’au moins une solution positive est alors
prouvée.

Dans la derniére section de ce chapitre, nous cherchons une solution faible pour le
probléme (14) en supposant que h(z,u) = q(x)g(u) est une fonction de Carathéodory

avec ¢ € LP(R) (1 < p < 400), vérifiant une certaine condition et g est telle que
Jk,0 >0, |g9(y)| < kly|?, pour p.p. x € R pour tout y € R.

Nous démontrons que le probléme (14) admet une solution dans I’espace de Lebesgue
L"(R) pour un certain r > 0.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude du probléme linéaire

(&) —u"+cu/ + M = f(r)u, —o0<z<+00.

(16)
lim w(z) = 0,
|| =00
ou f: R — RT est une fonction continue positive vérifiant de plus
¢ - fel'(R), (a)
J2 (5 - f@) de <o, (b) (17)

2

Il existe a > 0 tel que f(z) < $; Vaz, [z >a. (c)

9
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Le premier résultat obtenu fournit des solutions u a 1’equation (&,) telles que ue™2 €
H'(R), mais nous ne récuperons pas la limite liIJEl u(z) = 0.
T— 100

Nous nous intéressons ensuite au probléme aux limites :

W el + = h(zu(z), vel (18)
u(0) = u(+00) = 0.

Ici h: I x R — R est une fonction continue qui n’est pas necessairement positive
mais vérifie la condition de croissance polynomiale :

dp>0:p#1, |h(z,u)] <alx)+blx)uP, V(r,u)elxR

o a,b : I — R* sont deux fonctions positives et continues vérifiant certaines
propriétés. On montre 'existence d’au moins une solution pour le probléme (18).

Enfin, nous considérons le probléme :

—u"+c' + M = h(z,u), —o0o0<x<-+00. 19)
u(—o0) = u(+o00) = 0,
posé sur toute la droite réelle et ou h vérifie les hypothéses suivantes :

(@) |h(z,u)| <a(z)+b(x)|ul, Vo,ueR.
(b) a* = [Talx)dr < oo, b= [TTb(x)dr <+ AN

o0

Alors le probléme (19) admet au moins une solution.

10



