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Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudie l'existence d’une solution faible du probléme parabolique anisotrope

du type
Ou+ Au+ F(t,z,u,Du) = p sur Q =]0,T[x;
(P) w©,)) = po sur €
u = 0 sur |0,T[x08,

ol o est une mesure de Radon bornée sur un ouvert  de RY régulier et borné, i est une mesure de Radon
bornée sur @ et opérateur A est défini par Au = —div (a(t,x,u, Du)). Les fonctions a et F vérifient les
conditions (a.1) — (@.3) et (F).

Notre travail généralise quelques résultats dans les travaux de Boccardo-Gallouét-Marcellini (cas elliptique
anisotrope), Li-Zhao (cas parabolique anisotrope) et Dall’aglio-Orsina (cas parbolique isotrope).

Nos recherches ont fait ’'objet de deux publications dans des journaux internationaux. La premiére intitulée
Anisotropic parabolic problems with measures data publiée en 2010 dans le journal Differential Equations
And Applications.

La deuxieme intitulée Anisotropic parabolic problems with Orlicz data a été acceptée pour publication
en 2011 dans le journal Mathematical Methods in the Applied Sciences. Elle est relative au cas ou les données
du probleme p et pg sont plus régulieres, appartenant a l'espace d’Orlicz généralisée associée a la fonction
s — |s|In(1 + |s]). La solution faible dont on prouve l'existence est ici plus réguliere que dans le cas ou les
données sont des mesures.

La résolution du probléme (P) se fait en plusieurs étapes :

1. Approximation de probléme (P) par une suite de probléme (P,) réguliers & données dans

un espace de Sobolev réflexif.

2. Estimations uniformes sur les solution approchées et leurs troncatures.

Ces estimations a caracteére anisotrope, sont établies en utilisant ’inégalité anisotrope de Sobolev :

|

N 1
v < C( [T ellzee) ™

i=1

v
83%

we XEQ) = {veLa+(Q)| eL%(Q),i=1,....,N et U:OSuraQ}

ot @ = (ay,ag,....,N),a; >1,i=1,...,Nets= N(ZN L 1)t ZN L > 1. Ces estimations

i=1 ay =1 oy

sont nouvelles dans le cas anisotrope.

3. Passage a la limite dans (P,).
Il réalisé en adaptant la méthode que Rakotoson a utilisé dans le cas parabolique isotrope et qui est basée

sur un lemme fondamental de compacité donnant la convergence p.p des gradients (Duy,,).

Pour traiter le cas anisotrope, on a prouvé une généralisation du lemme utilisé par Rakotoson.

Mots clés : Equation parabolique, mesure de Radon, probléme anisotrope, espace d’Orlicz.




Abstract

In this thesis, we study the following anisotropic parabolic problem

Ou+ Au+ F(t,z,u,Du) = p in Q =]0,T[x
(P) w0,) = po in O
u = 0 on ]0,T[x09Q,

where (2 is a smooth bounded open set of RN (N > 2), T > 0 a real number, x is a Radon’s bounded measure
on @, o a Radon’s bounded measure on 2, and A is the operator given by Au = —div (a(t, z,u, Du)). Here,
we suppose that @ and F are functions verifying the conditions (a.1) — (@.3), and (F).

Our work is a generalization of some results of Boccardo-Gallouét-Marcellini (anisotropic elliptic case), Li-Zhao
(anisotropic parabolic case), and Dall’aglio-Orsina (isotropic parabolic case).

Our research has been the subject of two publications in internationals journals. The first entitled Anisotropic
parabolic problems with measures data published in 2010 in the journal of Differential Equations and
Applications.

The second entitled Anisotropic parabolic problems with Orlicz data which has been accepted for publi-
cation in 2011 in the journal of Mathematical Methods in The Applied Science. It is relative for the case p and
o are more regular, belonging to the generalized Orlicz space associated with the function s +— |s|In(1 + |s]).
The weak solution which we prove the existence here it is more regular than in the case where the data are
measures.

The resolution of the problem (P) is done in several steps :

1. Approximation of problem (P) by a sequence of regular problem (P,,) with data in a reflexive

Sobolev space.

2. Uniforms estimates on approximate solutions and their truncations.

These estimates of anisotropic nature, are established by using the anisotropic Sobolev inequality :

N a
lullze < (T Iulzmey) ™
i=1

v
(933‘1'

ueXé’E(Q):{veL“+(Q)| cL%Q),i=1,....,N et u:@surm}

where @ = (a1,a,....,ay), a; > 1,i=1,....N and s = N(ZN Lo)~tif Zf\; L > 1. These

=1 o Qg

estimates are new in the anisotropic case.

3. Passage to the limit in (P,). It is realized by adapting the method that Rakotoson is used in the
isotropic parabolic case and it is based on a fundamental compactness Lemma giving convergence p.p of
gradient (Duy,).

To treat the anisotropic case, we proved a generalization of the Lemma used by Rakotoson.

Keywords : Parabolic equations, Radon’s mesure, anisotropic problems, Orlicz space.




