
RÉPUBLIQUE ALGÉRIENNE DÉMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
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LEWY-STAMPACCHIA PAR LA MÉTHODE
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Abstract

We study in this memory the Lewy-Stampacchia’s inequality for elliptic variational in-

equalities with an obstacle different from zero involving fairly Leray-Lions operators, this

inequality was proved by a penalization method, using a density lemma which asserts that

the positive cone of W 1,p

0 (Ω) is dense in the positive cone of W−1,p
′

(Ω). This lemma was

proved again by a penalization method.

My work is based on the article of A. Mokrane, F. Murat following :

A. Mokrane, F. Murat, A proof of the Lewy − Stampacchia′s Inequality

by a Penalization Method, Potential Analysis 9 : 105 − 142, (1998).

First of all we treat the linear case with an obstacle different from zero, then we prove the

following Lewy-Stampacchia’s inequality :

µ = −∆u− f ≤ (f + ∆ψ)−,

holds in the framework of elliptic variational problem with an obstacle of the type : find a

function u which satisfy






∫

Ω

DuD(v − u)dx ≥ 〈f, v − u〉, ∀ v ∈ K(ψ),

u ∈ K(ψ),

where

K(ψ) = {v ∈ H1
0 (Ω) : v ≥ ψ a.e in Ω}.

the obstacle ψ, which belongs to H1(Ω) whith ψ ≤ 0 on ∂Ω, and the right-hand side f,

which are assumed to be such that g = f + ∆ψ belongs to the space

V ⋆

2 = (H−1(Ω))+ − (H−1(Ω))+.

We worked in the so called ordered dual space V ⋆

2 of H1
0 (Ω).

Key words :

Variational inequalities, penalization, Lewy-Stampacchia’s inequality, the existence, ordered

dual space .



Résumé

On étudie dans ce mémoire l’inégalité de Lewy-Stampacchia pour les inéquations varia-

tionnelles elliptiques avec un obstacle différent de zéro, faisant participer les opérateurs de

Leray-Lions assez généraux, cette inégalité a été prouvée par la méthode de pénalisation

en utilisant un lemme de densité qui affirme que le cône positif de W 1,p

0 (Ω) est dense dans

le cône positif de W−1,p
′

(Ω). Ce lemme de densité a été aussi prouvé par la méthode de

pénalisation.

Mon travail est basé sur l’article de A. Mokrane, F. Murat suivant

A. Mokrane, F. Murat, A proof of the Lewy − Stampacchia′s Inequality

by a Penalization Method, Potential Analysis 9 : 105 − 142, (1998).

Tout d’abord, on reprend la même démonstration donnée de l’article dans le cas linéaire avec

un obstacle différent de zéro, alors on démontre l’inégalité de Lewy-Stampacchia suivante :

µ = −∆u− f ≤ (f + ∆ψ)−,

prise dans le cadre d’un problème variationnel elliptique avec un obstacle de type : on cherche

une fonction u telle que






∫

Ω

DuD(v − u)dx ≥ 〈f, v − u〉, ∀ v ∈ K(ψ),

u ∈ K(ψ),

où

K(ψ) = {v ∈ H1
0 (Ω) : v ≥ ψ p.p dans Ω}.

l’obstacle ψ appartient à H1(Ω) avec ψ ≤ 0 sur ∂Ω et la fonction f du membre de droite

est telle que g = f + ∆ψ appartienne à l’espace

V ⋆

2 = (H−1(Ω))+ − (H−1(Ω))+.

On a travaillé dans l’espace V ⋆

2 appelé dual d’ordre de l’espace H1
0 (Ω).

Mots clés :

Inégalités variationnelles, pénalisation, l’inégalité de Lewy-Stampacchia, l’existence, espaces

dual d’ordre.
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