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P ÉÓA¾�K �éK
Q 	¢	�
. (1941− 1875)

�é 	J�ð . �é 	JÒJ
êËAK. H. PA�®�JÊË é�J 	JëQ�.Ó ù
 ë , é�KAm�'.

@ ú


	̄ �éK
ð@ 	QË @ Qm.k ù
 ëð , 	©J
K. ñË AîD
Ê« É�k �éj. J
�� 	K Ñë

@ 	à@

4



5 ? 	àAÖß
P ÉÓA¾�K ù

	®ºK
 B


@ ? 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K @ 	XAÖÏ 1 É� 	®Ë@

I. �
�KQË @ I. �KA �®�JË @ �é 	JëQ�.Óð (1929− 1878) Fatou ñ�KA 	̄ PAJ
K. �éJ£ñ�K AÒë 	àA�JÒêÓ 	àA�J 	JëQ�.Ó �HQå�� 	� 1906

l .�
'A�J 	JË @ É¿ ©	JJ.Ó ù
 ë �HC�JË@ �HA 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë 	à@ Èñ�®Ë@ 	áºÖß
 . (1961− 1875) Beppo Levi ù


	®Ë ñJ.�
J. Ë
. Aî�EA �®J
J.¢��ð �éÊÓA¾ÖÏ @ð �AJ
�®Ë @ �éK
Q 	¢	� ú


	̄ �éÒêÖÏ @
úÎ«ð , �HAëAm.�

�' @ �èY« ú

	̄ �IÒÒª 	̄ 	á�
�KAJ
 	�AK
QË @ 	¬Q£ 	áÓ 	Q»QÓ ÐAÒ�JëAK. �éK
 @YJ. Ë @

	Y 	JÓ 	©J
K. ñË �éK
Q 	¢	� �IJ
 	¢k
YÒ�Jª�K �èXQm.× �éÊÓA¾ÒÊË �éK
Q 	¢	� (1946− 1889) Daniell ÈAJ
 	K @X . i. .K� Qå�� 	� 1918 �é 	J� 	à


@ Q» 	Y 	K ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. �

. �HAJ
îE
YK. ©K. P

@ úÎ«

	©J
K. ñË ÉÓA¾�K Õç'
Y�®�JË �é 	®Ê�J 	jÖÏ @ �HAJ
 	®J
ºË@ Èñk 2.1

	á�
�JJ
 	®J
» 	á« 	àñ�® 	K A 	J 	K @ . é�J 	JÓ AîD�AJ
�̄ �é«ñÒm.× úÎ« XðYm× ©K. A�JË 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K Õç'
Y�®�JË �HAJ
 	®J
» �èY« Yg. ñ�K
�é 	̄ A 	�B AJ. 	̄ . l .�

'A�J 	JË @ � 	® 	K úÎ« Èñ�jÊË ©K. @ñ�JË @ � 	® 	K �éÊÓA¾Ó 	áÓ A�J 	J
�
ºÓ @ 	X @ 	àAJ 	̄ A¾�JÓ AÒî 	E @ ( 	á�
 	®K
Qª�K ð


@)

. �éJ
ËA�JË @ �HAJ
 	®J
ºË@ úÍ@ Q�
 ��	� A 	J 	K A
	̄ , è 	Yë A 	J�ðPX ú


	̄ A �®k
�
B èYm.�

�' ú

�æË@ �é 	®J
ºË@ úÍ@

R ⊃ E �é«ñÒm.× úÎ« I. k. ñÓð �ñJ
�̄ f ©K. A�K ÉÓA¾�K 	¬�Q« Y�̄ 	©J
K. ñË 	à@ •− 	©J
K. ñË �éJ
 	®J
» 1.2.1

: XYªË@ é 	K

AK. é�J 	JÓ �AJ
�̄ �H@ 	X

∫

E

f dx = lim
n→∞

nM∑

k=1

k

n

∣∣∣
{
x ∈ E | k

n
≤ f(x) <

k + 1
n

}∣∣∣

.Pñ» 	YÖÏ @ Z 	Qj. ÊË 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ñë | · | �ð E úÎ« f ©K. A�JÊË úÎ«

B@ YmÌ'@ ñë M �IJ
k

©K. @ñ�JË @ ÉÒ ���
Ë 	©J
K. ñË 	K
Qª�K (1962− 1866) de la Vallée-Poussin 	á�
�ñK. ú
ÍA 	̄ BX ©�ðð
	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ù

�®J
�®mÌ'@ ©K. A�JË @ (ù
 ªJ
J.£ XY« m) Tm 	áºJ
Ë : ú
ÍA�JË @ ñj	JË @ ú
Î« �èXðYjÖÏ @ Q�
 	« �é�ñJ
�®Ë@

	àA¿ @ 	X @ (? é 	KAJ
K. 	á« @ 	XAÓ , Q��J. Ë @ ©K. A�JK. Tm ú«YK
) . R 3 t , Tm(t) = 1
2{|t+m| − |t−m|}

ñë f ÉÓA¾�Kð �èXðYm× ©K. @ñ�K AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {fm} �I	KA¿ m �� 	̄ 
B@ Y 	J« f Q��K. ©K. A�K ñë fm = Tm ◦ f

: A 	®K
Qª�K
∫

X

f(x) dx = lim
m→∞

∫

X

fm dx .

Q»
�	Y�K �é�®K
Q¢�. ÉÓA¾�JË @ 	¬QªK
 é 	KA

	̄ (1942− 1897) Saks �» A� A�Ó

@ •− �» A� �éJ
 	®J
» 2.2.1

	àA¿ð X �Ë�
�é�ñJ
�̄ �éK 	Qm.�

�' P = {E1, . . . , En} �I	KA¿ @ 	X @
��X@ �èPAJ.ªK. ð . �j. ÊJ
��� � 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	K
Qª�JK.

:(E �Ë�
�é�ñJ
�®Ë@ �HAK 	Qj. �JË @ É¿ úÍ@

�éJ.�	� úÎ«

B@ YmÌ'@ 	Y 	g ñK
 �IJ
k) 	à


AK. ù¢ªK
 ÉÓA¾�JË @ 	àA

	̄
mk = inf

Ek

f

∫

X

f(x) dx = sup
P

n∑

k=1

mk|Ek| .

	¬QªK
 ." 	àAJ
J. Ë @ �Im��' �ékA�ÖÏ @\ é 	K

AK. ÉÓA¾�JÊË 	K
Qª�K Yg. ñK
 •− ø
 PðXñJ
�K @PA¿ �éJ
 	®J
» 3.2.1

: ú
ÍA�JË @ ñj	JË @ úÎ« �ñJ
�̄ð XðYm×ð I. k. ñÓ ©K. A�K ÉÓA¾�K (1950− 1873) Carathéodory ø
 PðXñJ
�K @PA¿
Z 	Qm.Ì'@ 	áºJ
Ë

. A(f) = {(x, y) ∈ X × R | 0 ≤ y ≤ f(x)}
A 	®K
Qª�K ñë ÉÓA¾�JË @ð �ñJ
�̄ RN+1 	áÓ Z 	Qk. A(f) 	à@

∫

X

f(x) dx = |A(f)|

.Q�. �JªÖÏ @ Z 	Qj. ÊË RN+1 ú

	̄ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ úÍ@ |A(f)| Q�
 ���
 �IJ
k

. �ðPYË@ è 	Yë ú

	̄ èYj. �J� ø


	YË@ 	K
Qª�JË @ Zú

	̄ A¾�K �é�®K. A�Ë@ 	K
PAª�JË @ É¿ 	à


@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß




6 ? 	àAÖß
P ÉÓA¾�K ù

	®ºK
 B


@ ? 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K @ 	XAÖÏ 1 É� 	®Ë@

Z 	Qm.Ì'@ ñë f+ �IJ
k , f = f+ − f− �é�̄CªË@ ÐY 	j�J���� �éJ
 	®J
» �èPA ��@ 	áÓ ©K. A�K ÉÓA¾�K 	K
Qª�JËð
. I. ËA�Ë@ èZ 	Qk. f− �ð f �Ë� I. k. ñÖÏ @

	àAÖß
Pð ú
æ
��ñ» ÉÓA¾�K 3.1

	àAÖß
P ÉÓA¾�K Õæ
Òª�K ñë (1866− 1826) Riemann 	àAÖß
Pð (1857− 1789) Cauchy ú
æ
��ñ» ÉÓA¾�K 	à@

: © 	�	� ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«ð . �èXðYm× �èPðQå	�ËAK. ��
Ë �HBAm.× úÎ« �èXðYjÖÏ @ Q�
 	« ©K. @ñ�JË @ úÍ@
∫ +∞

0

f(x) dx = lim
k→∞

∫ k

0

f(x) dx.

, BñÒ» |f | 	àñºK
 	à

@ 	àðX BñÒ» f 	àñºK
 	à


@ 	áºÖß
 é 	K


@ ú 	æªÖß. ,  ðQå��ÖÏ @ H. PA�®�JËAK. 	K
Qª�JË @ @ 	Yë iÒ��


: ½Ë 	X ÈA�JÓð
.

∫ +∞

0

| sinx|
x

dx = +∞ 	áºË
∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2

	¬ñ� . XP@ð Q�
 	« 	©J
K. ñË ú 	æªÖß. H. PA�®�JË @ 	áºË 	àAÖß
Pð ú
æ
��ñ» ú 	æªÖß.  ðQå��ÖÏ @ H. PA�®�JË @ A 	JK
YË , �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄

E úÎ« BñÒ» |f | 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 E �é«ñÒm.× úÎ« BñÒ» f �ñJ
�̄ ©K. A�K 	àñºK
 ú �æk é 	K

@ øQ	K

.( �é�®Ê¢ÖÏ @ �éÓA¾ÒÊË �éJ
ÊK. A �®ËAK. ùÒ��
 AÓ @ 	Yë)
	àA¿ @ 	X @ ø



@ , �éJ
Ê¾Ë@ �éJ
ªÒm.Ì'@ YªJ. �K
  ðQå��ÖÏ @ H. PA�®�JËAK. iÒ��
 	©J
K. ñË ÉÓA¾�JË 	K
Qª�K É¿ 	à@

: 	àA¿ �é�ñJ
�̄ Z @ 	Qk.

B ©£A�®�JÓ Q�
 	«ð @XðY« @XAm��' @ E =

∞⋃
n=1

En
∫

E

f dx =
∞∑
n=1

∫

En

f dx.

�éÊÓA¾ÖÏ @ ú

	̄ �èñk. QÖÏ @ �@ñ	mÌ'@ 	�ªK. 4.1

: ÉÓA¾�JÊË AÓ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ AëQ�
 	̄ñ�K 	áj�J��
 �@ñ	mÌ'@ 	�ªK. ½J
Ë @

. é�J 	JÓ AîD�AJ
�̄ ú

�æË@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ úÎ« �éÊÓA¾ÒÊË �èXðYjÖÏ @ð �é�ñJ
�®Ë @ ©K. @ñ�JË @ �éJ
ÊK. A�̄ .1

. ÉÓA¾�JË @ð �HA«ñÒj. ÒÊË �éJ
Ê¾Ë@ �éJ
ªÒm.Ì'@ .2
. ÉÓA¾�JÊË  ðQå��ÖÏ @ H. PA�®�JË @ .3

. �é�JËA�JËAK. B@ ©�JÒ�JK
 C 	̄ 	àAÖß
Pð ú
æ
��ñ» ÉÓA¾�K A�Ó


@ . 	á�
�J
Ëð


B@ 	á�
�J�
�A	mÌ'AK. 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K ©�JÒ�JK


©Ó 	àAÖß
P ÉÓA¾�K úÎ« Èñ�jÊË ©¢�®�JË @ �èYK
Y �� ©K. @ñ�K �éÊÓA¾Ó ø


@ , (2) �ð (1) 	á�
�J�
�A	mÌ'@ h. 	QÓ 	áºÖß


. Denjoy ø
 ñm.�
	' @X ÉÓA¾�Kð Perron 	àðQ�
K� ÉÓA¾�K éÊª 	®K
 AÓ @ 	Yë .  ðQå��ÖÏ @ H. PA�®�JËAK. 	 A 	®�JkB @

. 	àA�KQ 	̄ A 	J�JÓ (3) �ð (2) 	àA�J�
�A	mÌ'@

�éJ
	m�'
PA�K �è 	YJ. 	K 5.1

ð

@ (Õæ


�®�J�ÖÏ @) R 	áÓ Z 	Qk. " �AJ
�̄\ Ðñê 	®ÖÏ ú 	æªÓ ZA¢«@
�éÊÓA¾ÖÏ @ð �AJ
�®Ë @ �éK
Q 	¢	JË �éJ
��
KQË @ 	¬@Yë


B@ 	áÓ

Y�̄ð �éJ
�KAJ
 	�AK
QË @ ÉKA�ÖÏ @ I. ª�

@ 	áÓ è 	Yë �AJ
�®Ë @ �éË


A�Ó 	à@ . tÌ'@ . . . (ZA 	� 	®Ë@) R3 ð


@ (ø
 ñ�J�ÖÏ @) R2

@PðQÓð �éJ
�®K
Q 	«B @ �èPA 	�mÌ'@ 	áÓ @ZYK. , �H@PA 	�mÌ'@ 	áÓ YK
YªË@ ú

	̄ Èñj 	®Ë@ 	áÓ Q�
�JºË@ Èñ�®« �IÊ 	ª ��

) Archimèdes �YJ
Ô
	gP


@ C�JÓ Ym.�

	' A 	J 	K @ . �éJ
K. Q 	ªË @ �éJ
K. ðPð

B@ �èPA 	�mÌ'AK. Z Aî �D 	K @ð �éJ
ÓC�B @ �éJ
K. QªË@ �èPA 	�mÌ'AK.

. èPñm× úÎ« ø
 XñÔ« Õæ

�®�J�Óð Zú


	̄ A¾Ó ©¢�̄ �ñ�̄ 	á�
K. �èPñ�jÖÏ@ �ékA�ÖÏ @ 	á�
�J
ª�JK. Õ �æîE
 (Õ�̄ 212− 287

) Õ �æJ
êË @ 	áK. @ Ym.�
	' AÒ» . 	Ê�J	m× H. ñÊ�


AK. 	áºË AîD� 	® 	K �éË


A�ÖÏAK. Õ �æîE
 (Ð 901− 836) �è�Q�̄ 	áK. �IK. A�K Ym.�

	'ð



7 ? 	àAÖß
P ÉÓA¾�K ù

	®ºK
 B


@ ? 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K @ 	XAÖÏ 1 É� 	®Ë@

AÒëYg

@ 	áK
YÓAª�JÓ 	á�
ÒJ
�®�J�Óð ù
 ªK. P


@ ©¢�̄ 	á�
K. Pñ�mÌ'@ 	Q�
mÌ'@ �ékA�Ó H. A�m�'. Õ �æîE
 (Ð 1039− 965

ZAÒÊªË@ 	áÓ Q�
�JºË@ ÐAÒ�Jë@ �I. �	�@ (16 	àQ�®Ë@ � 15 	àQ�®Ë@) �éJ
K. ðPð

B@ �é 	�î 	DË @ YªK. ð . é�


@P Y	J« éË �AÜØ

�èQºË@ Ðñm.kð �èQK @YË@ �ékA�Ó (Ð 1630− 1571) Kepler QÊJ. J
» I. �m 	̄ ; è 	Yë �AJ
�®Ë @ ÉKA�Ó �é�@PX úÍ@
©K. @ñ�JË @ �éÊÓA¾Ó l .Ì'Aª�K � �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. � �AJ
�®ÊË �éK
Q 	¢	� ÐY�̄ 	áÓ Èð


@ð . �èPA¢Ë@ð �é 	K @ñ¢�


B@ð  ðQ 	jÖÏ @ð

ÐY�̄ 1854 �é 	J� ú

	̄ ð . 1823 �é 	J� @ 	Yë 	àA¿ð ú
æ

��ñ» ú
æ� 	�Q 	®Ë @ ú

�GAJ
 	�AK
QË@ ñë �@Q��Ó ÈAm.× úÎ« �èQÒ�J�ÖÏ @

BAÓ �H@ 	X ©K. @ñ�K ÉJ
�JÖ
�ß 	áÓ 	áºÒ�JJ
Ë @ 	Yëð ú
æ

��ñ» �éK
Q 	¢	� 	áÓ Ñ«

@ �éÊÓA¾ÒÊË �éK
Q 	¢	� 	àAÖß
P ú


	GAÖÏ

B@ ú


�GAJ
 	�AK
QË@
	á

��
ºÖ

��ß ú
æ
��ñ» �éK
Q 	¢	� �I	KA¿ @ 	X @ð . (1830− 1768) Fourier ù
 �K
Pñ 	̄ É�C� �é¢�@ñK. �HAª¢�®�JË @ 	áÓ �éK
Aî 	E

i�J 	̄ ø

	YË@ QÓ


B@ , �HBAj. ÖÏ @ 	áÓ Ñ«


@ R 	áÓ Z@ 	Qk.


@ �AJ
�̄ 	áÓ 	áºÖ �ß 	àAÖß
P �éK
Q 	¢	� 	àA

	̄ �HBAj. ÖÏ @ �AJ
�̄ 	áÓ
��J.£ . 	©J
K. ñË ú
æ� 	�Q 	®Ë @ ú


�GAJ
 	�AK
QË@ ø
 YK


@ úÎ« 1902 �é 	J� ÐAªË@ AêÊ¾ �� �HYg. ð ú


�æË @ �AJ
�®Ë@ �éK
Q 	¢	JË ��K
Q¢Ë@
�èXQm.× �HA«ñÒm.× 	áÓ Z@ 	Qk.


@ �AJ
�̄ 	áÓ 	áºÒ�J�JË �éK
Q 	¢	JË @ �IÒÔ« AÓ 	àA«Qå�ð R 	áÓ Z@ 	Qk.


@ �AJ
�®Ë é�JK
Q 	¢	� 	©J
K. ñË

. @Yg.



2 É� 	®Ë@

YJ
êÖ
�ß

. �éÊÓA¾ÖÏ @ð �AJ
�®Ë @ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ AîD
Ë @ h. A�Jm� 	' ú


�æË@ �éÓAªË@ �éJ
ÊJ
Êj�JË @ð �éK
Q�. m.Ì'@ l .�
'A�J 	JË @ 	�ªK. Õç'
Y�®�JË H. AJ. Ë @ @ 	Yë ��	m� 	'

�HA«ñÒj. ÖÏ @ Èñk 1.2

	�ªJ. K. Q
�
» 	Y 	JËð .(©K. @ñ�JË @ ð


@) �HA�®J.¢�JË @ð �HAªÒj. ÖÏ @ ©Ó ÉÓAª�JË @ ú


	̄ �èQ�. 	g ZøPA�®Ë @ øYË 	à

@ 	� 	̄Q 	K A 	J 	K @

. AîE. �é�®Êª�JÖÏ @ �@ñ	mÌ'@ð 	K
PAª�JË @

•− �èQ�
îD��Ë @ X @Y«

B@ �HA«ñÒm.× 1.1.2

. N .= {0, 1, 2, . . .} �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«

B@ �é«ñÒm.× - 1

. Z .= {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} �éjJ
j�Ë@ X@Y«

B@ �é«ñÒm.× - 2

. Q .= {pq | p ∈ Z, q ∈ N}
�é�®£A 	JË @ X @Y«


B@ �é«ñÒm.× - 3

. R �éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«

B@ �é«ñÒm.× - 4

. i =
√−1 , C .= {a+ bi | a, b ∈ R} �éK
Y�®ªË@ X@Y«


B@ �é«ñÒm.× - 5

•− �HA«ñÒj. ÖÏ @ úÎ« �HAJ
ÊÒªË@ 2.1.2

	áÓ �é 	KñºÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ëð A ∩B �K.� B
�ð A 	á�
�J«ñÒm.× ©£A�®�K úÍ@ 	QÓQ�K
 •− 	á�
�J«ñÒm.× ©£A�®�K 1.2.1.2

. B �ð A úÍ@ Yg@ð 	à
�
@ ú


	̄ ù
 Ò�J 	��K ú

�æË@ Qå�A 	JªË@

	áÓ �é 	KñºÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ëð A ∪B �K.� B
�ð A 	á�
�J«ñÒm.× XAm��' @ úÍ@ 	QÓQ�K
 •− 	á�
�J«ñÒm.× XAm��' @ 2.2.1.2

. B ð

@ A úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ú


�æË@ Qå�A 	JªË@

�é«ñÒm.× X úÍ@
�éJ.�	� A Z 	Qm.Ì'@ �éÒÒ�JÓ ú«Y��K . Aî 	DÓ Z 	Qk. A �ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− �é«ñÒm.× �éÒÒ�JÓ 3.2.1.2

	áºK
 ÕË @ 	X @ cA K.� ð

@ c
XA �K.�

�é«ñÒj. ÖÏ @ è 	Yë úÍ@ 	QÓQ�K
 . A úÍ@ ù
 Ò�J 	��K Bð X úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ú

�æË @ Qå�A 	JªË@

. �AJ. �JËCË ÈAm.× ¼A 	Jë

K.� B
�ð A 	á�
�J«ñÒj. ÖÏ @ 	á�
K. ��Q 	®Ë @ úÍ@ Q�
 ��	� . 	á�
�J«ñÒm.× B �ð A 	áº�JË •− 	á�
�J«ñÒm.× 	á�
K. ��Q 	®Ë @ 4.2.1.2

. B úÍ@ ù
 Ò�J 	��K Bð A úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ú

�æË@ Qå�A 	JªË@ �é«ñÒm.× ù
 ëð A \B

8
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êÖ
�ß 2 É� 	®Ë@

	á�
K. ø
 Q 	£A 	J�JË @ ��Q 	®Ë @ úÍ@ Q�
 ��	� . 	á�
�J«ñÒm.× B �ð A 	áº�JË •− 	á�
�J«ñÒm.× 	á�
K. ø
 Q 	£A 	J�JË @ ��Q 	®Ë @ 5.2.1.2

. A4B .= (A \B) ∪ (B \A) 	à

AK. �èA¢ªÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ëð A4B �K.� B

�ð A 	á�
�J«ñÒj. ÖÏ @

ú

�GPA¾K
YË@ Z @Ym.Ì'@ úÍ@ Q�
 ��	� . 	á�
�J«ñÒm.× B �ð A 	áº�JË •− 	á�
�J«ñÒj. ÖÏ ú


�GPA¾K
YË@ Z @Ym.Ì'@ 6.2.1.2

. A×B .= {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} 	à

AK. �é 	̄QªÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ëð A×B �K.� B

�ð A 	á�
�J«ñÒj. ÒÊË

•− �éJ
�A�

B@ �@ñ	mÌ'@ 	�ªK.

. [B = ∅ ð

@ A = ∅] Zú 	̄ A¾�K A×B = ∅ �é�̄CªË@ - 1

A′ ⊂ A] Zú 	̄ A¾�K A′ ×B′ ⊂ A×B �é�̄CªË@ AëY	J«ð B 6= ∅ �ð A 6= ∅ 	àA¿ A×B 6= ∅ 	àA¿ @ 	X @ - 2
.[B′ ⊂ B �ð

. (A×B) ∪ (C ×B) = (A ∪ C)×B - 3

. (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D) - 4

©K. @ñ�JË @ ð

@ �HA�®J
J.¢�JË @ Èñk 2.2

	àAJ
K. é 	K @ B �ð A 	á�
�J«ñÒj. ÖÏ A×B ú

�GPA¾K
YË@ Z @Ym.Ì'@ 	áÓ G Z 	Qk. 	á« Èñ�® 	K •− ù
 ªK. A�JË @ 	àAJ
J. Ë @ 7.0.2.2

. G 3 (a, b) �IJ
m�'. B 	áÓ b Yg@ð Qå�	J« Yg. ñK
 A 	áÓ a É¿ Ég.

@ 	áÓ é 	K


@ é�J 	®� �I	KA¿ @ 	X @ ù
 ªK. A�K

, (X,Y,G) �éJ
�KC�K É¿ Y
�é«ñÒj. ÖÏ @ ú


	̄
X

�é«ñÒj. ÒÊË A �®J
J.¢�� ù
 Ò�	� •− ©K. A�JË @ ð

@ ��J
J.¢�JË @ 8.0.2.2

�K.�
��J
¢�JË @ úÍ@ PA ����
 . Y ú


	̄
X 	áÓ ©K. A�K ½Ë 	Y» Èñ�® 	Kð . ù
 ªK. A�K 	àAJ
K. X × Y ⊃ G �IJ
k

Qå�	JªË@ úÍ@ PA ���
 , X 	áÓ @Qå� 	J« x 	áºJ
Ë . Y ← X : f ð

@ f : X → Y ½Ë 	Y» ð


@ f = (X,Y,G)

x 7→ f(x) ½Ë 	Y» I. �Jº	Kð ; f �� 	̄ð x
�èPñ� ú«Y�K
ð y = f(x) �K.� G 3 (x, y) �IJ
m�'. Y 	áÓ y YJ
kñË@

.

	àA¿ @ 	X @ 	áK
AJ. �JÓ é 	K @ Èñ�® 	K . A �®J
J.¢�� f : X → Y 	áºJ
Ë •− �éJ
ÊK. A �®�JË @ , �èQÓA 	ªË @ , �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ �HA�®J.¢�JË @ 9.0.2.2

	áÓ Yg. ð @ 	X @ QÓA 	« f 	à@ Èñ�® 	Kð . X 	áÓ x′ �ð x É¿ Ég.

@ 	áÓ x = x′ 	à


@ f(x) = f(x′) 	áÓ i. �J 	�K


ú

	̄ @QÓA 	«ð A 	JK
AJ. �JÓ 	àA¿ @ 	X @ ÉK. A �®�JÓ f 	à@ Èñ�® 	Kð . y = f(x) �IJ
m�'. X 	áÓ x Qå�	J« Y 	áÓ y É¿ Ég.


@

. �I�̄ñË@ � 	® 	K

B �ð X 	áÓ Z 	Qk. A 	áºJ
Ëð A�®J
J.¢�� f : X → Y 	áºJ
Ë •− �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ð �èQå��AJ. ÖÏ @ �èPñ�Ë@ 10.0.2.2
�é«ñj. ÖÏ @ ù
 ëð f(A) 	à


AK. f

�� 	̄ð A Z 	Qj. ÊË �èQå��AJ. ÖÏ @ �èPñ�Ë@ úÍ@ PA ����
 . Y 	áÓ Z 	Qk.
ù
 ëð f−1(B) 	à


AK. f �� 	̄ð B Z 	Qj. ÊË �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ úÍ@ PA ����
ð . f(A) = {f(x) ∈ Y | x ∈ A}

. f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B} �é«ñj. ÖÏ @

�HA«AÒm.Ì'@ 3.2

Aî �DËX

@ �é«ñÒm.× X Qå�A 	J« 	áÓ �é«AÔg. é 	K


AK. X ú


	̄
I �Ë�

��J
��K 	á« A 	KAJ
k

@ ÈA�®�K
 . 	á�
�J«ñÒm.× X �ð I 	áº�JË

ù
 ë �éËX

@ �é«ñÒm.× �I	KA¿ @ 	X @ . �AJ. �JËCË ÈAm.× ¼A 	Jë 	áºK
 ÕË @ 	X @ {xi} ¡�J 	̄ ð


@ {xi}i∈I ð


@ i 7→ xi I. �Jº	Kð

�HA«AÒj. ÊË �éÊ�JÓ

B@ QîD��


@ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @ É¾ ���� . �éJ
ËA�J�JÓ Aî 	E @

�é«AÒm.Ì'@ 	á« Èñ�® 	J 	̄ N �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«

B@ �é«ñÒm.×

. . . , m , n �K.� ÉJ
ËY
�
ÊË AëY	J« PA ���
ð
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êÖ
�ß 2 É� 	®Ë@

�K.�
�é«AÒm.Ì'@ è 	Yë ©£A�®�K úÍ@ PA ���
 . �HA«ñÒm.× �é«AÔg. {Ai}i∈I 	áº�JË •− �é«AÔg. XAm��' @ð ©£A�®�K 11.0.3.2

úÍ@ PA ���
ð . I 3 i 	àA¿ AÒêÓ Ai úÍ@ Yg@ð 	à
�
@ ú


	̄ ù
 Ò�J 	��K ú

�æË @ Qå�A 	JªË @ 	áÓ �é 	KñºÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ëð ⋂

i∈I
Ai

øYg@ úÍ@ É�̄ 
B@ úÎ« ù
 Ò�J 	��K ú


�æË @ Qå�A 	JªË@ 	áÓ �é 	KñºÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ëð ⋃
i∈I

Ai �K.�
�é«AÒm.Ì'@ è 	Yë XAm��' @

. I 3 i0 , Ai0 �HA«ñÒj. ÖÏ @

Y»

A�JK
 	à


@ ZøPA�®ÊË 	áºÖß
 . �HA«ñm.× ú


�æ«AÔg. {Bj}j∈J �ð {Ai}i∈I 	áº�JË •− �éJ
�A�

B@ �@ñ	mÌ'@ 12.0.3.2

: A 	JK
YË é 	K

@ 	áÓ

c
(⋃

i∈I
Ai

)
=

⋂

i∈I
( cAi). (1.2)

(⋃

i∈I
Ai

)
∩

(⋃

j∈J
Bj

)
=

⋃

(i,j)∈I×J
(Ai ∩Bj). (2.2)

(⋂

i∈I
Ai

)
∪

(⋂

j∈J
Bj

)
=

⋂

(i,j)∈I×J
(Ai ∪Bj). (3.2)

�é«AÔg. {Bj}j∈J �ð X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �é«AÔg. {Ai}i∈I �I	KA¿ð Y

�é«ñÒm.× ú

	̄
X

�é«ñÒj. ÖÏ A �®J
J.¢�� f 	àA¿ @ 	X @ð
: 	àA

	̄
Y Z @ 	Qk.


@ 	áÓ

f
(⋃

i∈I
Ai

)
=

⋂

i∈I
f(Ai). (4.2)

f−1
(⋃

j∈J
Bj

)
=

⋃

j∈J
f−1(Bj). (5.2)

f−1
(⋂

j∈J
Bj

)
=

⋂

j∈J
f−1(Bj). (6.2)

�é«AÔg. É¿ A Z 	Qj. ÊË �éJ
¢ 	ª�K ùÒ�	� . Aî 	DÓ Z 	Qk. A �ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− �éK 	Qj. �JË @ð �éJ
¢ 	ª�JË @ 1.3.2

. ⋃
i∈I

Ti ⊃ A �IJ
m�'. X Z 	Qk.

@ 	áÓ {Ti}i∈I

X ù
 ¢ 	ª�Kð ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ {Ti}i∈I �é«AÔg. É¿ X �é«ñÒj. ÒÊË �éK 	Qm.�

�' ùÒ�	�ð
. X =

⋃
i∈I

Ti
�ð i 6= i′ ©Ó I 	áÓ i′ �ð i 	àA¿ AÒêÓ Ti ∩ Ti′ = ∅ 	à


@ ú 	æªÖß. ,

YªÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ 4.2

. 	àAëQK. 	àðYK. , AK
A 	��®Ë@ 	�ªK. @ 	Y»ð 	K
PAª�JË @ 	�ªJ. K. ZøPA�®Ë @ Q» 	Yª	JË

. Y �ð X 	á�
K. ÉK. A �®�K Yg. ð @ 	X@
�èñ�®Ë@ � 	® 	K Y �ð X 	á�
�J«ñj. ÒÊË 	à@ Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.4.2

. N �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«

B@ �é«ñÒm.× ©Ó �èñ�®Ë@ � 	® 	K AêË �I	KA¿ @ 	X @ YªÊË �éÊK. A�̄ Aî 	E @ X

�é«ñÒm.× 	á« Èñ�® 	Kð
. YªÊË �éÊK. A�̄ ð


@ �éJ
î �D 	JÓ �I	KA¿ @ 	X @

�èXðY« Aî 	E @
�é«ñÒm.× 	á« Èñ�® 	Kð

. XðY« N 	áÓ Z 	Qk. É¿ •− �éJ
 	��̄ 1.1.4.2

	àñº�K AëY	J« . Y �é«ñÒm.× ú

	̄
X �Ë� @QÓA 	« A�®J
J.¢�� f 	áºJ
Ëð �èXðY« �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− �éJ
 	��̄ 2.1.4.2

. �èXðY« Y

. YªÊË �éÊK. A�̄ N2 = N× N �é«ñÒj. ÖÏ @ •− �éJ
 	��̄ 3.1.4.2



11 YJ
êÖ
�ß 2 É� 	®Ë@

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ N ú

	̄ N× N Z @Yj. ÊË f

��J
J.¢�JË @ 	à

@ 	áÓ Y»


A�J�K 	à


@ ½ 	JºÖß
 �HAJ. �KB@

. ÉK. A �®�K N× N 3 (x, y) , f(x, y) = 1
2 (x+ y)(x+ y + 1) + y

. YªÊË ÉK. A�̄ Q�
 	« R �éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«

B@ É�®k 	áºË . YªÊË ÉK. A�̄ Q �é�®£A 	JË @ X @Y«


B@ É�®k •− �éJ
 	��̄ 4.1.4.2

�é«ñÒm.× �I	KA¿ @ 	X @ (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« �èXðY«) YªÊË �éÊK. A�̄ Aî 	E @ {xi}i∈I
�é«AÔg. 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 5.1.4.2

.(ú
Í@ñ�JË @ úÎ« �èXðY«) YªÊË �éÊK. A�̄ I �éËX

B@

. �èXðY« �é«AÒm.Ì XðY« XAm��' @ É¿ XðY« ñë •− �éJ
 	��̄ 6.1.4.2
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�ß 2 É� 	®Ë@

	áK
PAÖ �ß

, ��X

@ PAJ.ªK. ð . I. �
�KQ��Ë @ úÎ« XAm��'B@ð ©£A�®�JË @ úÍ@

�éJ.�	� 	àAJ
ªK
 	Pñ�K ©£A�®�JË @ð XAm��'B@ 	à

@ �I�. �K


@ 1.2

: 	à

@ �I�. �K


@ , I �éËX


@ �é«ñÒm.× É¿ Ég.


@ 	áÓ

. C ∪
(⋂

i∈I
Ai

)
=

⋂

i∈I
(C ∪Ai) �ð B ∩

(⋃

i∈I
Ai

)
=

⋃

i∈I
(B ∩Ai)

: 	àA 	«QÓ ø
 X ú

�æ�̄C« �ém�� ½Ë 	Y» 	á�
K.

. C \
(⋂

i∈I
Ai

)
=

⋂

i∈I
(C \Ai) �ð B \

(⋃

i∈I
Ai

)
=

⋃

i∈I
(B \Ai)

�é«AÔg. {Ai}i∈I �ð �éËX

@ �é«ñÒm.× I 	áº�JË . Y ú


	̄
X 	áÓ A�®J
J.¢�� f �ð 	á�
�J«ñÒm.× Y �ð X 	áº�JË 2.2

: 	à

@ �I�. �K


@ . Y Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �é«AÔg. {Bi}i∈I �ð X Z @ 	Qk.


@ 	áÓ

f

(⋂

i∈I
Ai

)
⊂

⋂

i∈I
f(Ai) �ð f

(⋃

i∈I
Ai

)
=

⋃

i∈I
f(Ai)

, f−1

(⋂

i∈I
Bi

)
=

⋂

i∈I
f−1(Bi) �ð f−1

(⋃

i∈I
Bi

)
=

⋃

i∈I
f−1(Bi)

: 	à

@ , Y ⊃ B �ð X ⊃ A Ég.


@ 	áÓð

f−1(f(A)) ⊃ A �ð f(f−1(B)) ⊂ B
. f−1(Y \B)) = X \ f−1(B) �ð f(X \A) ⊃ Y \ f(A)

: 	à

@ �I�. �K


@ . Y ú


	̄
X 	áÓ A�®J
J.¢�� f �ð 	á�
�J«ñÒm.× Y �ð X 	áº�JË 3.2

. 	áK
AJ. �JÓ ��J
J.¢�� f ⇐⇒ X ⊃ A 	àA¿ AÒêÓ A′ = f−1(f(A)) = A (1
.QÓA 	« ��J
J.¢�� f ⇐⇒ Y ⊃ B 	àA¿ AÒêÓ B′ = f(f−1(B)) = B (2

. B′ 6= B �ð A′ 6= A �IJ
k �éÊ�JÓ

@ ¡«


@

. 	áK
AJ. �JÓ ��J
J.¢�� f ⇐⇒ X ⊃ K , J 	àA¿ AÒêÓ f(J ∩K) = f(J) ∩ f(K) (3
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êÖ
�ß 2 É� 	®Ë@

R �éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«

B@ É�®k 5.2

. ≤ 	¬ñË

AÖÏ @ ú
Î¾Ë@ I. �
�KQ��ËAK. I. �KQÓ R �éJ
�®J
�®mÌ'@ XY«


B@ É�®k 	à


@ , ú
ÎK
 AÓ É¿ ú


	̄ , 	�Q 	® 	K A 	J 	K @

•− ú	GX

B@ð úÎ«


B@ 	áK
YmÌ'@ð Q 	«@ñ�Ë@ð QK. @ñºË@ 1.5.2

	áÓ x 	àA¿ AÒêÓ a ≥ x 	àA¿ @ 	X @ R 	áÓ E Z 	Qm.Ì QK. A¿ é 	K @ a ù

�®J
�®k XY« 	á« Èñ�® 	K •− QK. @ñºË@ 1.1.5.2

. E

. PñJ.ºÓ é 	K @ A 	JÊ�̄ É�̄ 
B@ úÎ« QK. A¾K. ©�JÒ�JK
 E Z 	Qm.Ì'@ 	àA¿ @ 	X @

ñë a 	àA¿ @ 	X @ R 	áÓ E Z 	Qj. ÊË úÎ«

B@ YmÌ'@ é 	K @ R 	áÓ a Qå�	J« 	á« Èñ�® 	K •− úÎ«


B@ YmÌ'@ 2.1.5.2

YmÌ'@ úÍ@ PA ����
 . b ≥ a 	àA¿ E Z 	Qj. ÊË Q 	k
�
@ @QK. A¿ b 	àA¿ @ 	X @ð E �Ë� QK. A¿ a 	à


@ ú 	æªÖß. , E QK. @ñ» Q 	ª�


@

. supE �K.� E Z 	Qj. ÊË úÎ«

B@

x 	àA¿ AÒêÓ a ≤ x 	àA¿ @ 	X @ R 	áÓ E Z 	Qm.Ì Q 	«A� é 	K @ a ù

�®J
�®k XY« 	á« Èñ�® 	K •− Q 	«@ñ�Ë@ 3.1.5.2

. E 	áÓ
. Pñ 	ª�Ó é 	K @ A 	JÊ�̄ É�̄ 

B@ úÎ« QK. A��. ©�JÒ�JK
 E Z 	Qm.Ì'@ 	àA¿ @ 	X @

ñë a 	àA¿ @ 	X @ R 	áÓ E Z 	Qj. ÊË ú 	GX

B@ YmÌ'@ é 	K @ R 	áÓ a Qå�	J« 	á« Èñ�® 	K •− ú	GX


B@ YmÌ'@ 4.1.5.2

YmÌ'@ úÍ@ PA ����
 . b ≤ a 	àA¿ E Z 	Qj. ÊË Q 	k
�
@ @Q 	«A� b 	àA¿ @ 	X @ð E �Ë� Q 	«A� a 	à


@ ú 	æªÖß. , E Q 	«@ñ� Q�.»


@

. inf E �K.� E Z 	Qj. ÊË ú 	GX

B@

ù

�®J
�®mÌ'@ XYªË@ 	àñºK
 ú �æk .R 	áÓ @Z 	Qk. E 	áºJ
Ë •− [úÎ«


B@ YjÊË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éJ
�A	mÌ'@] �é 	JëQ�.Ó 5.1.5.2

: 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 E Z 	Qj. ÊË úÎ«

B@ YmÌ'@ ñë a

�Õç�' , E �Ë� @QK. A¿ a (1
. a− ε < x ≤ a �IJ
m�'. E 	áÓ x Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ (2

ù

�®J
�®mÌ'@ XYªË@ 	àñºK
 ú �æk .R 	áÓ @Z 	Qk. E 	áºJ
Ë •− [ú 	GX


B@ YjÊË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éJ
�A	mÌ'@] �é 	JëQ�.Ó 6.1.5.2

: 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 E Z 	Qj. ÊË ú 	GX

B@ YmÌ'@ ñë a

�Õç�' , E �Ë� @Q 	«A� a (1
. a ≤ x < a+ ε �IJ
m�'. E 	áÓ x Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ (2

. úÎ«

@ Ym�'. PñJ.ºÓð ÈA 	g Q�
 	« R 	áÓ Z 	Qk. É¿ ©�JÒ�JK
 •− úÎ«


B@ YmÌ'@ �éJ
îE
YK. 2.5.2

Ym�'. ©�JÒ�JK
 Pñ 	ª�Óð ÈA 	g Q�
 	« R 	áÓ Z 	Qk. É¿ 	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	K 	à


@ ©J
¢���	� �éJ
îE
YJ. Ë @ è 	Yë Ð@Y 	j�J�AK. ð

ZAÒ�Ë@) �é�®£A 	JË @ XY«

B@ �é 	̄ A�J»ð �YJ
Ô

	gP

@


@YJ.Ó úÎ« 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß
 AîD� 	® 	K �éJ
îE
YJ. Ë @ úÎ« @XAÒ�J«@ð . ú 	GX


@

.R ú

	̄ (ú
Í@ñ�JË @ úÎ«

y ù

�®J
�®k XY« É¿ Ég.


@ 	áÓð 0 < x ù


�®J
�®k XY« É¿ Ég.

@ 	áÓ •− [�YJ
Ô

	gP

@


@YJ.Ó] �é 	JëQ�.Ó 1.2.5.2

. (n− 1)x ≤ y < nx �IJ
m�'. n iJ
m�� XY« Yg. ñK
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úÎ« ]a, b[ ÈAj. ÖÏ @ ø
 ñ�Jm�'
 , b > a ©Ó R 	áÓ b �ð a 	àA¿ AÒêÓ •− [ R ú

	̄ Q �é 	̄ A�J»] �é 	JëQ�.Ó 2.2.5.2

. ��£A 	K XY«

.R ú

	̄ 	J
�J» R \Q 	à


@ ø



@ , ZAÒ�Ë@ X@Y«


B@ Ég.


@ 	áÓ �éj. J
�� 	JË @ � 	® 	K A 	JK
YË
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	áK
PAÖ �ß

. úÎ«

B@ð ú	GX


B@ 	áK
YjÊË 	á�
�K 	Q�
ÒÖÏ @ 	á�
�J�
�A	mÌ'@ 	áëQK. 4.2

	à

@ð sup(−E) = − inf E 	à


@ úÎ« 	áëQK. .R 	áÓ @XðYm× @Z 	Qk. E 	áºJ
Ë 5.2

. − E = {t ∈ R | t = −x, x ∈ E} �IJ
k inf(−E) = − supE

. �YJ
Ô
	gP


@


@YJ.Ó 	áëQK. 6.2

.R ú

	̄ R \Q �é 	̄ A�J» ½Ë 	Y» 	áëQK. .R ú


	̄ Q �é 	̄ A�J» 	áëQK. 7.2

: 	à

@ 	á�
K. . 	áK
XðYm× R 	áÓ 	á�
K 	Qk. B �ð A 	áºJ
Ë 8.2

. inf(A ∪B) = min{inf A, inf B} 	à

@ð sup(A ∪B) = max{supA, supB}

. �èXðYjÖÏ @ R Z @ 	Qk.

@ 	áÓ é�J 	JÓ XY« úÍ@ 	á�
�Jj. J
�� 	JË @ 	á�
�KAë ÕÔ«

�ð A 	á�
�J«ñÒj. ÒÊË A+B ú
G. A�mÌ'@ ¨ñÒj. ÖÏ @ ùÒ�	� .R 	áÓ 	á�
�J
ËA 	g Q�
 	« 	á�
K 	Qk. B �ð A 	áºJ
Ë 9.2
. A+B = {z ∈ R | z = x+ y, x ∈ A, y ∈ B} �é«ñÒj. ÖÏ @ B

: A 	JK
YËð �èPñJ.ºÓ A+B 	àñº�K 	áK
PñJ.ºÓ B �ð A 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	á�
K.

sup(A+B) = supA+ supB.
. �èXðYjÖÏ @ R Z @ 	Qk.


@ 	áÓ é�J 	JÓ XY« úÍ@ 	á�
�Jj. J
�� 	JË @ 	á�
�KAë ÕÔ«

? ú	GYË@ YmÌ'@ �éËAg ú

	̄ �éÊ�KAÜØ l .�

'A�J 	K A 	JK
YË Éë

�ð A 	á�
�J«ñÒj. ÒÊË A ·B ú
G. A�mÌ'@ Z @Ym.Ì'@ ùÒ�	� .R 	áÓ 	á�
�J
ËA 	g Q�
 	« 	á�
K 	Qk. B �ð A 	áºJ
Ë 10.2
. A ·B = {z ∈ R | z = x · y, x ∈ A, y ∈ B} �é«ñÒj. ÖÏ @ B

: A 	JK
YËð �èPñJ.ºÓ A ·B 	àA
	̄ �éJ.k. ñÓ AÒëQå�A 	J« �I	KA¿ð 	áK
PñJ.ºÓ B �ð A 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ 	á�
K.

sup(A ·B) = (supA) · supB.
. �èXðYjÖÏ @ R Z @ 	Qk.


@ 	áÓ é�J 	JÓ XY« úÍ@ 	á�
�Jj. J
�� 	JË @ 	á�
�KAë ÕÔ«

? ú	GYË@ YmÌ'@ �éËAg ú

	̄ �éÊ�KAÜØ l .�

'A�J 	K A 	JK
YË Éë

�éJ
 	Kñ 	JË @ �éJ
K. A�mÌ'@ �èñ�®Ë@ ùÒ�	� . ÐðYªÓ Q�
 	« AªJ
J.£ @XY« n �ð R 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« @Z 	Qk. A 	áºJ
Ë 11.2
. An = {z ∈ R | z = xn, x ∈ A} �é«ñÒj. ÖÏ @ A �Ë�

�I	KA¿ð @PñJ.ºÓ A 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	á�
K. . ��K. A�Ë@ 	áK
QÒ�JË @ ú


	̄
A ·A 	K
Qª�K Q 	¢	�


@) ? A2 = A ·A A 	JK
YË Éë

. sup(An) = (supA)n A 	JK
YËð PñJ.ºÓ An 	àA
	̄ �éJ.k. ñÓ èQå�A 	J«

? ú 	GYË@ YmÌ'@ �éËAg ú

	̄ �éÊ�KAÜØ l .�

'A�J 	K A 	JK
YË Éë

:( é�)� 	K

@ 	á�
K. . 	áK
XðYm× R ú


	̄
A �Ë� 	á�
�®J
J.¢�� g �ð f 	áºJ
Ëð R 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« @Z 	Qk. A 	áºJ
Ë 12.2

. sup
x∈A
{f(x) + g(x)} ≤ sup

x∈A
f(x) + sup

x∈A
g(x) (1

. inf
x∈A

f(x) + inf
x∈A

g(x) ≤ inf
x∈A
{f(x) + g(x)} (2

. = �K.� ≤
	��
ñª�K �éÓA« �é 	®��. 	áºÖß
 B é 	K


@ 	á�
J. K
 BA�JÓ ¡«


@

: 	àA
	̄
A 3 x 	àA¿ AÒêÓ g(x) = λ 	àA¿ @ 	X @ (3

. inf
x∈A
{f(x) + λ} = inf

x∈A
f(x) + λ 	à


@ð sup

x∈A
{f(x) + λ} = sup

x∈A
f(x) + λ
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. sup
x∈A

f(x) + inf
x∈A

g(x) ≤ sup
x∈A
{f(x) + g(x)} (4

. = �K.� ≤
	��
ñª�K �éÓA« �é 	®��. 	áºÖß
 B é 	K


@ 	á�
J. K
 BA�JÓ ¡«


@

	á�
K. . 	á�
J.k. ñÓð 	áK
XðYm× R ú

	̄
A �Ë� 	á�
�®J
J.¢�� g �ð f 	áºJ
Ëð R 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« @Z 	Qk. A 	áºJ
Ë 13.2

:( é�)� 	K

@

sup
x∈A
{f(x) · g(x)} ≤ [sup

x∈A
f(x)] · sup

x∈A
g(x) (1

. [ inf
x∈A
{f(x)] · inf

x∈A
g(x) ≤ inf

x∈A
[f(x) · g(x)] 	à


@ð

. �éÓA« �é 	®��. 	á�
�J 	JºÜØ Q�
 	« 	á�
�KðA�ÖÏ @ 	à

@ 	àA 	JJ
�. K
 	á�
ËA�JÓ ¡«


@

: 	àA
	̄
A 3 x 	àA¿ AÒêÓ g(x) = λ > 0 	àA¿ @ 	X @ (2

. inf
x∈A
{λf(x)} = λ inf

x∈A
f(x) �ð sup

x∈A
{λf(x)} = λ sup

x∈A
f(x)

? λ < 0 �éËAg ú

	̄ 	á�
�J�̄CªË@ 	á�
�KAêË �HYm�'
 @ 	XAÓ (3

f(x) > 0 : 	à

@ 	�Q 	®Ë . @XðYm× R ú


	̄
A �Ë� A �®J
J.¢�� f 	áºJ
Ëð R 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« @Z 	Qk. A 	áºJ
Ë 14.2

: 	à

@ �I�. �K


@ . A 	áÓ x 	àA¿ AÒêÓ

sup
x∈A

{
1

f(x)

}
= 1

inf
x∈A

f(x) ·
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�HAgC¢�@ð 	Q�
ÓQ�K 6.2

É�jÖÏ@ �é«ñÒj. ÖÏ @ úÍ@ ø


@ , ÉÒ�JºÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«B@ É�®k úÍ@

�èPA ��CË R 	QÓQË@ ú
ÎK
 AÓ ú
Î¿ ú

	̄ ÐY 	j�J�	�

AÒêÓ −∞ < x < +∞ A 	JK
YË �IJ
k �éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«B@ É�®k úÍ@ −∞ �ð +∞ 	áK
Qå� 	JªË@ �é 	̄ A 	�AK. AîD
Ê«�	à

@ úÎ« iÊ¢�	�ð 	á�
K
XAªË@ H. Qå	�Ë@ð ©Òm.Ì'AK. èXð 	Q 	Kð R 3 x 	àA¿

(±∞) + (±∞) = x+ (±∞) = (±∞) + x = (±∞), ∀x ∈ R;
(±∞)× (±∞) = +∞, (±∞)× (∓∞) = −∞;
x× (±∞) = (±∞)× x = ±∞, x > 0

= 0, x = 0
= ∓∞, x < 0.

. (∓∞) + (±∞) �Ë� ú 	æªÓ ZA¢«@ ÐY« ©Ó

AJ
ÊªË@ð úÎ 	®�Ë@ �HAK
Aî 	DË @ 7.2

X@Y«

B@ �éËAg ú


	̄

	à

AK. �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	YêË úÎ 	®�Ë@ �éK
Aî 	DË @ 	¬Qª	K . R 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {xn}∞n=0

	áº�JË� •− 	K
Qª�K 1.7.2

lim inf
n→∞

xn = lim
n→∞

xn
.= sup
n≥0
{ inf
k≥n

xk}

	à

AK. Aî�E@ 	X �éJ
ËA�J�JÒÊË AJ
ÊªË@ �éK
Aî 	DË @ 	¬Qª	Kð

lim sup
n→∞

xn = lim
n→∞

xn
.= inf
n≥0
{sup
k≥n

xk}·

�HA«ñÒj. ÖÏ @ �éËAg ú

	̄

�éK
Aî 	DË @ð úÎ 	®�Ë@ �éK
Aî 	DË @ 	¬Qª	K . AîE @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {An}∞n=0

�ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− 	K
Qª�K 2.7.2
	à

AK. �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	YêË AJ
ÊªË@

lim inf
n

An
.=

⋃

n≥0

{ ⋂

k≥n
Ak

}
.= sup
n≥0

{
inf
k≥n

Ak

}

�ð

lim sup
n

An
.=

⋂

n≥0

{ ⋃

k≥n
Ak

}
.= inf
n≥0

{
sup
k≥n

Ak

}
·

Z @ñ�JkB@ ú

	̄ �éÊ�JÒ�JÖÏ @ ú


G 	Qm.Ì'@ I. �
�KQ��Ë @ �é�̄C« úÍ@
�éJ.�	� ø
 ñÊªË@ð ú
Î

	®�Ë@ 	áK
YmÌ'@ 	Y 	g

@ ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. I. m.�'


. X Z @ 	Qk.

@ 	á�
K. ⊃

úÍ@ Q�
 ��	�ð 	á�
�JK
ðA���Ó AJ
ÊªË@ð úÎ 	®�Ë@ AëA�JK
Aî 	E A�J 	K A¿ @ 	X @
�éK. PA �®�JÓ Aî 	E @ X 	áÓ Z@ 	Qk.


@ �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K

. lim
∞
An �K.�

�é»Q�� ��ÖÏ @ AÒî �DÒJ
�̄

. �éK. PA �®�JÓ X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ. �
�KP �éJ
ËA�J�JÓ É¿ 	à


@ 	áÓ Y»


A�K
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�K.� Q�
 ��	� . AJ
 �®J
�®k @XY« 0 < ρ �ð X 	áÓ @Qå� 	J« x0
�ð AK
Q��Ó ZA 	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë ©K. @ñ�JË @ �éËAg ú


	̄
	à

@ ø



@ , ρ Q¢�®Ë@ 	�	�ð x0

	Q»QÖÏ @ �H@ 	X �è 	PðQ 	jÖÏ @ �éÊm.Ì'@ úÍ@ B?(x0, ρ)

B?(x0, ρ) = {x ∈ X | 0 < d(x0, x) < ρ}·

© 	�	JË . D Z 	Qj. ÊË Õ» @Q�K �é¢�® 	K a 	áº�JËð R ú

	̄
X 	áÓ D Z 	Qm.Ì A �®J
J.¢�� f 	áºJ
Ë

M(a, ρ) = sup{f(x) | x ∈ B?(x0, ρ) ∩D}
�ð

m(a, ρ) = inf{f(x) | x ∈ B?(x0, ρ) ∩D}·

. ρ úÍ@
�éJ.�	� �èYK
@ 	Q��Ó M(a, ρ) 	à@ð �é��̄ A 	J�JÓ m(a, ρ) 	à


@ 	áÓ Y»


A�K

	à

AK. a �é¢�® 	JË @ Y 	J« f ©K. A

��JÊË úÎ 	®�Ë@ �éK
Aî 	DË @ 	¬Qª	K •− 	K
Qª�K 3.7.2

lim
a
f
.= lim
ρ↓0

m(a, ρ) = sup
ρ>0

m(a, ρ)

	àAK. a �é¢�® 	JË @ Y 	J« f ©K. A
��JÊË AJ
ÊªË@ �éK
Aî 	DË @ 	¬Qª	Kð

lim
a
f
.= lim
ρ↓0

M(a, ρ) = inf
ρ>0

M(a, ρ).

	à@ Èñ�® 	K . D 3 a �ð R ú

	̄
X 	áÓ D Z 	Qm.Ì A �®J
J.¢�� f �ð AK
Q��Ó ZA 	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 4.7.2

�I	KA¿ @ 	X @ a
�é¢�® 	JË @ Y 	J« AJ
Ê 	®� QÒ�J�Ó 	�	� f

lim
a
f ≥ f(a)

	àA¿ @ 	X @ a
�é¢�® 	JË @ Y 	J« AK
ñÊ« QÒ�J�Ó 	�	� é 	K @ Èñ�® 	Kð

lim
a
f ≤ f(a).

AJ
Ê 	®� QÒ�J�Ó 	�	� é 	K @ A 	JÊ�̄ D 	áÓ �é¢�® 	K É¿ Y	J« (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« AK
ñÊ«) AJ
Ê 	®� @QÒ�J�Ó 	�	� f 	àA¿ @ 	X @ð
. D úÎ« (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« AK
ñÊ«)

É¿ Y	J« AJ
Ê 	®� �èQÒ�J�Ó 	�	� 1 �ð 0 	á�
K. �èPñ�jÖÏ@ �é�®£A 	JË @ X @Y«CË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ 	à

@ 	áÓ Y»


A�K

. Z AÖÞ� �é¢�® 	K É¿ Y	J« AK
ñÊ« �èQÒ�J�Óð �é�®£A 	K �é¢�® 	K

	à@ Èñ�® 	K . D 3 a �ð R ú

	̄
X 	áÓ D Z 	Qm.Ì A �®J
J.¢�� f �ð AK
Q��Ó ZA 	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 5.7.2

Y	J« AK
ñÊ« @QÒ�J�Ó 	�	�ð AJ
Ê 	®� @QÒ�J�Ó 	�	� , é� 	® 	K �I�̄ñË@ ú

	̄ , 	àA¿ @ 	X @ a

�é¢�® 	JË @ Y 	J« QÒ�J�Ó f

. a
�é¢�® 	JË @

QÒ�J�Ó f 	à@ Èñ�® 	K .R ú

	̄
X 	áÓ D Z 	Qm.Ì A �®J
J.¢�� f �ð AK
Q��Ó ZA 	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 6.7.2

: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ D úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK.
A 	JK
YË 	àñºK
 �IJ
m�'. 0 < ρ Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ

. ρ ≥ d(x, y) ©Ó D 	áÓ y �ð x 	àA¿ AÒêÓ |f(x)− f(y)| ≤ ε

(X, d) ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ 	áÓ �@Q��Ó Z 	Qk. úÎ« QÒ�J�Ó f ù

�®J
�®k ©K. A�K É¿ •− [ 	á�
 �ë] �é 	JëQ�.Ó 7.7.2

. Z 	Qm.Ì'@ @ 	Yë úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. QÒ�J�Ó
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ù
 Ò�	� . ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ 	áÓ D Z 	Qk. úÎ« �é 	̄QªÓ �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �é«AÔg. {fi}i∈I 	áº�JË •− 	K
Qª�K 8.7.2

ú
Î
	®�Ë@ 	¬C 	ªË@

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« sup
i∈I

fi) inf
i∈I

fi ©K. A�JË @ �é«AÒm.Ì'@ è 	YêË (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ø
 ñÊªË@)

.D 3 x 	àA¿ AÒêÓ ,
(

ú
Í@ñ�JË @ úÎ«
(
sup
i∈I

fi

)
(x) = sup

i∈I
fi(x)

) (
inf
i∈I

fi

)
(x) = inf

i∈I
f(x)

•− �éK
P@YËñêË@ ©K. @ñ�JË @ð �éK
 	Q��J
 ���. J

�
ÊË @ ©K. @ñ�JË @ 9.7.2

ð

@) 	Q��J
 ���. J
Ë  Qå�� ���®m�'
 é 	K @ R 	áÓ D Z 	Qk. úÎ« 	¬QªÓ g ù


�®J
�®k ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.9.7.2
���®m�'
 ( 	Q��J
 ���. J
Ë �IK. A�JK. ú«YK
) 0 < C �IK. A�K Yg. ð @ 	X@ (ø


	Q��J
 ���. J
Ë é 	K @
|g(x)− g(y)| ≤ C|x− y|, ∀x, y ∈ D.

�IJ
m�'. ]0, 1[3 α XY«ð 0 < C �IK. A�K Yg. ð @ 	X @ð

|g(x)− g(y)| ≤ C|x− y|α, ∀x, y ∈ D
.α ø
 ðA��
 �


AK. ð C ø
 ðA��
 �IK. A�JK. D úÎ« (ø
 P@YËñë é 	K @ ð


@) P@YËñë  Qå�� ���®m�'
 g 	à@ Èñ�® 	J 	̄

 Qå�� ���®m�'

√
x← x ©K. A�JË @ 	à@ð R úÎ« 	Q��J
 ���. J
Ë  Qå�� ���®m�'
 Arctg x← x ©K. A�JË @ 	à


@ 	áÓ Y»


A�K

. 1
2 ø
 ðA��
 �


AK. R+ úÎ« P@YËñë

•− ©K. @ñ�JË @ �HAJ.
�
Ê �®�Kð �HAK.

	YK.
	Y�K 10.7.2

	áÓ A Z 	Qk. úÎ« @XðYm× f 	àA¿ @ 	X @ .R 	áÓ D Z 	Qk. úÎ« 	¬QªÓ ù

�®J
�®k ©K. A�K f •− 	K
Qª�K 1.10.7.2

. A úÎ« f ©K. A�JË @ H.
	YK. 	Y�JK. ú«YK
 ΩAf = sup

A
f − inf

A
f I. k. ñÖÏ @ XYªË@ 	àA

	̄ é 	®K
Qª�K 	à@YJ
Ó

ÈAj. ÖÏ @ ñë I(c, ρ0) �IJ
k , Aρ0 .= D ∩ I(c, ρ0) úÎ« XðYm× f 	à

@ 	�Q 	® 	JËð D 	áÓ �é¢�® 	K c 	áº�JË

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ωcf XYªË@ c �é¢�® 	JË @ Y 	J« f I.
�
Ê�®�K ùÒ�	� . ρ0 èQ¢�̄ 	�	�ð c è 	Q»QÓ ø


	YË@ hñ�J 	®ÖÏ @
. ωcf

.= inf
0<ρ≤ρ0

ΩAρf

. | limc+ f − limc− f | ≤ ωcf 	à

@ 	áÓ ½Ë 	Y»ð . ωcf = lim

ρ↓0
ΩAρf

	à

@ 	áÓ Y»


A�K

ø
 ðA���ÖÏ @ P@QÒ�J�B@ 8.2

P@QÒ�J�B@ �éK
ðA���Ó Aî 	E @ R 	áÓ D Z 	Qk. úÎ« �é 	̄QªÓ {fn} ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J��JÓ 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.8.2

: 	à

@ é�J 	®J
� 0 < δ XYªK. 0 < ε XY« É¿ �� 	̄P 	áºÓ


@ @ 	X @ D úÎ«

|f(x)− f(y)| ≤ ε, ∀x, y ∈ D, |x− y| ≤ δ, ∀n ∈ N.

Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ð ¡J
��. Ë @ 	àAK. PA �®�JË @ 9.2

�éK. PA �®�JÓ Aî 	E @ X
�é«ñÒm.× úÎ« �é 	̄QªÓ {fn} �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.9.2

: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ X úÎ« f ù

�®J
�®k ©K. A�K ñm� 	' �é£A��. K.

: �IJ
m�'. n0 ù
 ªJ
J.£ XY« Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓð X 3 x 	àA¿ AÒêÓ

|fn(x)− f(x)| ≤ ε, ∀n ≥ n0.
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ÐA 	¢�J 	KAK. �éK. PA �®�JÓ Aî 	E @ X
�é«ñÒm.× úÎ« �é 	̄QªÓ {fn} �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 2.9.2

: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ X úÎ« f ù

�®J
�®k ©K. A�K ñm� 	'

: �IJ
m�'. n0 ù
 ªJ
J.£ XY« Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| ≤ ε, ∀n ≥ n0.
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	áK
PAÖ �ß

�éJ
�®J
�®k �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.

@ 	áÓ R ú


	̄ 	àA�KXñk. ñÓ AJ
ÊªË@ð úÎ 	®�Ë@ 	á�
�JK
Aî 	DË @ 	à

@ 	áÓ Y»


A�K ( @ 15.2

. {xn}
: ÐAªË @ AëYm�'.

�èA¢ªÖÏ @ �HAJ
ËA�J�JÒÊË AJ
ÊªË@ð úÎ 	®�Ë@ 	á�
�JK
Aî 	DË @ I. �k

@ ( H.

1. an = (−1)n, 2. bn =
(
1 + sin

nπ

2

) 1
n

, 3. cn = (−1)n +
1
n

,

4. dn =
1
n

+
(−1)n

n2
, 5. en = 2 +

(−1)n

n
·

�I	KA¿ , n 	àA¿ AÒêÓ , xn ≤ yn 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ . 	àA�JJ
 �®J
�®k 	àA�JJ
ËA�J��JÓ {yn} �ð {xn} 16.2

lim sup
n→∞

xn ≤ lim sup
n→∞

yn, lim inf
n→∞

xn ≤ lim inf
n→∞

yn.

	à

@ , {bn} �ð {an} 	á�
�KXðYm× 	á�
�JJ
�®J
�®k 	á�
�JJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.


@ 	áÓ , �I�. �K


@ 17.2

lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn ≤ lim
n→∞

(an + bn)

≤ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

≤ lim
n→∞

(an + bn) ≤ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

. �éÓA�K 	àñº�K 	à

@ �é�®K. A�Ë@ �HA 	JK
AJ. �JÒÊË 	áºÖß
 é 	K


@ 	á�
J. �K �éÊ�JÓ


@ ¡«


@

	à

@ , �éK. PA �®�JÓ {an} 	�Q 	®K. , 	á��
K. . 	àA�JJ
 �®J
�®k 	àA�JJ
ËA�J�JÓ {bn} �ð {an} 18.2

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn, lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

. lim sup
n→∞

an = − lim inf
n→∞

{−an} 	à

@ 	á�
K. 19.2

lim yn 6=∞ ð

@ limxn 6= 0 	à


@ A 	�Q�� 	®Ó , 	á�
K. .R+

	áÓ AÒëQå�A 	J« 	àA�JJ
ËA�J�JÓ {bn} �ð {an} 20.2
. limxnyn ≤

(
limxn

)
lim yn

	à

@ ,

A 	JK
YË 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 ` ñm� 	' {xn} �éJ
�®J
�®mÌ'@ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�K ú �æk é 	K

@ �I�. �K


@ 21.2

. lim supxn = lim inf xn = `

	à

@ 	á�
K. . AÓAÖ �ß @YK
@ 	Q��Ó A�®J
J.¢�� N? ← N? : p �ð �éJ
�®J
�®k �éJ
ËA�J��JÓ {an} 	áº�JË 22.2

lim inf
n→∞

an ≤ lim inf
n→∞

ap(n) ≤ lim sup
n→∞

ap(n) ≤ lim sup
n→∞

an.

ñm� 	' H. PA�®�J��Kð �éK. PA �®�JÓ Aî 	DÓ �ék. Q 	j�J�Ó �éJ
ËA�J��JÓ É¿ 	àA
	̄ �éK. PA �®�JÓ {an} �éJ
ËA�J��JÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ i. �J� 	��J�@

. �éK
Aî 	DË @ � 	® 	K
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�é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ë lim
∞
An AJ
ÊªË@ Aî �DK
Aî 	E 	à


@ 	áÓ Y»


A�K . X

�é«ñÒm.× Z@ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ
ËA�J��JÓ {An} 23.2

ù
 ë lim
∞
An úÎ 	®�Ë@ Aî �DK
Aî 	E 	à


@ð An Z @ 	Qk. B@ 	áÓ �éK
Aî 	EBAÓ úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ú


�æË @ X Qå�A 	J« 	áÓ �é 	KñºÖÏ @
. Aî 	DÓ é�J 	JÓ XY« @Y« An Z @ 	Qk.


B@ É¿ úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ú


�æË @ X Qå�A 	J« 	áÓ �é 	K �ñºÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @

{An} �éJ
ËA�J�JÒÊË AJ
ÊªË@ð úÎ 	®�Ë@ 	á�
�JK
Aî 	DË @ 	á�
« . Aî 	DÓ 	á�
K 	Qk. B �ð A �ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË 24.2
. N 3 n , A2n+1 = B �ð A2n = A �K.�

�é 	̄QªÖÏ @

: �éJ
ËA�JË @ R Z @ 	Qk.

@ �HAJ
ËA�J�JÖÏ� AJ
ÊªË @ð úÎ 	®�Ë@ 	á�
�JK
Aî 	DË @ 	á�
« 25.2

. Bn = [0, 1 + (−1)n

n ] ( H. . N 3 n , A2n+1 = [1, 2] �ð A2n = [0, 1] ( @
. N 3 n , A2n+1 =]− 2− 1

n , 1] �ð A2n = [−1, 2 + 1
n [ ( k.�éK
Aî 	E ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ �éJ
�®J
�®k �éJ
ËA�J�JÓ {an} �IJ
k an

�ð 0 èA 	̄Q£ ø

	YË@ ��Ê 	ªÖÏ @ ÈAj. ÖÏ @ ñë An ( X

. �é 	JºÒÖÏ @ �HBAmÌ'@ ���̄ A 	K . 0 < a

: 	à

@ �I�. �K


@ . X �é«@ñÒm.× Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �éJ
ËA�J��JÓ {An} 	áº�JË 26.2

. lim
∞
An ⊂ lim

∞
An ( @

. X úÍ@
�éJ.�	� An �éÒÒ�JÓ úÍ@ Q�
 ���
 , C�JÓ , cAn

�IJ
k , c(lim
∞
An) = lim

∞
cAn ( H.

. c(lim
∞
An) = lim

∞
cAn ( k.

	à

@ �I�. �K


@ . AîE @ 	Qk.


@ 	áÓ 	á�
�JJ
ËA�J�JÓ {Fn} �ð {En} �ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË 27.2

(limEn) ∪ limFn ⊂ lim(En ∪ Fn) ⊂ (limEn) ∪ limFn

⊂ lim(En ∪ Fn) =
(
limEn

) ∪ limFn.

	à

@ð

(limEn) ∩ limFn = lim(En ∩ Fn) ⊂ (limEn) ∩ limFn

⊂ lim(En ∩ Fn) ⊂
(
limEn

) ∩ limFn.

�éK. PA �®�JÓ {En ∩ Fn} �I	KA¿ F ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {Fn} �I	KA¿ð E ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {En} �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ i. �J 	J���@

. E ∪ F ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {En ∪ Fn} �I	KA¿ð E ∩ F ñm� 	'

	à

@ 	á�
K. . AîE @ 	Qk.


@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {An} �ð Aî 	DÓ @Z 	Qk. B ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË 28.2

; B \ lim sup
n

An = lim inf
n

(B \An) ( @

. B \ lim inf
n

An = lim sup
n

(B \An) ( H.

.
( ∞⋃
n=1

An

)
∩ c

[ ∞⋂
n=1

An

]
=

∞⋃
n=1

(An ∆An+1) 	à

@ �I�. �K


@ ( k.

	á�
�J«ñÒj. ÖÏ @ 	á�
K. ø
 Q 	£A 	J�JË @ ��Q 	®ËAK. ú«YK
 ø

	YË@ An∆An+1 = (An \An+1) ∪ (An+1 \An) �IJ
k

	à

@ i. �J 	J���@ . 	á�
�KQ�. �JªÖÏ @

lim sup
n

An \ lim inf
n

An = lim sup
n

(An∆An+1).

. AÓAÖ �ß @YK
@ 	Q��Ó A �®J
J.¢�� N? ← N? : p �ð X
�é«ñÒm.× 	áÓ Z@ 	Qk.


@ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J��JÓ {An} 	áº�JË 29.2

	à

@ 	á�
K.
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lim inf
n→∞

An ≤ lim inf
n→∞

Ap(n) ≤ lim sup
n→∞

Ap(n) ≤ lim sup
n→∞

An.

�éK. PA �®�JÓ Aî 	DÓ �ék. Q 	j�J�Ó �éJ
ËA�J��JÓ É¿ 	àA
	̄ �éK. PA �®�JÓ {An} �éJ
�KA«ñÒj. ÖÏ @ �éJ
ËA�J��JÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ i. �J� 	��J�@

. �éK
Aî 	DË @ � 	® 	K ñm� 	' H. PA�®�J��Kð

	àA¿ @ 	X @ Ψ(x) = 1 	à

@ ø



@ ; 1 �ð 0 	á�
K. �èXñk. ñÖÏ @ �é�®£A 	JË @ X @Y«CË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ Ψ 	áº�JË 30.2

Y	J« Ψ ©K. A�JÊË AJ
ÊªË@ð úÎ 	®�Ë@ 	á�
�JK
Aî 	DË @ Yg. ð

@ . [0, 1] \Q 3 x 	àA¿ @ 	X @ Ψ(x) = 0 �ð [0, 1] ∩Q 3 x

. [0, 1] 3 a �é¢�® 	K
�ð 0 < x 	àA¿ @ 	X @ f(x) = 1

x
	àAK.

	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. , 0 = a

�é¢�® 	JË @ Y 	J« , È@ ñ�Ë@ � 	® 	K
. 0 ≥ x 	àA¿ @ 	X @ f(x) = 0

	àA¿ @ 	X @ g(x) = 1
q

	àAK.
	¬QªÖÏ @ g ©K. A�JË @ úÍ@

�éJ.� 	�ËAK. , R 3 a �é¢�® 	JË @ Y 	J«. , ½Ë 	Y» È@ ñ�Ë@ � 	® 	K
. R \Q 3 x 	àA¿ @ 	X @ 0 �ð 0 < q ©Ó È 	Q�� 	jÖÏ @ éÊ¾ �� ú


	̄ Q 3 p
q = x

@ 	YêË Õ» @Q�K �é¢�® 	K a �ð R ú

	̄
X 	áÓ D Z 	Qm.Ì 	á�
�®J
J.¢�� g �ð f �ð AK
Q��Ó ZA 	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë 31.2

�I�. �K

@ . Z 	Qm.Ì'@

. 	àAJ
î �D 	JÓ 	à@XY« lima f
�ð lima f

	àA
	̄ @XðYm× f 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ ( @

. lima f ≤ lima f
	à

@ ( H.

. �éÓA�K �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë 	àñº�K �IJ
k BA�JÓ ¡«

@

	àA¿ D úÎ« f ≤ g 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ ( k.

lim
a
f ≤ lim

a
g, lim

a
f ≤ lim

a
g.

. lima f = − lima(−f) 	à

@ ( X

	à

@ ( ë

lim
a
f + lim

a
g ≤ lim

a
(f + g) ≤ lim

a
f + lim

a
g ≤ lim

a
f + lim

a
g ≤ lim

a
(f + g).

. lima f = lima g
	àñº�K 	à


@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 �èXñk. ñÓ lima f
	àñº�K ú �æk é 	K


@ ( ð

. lima f = lima f = lima f
�I	KA¿ �èXñk. ñÓ lima f

�I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ ½Ë 	Y» �I�. �K


@

. 0 6= x Ég.

@ 	áÓ f(x) = x−n �ð f(0) = 0 	àAK.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ f �ð AJ
ªJ
J.£ @XY« n 	áºJ
Ë 32.2

. 0 = a
�é¢�® 	JË @ Y 	J« ø
 ñÊªË@ð ú
Î

	®�Ë@ f ©K. A�JË @ P@QÒ�J�@ 	�	� �PX

@

.D 3 a �ð R ú

	̄
X ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ 	áÓ D Z 	Qm.Ì ��J
J.¢�� f 33.2

XY« É¿ Ég.

@ 	áÓ , é 	K


@ ù


	®ºK
 �ð Ð 	QÊK
 a Y	J« AJ
Ê 	®� @QÒ�J�Ó 	�	� f 	áºK
 ú �æk é 	K

@ 	á�
K. ( @

�ékñ�J 	®ÖÏ @ �éÊm.Ì'@ �èPñ� ù
 ë f(B(a, ρ)) A 	Jë ; f(B(a, ρ)) > λ �IJ
m�'. 0 < ρ XY« Yg. ñK
 , f(a) > λ

. f ©K. A�JË @ �� 	̄ð ρ Q¢�®Ë@ 	�	�ð a 	Q»QÖÏ @ �H@ 	X
. ø
 ñÊªË@ P@QÒ�J�B@ 	�	� úÍ@

�éJ.�	� �éjJ
m�� �éJ
 	��̄ úÎ« É�m� 	' �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ É¿ �ºªK. é 	K

@ �I�. �K


@ ( H.

	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 a Y	J« AJ
Ê 	®� @QÒ�J�Ó f 	àñºK
 ú �æk é 	K

@ �I�. �K


@ ( k.

f(a) = lim
a
f.

	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 a Y	J« AK
ñÊ« @QÒ�J�Ó f 	àñºK
 ú �æk é 	K

@ �I�. �K


@ ( X

f(a) = lim
a
f.
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	à

AK. R úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JÊË ø
 ñÊªË@ð ú
Î

	®�Ë@ 	á�
 	̄ C 	ªË @ 	á�
« 34.2

1. f1(x) = x, f2(x) = x2, f3(x) = |x|, f4(x) =
1
x
, x 6= 0, f4(0) = −1.

2. f1(x) = sinx, f2(x) = cosx, f3(x) = x3.

�K.� ù¢ªK
 A úÎ« f ©K. A�JË @ H.
	YK.

	Y�K 	à

@ 	á�
K. .R 	áÓ A Z 	Qk. úÎ« 	¬QªÓ ù


�®J
�®k ©K. A�K f 35.2

ΩAf = sup
x,y∈A

|f(x)− f(y)|.

Ð 	QÊK
 D é 	®K
Qª�K 	à@YJ
Ó 	áÓ c
�é¢�® 	K Y 	J« @QÒ�J�Ó f ù


�®J
�®mÌ'@ ©K. A�JË @ 	àñºK
 ú �æk é 	K

@ �I�. �K


@ 36.2

. AÓðYªÓ �é¢�® 	JË @ è 	Yë Y	J« éJ.
�
Ê �®�K 	àñºK
 	à


@ ù


	®ºK
ð

, n ù
 ªJ
J.£ XY« É¿ Ég.

@ 	áÓ , 	áº�JËð [a, b] ÈAm.× úÎ« A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	àñºJ
Ë 37.2

. �é �®Ê 	ªÓ Tn �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ 	á�
K. . Tn = {x ∈ [a, b] | ωxf ≥ 1

n}
�é«ñÒj. ÖÏ @

.0 < ωcf
�IJ
k ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë ú


	̄ �éJ
Ê 	g@X �é¢�® 	K c 	áº�JËð [a, b] úÎ« XðYm× ù

�®J
�®k ©K. A�K f 38.2

· 12ωcf
��ñ 	®K
 [c, b] ð


@ [a, c] 	á�
ËAj. ÖÏ @ Yg


@ úÎ« f H.

	YK.
	Y�K 	à


@ �I�. �K


@

AK
ñÊ« �èQÒ�J�Ó 	�	JË @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ {fi}i∈I �é«AÔg. É¾Ë ø
 ñÊªË@ 	¬C 	ªË@ 	à

@ �I�. �K


@ 39.2

�éJ
î �D 	JÓ �é«AÒm.Ì ú
Î
	®�Ë@ 	¬C 	ªË@ 	à@ð é 	®K
Qª�K 	à@YJ
Ó úÎ« AK
ñÊ« QÒ�J�Ó 	�	� é 	JÓ Z 	Qk. ð


@ ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ úÎ«

. é 	®K
Qª�K 	à@YJ
Ó úÎ« AJ
Ê 	®� QÒ�J�Ó AJ
Ê 	®� �èQÒ�J�Ó 	�	JË @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ

�@Q��Ó Z 	Qk. úÎ« P@QÒ�J�B @ �éK
ðA���Ó ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J��JÓ {fn} �I	KA¿ @ 	X @ :PA ���� 	KB@ �é 	JëQ�.Ó �I�. �K

@ 40.2

. D úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK.
�éK. PA �®�JÓ �éJ
ËA�J��JÖÏ @ è 	Yë 	àA

	̄
D 	áÓ 	J
�J» Z 	Qk. úÎ« �é£A��. K. �éK. PA �®�JÓ �I	KA¿ð R 	áÓ D

�éK
ðA���Ó ©K. @ñ�K AëQå�A 	J« ÐA 	¢�J 	K AK.
�èXðYm× �éJ
ËA�J��JÓ {fn} �I	KA¿ @ 	X @ : �@Q��Ë @ �é 	JëQ�.Ó �I�. �K


@ 41.2

úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. �éK. PA �®�JÓ {fν} �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J��JÓ Aî 	DÓ h. @Q 	j�J�@ 	áºÒJ
 	̄ R 	áÓ D �@Q��Ó Z 	Qk. úÎ« P@QÒ�J�B @
. D



3 É� 	®Ë@
	àAÖß
P ÉÓA¾�K

	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	K
Qª�K 1.3

�é«ñÒm.× É¿ [a, b] �Ë� AÒJ
��®�K ù
 Ò�	� . @XðYm×ð A�®Ê 	ªÓ BAm.× [a, b] 	áºJ
Ë •− ÈAm.× �HAÒJ
��®�K 1.1.3
�éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«


B@ 	áÓ �éJ
î �D 	JÓ

. b = xn > . . . > x1 > x0 = a �IJ
m�'. P = {x0, x1, . . . , xn}

XY« , Õæ
�
�®�JË @ @ 	Yë ©¢�®K. , P Õæ
�

�®�JË @ �é¢�@ñK. �é 	JJ
ªÖÏ @ , [xn−1, xn] , . . . , [x0, x1] �HBAj. ÖÏ @ ù
 Ò�	�ð
δxi AÓAÖ �ß I. k. ñÖÏ @ XYªË@ ù
 Ò�	�ð n , . . . , 1 = i , δxi = xi − xi−1 I. �Jº	J� . n ø
 ðA��
 ©¢�®Ë@

	à

@ ø



@ , P Õæ
�

�®�JË @ ú

	̄ �éª¢�̄ Èñ£


@ Èñ£ úÍ@ δP �K.� 	QÓQ 	K . [xi−1, xi]

�éª¢�®Ë@ Èñ¢�.
δP = max{δxi | i = 1, . . . , n}

	àA¿ @ 	X @ P Õæ
�
�®�JË @ 	áÓ ��X


@ é 	K @ P ′ Õæ
�

�®�JË @ 	á« Èñ�® 	K . P Õæ
�
�®�JË @ Õæ


	¢ 	� ð

@ ¡J
�ñK. δP ù
 Ò�	�ð

	à

@ 	YKY 	J« l� 	�@ð . P ′ ú


	̄ ½Ë 	Y» �éÓY 	j�J�Ó P ú

	̄ �éÓY 	j�J�Ó �é¢�® 	K É¿ �I	KA¿ @ 	X @ ø



@ , P ′ ⊃ P
. δP ≥ δP ′

	áÓ �éJ
î �D 	JÓ �HA«ñÒm.× 	à 	X@ ù
 ë Pa,b Qå�A 	J« 	à@ . [a, b] ÈAj. ÖÏ @ �HAÒJ
��®�K É¿ �é«ñÒm.× úÍ@ Pa,b �K.� 	QÓQ 	K
. b ©Ó 	á�
ÒJ
Ë @ �é¢�® 	Kð a ©Ó PA��
Ë @ �é¢�® 	K ��J.¢ 	��Kð AÓAÖ �ß �éJ. �KQÓ [a, b]  A�® 	K

éK
Yg úÍ@ M �ð m �K.� Q�
 �� 	�Ëð [a, b] úÎ« @XðYm×ð A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− 	àAÖß
P ©J
ÓAm.× 2.1.3

: [a, b] úÎ« ú
Í@ñ�JË @ úÎ« , úÎ«

B@ð ú 	GX


B@

m = inf
[a,b]

f, M = sup
[a,b]

f.

. P ©¢�̄ 	áÓ [xi−1, xi]
�éª¢�̄ É¿ úÎ« XðYm× f 	àA

	̄ [a, b] ÈAj. ÒÊË AÓ AÒJ
��®�K P 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ l� 	�@ð

úÎ« f ©K. A�J
�
ÊË úÎ«


B@ð ú	GX


B@ 	áK
YmÌ'@ úÍ@ Mi = sup

[xi−1,xi]

f �K.�ð mi = inf
[xi−1,xi]

f �K.�
	YKY 	J« 	QÓQ 	�Ë

: 	á�
«ñÒj. ÖÏ @ É¾ �� 	�Ë . n , . . . , 1 = i Ég.

@ 	áÓ @ 	Yëð , ú
Í@ñ�JË @ úÎ« , [xi−1, xi]

. R(f, P ) =
n∑

i=1

Miδxi ð R(f, P ) =
n∑

i=1

miδxi

	á�
�® 	̄ @ñÖÏ @ f ©K. A�JÊË ø
 ñÊªË@ 	àAÖß
P ¨ñÒj. Öß. ú«YJ
 	̄ ú

	G A�JË @ A�Ó


@ ú
Î

	®�Ë@ 	àAÖß
P ¨ñÒj. Öß. Èð

B@ ú«YK


: 	à

@ l� 	�@ð . P Õæ
�

�®�JÊË

m ≤ mi ≤Mi ≤M, ∀i ∈ {1, . . . , n}·

25



26 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 3 É� 	®Ë@

: Ym.�
	' ©Òm.Ì'AK. ð δxi �K.� èC«


@ �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ H. Qå	��. (. Q 	k

�
@ úÍ@ Õæ
�

�®�K 	áÓ n XYªË@ AªJ.£ Q�
 	ª�JK
)
m(b− a) ≤ R(f, P ) ≤ R(f, P ) ≤M(b− a), ∀P ∈ Pa,b. (1.3)

	á�
ÒJ
��®�K P ′ �ð P 	áºJ
Ëð [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @XðYm×ð A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 3.1.3

: 	àA¿ P 	áÓ ��X

@ P ′ 	àA¿ @ 	X @ . [a, b] ÈAj. ÒÊË

. R(f, P ′) ≤ R(f, P ) �ð R(f, P ) ≤ R(f, P ′)
�HAJ. �KB @

�èYJ
kð �éJ
 	̄ A 	�@
�é¢�® 	K 	áÓð P ¡�®	K 	áÓ 	àñºÓ P ′ Õæ
�

�®�JË @ 	à

@ 	�Q 	®Ëð P = {x0, . . . , xn} Õæ
�

�®�JË @ 	áºJ
Ë
úÍ@ m′′ �ð m′ �K.� 	QÓQ 	�Ëð mj

	áºJ
Ë . xj−1 < x′ < xj
�IJ
m�'. {1, . . . , n} 3 j ÉJ
ËX AÒ�Jk Yg. ñK
 . x′

l� 	�@ð é 	K @ . ú
Í@ñ�JË @ úÎ« [x′, xj ] úÎ« f ©K. A�JÊË ú 	GX

B@ YmÌ'@ úÍ@ð [xj−1, x

′] úÎ« f ©K. A�JÊË ú 	GX

B@ YmÌ'@

A 	JK
YË . P ′ �ð P �Ë� 	á�
�® 	̄ @ñÖÏ @ 	á�
Ê 	®�Ë@ 	àAÖß
P ú
«ñÒm.× 	à
�
B@ I. �Jº	JË .mj ≤ m′′ �ð mj ≤ m′ 	à


@

�ð R(f, P ) =
n∑
i=1

miδxi

R(f, P ′) =
j−1∑
i=1

miδxi +m′(x′ − xj−1) +m′′(xj − x′) +
n∑

i=j+1

miδxi

: é 	JÓð
R(f, P ′)−R(f, P ) = m′(x′ − xj−1) +m′′(xj − x′)−mj(xj − xj−1)

= (m′ −mj)(x′ − xj−1) + (m′′ −mj)(xj − x′).

. R(f, P ′) ≥ R(f, P ) 	à

@ ø



@ , R(f, P ′)−R(f, P ) ≥ 0 	à


@ 	á�
J. K
 @ 	Yë

P 	á« 	Ê�J	m× P ′ �éËAg ú

	̄ AÖ ß @X) é� 	® 	K H. ñÊ�


B@ úÍ@


Aj. Ê 	K R(f, P ′) ≤ R(f, P ) 	à


@ �HAJ. �KB ð

YmÌ'@ úÍ@ð [xj−1, x
′] úÎ« f ©K. A�JÊË úÎ«


B@ YmÌ'@ úÍ@ M ′′ �ð M ′ �K.� 	QÓQ 	�Ëð Mj

	áºJ
Ë :( �èYJ
kð �é¢�® 	JK.
I. �Jº	K �Õç�' Mj ≥M ′′ �ð Mj ≥M ′ 	à


@ 	¡kC	K . ú
Í@ñ�JË @ úÎ« [x′, xj ] úÎ« f ©K. A�JÊË úÎ«


B@

�ð R(f, P ) =
n∑
i=1

Miδxi

R(f, P ′) =
j−1∑
i=1

Miδxi +M ′(x′ − xj−1) +M ′′(xj − x′) +
n∑

i=j+1

Miδxi

: é 	JÓð
R(f, P )−R(f, P ′) = Mj(xj − xj−1)−M ′(x′ − xj−1)−M ′′(xj − x′)

= (Mj −M ′)(x′ − xj−1) + (Mj −M ′′)(xj − x′) ≥ 0.

. R(f, P ′) ≤ R(f, P ) 	à

@ ø



@ , R(f, P )−R(f, P ′) ≥ 0 	à


@ 	á�
J. K
 @ 	Yë

�HAÒJ
��®�K ZA ��	� @
	YKY 	J« 	áºÖß
 . P 	áÓ ��X


@ [a, b] ÈAj. ÒÊË Õæ
�

�®�K ø


@ úÍ@ 	QÓQK
 P ′ 	à


@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

	á« A 	®Ê�J	m× Õæ
�
�®�K É¿ 	àñºK
 B �IJ
m�'. ð Pk = P ′ �ð P0 = P �IJ
m�'. Pk , . . . , P1

, P0
�éªK. A�J��JÓ

: ��J.� AÓ úÍ@ @XA 	J���@ , A 	JK
YËð . ¡�® 	̄ �èYJ
kð �éJ
 	̄ A 	�@
�é¢�® 	JK. B@ é�®K. A�

R(f, P ) ≤ R(f, P1) ≤ · · · ≤ R(f, P ′)
�ð

R(f, P ) ≥ R(f, P1) ≥ · · · ≥ R(f, P ′)

úÍ@ð ú
Î
	®�Ë@ 	àAÖß
P ¨ñÒm.× YK
@ 	Q�K úÍ@ ø
 X ñK
 ��X


@ AÓ Õæ
�

�®�JK. Õæ
�
�®�K 	��
ñª�K 	à


@ ú


	æªK
 @ 	Yë . H. ñÊ¢ÖÏ @ é 	JÓð
. ø
 ñÊªË@ 	àAÖß
P ¨ñÒm.× ��̄ A 	J�K

	àAÒJ
��®�K 	àA¿ AÒêÓ 	YKY 	J« . [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @XðYm×ð A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 4.1.3
: A 	JK
YË 	àA¿ , [a, b] ÈAj. ÒÊË P2

�ð P1



27 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 3 É� 	®Ë@

R(f, P1) ≤ R(f, P2).
�HAJ. �KB @

	áÓ Yg@ð 	à
�
@ ú


	̄ ��X

@ P 	à


@ AÖß. . P = P1 ∪ P2 Õæ
�

�®�JË @ Q�. �Jª 	JËð [a, b] ÈAj. ÒÊË 	á�
ÒJ
��®�K P2
�ð P1

	áºJ
Ë
: 	à


@ 3.1.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄

P2
�ð P1

. R(f, P ) ≤ R(f, P2) �ð R(f, P1) ≤ R(f, P )
: 	à


@ �é�®K. A�Ë@ �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ É¿ 	áÓ i. �J 	�K
 . R(f, P ) ≤ R(f, P ) A 	JK
YË , (1.3) I. �k , 	áºË

R(f, P1) ≤ R(f, P2).

�é«ñÒm.× Q�. �Jª 	JËð [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @XðYm× AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− ø
 ñÊªË@ð ú
Î
	®�Ë@ 	àAÖß
P CÓA¾�K 5.1.3

	àA¿ AÒêÓ R(f, P ) ≤M(b− a) 	à

@ (1.3) �é�̄CªË@ 	áÓ i. �J 	�K
 .Pa,b 3 P ©Ó R(f, P ) X@Y«


B@ É¿

. úÎ«

@ Ym�'. ©�JÒ�J��K Aî 	E @ ú
ÍA�JËAK. ð �èPñJ.ºÓ {R(f, P ) | P ∈ Pa,b} �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à


@ ø



@ , Pa,b 	áÓ P Õæ
�

�®�JË @
	à

@ ø



@ , Pa,b 	áÓ P Õæ
�

�®�JË @ 	àA¿ AÒêÓ m(b− a) ≤ R(f, P ) A 	JK
YË (1.3) �é�̄CªË@ I. �k AÖ ß @Xð
: �Ë @ Z A¢«@ 	à 	X@ ©J
¢���	� . ú 	GX


@ Ym�'. ©�JÒ�J��K Aî 	E @ ú
ÍA�JËAK. ð �èPñ 	ª�Ó {R(f, P ) | P ∈ Pa,b} �é«ñÒj. ÖÏ @

	àAÖß
P ÉÓA¾�K úÍ@ Q�
 ��	� . [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @XðYm×ð A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 6.1.3

[a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« f ©K. A�JÊË ø
 ñÊªË@ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K úÍ@ Q�
 ��	�ð ∫ b
a
f �K.� [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« f ©K. A�JÊË ú
Î

	®�Ë@
: 	à


AK. 	àA 	̄QªÖÏ @ 	àAJ
î �D 	JÖÏ @ 	àAJ
�®J
�®mÌ'@ 	à@XYªË@ AÒëð ∫ b

a
f �K.�∫ b

a

f
.= sup
P∈Pa,b

R(f, P ) ∧
∫ b

a

f
.= inf
P∈Pa,b

R(f, P ).

@ 	X @ Ψ(x) = 1 ø


@ , b �ð a 	á�
K. �èPñ�jÖÏ@ �é�®£A 	JË @ XY«


CË 1 �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ Ψ 	áº�JË •− ÈA�JÓ 7.1.3

	áºJ
Ë . ÈAj. ÖÏ @ � 	® 	K 	áÓð Õæ�

@ 	àA¿ @ 	X @ Ψ(x) = 0 �ð [a, b] úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 A �®£A 	K @XY« x 	àA¿

	à

@ AÖß. . Õæ
�

�®�JË @ @ 	Yë ©¢�̄ 	áÓ �éª¢�̄ [xi−1, xi] 	áº�JËð [a, b] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P = {x0, x1, . . . , xn}
1 = i 	àA¿ AÒêÓ Mi = 1 �ð mi = 0 	àA

	̄ Z AÖÞ� X@Y«

@ úÎ«ð �é�®£A 	K X@Y«


@ úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 [xi−1, xi] ÈAj. ÖÏ @

: é 	JÓð . n , . . . ,

. R(P,Ψ) = 0 �ð R(P,Ψ) = b− a
: 	àA

	̄ Pa,b 	áÓ ù

	®J
» Õæ
�

�®�K P 	à

@ AÖß.ð

∫ b

a

Ψ = 0 ∧
∫ b

a

Ψ = b− a.

, [a, b] 	áÓ x 	àA¿ AÒêÓ f(x) = λ 	à

AK. [a, b] úÎ« 	¬QªÖÏ @ f �IK. A�JË @ ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	JË •− ÈA�JÓ 8.1.3

�ð mi = λ A 	JK
YË [a, b] ÈAj. ÒÊË P = {x0, x1, . . . , xn} Õæ
�
�®�K É¿ Ég.


@ 	áÓ . ù


�®J
�®k XY« λ �IJ
k
: ú
ÍA�JËAK. ð . n , . . . , 1 = i 	àA¿ AÒêÓ Mi = λ

R(P, f) = λ(b− a) = R(P, f)
: é 	JÓð

∫ b

a

f = λ(b− a) =
∫ b

a

f.

�IÊ 	gQK
X ©K. A�JK. Ψ ©K. A�JË @ ùÒ��
 1



28 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 3 É� 	®Ë@

	áºÖß
 �@Q��Ó ÈAm.× úÎ« XðYm× ©K. A�JË ø
 ñÊªË@ð ú
Î
	®�Ë@ 	àAÖß
P ú
ÎÓA¾�K 	à


@ 	á�
�®K. A�Ë@ 	á�
ËA�JÖÏ @ 	áÓ i 	��JK


: AÖ ß @X A 	JK
YË 	áºË . 	á�
 	®Ê�J	m× A 	KñºK
 	à

@ 	áºÖß
 AÒ» 	á�
�K
ðA���Ó A 	KñºK
 	à


@

: A 	JK
YË [a, b] úÎ« XðYm× f ©K. A�K É¿ Ég.

@ 	áÓ •− �éJ
 	��̄

9.1.3
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f. (2.3)

�HAJ. �KB @
�é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , A 	JK
YË , [a, b] ÈAj. ÒÊË P2

�ð P1
	á�
ÒJ
��®�K É¿ Ég.


@ 	áÓ , é 	K


@ 	¡kC	K @ 	Yë 	áÓ Y»


A�J 	K ú
¾Ë

�é«ñÒj. ÒÊË QK. A¿ R(f, P2) 	à

@ øQ	K Pa,b ú


	̄ Q�
 	ª�JK
 P1 Éªk. ð P2
�IJ
�. �J��K. . R(f, P1) ≤ R(f, P2) ,4.1.3

: ú
ÍA�JËAK. ð {R(f, P1) | P1 ∈ Pa,b}

sup
P1∈Pa,b

R(f, P1) =
∫ b
a
f ≤ R(f, P2).

�é«ñÒj. ÒÊË Q 	«A� ∫ b
a
f XYªË@ 	à


@ ú


	æª�K �é�®K. A�Ë@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	àA
	̄ Pa,b 	áÓ ù


	®J
» P2
	à

@ AÖß.ð

: ú
ÍA�JËAK. ð {R(f, P1) | P1 ∈ Pa,b}
∫ b
a
f ≤ inf

P2∈Pa,b

R(f, P2) =
∫ b
a
f.

: [a, b] úÎ« f XðYjÖÏ @ ©K. A�JË @ 	àA¿ AÒêÓ , é 	JÓð
∫ b
a
f ≤ ∫ b

a
f.

. 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	K
Qª�K ZA¢«@ 	à
�
B@ ©J
¢���	�

ð

@ ÈñÒ» 	àAÖß
P é 	K @ R← [a, b] : f XðYm× ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K , 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 10.1.3

: 	àA¿ @ 	X @ [a, b] úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄

∫ b

a

f
.= sup
P∈Pa,b

R(f, P ) = inf
P∈Pa,b

R(f, P ) .=
∫ b

a

f

Q�
 ��	�ð [a, b] úÎ« f ©K. A�JÊË 	àAÖß
P ÉÓA¾�JK. 	á�
�®K. A�Ë@ úÎ«

B@ð É 	®�


B@ 	áK
YjÊË �é»Q�� ��ÖÏ @ �éÒJ
�®Ë@ ù
 Ò�	�ð
.
∫ b
a
f(x) dx ð


@ ∫ b

a
f �K.� AK
YJ
Ê�®�K AîD
Ë @

.
∫ b
a
Ψ = 0 <

∫ b
a
Ψ = 1 	à@

	X @ ÈñÒ» 	àAÖß
P Q�
 	« èC«

@ 7.1.3 ÈA�JÖÏ @ ú


	̄ XP@ñË@ Ψ ©K. A�JË @
é 	K @

	X @ ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ÈñÓA¿ 	àAÖß
P ñê 	̄
f(x) = λ �K.� ù¢ªÖÏ @ [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« �IK. A�JË @ ©K. A�JË @ A�Ó


@

. èC«

@ ÈA�JÖÏ @ ú


	̄ A 	JK


@P AÒ» , ∫ b

a
f = λ(b− a) =

∫ b
a
f A 	JK
YË

Z @Q�KB ð , �é�JK. A�JË @ ©K. @ñ�JË @ ù
 ë 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË �éÊK. A �®Ë @ ©K. @ñ�JË @ 	à

@ , ¡�® 	̄ , 	¬Qª	K �é 	¢j

�
ÊË @ ú �æk A 	J 	K @

: 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË �éJ
ÊK. A �®ÊË AJ
 	̄ A¿ð AÓ 	PB A£Qå�� BAg ÐY�® 	K , 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÊË �éÊK. A �®Ë @ ©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.×

ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« f XðYjÖÏ @ ©K. A�JË @ 	àñºK
 ú

�æk •− �é 	JëQ�.Ó 11.1.3

: �IJ
m�'. [a, b] ÈAj. ÒÊË P Õæ
�
�®�K , 0 < ε É¿ Ég.


@ 	áÓ , Yg. ñK
 	à


@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK

R(f, P )−R(f, P ) ≤ ε.

�HAJ. �KB @

Yg. ñK
 é 	K

@ øQ 	K úÎ«


B@ð ú 	GX


B@ 	áK
YjÊË 	á�
�K 	Q�
ÒÖÏ @ 	á�
�J�
�A	mÌ'@ Ð @Y 	j�J�AK. .0 < ε 	áºJ
Ë .  Qå��Ë @ Ðð 	QË

: �IJ
m�'. [a, b] ÈAj. ÒÊË P2
�ð P1

	àAÒJ
��®�K
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∫ b

a

f − ε

2
≤ R(f, P1) ∧ R(f, P1) ≤

∫ b

a

f +
ε

2
·

: é 	JÓð R(f, P1) ≤ R(f, P ) A 	JK
YË P2
	áÓð P1

	áÓ ��X

@ P 	à


@ AÖß. . P = P1 ∪ P2 Õæ
�

�®�JË @ Q�. �Jª 	JË
∫ b
a
f − ε

2 ≤ R(f, P ).
: é 	JÓð R(f, P ) ≤ R(f, P1) A 	JK
YËð

R(f, P ) ≤ ∫ b
a
f + ε

2 .

: úÎ« É�m� 	' Q 	k
�
@ úÍ@

	¬Q£ 	áÓ XðYmÌ'@ ÉK
ñj�JK. ð ©Òm.Ì'AK.

R(f, P )−R(f, P ) ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f + ε.

. R(f, P )−R(f, P ) ≤ ε A 	JK
YË ÈñÒ» 	àAÖß
P f 	�Q 	®K. ð
: �IJ
m�'. [a, b] ÈAj. ÒÊË P Õæ
�

�®�K Yg. ñK
 , 0 < ε É¿ Ég.

@ 	áÓ , é 	K


@ 	�Q 	® 	JË .  Qå��Ë @ �éK
A 	®»

R(f, P )−R(f, P ) ≤ ε.
�ð ∫ b

a
f ≤ R(f, P ) 	à


@ AÖß. . �é �®K. A�Ë@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ���®m�'
 Õæ
�

�®�K Yg. ñK
 , �I�. �JÓ ù

	®J
» 0 < ε Ég.


@ 	áÓ , 	YKY 	J«

: úÎ« É�m� 	' ©Òm.Ì'AJ. 	̄ R(f, P ) ≤ ∫ b
a
f

∫ b
a
f +R(f, P ) ≤ ∫ b

a
f +R(f, P )

: é 	JÓð

0 ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f ≤ R(f, P )−R(f, P ) ≤ ε.

. [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f 	à

@ ø



@ , ∫ b

a
f =

∫ b
a
f 	à


@ øQ	K ù


	®J
» ε 	à

@ PAJ. �J«B @ 	á�
ªK. A 	K 	Y 	g


@ @ 	X @ð

. 	àAÖß
P I. �k �éËñÒºË@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ AÒêÓ A 	®� �éJ
Ë @ñÖÏ @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ ÐY�®�K

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P R 	áÓ [a, b] �@Q��Ó ÈAm.× úÎ« QÒ�J�Ó ©K. A�K É¿ •− �é 	JëQ�.Ó 12.1.3
�HAJ. �KB @

QÒ�J�Ó ( 	áK
Aë �é 	JëQ�.Ó) �é 	̄ðQªÓ �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð 	à 	X@ é 	K @ . [a, b] �@Q��ÖÏ @ ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @QÒ�J�Ó AªK. A�K f 	áºJ
Ë
Ég.


A 	K , AÓAÖ �ß I. k. ñÓ ù


�®J
�®k XY« γ �ð ù¢ªÓ 0 < ε Ég.

@ 	áÓ , ú
ÍA�JËAK. ð . ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK.

: �IJ
m�'. 0 < α Yg. ñK
 , ��kB �I�̄ð úÍ@ èYK
Ym��'

|f(x)− f(x′)| ≤ γε, ∀x, x′ ∈ [a, b] ∧ |x− x′| ≤ α.
f 	à


@ AÖß. . P ©¢�̄ 	áÓ [xi−1, xi]

�éª¢�̄ Q�. �Jª 	JËð α ≥ δP é¢J
�ð [a, b] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P AëY	J« 	áºJ
Ë
Yg. ñK
 é 	K


@ ø



@ ; �éª¢�®Ë@ è 	Yë úÎ« Mi úÎ«


B@ð mi ú	GX


B@ éK
Yg ¼PYK
 é 	KA

	̄ �éª¢�®Ë@ è 	Yë úÎ« QÒ�J�Ó
A 	JK
YÊ 	̄

α ≥ |ξi − ηi| 	à

@ AÖß.ð Mi = f(ηi) �ð mi = f(ξi) �IJ
m�'. [xi−1, xi] 	áÓ ηi

�ð ξi
	à@XY«

: ú
ÍA�JËAK. ð n , . . . , 1 = i É¿ Ég.

@ 	áÓ iJ
m�� @ 	Yëð γε ≥Mi −mi

R(f, P )−R(f, P ) =
n∑

i=1

(Mi −mi)δxi ≤ γε.

: A 	JK
YË iJ.�J
 	̄
γ = 1

b−a A 	K 	Y 	g

@ @ 	X @ð

R(f, P )−R(f, P ) ≤ ε.
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. 11.1.3 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË f �éÊK. A�̄ �IJ. ��K
 @ 	Yëð
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	á�j�J��
ð 	áºÖß
 éÊÓA¾�K I. �mÌ'ð ÈñÒ» 	àAÖß
P AÓ ©K. A�K 	à

@ �IJ. �� 	K ú
¾Ë •− �é 	¢kCÓ 13.1.3

	á�
J. �� 	K ú �ækð . [a, b] �HAÒJ
��®�K ©J
Òm.Ì Pa,b �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ é�J 	JÓ ð

@ YªÊË ÉK. A�̄ 	á�
ªÓ Z 	Qk. , ¡�® 	̄ , Ð@Y 	j�J�@

: �IJ
m�'. ð AJ
î �D 	JÓ ð

@ YªÊË CK. A�̄ Pa,b 	áÓ @Z 	Qk. P ′a,b

	Y 	g

A 	K QÓ


B@ @ 	Yë

sup
P∈P′a,b

R(f, P ) = inf
P∈P′a,b

R(f, P ).

: 	à

@ 2.3 �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	áÓð 	à


@ úÎ«


B@ YmÌ'@ð ú 	GX


B@ YmÌ'@ �@ñ 	k 	áÓ i. �J 	�K
 , 	YKY 	J«

sup
P∈P′a,b

R(f, P ) ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f ≤ inf
P∈P′a,b

R(f, P )

ÈAj. ÖÏ @ úÎ« f ©K. A�JÊË 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	à

@ð 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄ f ©K. A�JË @ 	à


@ ø



@ , ∫ b

a
f =

∫ b
a
f é 	JÓð

. inf
P∈P′a,b

R(f, P ) �ð sup
P∈P′a,b

R(f, P ) �Ë�
�é»Q�� ��ÖÏ @ �éÒJ
�®Ë @ ñë [a, b]

	à 	X@ é 	K @ . [0, b] úÎ« QÒ�J�Ó f(x) = x2 	à

AK. (0 < b) [0, b] úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ •− ÈA�JÓ 14.1.3

f 	à

@ úÎ« �èQå��AJ.Ó 	àAëQ�. ÊË 13.1.3 �é 	¢kCÖÏ @ Ð@Y 	j�J�@ A 	J 	JºÖß
 . ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄

: É¾ ��Ë@ 	áÓ �HAÒJ
��®�JË @ 	à 	X@ Q�. �Jª 	JË . éÊÓA¾�K H. A�mÌ'ð �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄

N? 3 n ©Ó Pn = {0, bn , 2b
n , . . . ,

bn
n }
: AêË �é�® 	̄ @ñÖÏ @ 	àAÖß
P ©J
ÓAm.× I. �Jº	JËð

R(f, Pn) =
n∑

i=1

b

n

(
(i− 1)

b

n

)2

=
b3

n3

n−1∑

i=1

i2

=
b3

n3

1
6
(n− 1)n(2n− 1)

=
b3

3

(
1− 1

n

)(
1− 1

2n

)
≤

∫ b

0

f.

: +∞ ñm� 	' Èð ñK
 n Éªm.�'. , A 	JK
YÊ 	̄ N? 3 n É¿ Ég.

@ 	áÓ �éjJ
m�� �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë 	à


@ AÖß.ð

b3

3
≤

∫ b

0

f =
∫ b

0

x2.

: úÎ« Èñ�mÌ'@ AîD� 	® 	K �é�®K
Q¢ËAK. 	áºÖß
ð

R(f, Pn) =
n∑

i=1

b

n

(
i
b

n

)2

=
b3

n3

n∑

i=1

i2

=
b3

3

(
1 +

1
n

)(
1 +

1
2n

)
≥

∫ b

0

f.

: A 	JK
YÊ 	̄ ∫ b
0
x2 ≤ ∫ b

0
x2 	à


@ AÖß.ð . b3

3 ≥
∫ b

0
x2 é 	JÓð

b3

3 ≤
∫ b

0
x2 ≤ ∫ b

0
x2 ≤ b3

3 ·

úÎ« éÊÓA¾�Kð [0, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f(x) = x2 ©K. A�JË @ 	à

@ ø



@ , ∫ b

0
x2 =

∫ b
0
x2 = b3

3
	à

@ �IJ. ��K
 @ 	Yë

· b33 ø
 ðA��
 ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë

Ég.

@ 	áÓ g(x) = 1 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ð , x = 1 �é¢�® 	JË @ Y 	J« ©¢�®�JÖÏ @ , g ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	JË •− ÈA�JÓ 15.1.3

úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P g ©K. A�JË @ 	à

@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ ñë A 	J 	̄ Yë . 2 ≥ x > 1 Ég.


@ 	áÓ g(x) = 2 �ð 1 ≥ x ≥ 0

Pν = {0, 1− ν, 1 + ν, 2} Õæ
�
�®�JË @ Q�. �Jª 	Kð 1 > ν > 0 ©Ó AJ
�®J
�®k @XY« ν

	Y 	g

A 	K 	�Q 	ªË@ @ 	YêË . [0, 2]
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, m1 = 1 A 	JK
YË . I3 = [1 + ν, 2] , I2 = [1− ν, 1 + ν] , I1 = [0, 1− ν] 	à 	X@ ù
 ë éª¢�̄ ø

	YË@

: ú
ÍA�JËAK. ð M3 = 2 , m3 = 2 ; M2 = 2 , m2 = 1 ; M1 = 1

R(g, Pν) = 1(1− ν) + 1(1 + ν − 1 + ν) + 2(2− 1− ν) = 3− ν,
R(g, Pν) = (1− ν) + 2(2ν) + 2(1− ν) = 3 + ν.

�IJ
m�'. ν A 	K 	Y 	g

@ @ 	X @ é 	K


@ ��J.� AÜØ i. �J 	�K
 . 0 < ε 	à

�
B@ 	áºJ
Ë . R(g, Pν)−R(g, Pν) = 2ν é 	JÓð

I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄ g ©K. A�JË @ 	à

@ ø



@ , R(g, Pν)−R(g, Pν) ≤ ε A 	JK
YË 	àñºK
 0 < ν < min{1, ε2}

: A 	JK
YË , @ 	Yë úÎ« �èðC« . 	àAÖß
P

R(g, Pν) = 3− ν ≤
∫ 2

0

g ≤
∫ 2

0

g ≤ R(g, Pν) = 3 + ν.

: AJ
 	KYÊ 	̄ ]0, 1[ 	áÓ ù

	®J
» ν 	à


@ AÖß.ð

3 ≤
∫ 2

0

g ≤
∫ 2

0

g ≤ 3.

¨ñÒj. ÖÏ �éK
XYªË@ �éÒJ
�®Ë@ ù
 ë 3 �ð .
∫ 2

0
g = 3 é 	JÓð

. É¾ ��Ë@ ú

	̄ 	áK
QëA 	¢Ë@ 	á�
ÊJ
¢���ÖÏ @ ú


�ækA�Ó

-

6

¾

0 1 2 x

1

2

y

g

, øQ 	k

@ �éÒJ
�®K. x = 1 �é¢�® 	JË @ Y 	J« g ©K. A�JË @ �éÒJ
�̄ ÈYJ. ����� ñË �HYm�'
 @ 	XAÓ øQ�K •− �é 	¢kCÓ 16.1.3

@Y« [0, 2] ÈAj. ÖÏ @ 	áÓ �é¢�® 	K É¿ Y	J« g ø
 ðA��
 g̃ ©K. A�JË @
	YKY 	J« . g̃ �K.� YK
Ym.Ì'@ ©K. A�JË @ úÍ@ Q�
 �� 	�Ë ? C�JÓ 10

iJ.�J
 	̄
M2 @Y«AÓ ñë AÒ» ù�®J. K
 Zú
æ

�� É¿ 	à

@ øQ	K Õæ
�

�®�JË @ � 	® 	K PAJ. �J«AK. g̃(1) = 10 �IJ
k x = 1 Y	J«
: 	à


AK. ù¢ªJ
 	̄

R(g̃, ν) A�Ó

@ . R(g̃, Pν) = 3− ν ú
ÍA�JËAK. ð 10 ø
 ðA��


R(g̃, Pν) = 1− ν + 10(2ν) + 2(1− ν) = 17ν.

	Y 	g

A 	K 	à


@ , ù¢ªÓ 0 < ε Ég.


@ 	áÓ , 	à 	X@ ù


	®ºK
 . R(g̃, Pν)−R(g̃, Pν) = 18ν 	à 	X@
	àAÖß
P g̃ YK
Ym.Ì'@ ©K. A�JË @ 	à


@ ø



@ . R(g̃, Pν)−R(g̃, Pν) ≤ ε A 	JK
YË 	àñºK
 ú
¾Ë 0 < ν < min{1, ε18}

: 	à

@ AÖß.ð [0, 2] úÎ« A 	��



@ ÈñÒ»

3− ν ≤ ∫ 2

0
g̃ ≤ ∫ 2

0
g̃ ≤ 3 + 17ν

: 	àA
	̄ ù


	®J
» ]0, 1[3 ν Ég.

@ 	áÓ

3 ≤ ∫ 2

0
g̃ ≤ ∫ 2

0
g̃ ≤ 3

∫ 2

0
g̃ =

∫ 2

0
g̃ = 3. 	à 	X@

ð

@ , [0, 2] 	áÓ �é¢�® 	K ø



@ Y 	J« �éÓA« �é 	®��. ð) 1 Y	J« g ©K. A�JË @ �éÒJ
�̄ Q���
 	ª�JK. Q���
 	ª�JK
 B 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	à


@ ø



@

.(ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë ¡�® 	K 	áÓ é�J 	JÓ XY« Y	J«
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Õæ
�
�®�K Yg. ð @ 	X@ [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« ú
k. PX é 	K @ f ù


�®J
�®k ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 17.1.3
�HBAj. ÖÏ @ úÎ« A�JK. A�K f ©K. A�JË @ 	àñºK
 �IJ
m�'. ( f �K.�

�� 	̄QÓ Õæ
�
�®�K é 	K @ 	àñ�® 	K) [a, b] �Ë� P = {x0, . . . , xk}

xk , . . . , x0 ¡�®	JË @ Y 	J« ©K. A�JË @ Aë 	Y 	g

AK
 ú


�æË@ Õæ

�®Ë @ A�Ó


@ . k , . . . , 1 = i Ég.


@ 	áÓ ]xi−1, xi[

�ékñ�J 	®ÖÏ @
. [a, b] úÎ« f ÉÓA¾�K úÍ@

�éJ.� 	�ËAK. �éÒêÓ Q�
 	« Aî 	E @
	X @ ; AÓAÖ �ß �éJ
 	®J
» 	àñº�K 	à


@ 	áºÒJ
 	̄
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ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P = {x0, . . . , xk} 	áºJ
Ëð [a, b] úÎ« AJ
k. PX AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	¢kCÓ 18.1.3
: �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ �HAJ. �K @

	YKY 	J« 	áºÖß
 . f ©K. A�JË AK. A �® 	̄QÓ [a, b]

: A 	JK
YÊ 	̄ ]xi−1, xi[ ÈAj. ÖÏ @ ú

	̄
f

�éÒJ
�̄ úÍ@ λi �K.� A 	KQå��

@ @ 	X @ð [a, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f ú
k. PYË@ ©K. A�JË @

∫ b

a

f =
k∑

i=1

λi(xi − xi−1)

�èPAÖÏ @ �éK
XñÒªË@ �HAÒJ
�®�J�ÖÏ @ð É�@ñ 	®Ë@ Pñm×ð f 	àAJ
�. K. �èXðYjÖÏ @ �HCJ
¢���ÖÏ @ �HAgA�Ó ¨ñÒm.× ñëð
. xk , . . . , x0 ¡�®	JËAK.

ÉÓA¾�JË @ �éJ
¢ 	k 2.3

	àA
	̄ A�JK. A�K AJ
 �®J
�®k @XY« λ 	àA¿ð [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ •−

�é 	JëQ�.Ó 1.2.3

A 	JK
YËð [a, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P λf

∫ b

a

λf = λ

∫ b

a

f.

�HAJ. �KB @

: �IJ
m�'. [a, b] ÈAj. ÒÊË P Õæ
�
�®�K Xñk. ð BñÒ» 	àAÖß
P f 	àñ» 	áÓ i. �J 	�K
 . 0 < ε 	áºJ
Ë∫ b

a

f − ε ≤ R(f, P ) ∧ R(f, P ) ≤
∫ b

a

f + ε

YmÌ'@ð úÎ«

B@ YmÌ'@ �@ñ 	k 	áÓð úÎ 	®�Ë@ð AJ
ÊªË@ ©J
ÓAj. ÖÏ @ ù


	®K
Qª�K 	áÓ �èQå��AJ.Ó , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ , i. �J 	�K
ð

: P Õæ
�
�®�K É¿ Ég.


@ 	áÓ , A 	JK
YË , AJ.k. ñÓ λ 	àA¿ @ 	X @ , é 	K


@ ú 	GX


B@

R(λf, P ) = λR(f, P ) ∧ R(λf, P ) = λR(f, P ).

: èC«

@ P Õæ
�

�®�JË @ Ég.

@ 	áÓ , é 	JÓð

λ

∫ b

a

f − λε ≤ R(λf, P ) ≤
∫ b

a

λf ∧
∫ b

a

λf ≤ R(λf, P ) ≤ λ
∫ b

a

f + λε

: éJ
Ê«ð

λ

∫ b

a

f − λε ≤
∫ b

a

λf ≤
∫ b

a

λf ≤ λ
∫ b

a

f + λε.

: 	àA
	̄ ù


	®J
» 0 < ε 	à

@ AÖß.ð

λ

∫ b

a

f ≤
∫ b

a

λf ≤
∫ b

a

λf ≤ λ
∫ b

a

f (3.3)

λ
�éËAg ú


	̄ A�Ó

@ . I. k. ñÓ λ

�éËAg ú

	̄ �èñk. QÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ ù
 ëð λ

∫ b
a
f =

∫ b
a
λf =

∫ b
a
λf = λ

∫ b
a
f 	à


@ ø



@

: A 	JK
YÊ 	̄ I. ËA�
R(λf, P ) = λR(f, P ) ∧ R(λf, P ) = λR(f, P ).

�ð λ
∫ b
a
f + λε ≤ λR(f, P ) = R(λf, P ) ≤ ∫ b

a
λf é 	JÓð

∫ b
a
λf ≤ R(λf, P ) = R(f, P ) ≤ λ ∫ b

a
f − λε

: éJ
Ê«ð

λ

∫ b

a

f + λε ≤
∫ b

a

λf ≤
∫ b

a

λf ≤ λ
∫ b

a

f − λε.
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λ
�éËAg ú


	̄ Aî 	EAëQK. X@QÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ ø


@ (3.3) �é�̄CªË@ úÎ« A 	��



@ É�m� 	' Q 	®�Ë@ úÍ@ Èð ñK
 0 < ε Éªm.�'. ð

. I. ËA�
. �éj. J
�� 	JË @ é 	JÓð ∫ b

a
0f =

∫ b
a

0 = 0 · (b− a) = 0 	à

@ ÈA�JÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�K
 , λ = 0 �éËAg ú


	̄ @Q�
 	g

@ð

©K. A�JË @ 	àñºK
 	YKY 	J« . [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 	á�
ËñÒ» 	àAÖß
P 	á�
ªK. A�K f2
�ð f1 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 2.2.3

A 	JK
YËð [a, b] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f1 + f2∫ b

a

(f1 + f2) =
∫ b

a

f1 +
∫ b

a

f2.

�HAJ. �KB @

ú
Î
	®� 	àAÖß
P ÉÓA¾�Kð ø
 ñÊ« 	àAÖß
P ÉÓA¾�JK. ©�JÒ�JK
 	à 	X@ é 	K @ . XðYm× f1 + f2

	àA
	̄ 	áK
XðYm× f2

�ð f1
	à

@ AÖß.

: A 	JK
YËð
∫ b

a

(f1 + f2) ≤
∫ b

a

(f1 + f2).

[a, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f1
	à

@ AÖß. .0 < ε 	áºJ
Ë . ú
Î

	®�Ë@ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K ø
 ðA��
 ø
 ñÊªË@ ÉÓA¾�JË @ 	à

@ �IJ. �� 	JË

�IJ
m�'. P ′1 Õæ
�
�®�K Yg. ñJ
 	̄

∫ b

a

f1 − 1
2
ε < R(f1, P ′1)

�IJ
m�'. P ′′1 Õæ
�
�®�K Yg. ñK
ð

R(f1, P ′′1 ) <
∫ b

a

f1 +
1
2
ε.

Yg@ð 	à
�
@ ú


	̄ A 	JK
YË P1 = P ′1 ∪ P ′′1 Õæ
�
�®�JË @ Ég.


@ 	áÓ

∫ b

a

f1 − 1
2
ε ≤ R(f1, P1) ∧ R(f1, P1) ≤

∫ b

a

f1 +
1
2
ε.

: �IJ
m�'. P2 Õæ
�
�®�K Xñk. ð �éÊÓA¾ÒÊË f2 �éJ
ÊK. A�̄ 	áÓ i. �J 	�K
 ½Ë 	Y»ð

∫ b

a

f2 − 1
2
ε < R(f2, P2) ∧ R(f2, P2) <

∫ b

a

f2 +
1
2
ε.

: �I�̄ñË@ � 	® 	K ú

	̄ A 	JK
YË , P = P1 ∪ P2 Õæ
�

�®�JË @ Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J«

∫ b

a

f1 − 1
2
ε ≤ R(f1, P ) ∧ R(f1, P ) ≤

∫ b

a

f1 +
1
2
ε.

�ð
∫ b

a

f2 − 1
2
ε < R(f2, P ) ∧ R(f2, P ) <

∫ b

a

f2 +
1
2
ε

: Ym.�
	' ©Òm.Ì'AK. ð

∫ b

a

f1 +
∫ b

a

f2 − ε ≤ R(f1, P ) +R(f2, P ) ≤ R(f1, P ) +R(f2, P ) (4.3)

≤
∫ b

a

f1 +
∫ b

a

f2 + ε

: 	PñÓQË@ XPñ	JËð P Õæ
�
�®�JË @ 	áÓ BAm.× Ii

.= [xi−1, xi] 	à
�
B@ 	áºJ
Ë
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m′
i = inf

Ii

f1, M ′
i = sup

Ii

f1, m′′
i = inf

Ii

f2, M ′′
i = sup

Ii

f2.

: A 	JK
YÊ 	̄
Ii 3 x 	àA¿ AÒêÓ f1(x) + f2(x) ≤M ′

i +M ′′
i

�ð m′
i +m′′

i ≤ f1(x) + f2(x) 	à

@ AÖß.

R(f1, P ) +R(f2, P ) ≤ R(f1 + f2, P ) ≤ R(f1 + f2, P ) ≤ R(f1, P ) +R(f2, P ).

: 	à

@ (4.3) �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	áÓð @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


∫ b

a

f1 +
∫ b

a

f2 − ε ≤ R(f1 + f2, P ) ≤
∫ b

a

(f1 + f2)

≤
∫ b

a

(f1 + f2)

≤ R(f1 + f2, P ) ≤
∫ b

a

f1 +
∫ b

a

f2 + ε

: A 	JK
YËð [a, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f1 + f2
	à 	X@ . 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ @ 	Yëð

∫ b

a

(f1 + f2) =
∫ b

a

f1 +
∫ b

a

f2.

�éÊÓA¾ÒÊË �éÊK. A �®Ë @ð �èXðYjÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.× 	à

@ 2.2.3 �ð 1.2.3 	àA�J 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	æª�K •− �é 	¢kCÓ 3.2.3

AJ
K 	Qk. AJ
«Aª �� ZA 	� 	̄ É¾ ���� , ù

�®J
�®k XYªK. ©K. A�K H. Qå	��. ð 	á�
ªK. A�K ©Òm.�'.

�èXð 	QÖÏ @ , [a, b] úÎ« 	àAÖß
P �éJ.�k
ù
 ¢ 	k ��J
J.¢�� 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	à


@ð [a, b] úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ ©J
Òm.Ì ù


�®J
�®mÌ'@ ú
«Aª ��Ë@ ZA 	� 	®Ë@ 	áÓ
.R ú


	̄ ú

G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë@ @ 	YêË

�éÊÓA¾ÖÏ @ ÈAm.× 3.3

�IJ
m�'. AJ
 �®J
�®k @XY« c 	àA¿ð [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 1.3.3

A 	JK
YËð [c, b] �ð [a, c] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f 	àA
	̄
b > c > a

∫ b

a

f =
∫ c

a

f +
∫ b

c

f.

�HAJ. �KB @
�IJ
m�'. [a, b] ÈAj. ÒÊË P Õæ
�

�®�K Yg. ñK
 . 0 < ε 	áºJ
Ë∫ b

a

f − ε < R(f, P ) ∧ R(f, P ) <
∫ b

a

f + ε. (5.3)

ù�®J. �K (5.3) 	à

B ½Ë 	X P Õæ
�

�®�JË @ 	áÓ �é¢�® 	K c 	�Q 	®K. 	àAëQ�. Ë @ �éJ
ÓñÔ« 	áÓ Zú
æ
�� ø



@ Y�® 	® 	K B A 	J 	K @ �Õç�'

©Ó [c, b] �ð [a, c] 	á�
ËAj. ÖÏ @ 	YKYªK. Q�. �Jª 	JË . P ∪ {c} ñë é 	JÓ ��X

@ Õæ
�

�®�JK. P A 	J 	�ñ« @ 	X@
�éjJ
m��

�ð R1(f, P1) �K.� Q�
 �� 	�Ëð . P2 = P ∩ [c, b] �ð P1 = P ∩ [a, c] 	à

AK. 	á�
 	̄QªÖÏ @ P2

�ð P1
	á�
ÒJ
��®�JË @

. P2 úÍ@
�éJ.�	� ½Ë 	Y» Éª 	® 	Kð P1 �Ë� 	á�
�® 	̄ @ñÖÏ @ f ©K. A�JÊË úÎ«


B@ð É 	®�


B@ 	àAÖß
P ú
«ñÒm.× úÍ@ R1(f, P1)

: 	à

@ P2

�ð P1 ZA ��	� @
�é�®K
Q£ 	áÓ i. �J 	�K


R(f, P ) = R1(f, P1) +R2(f, P2) ∧ R(f, P ) = R1(f, P1) +R2(f, P2)

: úÎ« É�m� 	' (5.3) 	á�
�J 	�K
AJ. �JÖÏ @ð 	á�
�K @ðA�ÖÏ @ 	á�
�KAë Ð@Y 	j�J�AK.∫ b

a

f − ε ≤ R1(f, P1) +R2(f, P2) ≤
∫ c

a

f +
∫ b

c

f
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�ð
∫ c

a

f +
∫ b

c

f ≤ R1(f, P1) +R2(f, P2) <
∫ b

a

f + ε.

	àA
	̄ ù


	®J
» ε 	à

@ AÖß.ð

∫ b

a

f ≤
∫ c

a

f +
∫ b

c

f ≤
∫ c

a

f +
∫ b

c

f ≤
∫ b

a

f,

	à 	X@
∫ b

a

f =
∫ c

a

f +
∫ b

c

f =
∫ c

a

f +
∫ b

c

f.

�ð ∫ c
a
f =

∫ c
a
f 	à


@ Ð 	QÊ�J��� �é�®K. A�Ë@ �è @ðA�ÖÏ @ 	àA

	̄ , ∫ b
c
f ≤ ∫ b

c
f @ 	Y»ð , ∫ c

a
f ≤ ∫ c

a
f 	à


@ AÖß.ð

. ∫ b
a
f =

∫ c
a
f +

∫ b
c
f 	à@ �Õç�' , [c, b] úÎ«ð [a, c] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f 	à


@ ø



@ , ∫ b

c
f =

∫ b
c
f

�éª¢�̄ �éK


@ úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P é 	KA

	̄ [a, b] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ •−
�éÓ 	PB 2.3.3

. [a, b] ⊃ [c, d]

: �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ ù
 ¢ª	K 1.3.3 �é 	JëQ�.ÒÊË �º«ð

. ]a, b[ hñ�J 	®ÖÏ @ ÈAj. ÖÏ @ 	áÓ �é¢�® 	K c 	áº�JËð @XðYm×ð A�®Ê 	ªÓ BAm.× R 	áÓ [a, b] 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 3.3.3

úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P ñê 	̄ [c, b] úÎ«ð [a, c] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P , [a, b] úÎ« 	¬QªÖÏ @ , f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @
. [a, b]
�HAJ. �KB @

�IJ
m�'. [c, b] ÈAj. ÒÊË P2 Õæ
�
�®�Kð [a, c] ÈAj. ÒÊË P1 Õæ
�

�®�K Yg. ñK
 . 0 < ε 	áºJ
Ë∫ c

a

f − ε < R1(f, P1) ∧ R1(f, P1) <
∫ c

a

f + ε (6.3)

�ð
∫ b

c

f − ε < R2(f, P2) ∧ R2(f, P2) <
∫ b

c

f + ε. (7.3)

P
.= P1 ∪ P2 Õæ
�

�®�JË @ 	YJ 	�J
k Q�. �Jª 	JË . [c, b] �éª¢�®Ë@ úÎ« 2 ÉJ
ËYË@ð [a, c] �éª¢�®Ë@ úÎ« 1 ÉJ
ËYË@ ÈYK

:( èC«


@ 	àAëQ�. Ë @ ú


	̄ ÈAmÌ'@ ñë AÒ») A 	JK
YË . [a, b] ÈAj. ÒÊË

R(f, P ) = R1(f, P1) +R2(f, P2) ∧ R(f, P ) = R1(f, P1) +R2(f, P2)

: (7.3) �ð (6.3) 	áÓð é 	JÓð
∫ c

a

f +
∫ b

c

f − 2ε ≤
∫ b

a

f �ð
∫ b

a

f ≤ R(f, P ) ≤
∫ c

a

f +
∫ b

c

f + 2ε.

A 	JK
YË i. �J 	�J
 	̄ ù

	®J
» 0 < ε 	à


@ AÖß.ð

∫ c

a

f +
∫ b

c

f ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f ≤
∫ c

a

f +
∫ b

c

f.

. H. ñÊ¢ÖÏ @ é 	JÓð
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�IJ
k �éËAmÌ'@ PAJ. �J«@ @YJ
 	®Ó 	àñºK
 Y�̄ð ; b > a 	à

@ ©J.� AÓ É¿ ú


	̄ A 	KQ�. �J«@ Y�®Ë •− �é 	¢kCÓ 4.3.3

: A 	®K
Qª�K AëY	J« © 	�	J 	̄ , b < a

∫ b
a
f = − ∫ a

b
f =

∫ a
b

(−f),

A 	JK
YË a = b 	àA¿ @ 	X @ . [b, a] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« (−f) ÉÓA¾�K A 	®K
Qª�K ñë ( b < a
�éËAg ú


	̄ ) ∫ b
a
f XYªË@ 	à


@ ø



@

.
∫ a
a
f = 0 é 	JÓð 2

∫ b
a
f = 0 	à


@ ø



@ , ∫ b

a
f = − ∫ a

b
f
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ú

�æË@ XñJ
�®ËAK. ��Êª�J�K 	àAÖß
P ÉÓA¾�K �@ñ 	k 	�ªK. ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ ÐY�® 	K •− 	àAÖß
P ÉÓA¾�K �éJ
K. Am.�'
 @ 5.3.3

. �éÊÓA¾ÖÏ @ YJ
�̄ ©K. @ñ�JË @ AêË ¨Y	m��'

[a, b] úÎ« 0 ≤ f 	àA¿ð b > a ©Ó [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f ©J. �JË @ 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 6.3.3

. 0 ≤ ∫ b
a
f 	àA

	̄
�HAJ. �KB @

: ú
ÍA�JËAK. ð [a, b] ÈAj. ÒÊË P0 Õæ
�
�®�K É¿ Ég.


@ 	áÓ 0 ≤ R(f, P0) 	àA

	̄ 0 ≤ f 	à

@ AÖß.

0 ≤ R(f, P0) ≤ sup
P∈Pa,b

R(f, P ) =
∫ b

a

f.

: A 	JK
YË é 	K A
	̄ ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« 0 ≤ f 	àA¿ð [a, b] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ •−

�éÓ 	PB 7.3.3

. b > d > c > a ©Ó d �ð c 	àA¿ AÒêÓ
∫ d

c

f ≤
∫ b

a

f

�HAJ. �KB @

I. �Jº	K 	à

@ A 	J 	JºÖß
 1.3.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ úÎ« @XAÒ�J«@∫ b

a

f =
∫ c

a

f +
∫ d

c

f +
∫ b

d

f

ú

	̄ �èXP@ñË@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ é 	JÓð , 6.3.3 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , 	á�
J. Ë A� Q�
 	« ∫ b

d
f �ð ∫ c

a
f 	á�
ÊÓA¾�JË @ 	àA

	̄ 0 ≤ f 	à

@ AÖß.ð

. �éÓ 	PC
�
Ë@

é 	KA
	̄ ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« f ≤ g 	àA¿ð [a, b] úÎ« 	á�
ËñÒ» 	àAÖß
P 	á�
ªK. A�K g �ð f 	àA¿ @ 	X @ •−

�éÓ 	PB 8.3.3
: A 	JK
YË

∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g.

�HAJ. �KB @

. 	àAÖß
P ÉÓA¾�K �éJ
¢ 	k 	áÓð h = g − f ©K. A�JË @ úÎ« 6.3.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J
J.¢�� 	áÓ �èQå��AJ.Ó �éÓ 	PC
�
Ë@ è 	Yë i. �J 	��K

	á�
ËñÒ» 	àAÖß
P fg �ð g 	àñºK
 �IJ
m�'. ð [a, b] úÎ« 	àA 	̄QªÓ 	àAªK. A�K g �ð f 	à

@ 	�Q 	® 	JË •− �éÓ 	PB 9.3.3

: A 	JK
YË 	YKY 	J« . 0 ≤ g 	à

@ð m ≤ f ≤M �IJ
m�'. M �ð m 	àA�JK. A�K Yg. ñK
 é 	K


@ A 	��



@ 	�Q 	® 	JË . [a, b] úÎ«

m

∫ b

a

g ≤
∫ b

a

fg ≤M
∫ b

a

g.

: �IJ
m�'. [a, b] 3 c XY« Yg. ñJ
 	̄ [a, b] úÎ« @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ð
.(Èð


B@ ¡�ñ�JÖÏ @ Pñ�J�X)

∫ b

a

fg = f(c)
∫ b

a

g

�HAJ. �KB @

.mg ≤ fg �ð fg ≤Mg �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ úÎ« 7.3.3 �éÓ 	PC
�
Ë@ ��J
J.¢��K. �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë �HAJ. �K @ 	áºÖß


��J.¢	� �Õç�' [a, b] úÎ« é�KðP 	X M �ð f 	�J
 	�k ø
 ðA��
 m
	Y 	g


@ A 	J 	JºÖß
 , [a, b] úÎ« QÒ�J�Ó f �éËAg ú


	̄
. �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	̄ XP@ñË@ Pñ�J�YË@ ���®m��' �é¢�® 	K XAm.�'
B ù¢�ñË@ Õæ

�®Ë@ �é 	JëQ�.Ó

I. »QÓ ©K. A�K ÉÓA¾�K 4.3



40 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 3 É� 	®Ë@

M > m ©Ó M �ð m 	áK
XYªËAK. [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @XðYm× AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.4.3

h = g ◦ f ©K. A�JË @ 	àñºK
 [m,M ] úÎ« QÒ�J�Ó g ©K. A�K É¿ Ég.

@ 	áÓ 	YKY 	J« . [a, b] úÎ« �éÊÓA¾ÒÊË CK. A�̄ð

. [a, b] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
Pð A 	̄QªÓ
�HAJ. �KB @

. [a, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P é 	K

@ �IJ. �� 	JË . [m,M ] úÎ« XðYm× g 	à


B [a, b] úÎ« XðYm×ð 	¬QªÓ h 	à


@ l� 	�@ð

�IJ
m�'. 0 < α XY« Yg. ñJ
 	̄ [m,M ] úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. QÒ�J�Ó g 	à

@ AÖß.

. α ≥ |s− t| ©Ó [m,M ] 3 t , s 	àA¿ AÒêÓ ε ≥ |g(s)− g(t)| �ð ε ≥ α
�IJ
m�'. ÈAj. ÖÏ @ @ 	YêË P = {x1, . . . , xn} Õæ
�

�®�K Yg. ñJ
 	̄ [a, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f 	à

@ AÖß.ð

R(f, P )−R(f, P ) ≤ α2.

úÎ« úÎ«

B@ð ú 	GX


B@ (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« h ) f ø
 Yg úÍ@ (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« M ′

i
�ð m′

i �K.�) Mi
�ð mi �K.� 	QÓQ 	�Ë

i 	àñºK
 : B �ð A 	á�
�JJ 	̄ úÍ@ n , . . . , 1 �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«

B@ Õæ��® 	JËð . P ©¢�̄ 	áÓ [xi−1, xi]

�éª¢�®Ë@
	à
�
B@ 	áºJ
Ë .Mi −mi > α 	àA¿ @ 	X @ B úÍ@ AJ
Ò�J 	JÓ 	àñºK
ð Mi −mi ≤ α 	àA¿ @ 	X @ A úÍ@ AJ
Ò�J 	JÓ

[xi−1, xi] 	áÓ x′′i
�ð x′i 	áK
XY« Xñk. ð ú	GYË@ð úÎ«


B@ 	áK
YjÊË 	á�
�K 	Q�
ÒÖÏ @ 	á�
�J�
�A	mÌ'@ 	áÓ i. �J 	�K
 . 0 < ε1

�IJ
m�'.
h(x′′i ) < m′

i + 1
2ε1

�ð M ′
i − 1

2ε1 < h(x′i)
é 	JÓð

M ′
i −m′

i < h(x′i)− h(x′′i ) + ε1.

ú
ÍA�JËAK. ð |f(x′i)− f(x′′i )| ≤Mi −mi ≤ α A 	JK
YË , A 3 i Ég.

@ 	áÓ , 	áºË

M ′
i −m′

i ≤ h(x′i)− h(x′′i ) + ε1 = g(f(x′i))− g(f(x′′i )) + ε1 ≤ ε+ ε1.

. A 3 i 	àA¿ AÒêÓ M ′
i −m′

i ≤ ε A 	JK
YÊ 	̄ ù

	®J
» ε1

	à

@ AÖß.ð

	à@ �Õç�' [m,M ] úÎ« |g| �èðP 	X ù
 ë K �IJ
k , M ′
i −m′

i ≤ 2K A 	JK
YÊ 	̄
B 3 i Ég.


@ 	áÓ A�Ó


@

α
∑
i∈B

δxi <
∑
i∈B

(Mi −mi)δxi ≤
n∑
i=1

(Mi −mi)δxi ≤ α2

	YKY 	J«ð ∑
i∈B

δxi ≤ α 	à 	X@

R(h, P )−R(h, P ) =
∑

i∈A
(M ′

i −m′
i)δxi +

∑

i∈B
(M ′

i −m′
i)δxi

≤ ε(b− a) + 2K
∑

i∈B
δxi ≤ ε(b− a) + 2Kα

≤ ε(b− a+K)

. [a, b] úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË h �éJ
ÊK. A�̄ �IJ. ��K
 @ 	Yë . ε ≥ α A 	KPA�J 	k@ A 	J 	K

B ½Ë 	Xð

fn ©K. @ñ�JË @ 	àñº�K 	YKY 	J« . [a, b] úÎ« 	á�
ËñÒ» 	àAÖß
Pð 	á�
 	̄QªÓ 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ë •− �éÓ 	PB 2.4.3
	à@ �Õç�' , [a, b] úÎ« �éËñÒ» 	àAÖß
P fg , |f | , N? 3 n ©Ó ( n

�èñ�̄
f )

∣∣∣
∫ b

a

f
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f |.
�HAJ. �KB @

�éJ
ÊK. A�̄ 1.4.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	��J 	̄ éÊÒ»

AK. R úÎ« 	à@QÒ�J�Ó g2(x) = |x| �ð g1(x) = xn 	á�
ªK. A�JË @ 	à


@ AÖß.

. [a, b] úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË |f | �ð fn



41 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 3 É� 	®Ë@

	àA
	̄ 2.2.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k ÈñÒ» 	àAÖß
P f + g 	à


@ AÖß.ð fg = 1

2 [(f + g)2 − f2 − g2] �é�̄CªË@ A 	JK
YË
2.2.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �kð , n = 2 Ég.


@ 	áÓ ��J.� AÓ I. �k , �éËñÒ» 	àAÖß
P g2 �ð f2 �ð (f + g)2 ©K. @ñ�JË @

�éÓ 	PC
�
Ë@ 	áÓð −|f | ≤ f ≤ |f | 	áÓ i. �J 	�K
 @Q�
 	g


@ð . [a, b] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P fg ©K. A�JË @ 	àñºK
 øQ 	k


@ �èQÓ

	à

@8.3.3

.
∣∣∣
∫ b

a

f
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f | é 	JÓð
∫ b

a

(−|f |) = −
∫ b

a

|f | ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

|f |
.
∫ b
a
|f | ≤M(b− a) A 	JK
YË iJ.�J
 	̄ [a, b] úÎ« |f | ≤M 	àA¿ @ 	X @

�éJ
��
KQË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ 5.3

ÉÓA¾�Kð ��A�®�J ��B @ ú
×ñê 	®Ó ¡�. QK
 ø

	YË@ � 	Q��J
 	J�. J
Ëð 	á�KñJ
 	K Pñ�J�X � �èQ�
îD��Ë @ �é�̄CªË@ ©¢�®ÖÏ @ @ 	Yë ú


	̄ 	áëQ�. 	K
. 	àAÖß
P

©K. A�JÊË ú
Î�

@ ©K. A�K é 	K @ F ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K .R 	áÓ I ÈAm.× úÎ« A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 1.5.3

. I 3 x 	àA¿ AÒêÓ F ′(x) = f(x) A 	JK
YËð I úÎ« ��A�®�J ��C Ë CK. A�̄ð A 	̄QªÓ F 	àA¿ @ 	X @ I úÎ« f

©K. A�JÊË ú
Î�

@ ©K. A�K F (x) = x2 ú
ÍA�JËAK. ð R 	áÓ x 	àA¿ AÒêÓ (x2)′ = 2x A 	JK
YË .1 •− �éÊ�JÓ


@ 2.5.3

.R úÎ« f(x) = 2x

©K. A�JÊË ú
Î�

@ ©K. A�K Φ(x) = Arctg x ©K. A�JË A 	̄ @ 	YËð R 	áÓ x 	àA¿ AÒêÓ (Arctg )′(x) = 1

1+x2 A 	JK
YË .2

.R úÎ« ϕ(x) = 1
1+x2

ú

	̄
ψ(x) = 1

x ©K. A�JÊË ú
Î�

@ ©K. A�K Ψ(x) = Log x ©K. A�JËA 	̄ éJ
Ê«ð (Log )′(x) = 1

x A 	JK
YË R?+ ú

	̄

.3

.R?+

,QÒ�J�Ó F 	àA
	̄
I ÈAm.× úÎ« f ©K. A�JË AJ
Ê�


@ AªK. A�K F 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ l� 	�@ð .1 •− �HA 	¢kCÓ 3.5.3

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄ é 	K @
	X @

A 	JK
YË . ù¢ªÓ A�JK. A�K @XY« λ 	áºJ
Ëð I ÈAm.× úÎ« f ©K. A�JË AJ
Ê�

@ AªK. A�K F 	áºJ
Ë .2

(F + λ)′ = F ′ + λ′ = F ′

©J
Ôg. 	àA
	̄
I úÎ« f �Ë� AJ
Ê�


@ AªK. A�K F 	àA¿ @ 	X @ , 	à 	X@ . I úÎ« f ©K. A�JÊË ú
Î�


@ ©K. A�K A 	��



@ F + λ ú
ÍA�JËAK. ð

. I úÎ« f ©K. A�J
�
ÊË �éJ
Ê�


@ ©K. @ñ�K A 	��



@ ù
 ë �IK. A�K XYªK. B@ F 	á« 	Ê�J	m��' B ú


�æË@ ©K. @ñ�JË @
A 	JK
YË 	àñºJ
 	̄

I ÈAm.× úÎ« f ©K. A�JË 	á�
�J
Ê�

@ 	á�
ªK. A�K F2

�ð F1
	àA¿ @ 	X @ : �ºªË@ .3

(F1 − F2)′ = F ′1 − F ′2 = f − f = 0
. ù


	®J
» ù

�®J
�®k �IK. A�K λ ©Ó , F1 = F2 + λ 	à


@ ø



@

. �éJ
Ê�

@ ©K. @ñ�K ÉJ. �®�K 	à


@ �éª¢�®�JÖÏ @ ©K. @ñ�JÊË 	áºÖß
 @ 	YËð Aª¢�®�JÓ AÓ ©K. A�K ���J ��Ó 	àñºK
 	à


@ 	áºÖß
 é 	K


@ Q» 	Y 	JË

. 	àAÖß
P ÉÓA¾�JK. ��A�®�J ��B @ ¡�. Q�K ú

�æË@ �é�̄CªË@ ½J
Ë @

ú
Î�

@ ©K. A�JK. ©�JÒ�JK
 	àA¿ @ 	X @ . [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 4.5.3

: A 	JK
YË é 	KA
	̄ [a, b] úÎ« F

∫ b

a

f = F (b)− F (a).

�HAJ. �KB @
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úÎ« F ©K. A�JË @ úÎ« �éJ
î �D 	JÖÏ @ �H@YK
@ 	Q��Ë @ �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢��K. . [a, b] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P = {x0, . . . , xn} 	áºJ
Ë
úÎ« É�m� 	' n , . . . , 1 = i ©Ó [xi−1, xi] ©¢�®Ë@

F (xi)− F (xi−1) = F ′(ξi)δxi = f(ξi)δxi
ú
ÍA�JËAK. ð . ]xi, xx−1[ hñ�J 	®ÖÏ @ ÈAj. ÖÏ @ 	áÓ �é¢�® 	K ξi �IJ
k

F (b)− F (a) =
n∑

i=1

{F (xi)− F (xi−1)} =
n∑

i=1

F ′(ξi)δxi =
n∑

i=1

f(ξi)δi.

	à

@ AÖß.ð

R(f, P ) ≤
n∑

i=1

f(ξi)δxi ≤ R(f, P )

: [a, b] ÈAj. ÒÊË P Õæ
�
�®�JË @ 	àA¿ AÒêÓ , A 	JK
YË é 	KA

	̄

R(f, P ) ≤ F (b)− F (a) ≤ R(f, P ).

A 	JK
YÊ 	̄ A 	�Q 	̄ ÈñÒ» 	àAÖß
P f 	à

@ AÖß.ð ∫ b

a
f ≤ F (b)− F (a) ≤ ∫ b

a
f 	à 	X@∫ b

a

f = F (b)− F (a).

: 	àA¿ [a, b] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f ′ ���J ��Ó f ©K. A�JÊË 	àA¿ @ 	X @ •−
�éÓ 	PB 5.5.3

∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a).

©K. A�JK. ©�JÒ�JK
ð ÉÓA¿ 	àAÖß
P f ©K. A�JË @ 	à

@ 4.5.3 �é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	̄ A 	J£Q�� ��@ Y�®Ë •− �é 	¢kCÓ 6.5.3

B Aî 	DºË 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË �éÊK. A�̄ ©K. @ñ�K Yg. ñ�K Aî 	E @
	X @ 	��A 	̄ É¿ 	áÓ ÈA 	g  Qå��Ë @ @ 	Yë 	à@ . ú
Î�


@

@ 	Yë 	áÓ Y»

A�J�K ú
¾Ëð . �éËñÒ» 	àAÖß
P Q�
 	« Aî 	DºË �éJ
Ê�


@ ©K. @ñ�JK. ©�JÒ�J�K ©K. @ñ�K A 	��



@ Yg. ñ�Kð �éJ
Ê�


@ ©K. @ñ�JK. ©�JÒ�J�K

: 	á�
�J
ËA�JË @ 	á�
ËA�JÖÏ @ �é�@PYK. ½J
Êª 	̄

©Ó x = p
q É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 x 	àA¿ @ 	X @ ψ(x) = 1

q
	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ψ ©K. A�JË @ .1 •− 	àBA�JÓ 7.5.3

	à@ �Õç�' ψ(x) = 0 	àA
	̄ Õæ�


@ x Ég.


@ 	áÓ AÓ


@ q > p > 0 �ð AÒî 	DJ
K. AÒJ
 	̄ 	á�
�J
Ëð


@ 	á�
J
ªJ
J.£ 	áK
XY« q �ð p

Õæ
�
�®�K É¿ Ég.


@ 	áÓ , é 	K


@ Bð


@ 	¡kC	K [0, 1] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P ψ 	à


@ �I	J�� 	K ú
¾Ë . ψ(1) = 1 �ð ψ(0) = 0

�é«ñÒm.× 	à

@ 	¡kC	Kð 0 < ε

	Y 	g

A 	K �Õç�' .

∫ 1

0
ψ = 0 ú
ÍA�JËAK. ð R(ψ, P ) = 0 A 	JK
YË , [0, 1] ÈAj. ÒÊË P

	X @
�éJ
î �D 	JÓ �é«ñÒm.× ε < ψ(x) �IJ
m�'. ( 0 < q �ð AÒî 	DJ
K. AÒJ
 	̄ 	á�
J
Ëð


@ q �ð p ©Ó) x = p

q

�é�®£A 	JË @ X @Y«

B@

ú

	æªK
 ψ(x) = 1

q > ε 	à@ �Õç�' q 	áÓ AÓAÖ �ß Q 	ª�

@ p 	àñºK
 	à


@ I. m.�'
 ]0, 1[ úÍ@ AJ
Ò�J 	JÓ p

q
	àñºK
 ú �æk é 	K @

�HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ ���®m��' ú

�æË@ (p, q) �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«


B@ �HAJ
KA 	J�K XY«ð . 0 < p < q < ε−1 é 	JÓð 0 < q < 1

ε
	à

@

. ε < ψ(x) ���®m��' ú

�æËð [0, 1] úÍ@ ùÒ�J 	��K ú


�æË@ �é�®£A 	JË @ X @Y«

B@ XY« úÍ@ N �K.� Q�
 �� 	�Ë . é�J 	JÓ �é�®K. A�Ë@

ñë Mi
	àA¿ @ 	X @ . N ≤ n ©Ó P = {0, 1

n ,
2
n , . . . ,

n
n} É¾ ��Ë@ 	áÓ [0, 1] ÈAj. ÖÏ @ �HAÒJ
��®�K 	à

�
B@ Q�. �Jª 	JËð

�éÒJ
�̄ N Ég.

@ 	áÓ ε ≤Mi A 	JK
YË 	àñºJ
 	̄

P ©¢�̄ 	áÓ [xi−1, xi]
�éª¢�®Ë@ úÎ« ψ ©K. A�JÊË úÎ«


B@ YmÌ'@

: é 	JÓð {1, . . . , n} 3 i É¿ Ég.

@ 	áÓ 1 ≥Mi A 	JK
YËð Q��»


B@ úÎ« i ÉJ
ËYÊË

R(ψ, P ) =
n∑

i=1

Mi

n
≤ 1
n

[N + (n−N)ε] = ε+
N

n
(1− ε)

: A 	JK
YË i. �J 	�J
 	̄
N < n É¿ Ég.


@ 	áÓ iJ
m�� @ 	Yë 	à


@ AÖß.ð
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sup
P∈P0,1

R(ψ, P ) ≤ ε
	àAÖß
P ψ ©K. A�JË @ 	à 	X@ , ∫ 1

0
ψ = 0 	à


@ ø



@ . sup

P∈P0,1

R(ψ, P ) = 0 	à

@ Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yê 	̄ ù


	®J
» 0 < ε 	à

@ AÖß.ð

.
∫ 1

0
ψ = 0 A 	JK
YËð [0, 1] úÎ« ÈñÒ»

	áÓ i. �J 	�K
ð [0, x] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P ψ ©K. A�JË @ 	à

@ 1.3.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�K
 . ]0, 1] 3 x 	à

�
B@ 	áºJ
Ë

	àA¿ ñË . [0, 1] 3 x 	àA¿ AÒêÓ ∫ x
0
ψ = 0 	à 	X@ . I. k. ñÓ ψ 	à


B 0 ≤ ∫ x

0
ψ ≤ ∫ 1

0
ψ = 0 	à


@ 7.3.3 �éÓ 	PC

�
Ë@

©K. A�JÊË 	à

@ ø



@ , x 	àA¿ AÒêÓ Ψ(x)−Ψ(0) = 0 	à


@ �éJ
�A�


B@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	JË Ψ ú
Î�


@ ©K. A�K ψ ©K. A�JÊË

[0, 1] 3 x É¿ Ég.

@ 	áÓ ψ(x) = Ψ′(x) = 0 	à


@ úÍ@ ø
 X ñK
 @ 	Yë . [0, 1] úÎ« Ψ(0) �é�JK. A�K �éÒJ
�̄ ú
Î�


B@

	áÓ Ñ 	«QËAK. ú
Î�

@ ©K. A�JK. ©�JÒ�JK
 	à


@ ψ ©K. A�JÊË 	áºÖß
 B é 	K


@ éJ
Ê« É�jÖÏ@ 	��̄ A 	J�JË @ 	áëQ�. K
 . Èñ�®ªÓ Q�
 	« @ 	Yëð

. �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄ é 	K

@

	à

@ ©J
¢���	� F (0) = 0 �ð 0 6= x Ég.


@ 	áÓ F (x) = x4/3 sin 1

x
	à

AK.

	¬QªÖÏ @ F ©K. A�JË @ Ég.

@ 	áÓ .2

	à

@ �IJ. �� 	K

F ′(0) = 0 �ð 0 6= x Ég.

@ 	áÓ F ′(x) = 4

3x
1
3 sin 1

x − x−
2
3 cos 1

x

XðYm× Q�
 	« F ′ 	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë . ÐðYªÓ Q�
 	« n ù
 ªJ
J.£ XY« É¿ Ég.

@ 	áÓ F ′( 1

2nπ ) = −(2nπ)
2
3 	áºË

ñë ú
Î�

@ ©K. A�K F ′ ©K. A�JÊË 	à


@ 	áÓ Ñ 	«QËAK. Q 	®�Ë@ úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 ÈAm.× É¿ úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P Q�
 	« ñë ú
ÍA�JËAK. ð

. F

	àAÖß
P ÉÓA¾�K �é¢�@ñK. �é 	̄QªÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ 6.3

x
	Y 	g


A 	JË . �é�JJ.Ò�JÓ �é¢�® 	K [a, b] 3 x0

	áº�JËð [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÓA¾ÒÊË CK. A�̄ AªK. A�K f 	áºJ
Ë	¬QªK
 @ 	Yë ; x �ð x0 èA 	̄Q£ ø

	YË@ ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f ©K. A�JË @ 	àñºK


	YKY 	J« . [a, b] 	áÓ @Qå� 	J«
	à

AK. R ú


	̄ [a, b] ÈAj. ÒÊË F A �®J
J.¢��

F (x) =
∫ x

x0

f.

. f ©K. A�JÊË XYjÖÏ @ Q�
 	« 	àAÖß
P ÉÓA¾�JK. F ©K. A�JË @ A 	K AJ
k

@ ú«YK


F ©K. A�JË @ 	àñºK
 	YKY 	J« . [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.6.3

. [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @QÒ�J�Ó , [a, b] 	áÓ �é¢�® 	K x0 ©Ó , F (x) =
∫ x

x0

f 	à

AK. [a, b] úÎ« 	¬QªÖÏ @

�HAJ. �KB @
�IJ
m�'. M I. k. ñÓ XY« Yg. ñK
 é 	K


@ ø



@ , ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« XðYm× é 	KA

	̄ [a, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f 	à

@ AÖß.

I. �Jº	JËð [a, b] 	áÓ 	áK
Qå� 	J« y �ð x 	à
�
B@ 	Y 	g


A 	JË . [a, b] 	áÓ x 	àA¿ AÒêÓ |f(x)| ≤M

F (x)− F (y) =
∫ x

x0

f −
∫ y

x0

f =
∫ y

x0

f +
∫ x

y

f −
∫ y

x0

f =
∫ x

y

f

: 2.4.3 �éÓ 	PC
�
Ë@ 	áÓð é 	JÓð

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣
∫ x

y

f
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∫ x

y

|f |
∣∣∣ ≤M |x− y|.

úÎ« , QÒ�J�Ó ú
ÍA�JËAK. ð , ÐA 	¢�J 	KAK. QÒ�J�Ó 	à 	X@ é 	K @ , [a, b] úÎ« 	Q��J
 ���. J
Ë  Qå�� ���®m�'
 F ©K. A�JË @ 	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë
. [a, b]
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, F (x) =
∫ x
a
f ©K. A�JË @ 	à


@ [a, b] úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË f �éJ
ÊK. A�̄ 	áÓ i. �J 	J���	� 	à


@ 	áºÖß
 Éë

. ú
Í@ñÖÏ @ ÈA�JÖÏ @ é 	JJ
�. K
 AÒ» B ñë H. @ñm.Ì'@ ? ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄ , [a, b] úÎ« QÒ�J�ÖÏ @

	áÓ g(x) = 1 	à

AK. [0, 2] úÎ« 	¬QªÖÏ @ ( 15.1.3 ÈA�JÖÏ @ Q 	¢ 	�


@) g ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë •− XA 	�Ó ÈA�JÓ 2.6.3

A 	JK
YË . [0, 1] 3 x , G(x) =
∫ x
0
g © 	�	JËð . 2 ≥ x > 1 Ég.


@ 	áÓ g(x) = 2 �ð 1 ≥ x ≥ 0 Ég.


@

. ]1, 2] 3 x Ég.

@ 	áÓ G(x) = 2x− 1 �ð [0, 1] 3 x Ég.


@ 	áÓ G(x) = x

g 	à

@ 	¡kB . �é¢�® 	JË @ è 	Yë Y	J« ��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄ Q�
 	« é�	JºË x = 1 �é¢�® 	JË @ Y 	J« QÒ�J�Ó G 	à


@ A 	Jë 	¡kC	K

. 1 �é¢�® 	JË @ Y 	J« ©¢�®�JÓ

[a, b] úÎ« ��A�®�J ��C Ë CK. A�̄ F (x) =
∫ x
x0
f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ 	¡kC	K 	à


@ A 	��



@ I. m.�'
 , �éÓA« �é 	®��. ð

Ég.

@ 	áÓ , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«ð . [a, b] 	áÓ �é¢�® 	K É¿ Y	J« f ©K. A�JË @ é �®�J ��Ó ø
 ðA��
 	à


@ ø
 PðQå	�Ë@ 	áÓ ��
Ê 	̄

ψ ø
 ðA��
 B ñëð 0 AÖ ß @X ø
 ðA��
 é�®�J ��Ô 	̄ @ 	YËð Ψ(x) =
∫ x
0
ψ = 0 A 	JK
YË , 7.5.3 ú


	̄ XP@ñË@ ψ ©K. A�JË @
. [0, 1] úÎ«

. H. @ñm.Ì'@ ½J
Ë @ ?QÒ�J�Ó , �éÊÓA¾ÖÏ @ YJ
�̄ ©K. A�JË @ , f 	àñºK
 �IJ
k  A�® 	JË @ ¡�® 	̄ A 	KQ�. �J«@ @ 	X @ �HYm�'
 @ 	XAÓ øQ�K

@QÒ�J�Ó f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ . [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 3.6.3

Y	J« ��A�®�J ��C Ë CK. A�̄ , [a, b] 	áÓ �é¢�® 	K x0 ©Ó , F (x) =
∫ x

x0

f ©K. A�JË @ 	àA¿ [a, b] 	áÓ c
�é¢�® 	K Y 	J«

: A 	JK
YËð c
�é¢�® 	JË @

F ′(c) = f(c).

�HAJ. �KB @
�IJ
m�'. ð ÐðYªÓ Q�
 	« AJ
�®J
�®k @XY« t

	Y 	g

A 	JËð ]a, b[3 c 	à


@ Bð


@ 	�Q 	® 	JË . ù¢ªÓ AJ
�®J
�®k @XY« 0 < ε 	áºJ
Ë

A 	JK
YË . [a, b] úÍ@ 	á�
J
Ò�J 	JÓ c− |t| �ð c+ |t| 	àñºK
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∣∣∣F (c+ t)− F (c)
t

− f(c)
∣∣∣ =

∣∣∣1
t

∫ c+t

c

f − f(c)
∣∣∣ =

∣∣∣1
t

{∫ c+t

c

f − tf(c)
}∣∣∣

A 	JK
YÊ 	̄
tf(c) = f(c)

∫ c+t

c

1 =
∫ c+t

c

f(c) 	à

@ AÖß.ð

∣∣∣F (c+ t)− F (c)
t

− f(c)
∣∣∣ =

∣∣∣1
t

∫ c+t

c

[f(x)− f(c)] dx
∣∣∣

≤ 1
t

∫ c+|t|

c−|t|
|f(x)− f(c)| dx.

[a, b] 3 x Ég.

@ 	áÓ |f(x)− f(c)| ≤ ε �IJ
m�'. 0 < α XY« Xñk. ð c

�é¢�® 	JË @ Y 	J« f P@QÒ�J�@ 	áÓ i. �J 	�K

A 	JK
YË 	àñºK
 , α ≥ |t| A 	K 	Y 	g


@ @ 	X @ , 	YKY 	J« . α ≥ |x− c| ©Ó

∣∣∣F (c+ t)− F (c)
t

− f(c)
∣∣∣ ≤

∣∣∣1
t

∫ c+t

c

ε dx
∣∣∣ = ε.

. f(c) ø
 ðA��
 é�®�J ��Ó 	à

@ð ]a, b[3 c �éJ
Ê 	g@YË@ �é¢�® 	JË @ Y 	J« ��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄ F 	à


@ ú


	æªK
 ø

	YË@ QÓ


B@

c = a
�éËAg ú


	̄ I. k. ñÓ t úÎ« PA��J�̄B@ ¡�® 	̄ I. m.�'
 , ÉÒªK
 	àAëQ�. Ë @ � 	® 	J 	̄
b ð


@ a ø
 ðA��
 c 	àA¿ @ 	X @

. c = b
�éËAg ú


	̄ I. ËA� t �ð

úÎ« úÎ�

@ ©K. A�JK. ©�JÒ�JK
 ñê 	̄ [a, b] �@Q��ÖÏ @ ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @QÒ�J�Ó f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ •−

�éÓ 	PB 4.6.3

. [a, b] 3 x ©Ó F (x) =
∫ x

a

f , C�JÓ ,ñëð [a, b]

É¾ ��Ë@ 	áÓ AêÊ¿ ù
 ë f ©K. A�JÊË �éJ
Ê�

B@ ©K. @ñ�JË @ ©J
Ôg. 	à


@ 3.5.3 ú


	̄ XPð AÓ I. �k , ú

	æªK
 @ 	Yë

. ù

	®J
» ù


�®J
�®k �IK. A�K λ �IJ
k F1 = F + λ

: ù
 Ò�JK
PA 	«ñ
�
ÊË @ ©K. A�JË @ úÎ« É�j	J 	̄ 0 < x �ð 1 èA 	̄Q£ ÈAm.× úÎ« s−1 ← s ©K. A�JË @ A 	K 	Y 	g


@ @ 	X @ , ÈA�JÒ»ð

Log x =
∫ x

1

1
s
ds, x > 0.

Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �Kð �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ 7.3

. 	àAÖß
P ÉÓA¾�K H. A�k PA��J 	kB �èXA« 	àAÓY 	j�J��� 	àA�JÒêÓ 	àA�J 	JëQ�.Ó ½J
Ë @

ÈAj. ÖÏ @ úÎ« ��A�®�J ��C Ë 	á�
ÊK. A�̄ 	á�
�J
�®J
�®k 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ë •− [ �éK 	Qj. �JËAK. ÉÓA¾ÖÏ @] �é 	JëQ�.Ó 1.7.3
: A 	JK
YË 	àA¿ [a, b] úÎ« 	á�
ËñÒ» 	àAÖß
P g′ �ð f ′ 	àAªK. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ . [a, b]

∫ b

a

fg′ = fg
∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

f ′g

. (fg)
∣∣∣
b

a
= f(b)g(b)− f(a)g(a) �IJ
k

�HAJ. �KB @
	àBñÒ» 	àAÖß
P ½Ë 	YË AÒëð ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« 	à@QÒ�J�Ó g �ð f 	àA

	̄ [a, b] úÎ« 	à@Xñk. ñÓ g′ �ð f ′ 	à

@ AÖß.

. A 	��


@ 	àBñÒ» 	àAÖß
P f ′g �ð fg′ 	à


@ 	á�
ËñÒ» 	àAÖß
P g′ �ð f ′ 	�Q 	̄ 	áÓð @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K
 . é� 	® 	K ÈAj. ÖÏ @ úÎ«

A 	JK
YËð ÈñÒ» 	àAÖß
P (fg)′ 	àA
	̄ (fg)′ = f ′g + fg′ 	à


@ AÖß.ð
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∫ b

a

(fg)′ =
∫ b

a

f ′g +
∫ b

a

fg′

: �éK. ñÊ¢ÖÏ @ �é�̄CªË@ é 	JÓð ∫ b
a
(fg)′ = (fg)(b)− (fg)(a) .= (fg)

∣∣∣
b

a

	áºË
∫ b

a

fg′ = fg
∣∣∣
b

a
−

∫ b

a

f ′g

g(x) = sinx 	à

@ øQ	K g′(x) = cosx �ð f(x) = x © 	�ñK. .

∫ π

0

x cosx H. A�k •− ÈA�JÓ 2.7.3

é 	JÓð
∫ π
0
x cosx dx = x sinx

∣∣∣
π

0
− ∫ π

0
(x)′ sinx dx

= − ∫ π
0

sinx dx

=
∫ π
0

(− sinx) dx =
∫ π
0

(cosx)′ dx = cosx
∣∣∣
π

0
= −2.

	à

A¿ 	á�
�J 	®Ê�J	m× 	á�
�JªJ
J.£ 	áÓ 	á�
ªK. A�K Z @Yg. �éÊÓA¾ÖÏ @ YJ
�̄ ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @

�éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ úÍ@
�é�A 	g Zúj. Ê 	K

	á�
ÊÓA¾�JË @ H. A�k , �éK 	Qj. �JËAK. , C�JÓ ½	JºÖß
 . AJ
Ò�JK
Q 	«ñË AªK. A�K ð

@ AJ
�


@ AªK. A�K Q 	k

�
B@ð XðYg Q�
�J» AÒëYg


@ 	àñºK


�é¢�® 	JË @ Y 	J« Q 	®� ø
 ðA��
 xLog x ©K. A�JË @ 	à

@ Q�. �Jª 	K Q�
 	g


B@ ÉÓA¾�JË @ ú


	̄ ; ∫ 1

0
xLog x �ð ∫ 1

0
xex dx

. a = 0

ÈAj. ÖÏ @ úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P h′ ���J ��Öß. ©�JÒ�JK
 AJ
 �®J
�®k AªK. A�K h 	áºJ
Ë •− [Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �K] �é 	JëQ�.Ó 3.7.3
: 	YKY 	J« . h Õæ


�̄ �é«ñÒm.× úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 I ÈAm.× úÎ« @QÒ�J�Óð A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ëð [a1, b1]∫ b

a

f =
∫ b1

a1

(f ◦ h)h′

. b = h(b1) �ð a = h(a1) �IJ
k
�HAJ. �KB @

	à

@ ø



@ , f ©K. A�JÊË ú
Î�


@ ©K. A�K , a = h(a1) �IJ
k , F (x) =

∫ x
a
f ©K. A�JË @ 	àA

	̄
I úÎ« QÒ�J�Ó f 	à


@ AÖß.

g ©K. A�JË @ . g = F ◦ h 	à

AK. [a1, b1] úÎ« 	¬QªÖÏ @ g ©K. A�JË @

	YKY 	J« Q�. �Jª 	JË . I 3 x 	àA¿ AÒêÓ F ′(x) = f(x)

f 	á�
ªK. A�JË @ 	à

@ AÖß. . g′ = (F ′ ◦ h)h′ = (f ◦ h)h′ A 	JK
YËð ��A�®�J ��CË 	á�
ÊK. A�̄ 	á�
ªK. A�K I. J
»Q��» ��A�®�J ��CË ÉK. A�̄

	àAÖß
P h′ 	à

@ AÖß.ð ; [a1, b1] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P �Õç�' 	áÓð QÒ�J�Ó f ◦ h 	àA

	̄ A 	�Q 	̄ 	à@QÒ�J�Ó h �ð
: A 	JK
YËð [a1, b1] ú
Î« ÈñÒ» 	àAÖß
P g′ 	à


@ ú


	æªK
 @ 	Yë . ÈñÒ» 	àAÖß
P (f ◦ h)h′ 	àA
	̄ ÈñÒ»

∫ b1

a1

g′ = g(b1)− g(a1) = (F ◦ h)(b1)− (F ◦ h)(a1)

= F (h(b1))− F (h(a1))

=
∫ h(b1)

a

f −
∫ h(a1)

a

f =
∫ h(b1)

h(a1)

f

.

∫ b

a

f =
∫ b1

a1

(f ◦ h)h′ 	à

@ ø



@

	áK
Q�
 	ª�JÖÏ @ 	P @QK. @ YJ
 	®ÖÏ @ 	áÓ ��K. A�Ë@ Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �K Pñ�J�YË ú
ÎÒªË@ Ð@Y 	j�J�B@ Y	J« •− �é 	¢kCÓ 4.7.3

É¾ ��Ë@ úÎ« Pñ�J�YË@ð ∫ b
a
f(x) dx É�® ��Ë@ úÎ« ÉÓA¾�JË @ AK
YJ
Ê�®�K I. �Jº	K @ 	YËð [a1, b1] ú


	̄ ð [a, b] ú

	̄

∫ b

a

f(x) dx =
∫ b1

a1

f(h(t))h′(t) dt

. t �K.� [a1, b1] ú

	̄ Q�
 	ª�JÖÏ @ úÍ@ð x �K.� [a, b] ú


	̄ Q�
 	ª�JÖÏ @ úÍ@ A 	KQå��

@ @ 	X @ @ 	Yëð
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. T =
∫ π

2

π
3

dx

sinx
ÉÓA¾�JË @ H. A�k •− ÈA�JÓ 5.7.3

é 	JÓð , x = h(t) = 2Arctg t © 	�	� �Õç�' T =
∫ π

2

π
3

(
1 + tg 2 x

2

) dx

2 tg x
2

É¾ ��Ë@ úÎ« T I. �Jº	K

é 	JÓð π
2 = h(b1) = 2Arctg b1 �ð π

3 = h(a1) = 2Arctg a1 A 	JK
YË 	àñºK
 	à

@ 	áÓ YK. B . h′(t) = 2

1+t2

: @ 	YËð . b1 = tg π
4 = 1 �ð a1 = tg π

6 =
√

3
3

T =
∫ 1

√
3

3

{1 + tg 2(Arctg t)} 1
2 tg (Arctg t)

2dt
1 + t2

=
∫ 1

√
3

3

{1 + t2}1
t

dt

1 + t2

= Log t
∣∣∣
1

√
3

3

=
1
2
Log 3.

AÖ ß @X PA�J	m� 	' AJ
ÊÔ« A 	J 	K

@ B@ . AÓAÖ �ß I. �
�KP h ©K. A�JË @ 	à


@ 4.7.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	̄ 	�Q 	® 	K ÕË A 	J 	K @ •−
�é 	¢kCÓ 6.7.3

ú
æ�ºªË@ ©K. A�JË @ ��K. A�Ë@ ÈA�JÖÏ @ ú

	̄ A 	JÓY 	j�J�@ , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«ð . ú
æ�º« ©K. A�JK. ©�JÒ�JK
 ú
¾Ë AÓAÖ �ß I. �
�KP h

[a1, b1] ÈAm.× úÎ« 	¬QªÓ h ©K. A�K XAm.�'
 @ 	áÓ YK. Bð AJ
ÊÔ« 	àAJ
¢ªÓ b �ð a 	à@ . b1 �ð a1
	á�
ª�JË É 	¢Ë@ �ñ�®Ë

. h �Ë� ú
æ�ºªË@ ©K. A�JË @ Ð @Y 	j�J�AK. b1 �ð a1
	á�
ª 	K �IJ
k ,
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	àAÖß
P ÉÓA¾�K Èñk 	áK
PAÖ �ß

: �éJ
ËA�JË @ �HCÓA¾�JË @ , AJ
ÊªË@ð úÎ 	®�Ë@ ©J
ÓAj. ÖÏ @ �é¢�@ñK. 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	K
Qª�K AÓY 	j�J�Ó , I. �k

@ 1.3

1.
∫ b

a

x, 2.
∫ b

a

xm (I. k. ñÓ ù
 ªJ
J.£ XY« m �IJ
k) ,

3.
∫ b

a

ex, 4.
∫ b

a

sinx, 5.
∫ b

a

1
x2
, 0 < a < b.

: �éK
Aî 	DË @ I. �j�JË ©J
ÓAj. ÖÏ @ �é¢�@ñK.
∫ 1

0
1

1+x dx ÉÓA¾�JË @ 	K
Qª�K ÐY 	j�J�@ (@ 2.3

lim
n→∞

{ 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
2n}·

: �éK
Aî 	DË @ , Õç'CÓ ©K. A�K ÉÓA¾�K CÒª�J�Ó , I. �k

@ (H.

lim
n→∞

{ n
n2+12 + n

n2+22 + · · ·+ n
2n2 }·

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄ [a, b] �@Q��Ó ÈAm.× úÎ« I. �
�KP ©K. A�K É¿ 	à

@ �I�. �K


@ 3.3

	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄ð I. k. ñÓ ù

�®J
�®k ©K. A�K f �ð b > a ©Ó 	àAJ
�®J
�®k 	à@XY« b �ð a 4.3

. [a, b] úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄
√
f 	à


@ �I�. �K


@ . [a, b] úÎ«

�IJ
m�'. M �ð m 	à@XY« Yg. ð @ 	X @ð [a, b] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P AªK. A�K f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 5.3

. Xñk. ñÓ ∫ b
a

1
f ÉÓA¾�JË @ 	àA 	̄ [a, b] úÎ« M ≥ f ≥ m > 0

q �ð p ©Ó x = p
q

	àA¿ @ 	X @ φ(x) = 1
q

�ð φ(0) = 0 	à

AK. [0, 1] úÎ« 	¬QªÖÏ @ φ ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë 6.3

úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P φ 	à

@ 	á�
K. . [0, 1] \Q 3 x 	àA¿ @ 	X @ φ(x) = 0 �ð AÒî 	DJ
K. AÒJ
 	̄ 	á�
�J
Ëð


@ 	á�
�J
ªJ
J.£ 	áK
XY«

? ú
Î�

@ ©K. A�JK. ©�JÒ�JK
 	à


@ φ ©K. A�JÊË 	áºÖß
 Éë .

∫ 1

0
φ = 0 ©Ó [0, 1]

. �éK
Q 	®� �é«ñÒm.× ñë �éK
Q 	®�Ë@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �èXðY« �éJ 	̄ É¿ XAm��' @ 	à

@ �I�. �K


@ 7.3

éª¢�®�K ¡�® 	K �é«ñÒm.× 	àA 	̄ �@Q��Ó ÈAm.× úÎ« BñÒ» 	àAÖß
Pð @XðYm× AªK. A�K f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 8.3

. �éK
Q 	®� �é«ñÒm.×

ÉK. A�̄ ©K. A�JË @ @ 	Yë 	àA 	̄ [a, b] úÎ« �éK
Q 	®� f ©K. A�K ©¢�®�K ¡�® 	K �é«ñÒm.× �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 9.3

. [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË

�éK. PA �®�JÓ ù
 ë Éë .[0, 1] úÎ« Qå�	JªK. Qå� 	J« �éËñÒ» {nx(1− x)n} �éJ
ªK. A�JË @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à

@ �I�. �K


@ 10.3

? ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK.
�éËñÒ» ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. �éK. PA �®�JÓð [a, b] úÎ« �éËñÒ» 	àAÖß
P ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ É¿ 	à


@ �I�. �K


@ 11.3

.[a, b] úÎ« Qå�	JªK. Qå� 	J«

©K. A�K Xñk. ð 	�Q 	®Ëð [a, b] úÎ« �èQÒ�J�Ó ©K. @ñ�K AëQå�A 	J« ÐA 	¢�J 	KAK. �èXðYm× �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JË 12.3
.]a, b[3 c 	àA¿ AÒêÓ [a, c] úÎ« èñm� 	' ÐA 	¢�J 	K AK. {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ Èð ñ�K �IJ
m�'. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« 	¬QªÓ f

. limn

∫ b
a
fn =

∫ b
a
f 	à


@ �I�. �K


@



49 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 3 É� 	®Ë@

.f(x) = 0 B@ð [0, n] 3 x 	àA¿ @ 	X @ f(x) = 1
n

	à

AK. R+ úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �éJ
ªK. A�JË @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	áº�JË 13.3

. limn

∫ b
a
fn 6=

∫ b
a
f 	à


@ B@ ÐðYªÖÏ @ ©K. A�JË @ ñm� 	' R+ úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. �éK. PA �®�JÓ {fn} 	à


@ �I�. �K


@

, ÐA 	¢�J 	K AK. �èXðYm× , �éJ
ËA�J�JÓ �é£A��. K. �IK. PA�®�K @ 	X @ : (1912− 1847) Arzela B 	PP

@ �é 	JëQ�.Ó �I�. �K


@ 14.3

	àA 	̄ [a, b] úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P f ©K. A�K ñm� 	' �éËñÒ» 	àAÖß
P ©K. @ñ�K AëQå�A 	J« {fn}

lim
n

∫ b

a

fn =
∫ b

a

f.



4 É� 	®Ë@

©K. @ñ�JË @ð XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @
A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�ÖÏ @

XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ 1.4

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	YêË AÒJ
��®�K P = {x0, ..., xn} �ð [a, b] ÈAm.× ú
Î« A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 1.1.4

. P Õæ
�
�®�JÊË �� 	̄ @ñÖÏ @ f Q���
 	ª�JK. Vf (P ) =

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| I. k. ñÖÏ @ XYªË@ ù
 Ò�	�

. Vf (P ) ≤ Vf (P ′) 	àA¿ , P ′ ⊃ P 	à

@ ú 	æªÖß. , P 	áÓ ��X


@ AÒJ
��®�K P ′ 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ l� 	�@ð

Q���
 	ª�K ð 	X f 	à@ A 	JÊ�̄ �èXðYm× �I	KA¿ @ 	X @ .[a, b] ÈAj. ÖÏ @ �HAÒJ
��®�K É¾Ë �é�® 	̄ @ñÖÏ @ f �H@Q���
 	ª�K �é«ñÒm.× Q�. �Jª 	JË
úÎ« f ©K. A�JÊË ú
Î¾�Ë @ Q���
 	ª�JËAK. V ba (f) = sup{Vf (P )|P ∈ Pa,b} XYªË@ ù
 Ò�	�ð . [a, b] úÎ« XðYm×

. [a, b] ÈAj. ÖÏ @ �HAÒJ
��®�K É¿ �é«ñÒm.× úÍ@ Q�
 ���
 Pa,b 	à

AK. Q

��
» 	Y 	JË . [a, b]

A 	JK
YË ÈAj. ÖÏ @ @ 	YêË P Õæ
�
�®�K É¿ Ég.


@ 	áÔ 	̄

[a, b] úÎ« AJ. �
�KP f 	àA¿ @ 	X @ •− ÈA�JÓ 2.1.4

. V ba (f) = |f(b)− f(a)| ©Ó Q��
 	ª�JË @ XðYm× f ú
ÍA�JËAK. ð . Vf (P ) = |f(b)− f(a)|

Ég.

@ 	áÓ , 	áºJ
Ëð 1 �ð 0 	á�
K. �èPñ�jÖÏ@ �é�®£A 	JË @ X @Y«


CË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ ψ 	áº�JË •− ÈA�JÓ 3.1.4

�IJ
k [0, 1] ÈAj. ÒÊË P = {x0, ..., x2n} Õæ
�
�®�JË @ , N? 3 n

. n− 1 , ... , 0 = i , x2i+1 = i
n +

√
2

2n
�ð n , ... , 0 = i , x2i = i

n

, ZAÒ�Ë@ �Õç�' �é�®£A 	JË @ : H. ðA 	J�JË AK. ©�®�K ¡�® 	JË @ è 	Yëð ZAÖÞ� x2i+1
�é¢�® 	K É¿ð �é�®£A 	K x2i

�é¢�® 	K É¿ 	à

@ AÖß.

. Vψ(P ) =
2n∑
j=1

|ψ(xj)− ψ(xj−1)| = 2n A 	JK
YË é 	KA
	̄ , tÌ'@ . . . , Z AÒ�Ë@ �Õç�' �é�®£A 	JËA 	̄

. XðYm× Q�
 	« [0, 1] úÎ« ψ Q���
 	ª�K 	à

@ AëY	J« l� 	�@ðð

�ð x 6= 0 	àA¿ @ 	X @ f(x) = x sin 1
x

	à

AK. [0, 1] úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 4.1.4

É¾ ��Ë@ úÎ« é¢�® 	K I. �Jº�K ú

�æË @ Pn =

{
0, 2

2nπ ,
2

(2n−1)π , ...,
2
3π ,

2
2π , 1

}
Õæ
�

�®�JË @ Ég.

@ 	áÓ . f(0) = 0





x0 = 0
xi = 2

(2n+1−i)π , i = 1, . . . , 2n− 1
x2n = 1,

50



51 A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ð XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ 4 É� 	®Ë@

:(π �HA 	®«A 	�Ó 	áÓ 1
xi

�IJ
m�'. xi ¡�®	JË @ Y 	J« ÐðYªÓ f 	à

@ 	¡kB) A 	JK
YË

Vf (Pn) ≥
2n−1∑

i=2

∣∣∣∣f
(

2
(2n+ 1− i)π

)
− f

(
2

(2n+ 2− i)π
)∣∣∣∣

=
2n−1∑

i=2, i∈2N

∣∣∣∣f
(

2
(2n+ 1− i)π

)∣∣∣∣ +
2n−1∑

i=2, i 6∈2N

∣∣∣∣f
(

2
(2n+ 2− i)π

)∣∣∣∣

=
2
π

n−1∑
p=1

1
2(n− p) + 1

+
2
π

n−1∑
p=1

1
2(n− p) + 1

·

	à 	X@

Vf (Pn) ≥ 4
π

{1
3

+
1
5

+ · · ·+ 1
2n− 1

}
.=

4
π
Sn·

. XðYm× Q�
 	« Q�. �JªÖÏ @ ©K. A�JË @ Q��
 	ª�K 	àA
	̄ (ú
æ

��ñºË �I��
Ë Aî 	E

B) �èXðYm× Q�
 	«ð �èYK
@ 	Q��Ó {Sn} 	à


@ AÖß.

AÓ ©K. A�K 	àñºK
 ú
¾Ë 	¬A¿ ñë B ð Ð 	PB  Qå�� ñë B P@QÒ�J�B@ 	à

@ 4.1.4 �ð 2.1.4 	á�
ËA�JÖÏ @ 	áÓ A 	JË 	á�
J. ��K


©K. @ñ�JË @ 	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ é 	K


@ B@ , XðYm× Q��
 	ª�K @ 	X 	àñºK
 	à


@ 	áÒ 	��� B ©K. A�K �éK
XðYm× 	à@ Õç�' . XðYm× Q��
 	ª�K @ 	X

? 	àAëQ�. Ë @ Z A¢«@ ½	JºÖß
 Éë . �éJ
�A	mÌ'@ è 	YîE. ©�JÒ�J�K 	à

@ Aî 	DºÖß
 ú


�æË@ �èYJ
kñË@ ù
 ë �èXðYjÖÏ @
. Aî 	DÓ �é¢J
��. Ë @ 	áÒ 	��J�K �éJ
Ë @ñÖÏ @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	à@ ; XðYm× Q��
 	ª�K �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ úÎ« �HAJ
ÊÒªË@ 	�ªK. Z @Qk. @ 	áºÖß


: ©K. @ñ�JË @ 	àA
	̄ [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 	áK
XðYm× 	áK
Q��
 	ª�JK. 	àAª�JÒ�JK
 	á�
ªK. A�K g �ð f 	àA¿ @ 	X @ •−

�é 	JëQ�.Ó 5.1.4

�IK. A�K k ©Ó kf , fg , |f | , f − g , f + g

Q��
 	ª�JË @ XðYm× 1
f

	àñºJ
 	̄ [a, b] úÎ« |f | ≥ m > 0 	à

@ é�J 	®� m XY« Yg. ð @ 	X@ �Õç�' . AîD� 	® 	K �éJ
�A	mÌ'AK. ©�JÒ�J�K

. ÈAj. ÖÏ @ � 	® 	K úÎ«

. 	áK
QÒ�J�» Zø
 PA�®ÊË ¼Q��K
 �HAJ. �KB @
	à

@ AÖß. . F (x) =

∫ x
a
f 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë �ð [a, b] úÎ« BñÒ» AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 6.1.4

XðYm× ñê 	̄ @ 	YËð @YK
@ 	Q��Ó F iJ.��
ð 0 ≤ f 	àA¿ 0 ≤ m 	àA¿ @ 	X @ .m ≤ f �IJ
m�'. m Yg. ñJ
 	̄ XðYm× f

©K. A�JË @ @ 	Yë 	à

@ øQ	K F (x) =

∫ x

a

(f −m) +
∫ x

a

m
�éK. A�JºJ. 	̄ 0 > m 	àA¿ @ 	X @ AÓ


@ . [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @

. Q��
 	ª�JË @ XðYm× ñê 	̄ ú
ÍA�JËAK. ð ��̄ A 	J�JÓ Q 	k
�
B@ð YK
@ 	Q��Ó AÒëYg


@ 	á�
ªK. A�K ¨ñÒm.×

�éJ
 	K A�JË @ ÐY�®�K . XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ð 	àAÖß
P ÉÓA¾�Kð ��A�®�J ��B @ Õæ
ëA 	®Ó 	á�
K. �HA�̄C« 	àA�JJ
ËA�JË @ 	àA�J 	JëQ�. ÖÏ @ ÐY�®�K
. ú
Î¾Ë@ Q��
 	ª�JË @ H. A�mÌ �é 	ªJ
�

@ 	Yë úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× é 	KA
	̄ [a, b] úÎ« M ≥ |f ′| 	àA¿ð ��A�®�J ��C Ë CK. A�̄ f 	àA¿ @ 	X @ •−

�é 	JëQ�.Ó 7.1.4

. M(b− a) 	áÓ É�̄
@ èQ��
 	ª�K 	à@ Õç�' , ÈAj. ÖÏ @

: A 	JK
YË , [a, b] ÈAj. ÒÊË P Õæ��̄ É¿ Ég.

@ 	áÓ , é 	K


@ ù¢�ñË@ Õæ


�®Ë@ �é 	JëQ�.Ó 	áÓ i. �J 	�K
 �HAJ. �KB @
Vf (P ) =

n∑

i=0

|f(xi)− f(xi−1)| =
n∑

i=1

|f ′(ξi)||xi − xi−1|

. Vf (P ) ≤M(b− a) é 	JÓ ð . n , ... , 1 = i Ég.

@ 	áÓ xi > ξ1 > xi−1

�IJ
k



52 A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ð XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ 4 É� 	®Ë@

	àA
	̄ ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« BñÒ» � P |f ′| 	àA¿ð [a, b] úÎ« ��A�®�J ��C Ë CK. A�̄ f 	àA¿ @ 	X @ •−

�é 	JëQ�.Ó 8.1.4
: A 	JK
YËð Q��
 	ª�JË @ XðYm× f

V ba (f) =
∫ b

a

|f ′|.

, 	à 	X@ . 7.1.4 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð Q��
 	ª�JË @ XðYm× f ©K. A�JË A 	̄ @ 	YËð XðYm× é 	KA
	̄ BñÒ» 	àAÖß
P |f ′| 	à


@ AÖß. �HAJ. �KB @

	à

@ é�J 	®� [a, b] �Ë� P1 Õæ
�

�®�K Yg. ñK
 , ù¢ªÓ 0 < ε Ég.

@ 	áÓ

|V ba (f)− Vf (P1)| ≤ ε. (1.4)

�IJ
m�'. 0 < ρ Yg. ñJ
 	̄ ÈñÒ» 	àAÖß
P |f ′| 	à

@ AÖß.ð

∣∣∣R(|f ′|, P2, Q)−
∫ b

a

|f ′|
∣∣∣ ≤ ε, ∀P2 ∈ Pa,b, δP2 ≤ ρ, ∀Q ∈ W(P2). (2.4)

�ð P1
�I 	�ñ« @ 	X@ 	á�
�J�®�®m× (2.4) �ð (1.4)

	YKY 	J« 	àñº�K .ρ ≥ δP ©Ó P1
	áÓ ��X


@ AÒJ
��®�K P 	áºJ
Ë

, Q = {ξ1, . . . , ξn} Õæ
�
�®�K Xñk. ð ù¢�ñË@ Õæ


�®Ë @ �é 	JëQ�.Ó 	áÓ i. �J 	�K
 é 	K @ �Õç�' . P Õæ
�
�®�JËAK. ú
Í@ñ�JË @ úÎ« P2

�IJ
m�'. , P úÍ@
�éJ.�	� ¡�ð

Vf (P ) =
n∑

i=0

|f(xi)− f(xi−1)| =
n∑

i=1

|f ′(ξi)|δxi = R(|f ′|, P,Q).

. V ba (f) =
∫ b
a
|f ′| 	à


@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P |(sinx)′| = | cosx| 	à

@ AÖß. . [0, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« sinx ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	JË •− ÈA�JÓ 9.1.4
: A 	JK
YËð [0, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× sinx 	àA

	̄ , b 	àA¿ AÒêÓ [0, b]

π

2
≥ b ≥ 0 	àA¿ @ 	X @ V b0 (sin) = sin b

3π
2
≥ b > π

2
	àA¿ @ 	X @ V b0 (sin) = 2− sin b

5π
2
≥ b > 3π

2
	àA¿ @ 	X @ V b0 (sin) = 4 + sin b

. . . . . . . . .

	¬QªÓ f 	à

@ 	�Q 	® 	JË . �éJ
K 	Qm.Ì'@ �HBAj. ÖÏ @ úÎ« Q��
 	ª�JËAK. @Yg. �é¢J
��. �éJ
 	®J
ºK. ¡J. �KQÓ ÈAm.× úÎ« Q��
 	ª�JË @ 	à@

úÎ« [c, b] �ð [a, c] 	á�
ËAj. ÒÊË 	á�
ÒJ
��®�K P2
�ð P1

	àA¿ @ 	X @ . b > c > a �IJ
m�'. c
�é¢�® 	K 	Y 	g


A 	JËð [a, b] úÎ«

	à

@ øQ	K 	K
Qª�JË @ 	áÔ 	̄ ú
Í@ñ�JË @

Vf (P1) + Vf (P2) = Vf (P1 ∪ P2).

: A 	JK
YËð [a, b] úÎ« ½Ë 	Y» ñê 	̄ [c, b] �ð [a, c] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ l� 	�@ðð

V ca (f) + V bc (f) = V ba (f).

©¢�®Ë@ 	áÓ �éª¢�̄ É¿ úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× f 	àA¿ @ 	X @ : é�J 	JÓ Aêª¢�̄ XY« �éK 	Qm.�
�' ø



@ úÍ@ Õæ
Òª�JË @ 	áºÖß


A 	JK
YËð �ºªËAK. �ºªË@ð [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× ñê 	̄ { [a, a1], [a1, a2], . . . , [an−1, b] } XYªË@ �éJ
î �D 	JÖÏ @

. an = b ð a0 = a ©Ó V ba (f) =
n∑

i=1

V ai
ai−1

(f)

	à

@ ú 	æªÖß. , [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« ©¢�®ËAK. AJ. �
�KP f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ øQ 	K , �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë Zñ 	� úÎ«ð

XðYm× ñê 	̄ { [a, a1], [a1, a2], . . . , [an−1, b] } �éJ
î �D 	JÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ©¢�̄ 	áÓ �éª¢�̄ É¿ úÎ« I. �
�KP ©K. A�JË @
ñê 	̄ XðYm× ÈAm.× ø



@ úÎ« ©¢�®ËAK. I. �
�KP cosx← x ©K. A�JË @ 	à


@ AÖß. ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«ð . [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @

. XðYm× ÈAm.× É¿ úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm×



53 A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ð XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ 4 É� 	®Ë@

XðYm× Q��
 	ª�K �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ ½J
º 	®�K 2.4

V xa (f) ú
Î¾Ë@ Q��
 	ª�JË @ 	àñºK
 , ]a, b] 	áÓ x Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J« . [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× AªK. A�K f 	áºJ
Ë

Q��
 	ª�JË @ ©K. A�JK. , [a, b] úÎ« 	¬QªÖÏ @ , Tf ©K. A�JË @ ù
 Ò�	� . Tf (a) = 0 © 	�	�ð Tf (x) �K.� éJ
Ë @ 	QÓQ 	�Ë . @Xñk. ñÓ
	à@

	X @ , XðYm× é 	K @ Õç�' [a, b] úÎ« YK
@ 	Q��Ó Tf 	à

@ l� 	�@ð . f ©K. A�JÊË úÎ¾Ë@

Tf (x) ≤ V ba (f), ∀x ∈ [a, b].

YK
@ 	Q��Ó ©K. A�JË @ @ 	Yë 	à@ . [a, b] úÎ« f 	áÓ I. ��Q��ÖÏ @ ©K. A�JËAK. Rf = Tf − f 	à

AK. ù¢ªÖÏ @ Rf ©K. A�JË @ ù
 Ò�	�

f(x2)− f(x1)
��Q 	®ÊË 	áºÖß
 C 	̄

x2 > x1 ©Ó [a, b] 	áÓ x2
�ð x1 Ég.


@ 	áÓ , é 	K


B . [a, b] úÎ« ½Ë 	Y»

	à 	X@ . [x1, x2] úÎ« f ©K. A�JÊË Q��
 	ª�JË @ 	áÓ Q�.»

@ 	àñºK
 	à


@

f(x2)− f(x1) ≤ V x2
x1

(f) = V x2
a (f)− V x1

a (f) = Tf (x2)− Tf (x1)

	à

@ ø



@

Rf (x1) = Tf (x1)− f(x1) ≤ Tf (x2)− f(x2) = Rf (x2).

Q��
 	ª�JË @ �H@ 	X ©K. @ñ�JÊË ¡J
��. 	Q�
�J
Ö
�ß 	¬A ����» @ 	áÓ I. �Q��ÖÏ @ ©K. A�JË @ð ú
Î¾Ë@ Q��
 	ª�JË @ ©K. A�K YK
@ 	Q�K 	á

��
º�Ü �ß

. XðYjÖÏ @

	á�
ªK. A�K ��Q 	̄ 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× f ©K. A�JË @ 	àñºK
 ú �æk •− �é 	JëQ�.Ó 1.2.4

. 	áK
YK
@ 	Q��Ó

É�j	J 	̄ �ºªË@ AÓ

@ . Q��
 	ª�JË @ XðYm× ©K. A�K 	áK
YK
@ 	Q��Ó 	á�
ªK. A�K 	á�
K. ��Q 	®Ë @ 	à


@ A 	J 	¢kB 	à


@ ��J.� Y�®Ë �HAJ. �KB @

	à

@ ø



@ , é 	JÓ I. �Q��ÖÏ @ð ú
Î¾Ë@ èQ��
 	ª�K ù
 ªK. A�K 	á�
K. ��Q 	®Ë @ ø
 ðA��
 Q��
 	ª�JË @ XðYm× ©K. A�K É¿ 	à


@ �é 	¢kCÖÏ @ 	áÓ éJ
Ê«

. f = Tf −Rf
	à


B , ©J.¢ËAK. YJ
kð Q�
 	« 	áK
YK
@ 	Q��Ó 	á�
ªK. A�K 	á�
K. ��Q 	®» Q��
 	ª�JË @ XðYm× ©K. A�K ÉJ
��JÖ

�ß 	à@
f = Tf −Rf = (Tf + g)− (Rf + g)

. g YK
@ 	Q��ÖÏ @ ©K. A�JË @ 	àA¿ AÒêÓ @ 	Yëð ©K. A�JË @ � 	® 	JË �é 	®Ê�J	m× �HCJ
�JÖ
�ß

ÈðB@ 		J�Ë@ 	áÓ AêÊ¿ ù
 ëð YªÊË �éÊK. A�̄ �HAª¢�®�K �é«ñÒj. Öß. ,Q��»

B@ úÎ« , ©�JÒ�J�K �éJ. �
�KQË @ ©K. @ñ�JË @ 	à


@ AÖß.

@ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K
 . XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. ½Ë 	Y» iJ
m�� @ 	Yë 	à


@ 1.2.4 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄

A 	J 	K @
	X @ iJ
m�� Q�
 	« �ºªË@ 	à@ . ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« �éËñÒ» 	àAÖß
P [a, b] úÎ« XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ 	à


@

. Q��
 	ª�JË @ �éK
XðYm× 	áÒ 	��
 B é�K@ 	X P@QÒ�J�B@ 	à@ ÕÎª 	K
. Q��
 	ª�JË @ �éK
XðYm×ð P@QÒ�J�B @ 	á�
K. �é�̄CªË@ úÎ« Zñ 	�Ë@ 	áÓ YK
 	QÖÏ @ ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ ù


�®Ê 	K

	áÓ c
�é¢�® 	K Y 	J« @QÒ�J�Ó f 	àñºK
 ú �æk . [a, b] úÎ« XðYm× èQ��
 	ª�K AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 2.2.4

. c Y	J« @QÒ�J�Ó Tf ú
Î¾Ë@ èQ��
 	ª�K ©K. A�K 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 [a, b]

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	áÓ AëY	J« i. �J 	�K
 . [a, b] 	áÓ c �é¢�® 	K Y 	J« QÒ�J�Ó Tf 	à

@ 	�Q 	® 	JË �HAJ. �KB @

|f(x)− f(c)| ≤ |Tf (x)− Tf (c)|, ∀x ∈ [a, b]

. c �é¢�® 	JË @ Y 	J« QÒ�J�Ó f 	à

@

Y 	J« 	á�
ÒJ
Ë @ 	áÓ �éK
Aî 	DK. ©�JÒ�JK
 Tf ©K. A�JË @ 	à

@ AÖß. . [a, b[ 	áÓ c

�é¢�® 	K Y 	J« QÒ�J�Ó f 	à

@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

	à

@ é�J 	®� 0 < ρ Yg. ñK
 0 < ε Ég.


@ 	áÔ 	̄ , Tf (c+) �K.� AîD
Ë @ 	QÓQ 	K , c �é¢�® 	JË @
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|f(x)− f(c)| ≤ ε, |Tf (x)− Tf (c+)| ≤ ε, ∀x ∈ [a, b]∩ ]c, c+ ρ[.

ÈAj. ÒÊË ù

	®J
» Õæ
�

�®�K úÍ@ P = {x0, x1, . . . , xn} �K.� , ]a, b[∩ ]c, c+ ρ[ 	áÓ x É¿ Ég.

@ 	áÓ , 	QÓQ 	�Ë

: A 	JK
YË , 	YKY 	J« . [c, x]

Vf (P ) = |f(x1)− f(c)|+ ∑n
i=2 |f(xi)− f(xi−1)| = |f(x1)− f(c)|+ Vf (P ′),

ú
Î¾Ë@ Q��
 	ª�JË @ 	áÓ É�̄
@ Vf (P ′) 	à


@ 	à

�
B@ 	¡kB .[x1, x] ÈAj. ÒÊË Õæ
�

�®�K P ′ = {x1, . . . , xn} �IJ
k
	àA

	̄ YK
 @ 	Q��Ó Tf 	à

@ AÖß. , ½Ë 	Y»ð . [x1, x] úÎ« Tf (x)− Tf (x1)

Tf (x)− Tf (x1) ≤ Tf (x)− Tf (c+).

ÈAj. ÒÊË P Õæ
�
�®�K É¿ Ég.


@ 	áÓ XP@ð @ 	Yëð . Vf (P ) ≤ 2ε 	à


@ úÍ@

�é�®K. A�Ë@ �HA 	JK
AJ. �JÒÊË I. �A 	JÓ h. 	QÓ ø
 X ñK

. Tf (x)− Tf (c) = V xc (f) ≤ 2ε ú
ÍA�JËAK. ð [c, x]

É¿ Y	J« PA��
Ë @ 	áÓ Tf P@QÒ�J�@ úÍ@
�éÊ�KAÜØ �ém.k ø
 X ñ�Kð . c Y	J« 	á�
ÒJ
Ë @ 	áÓ QÒ�J�Ó Tf 	à


@ ú


	æªK
 @ 	Yë
. ]a, b] 	áÓ c �é¢�® 	K

��Q 	®Ë @ 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× f QÒ�J�Ó ©K. A�K 	àñºK
 ú �æk •− �éÓ 	PB 3.2.4

. 	áK
QÒ�J�Ó 	áK
YK
@ 	Q��Ó 	á�
ªK. A�K 	á�
K.

R2 ← [a, b] : Γ 	áºJ
Ë : 	áj	JÓ Èñ£ Ðñê 	®Öß. A �®J
�Kð A£AJ. �KP@ ¡J. �KQÓ XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JÊË ú
æ�Y 	JêË @ Ðñê 	®ÖÏ @ 	à@
: �K.� ù¢ªÓ AK
ñ�J�Ó AJ
¢�
�ð AJ
 	Jj	JÓ

Γ(t) =
(
ϕ(t), ψ(t)

)
, t ∈ [a, b].

	áºJ
Ë . XðYm× Q�
 	« ð

@ QÒ�J�Ó Q�
 	« 	àñºK
 	à


@ð é� 	® 	K ©¢�®K
 	à


@ ú


	æj	JÒÊË 	áºÖß
 é 	K

@ 	¡kB

�é¢�® 	JË @ A 	J¢�. P @ 	X @ . [a, b] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P = {a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b}
�é¢�® 	JË @ ¡�. P Õ �æK
 	à


@ úÍ@ A 	JÊ�@ðð �éÒJ
�®�J�Ó �éª¢�®K. N1 = (ϕ(t1), ψ(t1))

�é¢�® 	JË AK. N0 = (ϕ(t0), ψ(t0))

ÉJ
º ����K. Γ Èñ¢Ë I. K
Q�®�K úÎ« É�j	J 	̄
Nn = (ϕ(tn), ψ(tn))

�é¢�® 	JË AK. Nn−1 = (ϕ(tn−1), ψ(tn−1))
: �èPAJ.ªË @

L(Γ, P ) =
n∑

i=1

[(
ϕ(ti)− ϕ(ti−1)

)2+
(
ψ(ti)− ψ(ti−1)

)2
]1/2

. (3.4)

	àA¿ ��X

@ Õæ
�

�®�JË @ 	àA¿ AÒ
�
Ê¿ é 	K


@ ¼PY	Kð ��J
�̄Y�JË @ ú


	̄ ��è 	Y 	g
�
@ �HAÒJ
��®�K PAJ. �J«@ ù
 ë �éJ
Ë @ñÖÏ @ �èñ¢	mÌ'@ 	à@

: ú
ÍA�JËA¿ 	áj	JÓ Èñ£ 	K
Qª�K úÎ« A 	J�Jm�'
 @ 	Yë . É 	� 	̄ @ I. K
Q�®�JË @

: XYªË@ ú«YK
 . AK
ñ�J�Ó AJ
¢�
�ð AJ
 	Jj	JÓ R2 ← [a, b] : Γ = (ϕ,ψ) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 4.2.4

L(Γ) = sup
P∈Pa,b

L(Γ, P )

. Ðñ�J
�
��̄ Γ 	à@ A 	JÊ�̄ AJ
î �D 	JÓ L(Γ) 	àA¿ @ 	X @ .Γ ú


	æj	JÖÏ @ Èñ¢�.

ϕ 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 AÓñJ
��̄ R2 ← [a, b] : Γ = (ϕ,ψ) ú

	æj	JÖÏ @ 	àñºK
 ú �æk •− �é 	JëQ�.Ó 1.4.2.4

. Q��
 	ª�JË @ ø
 XðYm× ψ �ð

: �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ úÎ« �HAJ. �KB @ YÒ�JªK
 �HAJ. �KB @
|α|, |β| ≤

√
|α|2 + |β|2 ≤ |α|+ |β|, ∀α, β ∈ R

. Zø
 PA�®ÊË 	áK
QÒ�J» ¼Q��K
ð
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ú

	̄ �éJ
¢�
�ñË@ �HAJ
 	Jj	JÖÏ @ úÍ@

�éÓA« �é 	®��. ð �éJ
KA 	� 	®Ë @ �HAJ
 	Jj	JÖÏ @ úÍ@ Èñ¢Ë@ Ðñê 	®Ó Õæ
Òª�K AªJ.£ 	áºÖß

. �é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�.ÒÊË �éÊ�KAÜØ �é 	JëQ�.Ó AªJ.£ A 	JK
YË �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ ð . (N? 3 N) , RN

��Ê¢ÖÏ @ P@QÒ�J�B @ 3.4

úÎ« A�®Ê¢Ó QÒ�J�Ó é 	K @ [a, b] �@Q��Ó ÈAm.× úÎ« 	¬QªÓ f ù

�®J
�®k ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.3.4

Q�
 	« �HBAj. ÖÏ @ 	áÓ �éJ
î �D 	JÖÏ @ �é«AÒm.Ì'@ �I	KA¿ AÒêÓ , �IJ
m�'. 0 < ρ XYªK. 0 < ε É¿ �� 	̄P 	áºÓ

@ @ 	X @ ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë

ú
Î¾Ë@ Èñ¢Ë@ð [a, b] ú

	̄ øñ�Jm× XAm��' @ �H@ 	X { ]a1, b1[, ]a2, b2[, . . . , ]an, bn[ } �éª£A�®�JÖÏ @

: A 	JK
YË ∑n
i=1(bi − ai) ≤ ρ

∑n
i=1 |f(bi)− f(ai)| ≤ ε.

ú

	̄
n = 1 Y 	g


AK. .P @QÒ�J�B@ Ðñê 	®Ó 	áÓ �éÓ@Qå� Q��»


@ ��Ê¢ÖÏ @ P@QÒ�J�B@ Ðñê 	®Ó 	à


@ 	K
Qª�JË @ 	áÓ l� 	�@ð

P@QÒ�J�CË �éJ
�A�

B@ �@ñ	mÌ'@ ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ ÐY�® 	K . Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ P@QÒ�J�B @ Ð 	QÊ�J��
 ��Ê¢ÖÏ @ P@QÒ�J�B @ 	à


@ øQ	K 	K
Qª�JË @

. ��Ê¢ÖÏ @

�éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JË @ 	àñº�J 	̄ [a, b] úÎ« A�®Ê¢Ó 	áK
QÒ�J�Ó g �ð f 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 1.1.3.4

�IK. A�K k ©Ó kf , fg , f + g

. A �®Ê¢Ó @QÒ�J�Ó 1
f

	àñºJ
 	̄
f ≥ m > 0 	àA¿ @ 	X @ , ½Ë 	Y»ð . A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�Ó

. Zø
 PA�®ÊË 	áK
QÒ�J» ¼Q��K
 �HAJ. �KB @

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× ñê 	̄ [a, b] úÎ« A�®Ê¢Ó @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 2.1.3.4

	áÓ �éJ
î �D 	JÖÏ @ �é«AÒm.Ì'@ �I	KA¿ AÒêÓ , �IJ
m�'. 0 < ρ Yg. ñK
 ε = 1 Ég.

@ 	áÔ 	̄ A �®Ê¢Ó QÒ�J�Ó f 	à


@ AÖß. �HAJ. �KB @

∑k
i=1(bi − ai) ≤ ρ ©Ó [a, b] ú


	̄ ø
 ñ�Jm× XAm��' @ �H@ 	X { ]a1, b1[, . . . , ]ak, bk[ } �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �HBAj. ÖÏ @
A 	JK
YË 	àñºK


k∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤ 1.

Õæ
�
�®�K É¿ Ég.


@ 	áÔ 	̄

. ρ ≥ δP ©Ó [a, b] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P = {x0, x1, . . . , xn} 	YKY 	J« 	áºJ
Ë
A 	JK
YË . n , . . . , 1 = i ©Ó P ©¢�̄ 	áÓ [xi−1, xi]

�éª¢�®ÊË Pi = {a0, a1, . . . , am}
m∑

i=1

|f(ai)− f(ai−1)| ≤ 1.

úÎ« f ©K. A�JË @ Q��
 	ª�K 	àñºK
 , 	à 	X@ . P ©¢�̄ 	áÓ �éª¢�̄ É¿ úÎ« Yg@ñË@ ñK. QK
 	à

@ f Q��
 	ª�K úG.


AK


	YKY 	J«
. Q��
 	ª�JË @ XðYm× f 	à 	X@ ; n 	áÓ É�̄

@ [a, b]

XðYm×ð @QÒ�J�Ó 	àñºK
 	à

@ ©K. A�JË 	áºÖß
 : iJ
m�� Q�
 	« �é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ �º« 	à


@ ú
Í@ñÖÏ @ ÈA�JÖÏ @ 	á�
J. K


. A �®Ê¢Ó @QÒ�J�Ó 	àñºK
 	à

@ 	àðX Q��
 	ª�JË @

: ú
ÍA�JËA¿ AîD
Ê« É�m� 	' [0, 1] 	áÓ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× Aî 	E @ , K Pñ�J 	KA¿ �é«ñÒm.× ÐY�® 	JË •− ÈA�JÓ 3.1.3.4

úÎ« É�j	J 	̄ ] 13 ,
2
3 [ hñ�J 	®ÖÏ @ ÈAj. ÖÏ @ é 	JÓ 	¬ 	Ym� 	'ð [0, 1] ÈAj. ÖÏ @ úÍ@ K0 �K.� 	QÓQ 	K

K1 =
[
0, 1

3

]
∪

[
2
3 , 1

]
.

úÎ« É�j	J 	̄
K1 ú


�æJ.»QÓ 	áÓ ] 79 ,
8
9 [ �ð ] 19 ,

2
9 [ 	á�
¢�ð


B@ 	á�
�JÊ�JË @ 	à

�
B@ 	¬ 	Yj	JËð
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K2 =
[
0, 1

9

]
∪

[
2
9 ,

1
3

]
∪

[
2
3 ,

7
9

]
∪

[
8
9 , 1

]
·

: A 	JK
YË i. �J 	�J
 	̄
K2

	àñ�º
�K ú


�æË@ �éªK. P

B@ �HBAj. ÖÏ @ 	áÓ ¡�ð


B@ �IÊ�JË @ 	¬ 	Ym� 	' , YK
Yg. 	áÓð

K3 = [0, 1
27 ] ∪ [ 2

27 ,
1
9 ] ∪ [ 29 ,

7
27 ] ∪ [ 8

27 ,
1
3 ] ∪ [ 23 ,

19
27 ] ∪ [ 2027 ,

7
9 ] ∪ [ 89 ,

25
27 ] ∪

[
26
27 , 1

]
,

�IÊ�JË @ 	¬ 	Ym�'. Kn+1 úÎ« É�m� 	' �IJ
k {Kn} �HA«ñÒm.× �éJ
ËA�J�JÓ Y
��
Ëñ 	J 	̄ È@ñ 	JÖÏ @ @ 	Yë úÎ« QÒ�J�	�ð

2n ñë Kn
�HBAm.× XY« 	à


@ 	áÓ Y»


A�J�K 	à


@ ½ 	JºÖß
 , Kn

	à ��ñºK
 ��Ê 	ªÓ ÈAm.× É¿ 	áÓ ¡�ð

B@ (hñ�J 	®ÖÏ @)

É¿ úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ú

�æË @ ¡�® 	JË @ �é«ñÒm.× Aî 	E


AK. K Pñ�J 	KA¿ �é«ñÒm.×

	¬Qª	K A 	J 	K @ . 3−n ñë ÈAm.× É¿ Èñ£ð
: Kn

�é�®Ê 	ªÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @

K =
∞⋂
n=0

Kn.

AÒêÓ , Kn+1 ⊂ Kn A 	JK
YË �HA«ñÒj. ÖÏ @ è 	Yë ZA ��	� @
�éJ
 	®J
» 	áÓð . �èXðYm×ð �é�®Ê 	ªÓ Kn

�é«ñÒm.× É¿ 	à@
@ 	YêËð Pñ�J 	KA¾Ë �éÊ 	g@Y�JÖÏ @ð �é�®Ê 	ªÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ �é 	JëQ�.Ó  ðQå�� {Kn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à 	X@

���®m��' . 1 ≤ n 	àA¿
�HBAj. ÖÏ @ 	áÓ ÈAm.× É¿ ú


	̄ Q£ 	à

AK. �é 	¢kCÖÏ @ 	áÓ ½Ë 	Y» i. �J 	�K
 K ZC 	g ÐY« 	à@ . ÈA 	g Q�
 	« , K , Aêª£A�®�J 	̄

. K 	áÓ 	à@Qå� 	J« ½Ë 	YË AÒëð ZA ��	�B@ 	áÓ �I	KA¿ �éÊgQÓ �éK


@ ú


	̄ 	àA 	̄ 	Ym��' B Kn É¾ ���� ú

�æË @ �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	«

	áº�JËð ε
2 ≥ ( 2

3 )n �IJ
m�'. AJ
ªJ
J.£ @XY« n 	áºJ
Ëð 0 < ε 	áºJ
Ë . �éK
Q 	®� K
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	à


@ �IJ. �� 	JË

hñ�J 	®ÖÏ @ ÈAj. ÖÏ AK. [ai, bi] ÈAm.× É¿ 	�ñª	JËð .Kn
	à ��ñº�K ú


�æË @ �é�®Ê 	ªÖÏ @ �HBAj. ÖÏ @ {[ai, bi]}2n

i=1

: A 	JK
YË . ]ai − ε
2n+2 , bi + ε

2n+2 [

K ⊂ Kn ⊂
2n⋃

i=1

]
ai − ε

2n+2
, bi +

ε

2n+2

[

©Ó
2n∑

i=1

(
bi +

ε

2n+2
− ai +

ε

2n+2

)
=

2n∑

i=1

(bi − ai) +
ε

2
≤ ε.

. �éK
Q 	®� K
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	à


@ 	á�
J. K
 @ 	Yë

2n − 1 	áÓ Ln
	àñº�JK
 	à 	X@ ; Ln = [0, 1] \Kn

	áºJ
Ë .Pñ�J 	K A¿ �é«ñÒj. ÖÏ A �® 	̄QÓ AªK. A�K 	à
�
B@ É 	gY	JË

	áÓ úÍð

B@ n �Ë @ Ég@QÖÏ @ ú


	̄ �I 	̄ 	Yg ú

�æË@ ù
 ëð ( 	á�
ÒJ
Ë @ úÍ@ PA��
Ë @ 	áÓ �éJ. �KQÓ) Ijn �K.� AîD
Ë @ Q�
 ��	� , BAm.×

: (1 ≤ n) ���®m�'
 ø

	YË@ [0, 1] úÎ« QÒ�J�ÖÏ @ ©K. A�JË @ fn 	áºJ
Ë , Pñ�J 	K A¿ �é«ñÒm.× ZA ��	� @

fn(0) = 0, fn(1) = 1, fn(x) = j2−n, x ∈ Ijn, j = 1, . . . , 2n − 1

.Kn
	áÓ ÈAm.× É¿ úÎ« ù


	®Ë
�
A�K ñëð

. f2
�ð f1 ú


	GAJ
K. Zú
æ
�� 	J�K 	à


@ 	á�j�J��
 ©K. @ñ�JË @ è 	Yë 	á« �èQº 	̄ 	Y 	g


A�K ú
¾Ë

, Ijn �ð F jn
�ð Ij−1

n
�éªK. A�J�JÓ �HBAm.× �é�KC�K úÎ« fn+1

�ð fn
�H@PAJ.« ÐY�® 	K hA 	��
B @ 	áÓ YK
 	QÒÊËð

.( 	á�
ÒJ
Ë @ úÍ@ PA��
Ë @ 	áÓ Õæ

�̄Q��Ë @ Õ �æK
) Kn ú


	̄
j

�éJ. �KQË @ �H@ 	X �éª¢�®Ë@ ù
 ë F jn = [α, β] �IJ
k
: A 	JK
YË

fn(x) =
x− α

2n(β − α)
+
j − 1
2n

, x ∈ F jn.

	áÓ �éÊKAÖÏ @ ©¢�®Ë@ É¾ 	̄ @ 	YËð (
3
2

)n ñë Kn ©¢�̄ 	áÓ �éª¢�̄ É¿ úÎ« fn ÉJ
Ó 	àA
	̄
β − α = 1

3n
	à

@ AÖß.ð

. �éK
 	P@ñ�JÓ fn 	àAJ
K.
iJ.��
ð Ln+1 ú


	̄ ù�®J. K
 Ln 	áÓ Ikn ÈAm.× É¿ 	à

@ 	¡kC	K AîD� 	® 	K ©¢�®Ë@ úÎ« fn+1

	àAJ
K.
	¬Qª	K ú
¾Ëð

: é 	JÓð ; I2k
n+1 = Ikn

	à

@ ø



@ 2k éÔ�̄P
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fn(x) = fn+1(x), ∀x ∈ Ij−1
n ∪ Ijn = I

2(j−1)
n+1 ∪ I2j

n+1.

ÈAj. ÖÏ @ 	¬ 	Ym� 	'ð �éK
ðA���Ó �HBAm.× �HC�K úÍ@ ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë Õæ��® 	J 	̄
F jn úÎ« fn+1

	àAJ
K. úÎ« Èñ�jÊËð
: @ 	YËð . I2j−1

n+1 =] 2α+β
3 , α+2β

3 [ 	à

@ ø



@ , 2(j − 1) + 1 ø
 ðA��
 Õ�̄QK. Ln+1 �K.�

�é �®j� Ê 	JË� ] 2α+β
3 , α+2β

3 [

fn+1(x) = 2j−1
2n+1 , x ∈ I2j−1

n+1

: PY�® 	K , fn+1
�ð fn ú


	GAJ
J. Ë ú
æ.�
	�Ë @ © 	�ñË@ �é 	̄QªÖÏð ,�Õç�'

fn+1

(2α+ β

3

)
− fn

(2α+ β

3

)
=

1
3× 2n

= fn

(α+ 2β
3

)
− fn+1

(α+ 2β
3

)
.

fn+1
	àAJ
K. ÉÒº	K (β, j

2n ) �ð (α+2β
3 , 2j−1

2n+1 ) @ 	Y»ð �éÒJ
�®�J�Ó �éª¢�®K. ( 2α+β
3 , 2j−1

2n+1 ) �ð (α, j−1
2n ) É�ñK. ð

úÎ« é�Jm��'ð [α, 2α+β
3 ] úÎ« fn

	àAJ
K. ��ñ 	̄ ©�®K
 fn+1
	àAJ
K. 	à


@ øQ	K ��K. A�Ë@ H. A�mÌ'@ 	áÓð . F jn úÎ«

. [α+2β
3 , β]

	à

@ð YK
@ 	Q��Ó fn ©K. A�K É¿ 	à


@ ZA ��	�B @ �é�®K
Q£ 	áÓ l� 	�@ð

|fn − fn+1| < 2−n �ð 2n − 1 , . . . , 1 = j , Ijn úÎ« fn+1 = fn

úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�K ú
ÍA�JËAK. ð [0, 1] úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. �éK. PA �®�JÓ ∑
n

(fn − fn+1)
�éÊ�Ê�Ë@ 	à 	X@

f 	à@ Õç�' [0, 1] úÎ« QÒ�J�Óð YK
@ 	Q��Ó f �ð f(1) = 1 , f(0) = 0
	YKY 	J« . f = limn→∞ fn 	áºJ
Ë . [0, 1]

[0, 1] úÎ« I. �
�KP f 	à

@ AÖß. . 	©J
K. ñËð Pñ�J 	KA¿ ©K. A�JK. f ú«YK
 . K ZA ��	� @ ZA 	J�K


@ 	¬ 	Yg ÈAm.× É¿ úÎ« �IK. A�K

É¿ Ég.

@ 	áÔ 	̄ ( �éÊÒêÓ ð


@) �éK
Q 	®� �é«ñÒm.× K Pñ�J 	KA¿ �é«ñÒm.× 	à


@ AÖß. . ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× ñê 	̄

©Ó ⋃∞
ν=1 Iν ⊃ K �IJ
m�'.

�ékñ�J 	®ÖÏ @ �HBAj. ÖÏ @ 	áÓ {Iν |ν = 1, 2, . . .} �èXðY« �é«AÔg. Yg. ñ�K 0 < ρ

A 	J 	�ñ« @ 	X@ . �HBAj. ÖÏ @ è 	Yë 	áÓ é�J 	JÓ XYªK. é�JJ
¢ 	ª�K 	áºÒJ
 	̄ , �@Q��Ó K 	à

@ AÖß. , �Õç�' .

∑∞
ν=1 δI ≤ ρ

	áÓ �é«AÔg. úÎ« É�j	J 	̄ (AëXAm��' @ ñëð) é 	̄ ��Qª�K ø

	YË@ ÈAj. ÖÏ AK. �éJ
î �D 	JÖÏ @ �é«AÒm.Ì'@ è 	Yë 	áÓ �éª£A�®�JÖÏ @ �HBAj. ÖÏ @

	à 	X@) K ù
 ¢ 	ª�K { ]a1, b1[, ]a2, b2[, . . . , ]ar, br[ } (AÓAÖ �ß @YK
@ 	Q��Ó AÒJ
�̄Q�K �éÔ�̄QÓ) �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �HBAj. ÖÏ @
�IJ
m�'. ð ( br > 1 �ð 0 > a1

r∑
ν=1

(bν − aν) ≤ ρ. (4.4)

i. �J 	�J
 	̄
K ù
 ¢ 	ª�K �HBAj. ÖÏ @ è 	Yë 	à


@ AÒJ. 	̄ r − 1 , . . . , 1 = ν Ég.


@ 	áÓ aν+1 > bν

	à

@ A 	J 	�Q�� 	̄ @ @ 	X @

�K.� f XYÒ	JË . f(bν) = f(aν+1) 	à 	X@ . Ijn hñ�J 	®ÖÏ @ ÈAj. ÖÏ @ � 	® 	K ú

	̄
aν+1

�ð bν ©�®K
 ν É¿ Ég.

@ 	áÓ é 	K


@

	à

@ ��J.� AÜØ i. �J 	�K
 . 	QÓQË@ � 	® 	JK. éË 	¡ 	®�Jm� 	'ð [1, 2] úÎ« 1 �K.�ð [−1, 0] úÎ« 0

r∑
ν=1

|f(bν)− f(aν)| = 1. (5.4)

	©J
K. ñËð Pñ�J 	KA¿ ©K. A�K 	à

@ i. �J 	J���	� A 	J 	K A

	̄ , ù

	®J
» 0 < ρ 	à


@ AÖß.ð (5.4) �ð (4.4) úÎ« @XAÒ�J«@

. A �®Ê¢Ó QÒ�J�Ó Q�
 	«
Ijn hñ�J 	®Ó ÈAm.× É¿ úÎ« �IK. A�K f 	à


@ AÒJ. 	̄ , 	©J
K. ñËð Pñ�J 	KA¿ ©K. A�JË �éÒêÓ øQ 	k


@ �éªJ
J.£ , A 	�Q« , 	¡kC	K

úÎ« AJ
Ê¿ éJ. �� ÐðYªÓ ���J ��Öß. ©�JÒ�JK
 ©K. A�JË ÈA�JÓ 	à 	X@ , é 	K @ . [0, 1] \K 	áÓ �é¢�® 	K É¿ Y	J« ÐðYªÓ é�®�J ��Ô 	̄

. [0, 1] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« �IK. A�K Q�
 	« ñëð (Pñ�J 	KA¿ �é«ñÒm.× ù
 ë) �éK
Q 	®� �é«ñÒm.× Y 	J« @Y« ø


@ , [0, 1]

�èXðYjÖÏ @ Q�
 	« �HBAj. ÖÏ @ úÎ« ��Ê¢ÖÏ @ P@QÒ�J�B@ð XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ 4.4

Q��
 	ª�JË @ XðYm× 	àA¿ @ 	X @ R úÎ« XðYm× Q��
 	ª�K ð 	X é 	K @ R úÎ« 	¬QªÓ ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.4.4

.R 	áÓ �@Q��Ó ÈAm.× É¿ úÎ«
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	á�
K. ��Q 	®Ë @ 	à

@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K
 .R úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× R úÎ« I. �
�KP ©K. A�K É¿ 	à


@ �IJ. ���K 	à


@ ½ 	JºÖß


.R úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× ©K. A�K R úÎ« 	á�
J. �
�KP 	á�
ªK. A�K

	àA¿ @ 	X @ð . ½Ë 	Y» fg �ð f + g 	àA¿ ù

	®J
» ÈAm.× úÎ« Q��
 	ª�JË @ ø
 XðYm× g �ð f 	àA¿ @ 	X @ •−

�é 	JëQ�.Ó 2.4.4

. Q��
 	ª�JË @ XðYm× 1
f

	àA
	̄ AÓAÖ �ß (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« I. ËA�) I. k. ñÓ XYªK. (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« @PñJ.ºÓ) @Pñ 	ª�Ó f

. Zø
 PA�®ÊË 	áK
QÒ�J» ¼Q��K
 �HAJ. �KB @

@ 	Yë 	à

@ B@ ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« �éK
XðYjÖÏ @ úÍ@ ø
 X ñ�K [a, b] ÈAm.× úÎ« Q��
 	ª�JË @ �éK
XðYm× 	à


@ Q» 	Y 	K 	à


@ ù


	ªJ. 	�K

R úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× é 	K @ ; R úÎ« f(x) = x ©K. A�JË @ ÈA�JÓ 	áÓ 	á�
J. ��K
 AÒ» , XðYm× Q�
 	« ÈAm.× úÎ« XP@ð Q�
 	«

. @XðYm× 	àñºK
 	à

@ 	àðX

: é 	K

AK. f ©K. A�JÊË ú
Î¾Ë@ Q��
 	ª�JË @ ©K. A�K

	¬QªK
 R �éËAg ú

	̄

Tf (x) =
{ −V 0

x (f), x < 0
V x0 (f), x ≥ 0

. é�J 	JÓ Q�
 	« 	àñºK
 	à

@ 	áºÖß
 ø


	YË@ lim
∞
Tf − lim

−∞
Tf XYªË@ é 	K


AK. R úÎ« f ©K. A�JÊË ú
Î¾Ë@ Q��
 	ª�JË @ 	¬QªK
ð

@ 	YËð R úÎ« YK
@ 	Q��Ó ©K. A�K Rf �ð Tf 	áÓ É¿ . Rf = Tf − f 	à

AK. f 	áÓ I. ��Q��ÖÏ @ Rf ©K. A�JË @

	¬QªK

. 	áK
YK
@ 	Q��Ó 	á�
ªK. A�K 	á�
K. ��Q 	®» R úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× ©K. A�K É¿ �éK. A�J» 	áºÖß


A �®Ê¢Ó @QÒ�J�Ó 	àA¿ @ 	X @ R úÎ« A�®Ê¢Ó QÒ�J�Ó é 	K

AK. R úÎ« 	¬QªÓ ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 3.4.4

.R 	áÓ XðYm× ÈAm.× É¿ úÎ«

k ©Ó , kf , fg , f + g ©K. @ñ�JË @ �I	KA¿ R úÎ« A�®Ê¢Ó 	áK
QÒ�J��Ó g �ð f 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 4.4.4

. ½Ë 	Y» , �IK. A�K
. R úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× 	àA¿ R úÎ« A�®Ê¢Ó @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ Õç�'

. Zø
 PA�®ÊË ¼Q��K
 �HAJ. �KB @

	áÓ �HBAm.× úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. ��Ê¢ÖÏ @ P@QÒ�J�CËð XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JÊË �éÊ�KAÜØ l .�

'A�J 	Kð 	K
PAª�K ZA¢«@ AªJ.£ 	áºÖß

. ÉJ
�A 	®�JË @ PA 	�k@ ZøPA�®ÊË 	áºÖß
 . [a,+∞[ ð


@ ]−∞, a] ¨ñ	JË @
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A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ð XðYjÖÏ @ Q��
 	ª�JË @ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ Èñk 	áK
PAÖ �ß

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄ [a, b] ÈAm.× úÎ« Q���
 	ª�JË @ XðYm× ©K. A�K É¿ 	à

@ �I�. �K


@ 1.4

©K. @ñ�JË @ 	àA 	̄ [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 	áK
XðYm× 	áK
Q��
 	ª�JK. 	àAª�JÒ�JK
 	á�
ªK. A�K g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 2.4

�IK. A�K k ©Ó kf , |f | , fg , f − g , f + g

XðYm× 1
f

	àñºJ
 	̄ [a, b] úÎ« |f | ≥ m > 0 	à

@ é�J 	®� m XY« Yg. ð @ 	X @ , Õç�' . AîD� 	® 	K �éJ
�A	mÌ'AK. ©�JÒ�J�K

. é� 	® 	K ÈAj. ÖÏ @ úÎ« Q��
 	ª�JË @

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« XðYm× ©K. A�JË @ @ 	Yë 	à

@ Ð 	QÊ�J��
 ÈAm.× úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× ©K. A�K 	àñ» 	à


@ �I�. �K


@ 3.4

	à

@ 	á�
J. 	̄ [a, b] ÈAm.× úÎ« Q��
 	ª�JË @ ø
 XðYm× g �ð f 	àA¿ @ 	X @ 4.4

V ba (f + g) ≤ V ba (f) + V ba (g).

? �éÓA« �é 	®��. �èXP@ð �è@ðA�ÖÏ @ Éë

�K.� ú
Í@ñ�JË @ úÎ« 	áK
PñJ.ºÓ |g| �ð |f | 	àA¿ð [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ ø
 XðYm× g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	á�
K. 5.4

. V ba (fg) ≤ AV ba (g) +BV ba (f) 	àA¿ B �ð A

	àA 	̄ |f | ≥ m > 0 	àA¿ð [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	á�
K. 6.4

V ba

(
1
f

)
≤ 1
m2

V ba (f).

	à

AK. [−1, 1] úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ 	à


@ �I�. �K


@ 7.4

0 6= x 	àA¿ @ 	X @ xp sin 1
xq

0 = x 	àA¿ @ 	X @ 0

}
= f(x)

. q ≥ p > 0 	àA¿ @ 	X @ ½Ë 	Y» ��
Ë é�	JºË p > q > 0 	àA¿ @ 	X @ Q��
 	ª�JË @ XðYm×

. �@Q��Ó ÈAm.× ø


@ úÎ« XðYm× Q��
 	ª�K �H@ 	X �éK
XðYg É¿ 	à


@ �I�. �K


@ 8.4

.Pa,b 	áÓ P 	àA¿ AÒêÓ Vf (P ) = Mf (P ) + Sf (P ) 	à

@ �I�. �K


@ 9.4

�ð I. k. ñÖÏ @ ú
Î¾Ë@ Q��
 	ª�JË @ ñë M b
a(f) . 	àAJ
î �D 	JÓ Sba(f) �ð M b

a(f) 	àA 	̄ Q��
 	ª�JË @ XðYm× f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	á�
K.

. f ©K. A�JÊË I. ËA�Ë@ ú
Î¾Ë@ Q��
 	ª�JË @ ñë Sba(f)

. V ba (f) = P ba(f) +N b
a(f) 	àA

	̄ Q��
 	ª�JË @ XðYm× f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 10.4

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« A�®Ê¢Ó QÒ�J�Ó [a, b] ÈAm.× úÎ« ø

	Q��J
 ���. J
Ë ù


�®J
�®k ©�K. A�K É¿ 	à

@ �I�. �K


@ 11.4

	à

AK. [a, b] úÎ« 	¬QªÖÏ @ G ©K. A�JË @ 	áºJ
Ëð [a, b] �@Q��Ó ÈAm.× úÎ« B

�
ñÒ» 	àAÖß
P A �ªK. A�K g 	áºJ
Ë 12.4

. [a, b] úÎ« A ��®Ê¢Ó QÒ�J�Ó G 	à

@ 	á�
K. . G(x) =

∫ x
a
g

ÈAm.× úÎ« A�®Ê¢Ó 	áK
QÒ�J�Ó 	á�
ªK. A�K g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ ø



@ , 1.1.3.4 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �I�. �K


@ 13.4

©K. @ñ�JË @ 	àñº�J 	̄ �@Q��Ó
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�IK. A�K k ©Ó kf �ð fg �ð f + g

. é� 	® 	K ÈAj. ÖÏ @ úÎ« A�®Ê¢Ó QÒ�J�Ó 1
f

	àñºJ
 	̄
f ≥ m > 0 	àA¿ @ 	X @ , ½Ë 	Y»ð . A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�Ó

	áÓ �éJ
î �D 	JÖÏ @ �éJ 	®Ë @ �IËYJ. ���@ @ 	X @ Q�
J
 	ª�K 	àðYK. ù�®J. K
 ��Ê¢ÖÏ @ P@QÒ�J�B@ Ðñê 	®Ó 	à

@ �I�. �K


@ 14.4

ÈYJ. ���@ð �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �HBAj. ÖÏ @ 	áÓ �éJ
î �D 	JÓ Q�
 	« �èXðY« �éJ 	®K. 	K
Qª�JË @ ú

	̄ �èXP@ñË@ �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �HBAj. ÖÏ @

. é�J 	JÓ Q�
 	« ¨ñÒj. Öß. AîE. �� 	̄QÖÏ @ ú
æî �D 	JÖÏ @ ¨ñÒj. ÖÏ @

P@QÒ�J�B@ 	K
Qª�K ú

	̄ �èXP@ñË@ Σni=1|f(bi)− f(ai)| ≤ ε �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	��
ñª�K 	áºÖß
 é 	K


@ �I�. �K


@ 15.4

. 	K
Qª�JË @ ú 	æªÓ Q�
J
 	ª�K 	àðX @ 	Yëð |Σni=1[f(bi)− f(ai)]| ≤ ε Aî 	DÓ 	ª 	�B@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ AK. ��Ê¢ÖÏ @

. f(x) = x sin 1
x ©K. A�JÊË 0 < a ©Ó [a, 1] úÎ« ��Ê¢ÖÏ @ P@QÒ�J�B@ �PX


@ 16.4

	à

@ 	á�
K. . g(x) = x2| sin 1

x | �ð f(x) =
√
x 	à


AK. ]0, 1] úÎ« 	á�
 	̄QªÖÏ @ 	á�
ªK. A�JË @ g �ð f 	áºJ
Ë 17.4

. A �®Ê¢Ó QÒ�J�Ó Q�
 	« f ◦ g 	à

@ B@ A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�Ó g ◦ f , g , f

. [c, d] úÎ« A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ëð [c, d] ÈAj. ÖÏ @ ù
 ë é�KPñ�ð [a, b] úÎ« A 	̄QªÓ AªK. A�K g 	áºJ
Ë 18.4
. A �®Ê¢Ó QÒ�J�Ó f ◦ g 	àA 	̄ AJ. �
�KP g 	àA¿ð A�®Ê¢Ó 	áK
QÒ�J�Ó g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@

[c, d] úÎ« A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ëð [c, d] ÈAj. ÖÏ @ ù
 ë é�KPñ�ð [a, b] úÎ« A 	̄QªÓ AªK. A�K g 	áºJ
Ë 19.4

A �®Ê¢Ó QÒ�J�Ó f ◦ g 	àA 	̄ [c, d] úÎ« A�®Ê¢Ó @QÒ�J�Ó f 	àA¿ð [a, b] úÎ« AK
 	Q��J
 ���. J
Ë g 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ .

. [a, b] úÎ«



5 É� 	®Ë@

�j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K

	àAÖß
P ÉÓA¾�K Õæ
Òª�K 1.5

ù
 ëð �éJ
 	K A�JË @ �éÊgQÖÏ @ ú

	̄ A 	Jë ¨Qå�� 	� . �éÊÓA¾ÖÏ @ Ðñê 	®Öß. ùÒ��
 AÓ Pñ¢�� ú


	̄ úÍð

B@ �éÊgQÖÏ @ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K Q�. �JªK


@ 	Yë úÍ@ Q 	¢	JË @ 	áºÖß
 . (ø
 Y	JËñë , 1894− 1856) �j. ÊJ
��� 	àAK
 @ �AÓñ�K úÍ@ XñªK
 	àAÖß
P ÉÓA¾�JË Õæ
Òª�K
ÉÓA¾�K ú


	̄ ¡J
��. ù
 ¢ 	k ©K. A�K éJ.ªÊK
 ø

	YË@ ø
 	Q»QÖÏ @ PðYËAK.

	¬Q��ªK
 é 	K @
	X @ @Yg. ù
 ªJ
J.£ é 	K


@ úÎ« Õæ
Òª�JË @

. Ñ«

@ ©K. A�JK. ©K. A�JË @ @ 	Yë È@YJ. ���@ hQ���®K
 é 	K @ ; 	àAÖß
P

: É¾ ��Ë@ 	áÓ �éJ
î �D 	JÓ ©J
ÓAm.× úÎ« ∫ b
a
f 	àAÖß
P ÉÓA¾�JË �é 	®Ê�J 	jÖÏ @ 	K
PAª�JË @ YÒ�Jª�K

n∑
i=1

f(ξi)δxi ð

@

n∑
i=1

Miδxi , n∑
i=1

miδxi

�é�®K. A�Ë@ ©J
ÓAj. ÖÏ @ ú

	̄ É 	gX


@ @ 	X @ . ©J
ÓAj. ÖÏ @ XðYg ú


	̄ ÉÓAªÒ» Qê 	¢�
 δxi = xi − xi−1
�IJ
k

ZA ��	�B Õæ
Òª�K úÎ« É�m� 	' A 	J 	K A
	̄ AÓ Yg úÍ@ ù


	®J
» ©K. A�K g �IJ
k , δxi ÈYK. δgi = g(xi)− g(xi−1)

. g(x) = x �IJ
k �é�A	mÌ'@ �éËAmÌ'@ ú

	̄ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K ù
 ¢ªK
 ñëð , 	àAÖß
P

�j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K 2.5

AÒJ
��®�K P = {x0, x1, . . . , xn} 	áºJ
Ëð . [a, b] = I ÈAm.× úÎ« 	á�
 	̄QªÓ 	á�
�J
�®J
�®k 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ë
: 	à


@ ø



@ , P úÍ@

�éJ.�	� A¢�ð AÒJ
��®�K Q = {ξ1, . . . , ξn} �ð I ÈAj. ÒÊË

xi−1 ≤ ξi ≤ xi, i = 1, . . . , n.
: XYªË@ é 	K


AK. Q ¡�ñË@ Õæ
�

�®�JÊËð P Õæ
�
�®�JÊË �� 	̄ @ñÖÏ @ I úÎ« g úÍ@

�éJ.�	� f ©K. A�JÊË �j. ÊJ
��� ¨ñÒm.×
	¬Qª	K

S(f, g, P,Q) =
n∑

i=1

f(ξi)δgi, δgi = g(xi)− g(xi−1).

. 	àAÖß
P ÉÓA¾�JË ú

	GA�JË @ 	K
Qª�JË @ ú


	̄
R(f, P,Q) 	àAÖß
P ¨ñÒm.× �ð S(f, g, P,Q) 	á�
K. éK. A ����Ë @ 	¡kB

[a, b] = I úÎ« g úÍ@
�éJ.�	� f ©K. A�JÊË �j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K é 	K @ S XY« 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.2.5

é�J 	®� 0 < ρ XYªK. 0 < ε É¿ �é�® 	̄ @QÓ 	áºÓ

@ @ 	X @ I úÎ« g úÍ@

�éJ.�	� ÈñÒ» �j. ÊJ
��� é 	K @ f 	á« Èñ�® 	Kð
	à

@

|S(f, g, P,Q)− S| ≤ ε, ∀P ∈ Pa,b, δP ≤ ρ, ∀ ∈ W(P ).

.(S)
∫ b
a
f dg ð


@ ∫ b

a
f dg �K.� éJ
Ë @ P

�
AJ
 	̄ ; YJ
kð , Yg. ð 	à@ , S 	à


@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß
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P Õæ
�
�®�JË @ ¡J
�ð , δP È ðñK
 AÓY 	J« �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× " �éK
Aî 	E\ é 	K


AK. �j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K úÍ@ Q 	¢ 	JË @ 	áºÖß


: AK
 	QÓP I. �Jº	Kð . Q 	®� úÍ@ ,
∫ b

a

f dg = lim
δP→0

n∑

i=1

f(ξi)δgi.

f ©K. A�JË @ ù
 Ò�	� . ∫ a
a
f dg = 0 �ð b > a 	àA¿ @ 	X @

∫ a
b
f dg = − ∫ b

a
f dg © 	�	� 	à


AK. 	K
QªË@ ÉÒº	Kð

. ÉÓ� A¾ÖÏ @ ©K. A�JËAK. g ©K. A�JË @ ù
 Ò�	�ð É �ÒºÖÏ @ ©K. A�JË AK.

É¿ Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J« .[a, b] úÎ« A�JK. A�K AªK. A�K g = k �ð AJ
 	®J
» AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 2.2.5

ú
ÍA�JËAK. ð .
n∑
i=1

f(ξi)[g(xi)− g(xi−1] = 0 A 	JK
YË , P úÍ@
�éJ.�	� ¡�ð Õæ
�

�®�K É¿ð P Õæ
�
�®�K

éÊÓA¾�Kð �IK. A�K ÉÓ� A¾Ó ©K. A�K É¿ úÍ@
�éJ.�	� [a, b] úÎ« ÈñÒ» �j. ÊJ
��� f ©K. A�K É¿ , 	à 	X@ .

∫ b
a
f dg = 0

. ÐðYªÓ �j. ÊJ
���Ë

	áÓ , 	YKY 	J« . ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« AJ
 	®J
» AªK. A�K g �ð [a, b] úÎ« A�JK. A�K AªK. A�K f = k 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 3.2.5

ú
ÍA�JK. ð .
n∑
i=1

f(ξi)δgi = k
n∑
i=1

[g(xi)− g(xi−1] A 	JK
YË , éJ
Ë @
�éJ.�	� ¡�ð Õæ
�

�®�K ø


@ð P Õæ
�

�®�K É¿ Ég.

@

	à

@ øQ	K , 1dg = dg

�éK. A�JºJ. 	̄ k = 1 Ég.

@ 	áÓ , �é�A 	g �é 	®��. ð .

∫ b
a
k dg = k[g(b)− g(a)]

.
∫ b
a
k dg = k

∫ b
a
dg

�é�̄CªË@ A 	JK
YËð ∫ b
a
dg = g(b)− g(a)

�j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× É¿ �é«ñÒm.× 	á« Èñ�® 	K . [a, b] úÎ« 	á�
 	̄QªÓ 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 4.2.5

@ 	X @ ú
æ
��ñºË A 	K @ , AîD
Ë @

�éJ.�	� ù¢�ñË@ �HAÒJ
��®�JË @ð �HAÒJ
��®�JË @ 	áÓ h. ð 	P É¾Ë �é�® 	̄ @ñÖÏ @ , S(f, g, P,Q)

: ú
ÎK
 AÓ ���®m��'

∀ε > 0, ∃ρ > 0, |S(f, g, P ′, Q′)− S(f, g, P ′′, Q′′)| ≤ ε,

∀P ′, ∀P ′′ ∈ Pa,b, δP ′ ≤ ρ, δP ′′ ≤ ρ, ∀Q′ ∈ W(P ′), ∀Q′′ ∈ W(P ′′).

Ð 	QÊK
 [a, b] ÈAm.× úÎ« g ©K. A�K úÍ@
�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
��� f ©K. A�JË @ 	àñºK
 ú �æk •− �é 	JëQ�.Ó 5.2.5

. ú
æ
��ñºË S(f, g, P,Q) �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× �é«ñÒm.× 	àñº�K 	à


@ ù


	®ºK
ð

�é«ñÒm.× 	à

@ Ð 	QÊ�J��� �j. ÊJ
��� I. �k �éÊÓA¾ÒÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ 	à


@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ ÉîD�Ë @ 	áÓ •− �HAJ. �KB @ 6.2.5

�HAÒJ
��®�JË @ 	Y 	g

A 	Kð ú
æ

��ñºË �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× �é«ñÒm.× 	à

@ 	�Q 	® 	K �ºªË@ �HAJ. �KB ð . ú
æ

��ñºË �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.×

AîD
Ë @
�éJ.�	� ù¢�ñË@ �HAÒJ
��®�JË @ð xi = a+ i(b−a)

n
	à

AK. AëQå�A 	J« �èA¢ªÖÏ @ , . . . , 2 , 1 = n , Pn

©J
ÓAm.× �éJ
ËA�J�JÓ 	à

@ 	YKY 	J« l� 	�@ð . n , . . . , 1 = i Ég.


@ 	áÓ ξi = xi

�IJ
k Qn = {ξ1, . . . , ξn}
Yg. ñK
 . 0 < ε 	áºJ
Ë . L �éK
Aî 	DK. ©�JÒ�J�K @ 	YêË ù
 ëð R ú


	̄ ú
æ
��ñºË {Sn} .=

{
S(f, g, Pn, Qn)

} �j. ÊJ
���
�IJ
m�'. n0 ù
 ªJ
J.£ XY« 	YKY 	J«

|Sn − L| = |S(f, g, Pn, Qn)− L| ≤ 1
2
ε, ∀n ≥ n0. (1.5)

: �IJ
m�'. 0 < ρ Yg. ñK
 , A 	® 	K
�
@ �I�. �JÖÏ @ ε XYªË@ Ég.


@ 	áÔ 	̄ ú
æ

��ñºË �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× �é«ñÒm.× 	à

@ AÖß.ð

|S(f, g, P ′, Q′)− S(f, g, P ′′, Q′′)| ≤ 1
2
ε, ∀P ′, P ′′ ∈ Pa,b,

δP ′ ≤ ρ, δP ′′ ≤ ρ, ∀Q′ ∈ W(P ′), ∀Q′′ ∈ W(P ′′).

���®m�'
 , n1 ≤ n Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J« . ρ ≥ b−a

n1

�IJ
m�'. ð n0
	áÓ Q�.»


@ AJ
ªJ
J.£ @XY« n1

	à
�
B@ 	áºJ
Ë

ÈAj. ÒÊË AÓ AÒJ
��®�K P 	àA¿ @ 	X @ , AëY	J« . ρ ≥ b−a
n = δPn ½Ë 	Y»ð (1.5) �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ Qn �ð Pn

	àAÒJ
��®�JË @
: A 	JK
YË 	àñºK
 n1 ≤ n Ég.


@ 	áÔ 	̄ , éJ
Ë @

�éJ.�	� A¢�ð AÒJ
��®�K Q 	àA¿ð , ρ > δP é¢J
�ð , [a, b]
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|S(f, g, P,Q)− S(f, g, Pn, Qn)| ≤ 1
2ε

: n1 ≤ n ©Ó PAJ. �J«B @ 	á�
ªK. (1.5)
	Y 	g


AK. , é 	JÓð

|S(f, g, P,Q)− L| = |S(f, g, P,Q)− Sn + Sn − L|

≤ ε, ∀P ∈ Pa,b, δP ≤ ρ, ∀Q ∈ W(P ).

�j. ÊJ
��� I. �k �éÊÓA¾ÒÊË �éJ
ÊK. A �®ÊË �éJ
 	̄ A¾Ë @  ðQå��Ë @ 	�ªK. 3.5

f ©K. A�JË @ 	àA
	̄ é� 	® 	K ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @YK
@ 	Q��Ó g 	àA¿ð [a, b] úÎ« @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ •−

�é 	JëQ�.Ó 1.3.5
. g úÍ@

�éJ.�	� [a, b] úÎ« ÈñÒ» �j. ÊJ
���

Yg. ñJ
 	̄ [a, b] úÎ« Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ èP@QÒ�J�@ ú
æ
	��J�®K
 f P@QÒ�J�@ 	à


@ AÖß. . 0 < ε 	áºJ
Ë •− �HAJ. �KB @ 2.3.5

: �IJ
m�'. 0 < ρ

|f(ξ′)− f(ξ′′)| ≤ ε, ∀ξ′, ∀ξ′′ ∈ [a, b], |ξ′ − ξ′′| ≤ ρ.
�ð ρ ≥ δP ′ �IJ
m�'. [a, b] ÈAj. ÒÊË 	á�
ÒJ
��®�K P ′′ = {x′′0 , x′′1 , . . . , x′′m} �ð P ′ = {x′0, x′1, . . . , x′l} 	áºJ
Ë	àA¿ @ 	X @ . AÒîD
Ë @

�éJ.�	� 	á�
¢�ð 	á�
ÒJ
��®�K Q′′ = {ξ′′1 , . . . , ξ′′m} �ð Q′ = {ξ′1, . . . , ξ′l} 	áºJ
Ëð ρ ≥ δP ′
P úÍ@

�éJ.�	� A¢�ð AÒJ
��®�K Q = {ξ1, . . . , ξn} 	àA¿ð P ′ ∪ P ′′ Õæ
�
�®�JË @ ñë P = {x0, x1, . . . , xn}

	áÓ [x′i−1 − x′i] �éª¢�®Ë@ úÍ@ Q 	¢ 	J 	JË : ú
ÍA�JËA¿ |S(f, g, P,Q)− S(f, g, P ′, Q′)| �èPAJ.ªË @ QK
Y�®�K A 	J 	JºÒJ
 	̄

É¾ ���� ú
æê 	̄
P Õæ
�

�®�JË @ 	áÓ �é¢�® 	K �éK


@ úÎ« AêÊ 	g@YK. ø
 ñ�Jm��' B �éª¢�®Ë@ è 	Yë �I	KA¿ @ 	X @ . P ′ Õæ
�

�®�JË @ ©¢�̄
: A 	JK
YË �éª¢�®Ë@ è 	Yë úÎ«ð P Õæ
�

�®�JË @ 	áÓ (i 	á« ÐñÒªË@ úÎ« 	Ê�J	m× j) [xj−1, xj ]
�éª¢�̄

|f(ξj)[g(xj)− g(xj−1)]− f(ξ′j)[g(x
′
i)− g(x′i−1)]|

= |f(ξj)− f(ξ′j)|[g(x′i)− g(x′i−1)]

≤ ε[g(x′i)− g(x′i−1)].

. ρ ≥ δP ′ ≥ |ξj − ξ′i| 	à

B @ 	Yëð

Q 	¢	�

@) P 	áÓ xj+k−1

, . . . , xj ¡�®	K úÎ« AêÊ 	g@YK. ø
 ñ�Jm��' [x′i−1, x
′
i]

�éª¢�®Ë@ �I	KA¿ @ 	X @ A�Ó

@

: A 	JK
YË �éª¢�®Ë@ è 	Yë úÎª 	̄ (É¾ ��Ë@

-
x′i−1

xj−1 xj xj+k−1 xj+k

x′i

∣∣∣
k∑
p=1

f(ξj+p)[g(xj+p)− g(xj+p−1)]− f(ξ′j)[g(x
′
i)− g(x′i−1)]

∣∣∣

=
∣∣∣
k∑
p=0

f(ξj+p)[g(xj+p)− g(xj+p−1)]− f(ξ′i)
k∑
p=0

[g(xj+p)− g(xj+p−1)]
∣∣∣

=
k∑
p=0
|f(ξj+p)− f(ξ′i)|[g(xj+p)− g(xj+p−1)]

≤ ε
k∑
p=0

[g(xj+p)− g(xj+p−1)] ≤ ε[g(x′i)− g(x′i−1)]

. k = p , . . . , 0 = p Ég.

@ 	áÓ ρ ≥ δP ′ ≥ |ξj+p − ξ′i| 	à


B @ 	Yëð

C¿ 	à

@ úÍ@ ø
 X ñK
 @ 	Yë . |S(f, g, P,Q)− S(f, g, P ′′, Q′′)| �èPAJ.ªË @ QK
Y�®�K AîD� 	® 	K �é�®K
Q¢ËAK. A 	J 	JºÖß
ð

	áÓ É�̄
@ |S(f, g, P,Q)− S(f, g, P ′′, Q′′)| �ð |S(f, g, P,Q)− S(f, g, P ′, Q′)| 	áÓ

: 	à 	X@ . ε
∑n
i=1 δgi = ε[g(b)− g(a)]
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|S(f, g, P ′′, Q′′)− S(f, g, P ′, Q′)| ≤ 2ε[g(b)− g(a)].
. ú
æ

��ñºË �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× �é«ñÒm.× 	à

@ 	á�
J. K
 ø


	YË@ QÓ

B@

. Q��
 	ª�JË @ XðYm× g �ð QÒ�J�Ó f Ég.

@ 	áÓ AîD� 	® 	K �éj. J
�� 	JË @ �I�. �K


@ •− 	áK
QÖ �ß 3.3.5

	á�
J
ª�JË . Xñk. ñÓ ∫ 1

0
x dx2 ÉÓA¾�JË @ 	àA 	̄ [0, 1] úÎ« YK
@ 	Q��Ó x2 �ð QÒ�J�Ó x 	à


@ AÖß. •− ÈA�JÓ 4.3.5

¡�ñË@ Õæ
�
�®�JË @ð n , . . . , 1 , 0 = i ©Ó xi = i

n
�IJ
k Pn = {x0, x1, . . . , xn} Õæ
�

�®�JË @ Q�. �Jª 	K , é�JÒJ
�̄
: A 	JK
YË . Qn = {x1, . . . , xn}

S(x, x2, Pn, Qn) =
n∑
i=1

xi[x2
i − x2

i−1] = 1
n3

n∑
i=1

i[i2 − (i− 1)2]

= 1
n3

n∑
i=1

[2i2 − i] = 1
n3

[
2n6 (n+ 1)(2n+ 1)− n(n+1)

2

]

= (n+1)
6n2 (4n− 1)

é 	JÓð
∫ 1

0

x dx2 = lim
n→∞

(n+ 1)(4n− 1)
6n2

=
2
3
·

	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	à

@ AÖß.ð . ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« ÈñÒ» 	àAÖß
P �@Q��Ó ÈAm.× úÎ« QÒ�J�Ó ©K. A�K É¿ 	à


AK.

	¬Qª	K A 	J 	K @
QÒ�J�Ó ©K. A�K É¿ 	à


@ 	áÒ	m� 	'ð Õæ
Òª�JË @ úÍ@ ÉJ
Ö

	ß Y�® 	̄
g(x) = x Ég.


@ 	áÓ �j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K �é£A��. É¾K. ñë

P@QÒ�J�@ 	à@ . iJ
m�� Q�
 	« @ 	Yë 	à

@ ��ëYÖÏ @ 	áÓ é 	K


@ B@ . ÉÓ� A¾Ó ©K. A�K ø



@ úÍ@

�éJ.�	� �j. ÊJ
���Ë ÉÓA¾�JK. ©�JÒ�JK

: ú
ÍA�JË @ ÈA�JÖÏ @ é 	JJ
�. K
 AÒ» �j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K Xñk. ð 	àAÒ 	�Ë 	á�
�J
 	̄ A¿ Q�
 	« ÉÓ� A¾ÖÏ @ ©K. A�JË @ð É �ÒºÖÏ @ ©K. A�JË @

: 	à

AK. [0, 1] úÎ« 	á�
 	̄QªÖÏ @ 	á�
ªK. A�JË @ g �ð f 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 5.3.5

]0, 1] 3 x 	àA¿ @ 	X @
√
x sin 1

x

0 = x 	àA¿ @ 	X @ 0

}
= g(x) = f(x)

	á�
ÒJ
��®�JË @ , n É¿ Ég.

@ 	áÓ ,Q�. �JªËð

Q1 =
{ 1

2nπ
, 1
n

, 2
n

, · · · , 1
}

ð P1 =
{

0,
1

2nπ
, 1
n

, 2
n

, . . . , 1
}

: 	àA
	̄
g( 1

2nπ ) = g(0) 	à

@ AÖß.ð δP1 = 1

n
	à

@ l� 	�@ð

S(f, g, P1, Q1) =
n∑

i=1

f
( i
n

)[
g
( i
n

)
− g

( i− 1
n

)]
.

: 	à

AK. 	á�
J
¢ªÖÏ @ Q2 éJ
Ë @

�éJ.�	� ¡�ñË@ Õæ
�
�®�JË @ð P2 Õæ
�

�®�JË @ 	à
�
B@ Q�. �Jª 	JË

P2 =
{
0, 2

(8n+1)π
, 2

8nπ
, 2

(8n−1)π
, · · · , 2

(4n+1)π
, 2

4nπ
, 1

2nπ
, 1
n
, 2
n
, . . . , 1

}
�ð

Q2 =
{

2
(8n+1)π

, 2
8nπ

, 2
(8n−1)π

, · · · , 2
(4n+1)π

, 2
4nπ

, 1
2nπ

, 1
n
, 2
n
, . . . , 1

}·
	àA

	̄ 0 = g
(

2
(8n+2)π

)
= g

(
2

4nπ

)
= g(0) 	à


@ AÖß.ð

S(f, g, P2, Q2)− S(f, g, P1, Q1)

=
∑4n+1
i=0 f

(
2

(4n+i)π

)[
g
(

2
(4n+i)π

)
− g

(
2

(4n+i+1)π

)]
·





(2.5)

.Qå��J	m��' �èA �®J. �JÖÏ @ XðYmÌ'@ É¿ , P1 Õæ
�
�®�JË @ 	áÓ úÍð


B@ �éª¢�®Ë@ 	áÓ ¡�® 	̄ ú


�G

A�K �éÒëA�ÖÏ @ 	à


@ 	¡kB

	àA¿ AÒêÓ 0 = g
(

2
2pπ

)
= f

(
2

2pπ

) 	à

@ AÖß. . (2.5) 	áÓ 	áÖß



B@ 	¬Q¢Ë@ QK
Y�®�Kð PA��J 	k@ �éËñîD��. 	áºÖß


	àA
	̄
x 	àA¿ AÒêÓ g(x) = f(x) , A 	®K
Qª�K , 	à


@ AÖß.ð p ù
 ªJ
J.¢Ë@ XYªË@
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S(f, g, P2, Q2)− S(f, g, P1, Q1) =
∑2n
p=0

[
f
(

2
(4n+2p+1)π

)]2

= 2
π

∑2n
p=0

1
4n+2p+1

≥ 2
π

2n+1
4n+4n+1 >

1
2π , ∀n ≥ 1.

. Xñk. ñÓ Q�
 	« ∫ 1

0
f dg ÉÓA¾�JËA 	̄ @ 	YêËð ú
æ

��ñºË �I��
Ë �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× �é«ñÒm.× 	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë

	à

@ ú


	̄ �éÊ�JÒ�JÖÏ @ �é�̄CªË@ Q�
 	« , �j. ÊJ
���ð 	àAÖß
P ú
ÎÓA¾�K 	á�
K. �é¢J
��. �é�̄C« Yg. ñ�K , �é 	JJ
ªÓ  ðQå�� �Im��'
. �j. ÊJ
��� ÉÓA¾�JË �é�A 	g �éËAg 	àAÖß
P ÉÓA¾�K

ÈAj. ÖÏ @ úÎ« QÒ�J�Ó g′ ���J ��Öß. ©�JÒ�JK
 g 	àA¿ð [a, b] úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 6.3.5

. 	àAK
ðA���Ó AÒëð 	à@Xñk. ñÓ ∫ b
a
f dg �ð ∫ b

a
fg′ 	àA

	̄ é� 	® 	K

ÈñÒ» 	àAÖß
P fg′ 	à

@ AÖß.ð [a, b] úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. QÒ�J�Ó g′ 	à


@ AÖß. .0 < ε 	áºJ
Ë •− �HAJ. �KB @ 7.3.5

�IJ
m�'. 0 < ρ XY« Yg. ñJ
 	̄

|g′(ξ)− g(ξ′)| ≤ ε, |R(fg′, P,Q)− ∫ b
a
fg′| ≤ ε

∀ξ, ∀ξ′ ∈ [a, b], |ξ − ξ′| ≤ ρ, ∀P ∈ Pa,b, δP ≤ ρ, ∀Q ∈ W(P ).

¡�ð Õæ
�
�®�Kð ρ ≥ δP ©Ó P = {x0, x1, . . . , xn} Õæ
�

�®�JÊË �� 	̄ @ñÖÏ @ �j. ÊJ
��� ¨ñÒm.×
	YKY 	J« Q�. �Jª 	JË

Yg. ñ�J 	̄
P ©¢�̄ 	áÓ [xi−1, xi]

�éª¢�̄ É¿ úÎ« ��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄ g 	à

@ AÖß. . Q = {ξ1, . . . , ξn} éJ
Ë @

�éJ.�	�
�IJ
m�'. Q = {ξ?1 , ξ?1 , . . . , ξ?n} X@Y«


@ �é«ñÒm.×

δgi = g′(ξ?i )δxi, xi−1 < ξ?i < xi, ∀n = 1, 2, . . . , n.
	à

@ 	YKY 	J« i. �J 	�K


|R(fg′, P,Q)− S(f, g, P,Q)| =
∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)[g′(ξi)− g(ξ?i )]δxi
∣∣∣∣∣ ≤M(b− a)ε

.
∫ b
a
fg′ ©Ó éK
ðA���ð ∫ b

a
f dg Xñk. ð �éËñîD��. Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë .|f | �Ë� QK. A¿ úÍ@ M Q�
 ���
 �IJ
k

: A 	JK
YË . �é�®K. A�Ë@ �éj. J
�� 	JË @ 	áÓ �èQå��AJ.Ó 4.3.5 ÈA�JÖÏ @ ÉÓA¾�K �éÒJ
�̄ ú

�G

A�K •− ÈA�JÓ 8.3.5

∫ 1

0

x dx2 =
2
3
·

�j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K �éJ
¢ 	k �éJ
KA 	J�K 4.5

©K. A�JË @ 	àA
	̄ [a, b] úÎ« g ©K. A�K úÍ@

�éJ.�	� 	á�
ËñÒ» �j. ÊJ
��� 	á�
ªK. A�K f2 �ð f1
	àA¿ @ 	X @ •−

�é 	JëQ�.Ó 1.4.5

	àA�JK. A�K k2
�ð k1

�IJ
k k1f1 + k2f2
: A 	JK
YËð g úÍ@

�éJ.�	� ÈñÒ» �j. ÊJ
���
∫ b

a

(k1f1 + k2f2) dg = k1

∫ b

a

f1 dg + k2

∫ b

a

f2 dg.

. 	áK
QÒ�J» Zø
 PA�®ÊË ¼Q��K
 •− �HAJ. �KB @ 2.4.5
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�j. ÊJ
��� é 	KA 	̄ [a, b] úÎ« g2
�ð g1 úÍ@

�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
��� f ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 3.4.5

: A 	JK
YËð ÈAj. ÖÏ @ � 	® 	K úÎ« k1g1 + k2g2 úÍ@
�éJ.�	� ÈñÒ»

∫ b

a

f d(k1g1 + k2g2) = k1

∫ b

a

f dg1 + k2

∫ b

a

f dg2.

: �ém� 	�@ñË@ �é�̄CªË@ 	áÓð �j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K 	K
Qª�K 	áÓ �èQå��AJ.Ó i. �J 	�K
 •− �HAJ. �KB @ 4.4.5

S(f, k1g1 + k2g2, P,Q) = k1S(f, g1, P,Q) + k2S(f, g2, P,Q).

É¾ ��Ë@ úÎ« é�JK. A�J» 	áºÒJ
 	̄ [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× g 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ Q

��
» 	Y 	JË •− �é 	¢kCÓ 5.4.5

f Ég.

@ 	áÓ , 	áK
Xñk. ñÓ ∫ b

a
f dg2

�ð ∫ b
a
f dg1

	à

@ AÖß. . 	áK
YK
@ 	Q��Ó 	á�
ªK. A�K g2

�ð g1 ©Ó g = g1 − g2
, g1 − g2 úÍ@

�éJ.�	� ÈñÒ» �j. ÊJ
��� f 	à

@ 1.4.5 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ , 1.3.5 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð @ 	Yëð ,QÒ�J�Ó

. Q��
 	ª�JË @ XðYm× g 	àA¿ð @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ Xñk. ñÓ ∫ b
a
f dg 	à


@ ø



@

©Ó �èPðAj. �JÓ �HBAm.× úÎ« 	àAÖß
P �HCÓA¾�K ¡�. Q�K ú

�æË@ �é¢J
��. Ë @ �é�̄CªË@ 	à@ •−

�éÊÓA¾ÖÏ @ ÈAm.× 6.4.5

. �j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K úÍ@ AJ
K 	Qk. B@ ÕÔª�K B �HBAj. ÖÏ @ è 	Yë XAm��' @ úÎ« 	àAÖß
P ÉÓA¾�K
�	àA

	̄
b > c > a �IJ
m�'. c 	àA¿ð [a, b] úÎ« g úÍ@

�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
��� f 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 7.4.5

: A 	JK
YËð .[c, b] �ð [a, c] úÎ« ©K. A�JË @ � 	® 	K úÍ@
�éJ.�	� ÈñÒ» �j. ÊJ
��� f

∫ b

a

f dg =
∫ c

a

f dg +
∫ b

c

f dg. (3.5)

: �IJ
m�'. 0 < ρ Yg. ñK
 . 0 < ε 	áºJ
Ë •− �HAJ. �KB @ 8.4.5
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|S(f, g, P,Q)− S(f, g, P ?, Q?)| ≤ ε, ∀P, P ? ∈ Pa,b,

δP ≤ ρ, δP ? ≤ ρ, ∀Q ∈ W(P ), ∀Q? ∈ W(P ?).





(4.5)

	á�
¢�ð 	á�
ÒJ
��®�K Q?1 �ð Q1
�ð ρ > δP ? �ð ρ > δP1 ©Ó [a, c] ÈAj. ÒÊË 	á�
ÒJ
��®�K P ?1 �ð P1

	áºJ
Ë
�ð δP ?1 > δP2

�ð δP1 > δP2
�IJ
m�'. [c, b] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P2 ½Ë 	Y» 	áºJ
Ëð . ú
Í@ñ�JË @ úÎ« AÒîD
Ë @

�éJ.�	�
©Ó [a, b] �Ë� 	á�
ÒJ
��®�K P ? = P ?1 ∪ P2

�ð P = P1 ∪ P2
	à

@ l� 	�@ð . éJ
Ë @

�éJ.�	� A¢�ð AÒJ
��®�K Q2

P úÍ@
�éJ.�	� 	á�
¢�ð 	á�
ÒJ
��®�K Q? = Q?1 ∪Q2

�ð Q = Q1 ∪Q2
	à@ �Õç�' . δP ?1 = δP ? �ð δP1 = δP

: 	à

@ 	áÓ Y»


A�JË @ ÉîD�Ë @ 	áÓ . ú
Í@ñ�JË @ úÎ« P ? úÍ@ �ð

S(f, g, P,Q) = S(f, g, P1, Q1) + S(f, g, P2, Q2)

S(f, g, P ?, Q?) = S(f, g, P ?1 , Q
?
1) + S(f, g, P2, Q2).





(5.5)

é 	JÓð

S(f, g, P,Q)− S(f, g, P ?, Q?) = S(f, g, P1, Q1)− S(f, g, P ?1 , Q
?
1)

: 	à 	X@ . (4.5) ���®m�'
 Qå��
B@ 	¬Q¢Ë@ 	àA
	̄
ρ > δP ? �ð ρ > δP 	à


@ AÖß.ð

|S(f, g, P,Q)− S(f, g, P ?, Q?)| ≤ ε.
∫ c
a
f dg 	à 	X@ . ú
æ

��ñ»  Qå�� ���®m��' [a, c] úÎ« g úÍ@
�éJ.�	� f ©K. A�JÊË �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× �é«ñÒm.× 	à


@ ú


	æªK
 @ 	Yë
. (5.5) 	áÓ �é£A��. K. i. �J 	��J 	̄ (3.5) �éËXAªÖÏ @ AÓ


@ . ∫ b

c
f dg Xñk. ð 	áÓ ���®j�J 	K �éÊ�KAÜØ �éJ
 	®J
ºK. ð . Xñk. ñÓ

. Xñk. ñÓ ∫ d
c
f dg 	àA

	̄ [a, b] ⊃ [c, d] 	àA¿ð @Xñk. ñÓ ∫ b
a
f dg 	àA¿ @ 	X @ •−

�éÓ 	PB 9.4.5

f ©K. A�JË @ 	à

@ ∫ b

c
f dg �ð ∫ c

a
f dg 	á�
ÊÓA¾�JË @ Xñk. ð 	áÓ  AJ. 	��K @ 	áºÖß
 B é 	K


@ @Yg. I. K
Q 	ªË@ 	áÓð

ÈA�JÖÏ @ 	á�
J. K
 . 	àAÖß
P ÉÓA¾�K �éËAg 	á« 	¬@Qm� 	' @ 	à 	X@ A 	JK
YË . éÊÒ» AK. [a, b] úÎ« g úÍ@
�éJ.�	� ÈñÒ» �j. ÊJ
���

. �é¢�® 	JË @ è 	Yë ú
ÍA�JË @

: 	à

AK. [0, 2] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 	á�
 	̄QªÖÏ @ 	á�
ªK. A�JË @ g �ð f 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 10.4.5

1 ≥ x ≥ 0 AÖÏ 0
.2 ≥ x > 1 AÖÏ 1

}
= g(x) ð f(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1
1, 1 ≤ x ≤ 2

: ú
ÍA�JËA¿ AÒëA 	K AJ
K. ð

--
0 1 2 x

6

1

y

f

-

6

¾

0 1 2 x

1

y

g

	à

@ AÖß.ð . 0 ø
 ðA��
ð Xñk. ñÓ ∫ 1

0
f dg ÉÓA¾�JË @ 	à


@ 2.2.5 ÈA�JÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ [0, 1] úÎ« �IK. A�K g 	à


@ AÖß.

. g(2)− g(1) = 1 ù
 ë é�JÒJ
�̄ð Xñk. ñÓ ∫ 2

1
f dg ÉÓA¾�JË @ 	à


@ 3.2.5 ÈA�JÖÏ @ 	á�
J. J
 	̄ [1, 2] úÎ« �IK. A�K f ©K. A�JË @
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P = {x0, x1, . . . , xn} 	Y 	g

A 	K , [0, 2] úÎ« g úÍ@

�é�	� �j. ÊJ
��� I. �k �éÊÓA¾ÒÊË f ©K. A�JË @ �éJ
ÊK. A�̄ �é�@PYË
ú
ÍA�JËAK. ð xj > 1 > xj−1

�IJ
m�'. j ÉJ
ËX Yg. ñK
 , 	YKY 	J« . 1 �é¢�® 	JË @ ÉÒ ���
 B [0, 2] ÈAj. ÒÊË AJ
 	®J
» AÒJ
��®�K
. j 6= i Ég.


@ 	áÓ δgi = 0 �ð δgj = 1

Ég.

@ 	áÓ ξi = xi−1

	à

AK. ù¢ªÖÏ @ P úÍ@

�éJ.�	� ¡�ñË@ Õæ
�
�®�JË @ Q = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} 	áºJ
Ë

¨ñÒm.× 	à

@ ú


	æªK
 ø

	YË@ QÓ


B@ . 0 = f(ξj) �ð 1 > ξj , �é�A 	g �é 	®��. , A 	JK
YËð . n , . . . , 2 , 1 = i

. S(f, g, P,Q) = 0 : ÐðYªÓ Q �ð P �Ë�
�� 	̄ @ñÖÏ @ �j. ÊJ
���

Ég.

@ 	áÓ ξ?i = xi

	à

AK. ù¢ªÖÏ @ P úÍ@

�éJ.�	� ¡�ñË@ Q? = {ξ?1 , ξ?2 , . . . , ξ?n} Õæ
�
�®�JË @ 	à

�
B@ Q�. �Jª 	JË

. S(f, g, P,Q?) = 1 ú
ÍA�JËAK. ð . 1 = f(ξ?j ) A 	JK
YËð 1 < ξ?j
	à 	X@ . n , . . . , 2 , 1 = i

ù
 ¢ªK
 ��K. A�Ë@ ZA ��	�B @ 	àA
	̄ , P ¡J
�ð , δP �Q 	ª� 	àA¿ AÒêÓ , é 	K


@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


|S(f, g, P,Q)− S(f, g, P,Q?)| = 1.
. Xñk. ñÓ Q�
 	« ∫ 2

0
f dg 	à 	X@ . �éJ
 ��ñ» Q�
 	« �j. ÊJ
��� ©J
ÓAm.× �é«ñÒm.× 	à


@ ú


	æªK
 @ 	Yë

©¢�®�K �é¢�® 	JK. g �ð f 	àAªK. A�JË @ ©�JÖ �ß ñë ÉÓA¾�JË @ Xñk. ð ÐY« Z@Pð , ÐñÒªË@ úÎ«ð , AK
QëA 	£ 	áÒ�
�
ºK
 AÓ 	à@

. �é»Q�� ��Ó

�éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ 5.5

�éJ.�	� ÈñÒ» �j. ÊJ
��� g 	àA
	̄ [a, b] úÎ« g úÍ@

�éJ.�	� BñÒ» �j. Ê�J� f 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	JëQ�.Ó 1.5.5

: �é�̄CªË@ A 	JK
YËð f úÍ@
∫ b

a

f dg = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g df. (6.5)

úÍ@
�éJ.�	� A¢�ð AÒJ
��®�K Q = {ξ1, . . . , ξn} �ð [a, b] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P = {x0, x1, . . . , xn} 	áºJ
Ë

ξn+1 = b �ð ξ0 = a 	á�
¢�® 	JË @ �é 	̄ A 	�AK. éJ
Ê« É�jÖÏ@ Q? = {ξ0, ξ1, . . . , ξn, ξn+1} Õæ
�
�®�JË @ 	áºJ
Ëð .P

ú

	æ�®�JË @ ú 	æªÖÏ AK. Õæ
�

�®�JK. ��
Ë Q? 	àA
	̄ @ 	YËð AK
ðA����K 	à


@ Q? 	áÓ 	á�
�JËA�J�JÓ 	á�
�J¢�® 	JË 	áºÖß
 é 	K


@ 	¡kB . Q úÍ@

B 	àAëQ�. Ë @ �éJ
�®K. 	à

@ 	áÓ Y»


A�JK
 	à


@ Zø
 PA�®ÊË 	áºÖß
ð �H@P@Qº�JË @ 	¬ 	Yg �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ AªJ.£ 	áºÖß
 ; �éÒÊ¾ÊË
. 2δP ≥ δQ? 	à


@ l� 	�@ñ 	̄

Q? úÍ@
�éJ.�	� ¡�ð Õæ
�

�®�K P 	à

@ AÖß. . iJ
j��JË@ @ 	YîE. Q�K


A�J��K

P Õæ
�
�®�JÊËð Q? Õæ
�

�®�JÊË �� 	̄ @ñÖÏ @ g úÍ@
�éJ.�	� f ©K. A

��JÊË �j. J
��� ¨ñÒm.× 	à

@ 	áÓ Y»


A�J�K 	à


@ ½ 	JºÖß


: ���®m�'
 , éJ
Ë @
�éJ.�	� ¡�ñË@

S(f, g,Q?, P ) = f(b)g(b)− f(a)g(a)− S(f, g, P,Q).
: 	àñºK
 , ρ ≥ δP Ég.


@ 	áÓ , �IJ
m�'. 0 < ρ Yg. ñJ
 	̄ 	¬QªÓ ∫ b

a
f dg 	à


@ AÖß. . 0 < ε 	áºJ
Ë

|S(f, g, P,Q)− ∫ b
a
f dg| ≤ ε, ∀Q ∈ W(P ).

: @ 	YËð ρ ≥ δQ? 	YKY 	J« . 12ρ ≥ δP
���®m�'
 P 	à


@ 	�Q 	® 	JË

∣∣∣S(g, f,Q?, P )− [f(b)g(b)− f(a)g(a)]−
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ ε.

. (6.5) �é�̄CªË@ð ∫ b
a
g df ÉÓA¾�JË @ Xñk. ð �è�QÖÏ AK. �IJ. ��K
 @ 	Yëð

úÍ@ g ÉÓ� A¾Ó ©K. A�K úÍ@
�éJ.�	� x ©K. A�JÊË �j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K H. A�k �XP , (6.5) �é�̄CªË@ Ð@Y 	j�J�AK. , 	áºÖß


. 	àAÖß
P ÉÓA¾�K H. A�k

A 	JK
YË •− ÈA�JÓ 2.5.5∫ 2

1

x dex = 2e2 −
∫ 2

1

ex dx = e2 + e.
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	áÒ 	��� g �ð f úÎ«  ðQå��Ë @ 	�ªK.  AJ. 	J���B �éJ
 	®J
» �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ �é 	ªJ
� ÐY�®�K •− �é 	¢kCÓ 3.5.5

g 	àA¿ð @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ A 	JK



@P Y�®Ë , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�.� úÎ«ð . øQ 	k


@  ðQå�� 	áÓ @ 	Yëð �éÊÓA¾ÒÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @

	à

@ (6.5) 	áÓ i. �J 	J���	� . é� 	® 	K ÈAj. ÖÏ @ ú
Î« g úÍ@

�éJ.�	� ÈñÒ» �j. ÊJ
��� f 	àA
	̄ [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm×

. QÒ�J�Ó g �ð Q��
 	ª�JË @ XðYm× f 	àA¿ @ 	X @ Xñk. ñÓ ∫ b
a
f dg

Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �K 6.5

AÓAÖ �ß @YK
@ 	Q��Ó AªK. A�K h 	áºJ
Ëð [a, b] úÎ« g úÍ@
�éJ.�	� BñÒ» �j. Ê�J� AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.6.5

F = f ◦ h �K.�
	á�
 	̄QªÖÏ @ G �ð F 	á�
ªK. A�JË @ Q�. �Jª 	JË . h(q) = b �ð h(p) = a �IJ
m�'. [p, q] ÈAm.× úÎ« @QÒ�J�Óð

A 	JK
YËð [p, q] úÎ« G úÍ@
�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
��� F ©K. A�JË @ 	àñºK


	YÖ ßY 	J« . G = g ◦ h �ð
∫ q

p

F dG =
∫ b

a

f dg.

	á�
K. ÉK. A �®�K ñëð Xñk. ñÓ ú
æ�ºªË@ éªK. A�K 	à

@ h úÎ« �é«ñ 	�ñÖÏ @ �HAJ
 	�Q 	®Ë @ 	áÓ i. �J 	�K
 •− �HAJ. �KB @ 2.6.5

©Ó P ′ = {x′0, x′1, . . . , x′n} 	àA¿ [p, q] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P = {x0, x1, . . . , xn} 	àA¿ @ 	X @ . [p, q] �ð [a, b]

[a, b] ÈAj. ÒÊË P ′ Õæ
�
�®�JË @ �� 	̄ @ñK
 , �ºªËAK. ð . [a, b] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K n , . . . , 0 = i , x′i = h(xi)∫ b

a
f dg ÉÓA¾�JË @ Xñk. ð 	áÓ i. �J 	�K
 . 0 < ε 	áºJ
Ë . xi = h−1(x′i)

�é 	ªJ
 ��ÊË AªJ. �K [p, q] ÈAj. ÒÊË P Õæ
�
�®�JË @

	à

@ é�J 	®� 0 < ρ′ XY« Yg. ñK
 é 	K


@

|S(f, g, P ′, Q′)−
∫ b

a

f dg| ≤ ε, ∀P ′ ∈ P ′a,b, δP ′ ≤ ρ′, ∀Q′ ∈ W(P ′). (7.5)

�IJ
m�'. 0 < ρ Yg. ñJ
 	̄ [p, q] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. QÒ�J�Ó h 	à

@ AÖß.ð

|h(u)− h(v)| ≤ ρ′, ∀u, v ∈ [p, q], |u− v| ≤ ρ.
���®m�'
 éË �� 	̄ @ñÖÏ @ [a, b] ÈAj. ÒÊË P ′ Õæ
�

�®�JË @ 	àA 	̄
ρ ≥ δP ©Ó [p, q] ÈAj. ÒÊË AÒJ
��®�K P 	àA¿ @ 	X @ , 	à 	X@

. ρ′ ≥ δP ′
: éJ
Ë @

�éJ.�	� ¡�ñË@ Q Õæ
�
�®�JË @ð P Õæ
�

�®�JÊË �� 	̄ @ñÖÏ @ G úÍ@
�éJ.�	� F �Ë� �j. ÊJ
��� ¨ñÒm.× I. �JºK


S(F,G, P,Q) =
n∑

i=1

F (ξi)[G(xi)−G(xi−1)]

=
n∑

i=1

f(ξ′i)[g(x
′
i)− g(x′i−1)] = S(f, g, P ′, Q′)

	à

@ (7.5) 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . ξ′i = h(ξi) �ð x′i = h(xi) �IJ
k

.W(P ) 3 Q ð ρ ≥ δP 	àA¿ @ 	X @
∣∣∣S(F,G, P,Q)−

∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ ε

F A 	KñºK
 	à

@ 	áºÒÖÏ @ 	áÔ 	̄ , [a, b] 	áÓ c �é¢�® 	K Y 	J« Aª¢�®�JÓ 1.5.5 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	̄ XP@ñË@ h ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @
ú
Î

	j�JË @ 	à 	X@ 	áºÖß
 C 	̄
.
∫ b
a
F dG ÉÓA¾�JË @ Xñk. ð P 	Yª�JK
 �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ ð c
�é¢�® 	JË @ Y 	J« 	á�
ª¢�®�JÓ G �ð

. 1.5.5 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ
 	�Q 	̄ ú

	̄
h ©K. A�JË @ P@QÒ�J�@  Qå�� 	á«
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�j. ÊJ
��� ÉÓA¾�K Èñk 	áK
PAÖ �ß

	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 g úÍ@
�éJ.�	� BñÒ» � � f 	àñºK
 ú �æk é 	K


@ �I�. �K


@ . [a, b] úÎ« YK
@ 	Q��Ó ©K. A�K g 1.5

: ú
ÎK
 AÓ ���®j�JK

P Õæ
�

�®�K É¿ Ég.

@ 	áÓ |S(f, g, P,Q)− S(f, g, P,Q?)| ≤ ε �IJ
m�'. 0 < ρ Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ

.P úÍ@
�éJ.�	� 	á�
¢�ð Q? �ð Q 	á�
ÒJ
��®�K É¿ð ρ ≥ δP é¢J
�ð

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ g �ð [0, 3] úÎ« QÒ�J�Ó ©K. A�K f �IJ
k
∫ 3

0
f dg ÉÓA¾�JË @ �éÒJ
�̄ Yg. ð


@ 2.5

. 3 ≥ x > 2 	àA¿ @ 	X @ 1 = g(x) �ð k = g(2) �ð 2 > x ≥ 0 	àA¿ @ 	X @ 0 = g(x)

XYªÊË iJ
j�Ë@ Z 	Qm.Ì'@ ñë [x] �IJ
k , ∫ n
0
f d[x] =

∑n
i=1 f(i) 	à


@ ,QÒ�J�Ó f Ég.


@ 	áÓ , �I�. �K


@ 3.5

.x ≥ [x] > x− 1 ���®m�'
 ø

	YË@ YJ
kñË@ iJ
j�Ë@ XYªË@ é 	K @ ; x

: �éJ
ËA�JË @ �HCÓA¾�JË @ I. �k

@ 4.5

1.
∫ 4

0

e2x d[x], 2.
∫ 3

0

x2 d([x]− x), 3.
∫ π

2

0

sinx d cosx, 4.
∫ π

−π
x2 d| sinx|.

�IJ
m�'. AªK. A�K g 	áºJ
Ëð [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ú

�æË@ �é�®£A 	JË @ X @Y«CË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ Ψ 	áº�JË 5.5

. g úÍ@
�éJ.�	� [a, b] úÎ« ÈñÒ» �j. ÊJ
��� Q�
 	« Ψ ©K. A�JË @ 	à


@ �I�. �K


@ . g(a) 6= g(b)

	àA
	̄ [a, b] úÎ« Q���
 	ª�JË @ XðYm× g �ð @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@ 6.5

| ∫ b
a
f dg| ≤MV ba (g)

. [a, b] úÎ« g ©K. A�JÊË ú
Î¾Ë@ Q���
 	ª�JË @ V ba (g) �ð |f | �Ë� QK. A¿ M �IJ
k

é 	KA
	̄ [a, b] úÎ« g YK
@ 	Q��Ó ©K. A�K É¿ úÍ@

�éJ.�	� �j. ÊJ
���Ë� ÉÓA¾�JK. ©�JÒ�JK
 f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 7.5

. ÈAj. ÖÏ @ @ 	Yë úÎ« QÒ�J�Ó

úÍ@
�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
���ð AJ.k. ñÓ AªK. A�K f 	àA¿ð [a, b] úÎ« @YK
@ 	Q��Ó AªK. A�K g 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@ 8.5

. 0 ≤ ∫ b
a
f dg 	àA

	̄ [a, b] úÎ« g

úÍ@
�éJ.�	� 	á�
ËñÒ» �j. ÊJ
��� 	á�
ªK. A�K h �ð f 	àA¿ð [a, b] úÎ« @YK
@ 	Q��Ó AªK. A�K g 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@ 9.5

.
∫ b
a
f dg ≤ ∫ b

a
h dg 	àA

	̄
f ≤ h 	àA¿ð [a, b] úÎ« g

úÎ« g úÍ@
�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
���ð AJ.k. ñÓ AªK. A�K f �ð [a, b] úÎ« @YK
@ 	Q��Ó AªK. A�K g 	áºJ
Ë 10.5

.
∫ d
c
f dg ≤ ∫ b

a
f dg 	àA¿ a ≤ c ≤ d ≤ b 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@ . [a, b]

úÎ« g úÍ@
�éJ.�	� 	á�
ËñÒ» �j. ÊJ
��� 	á�
ªK. A�K h �ð f �ð [a, b] úÎ« @YK
@ 	Q��Ó AªK. A�K g 	áºJ
Ë 11.5

. | ∫ b
a
f dg| ≤ ∫ b

a
|f | dg 	à


@ð [a, b] ú
Î« g úÍ@

�éJ.�	� �éËñÒ» ©K. @ñ�K fh , f2 , |f | 	à

@ �I�. �K


@ . [a, b]

0 ≤ h �ð m ≤ f ≤M 	àA �®�®m�'
 	á�
ªK. A�K h �ð f �ð [a, b] úÎ« @YK
@ 	Q��Ó AªK. A�K g 	áºJ
Ë 12.5
: 	à


@ �I�. �K


@ . [a, b] úÎ« g úÍ@

�éJ.�	� 	á�
ËñÒ» �j. ÊJ
���ð
; m ∫ b

a
h dg ≤ ∫ b

a
fh dg ≤M ∫ b

a
h dg (1

.
∫ b
a
fh dg = η

∫ b
a
h dg �IJ
m�'. [m,M ] 3 η Yg. ñK
 (2
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h �ð @QÒ�J�Ó AªK. A�K f �ð [a, b] úÎ« @YK
@ 	Q��Ó AªK. A�K g 	áºJ
Ë : úÍð

B@ ù¢�ñË@ Õæ


�®Ë@ �é 	JëQ�.Ó �I�. �K

@ 13.5

�IJ
m�'. [a, b] 	áÓ ξ Yg. ñK
 é 	K

@ �I�. �K


@ .[a, b] úÎ« g úÍ@

�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
���ð AJ.k. ñÓ AªK. A�K
.
∫ b
a
fh dg = f(ξ)

∫ b
a
h dg

�IJ
m�'. [a, b] 3 ξ Yg. ñJ
 	̄ [a, b] úÎ« @QÒ�J�Ó f �ð @YK
@ 	Q��Ó g 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 14.5

∫ b

a

f dg = f(ξ)[g(b)− g(a)].

�ð [a, b] úÎ« 	áK
YK
@ 	Q��Óð 	áK
QÒ�J�Ó 	á�
ªK. A�K f �ð g 	áºJ
Ë : �éJ
 	K A�JË @ ù¢�ñË@ Õæ

�®Ë@ �é 	JëQ�.Ó �I�. �K


@ 15.5

�IJ
m�'. [a, b] 	áÓ ξ Yg. ñK
 é 	K

@ �I�. �K


@ . [a, b] úÎ« g úÍ@

�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
���ð AJ.k. ñÓ AªK. A�K h
∫ b

a

fh dg = f(a)
∫ ξ

a

h dg + f(b)
∫ b

ξ

h dg.

�IJ
m�'. [a, b] 3 ξ Yg. ñJ
 	̄ [a, b] úÎ« 	áK
QÒ�J�Óð 	áK
YK
@ 	Q��Ó g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 16.5

∫ b

a

f dg = f(a)[g(ξ)− g(a)] + f(b)[g(b)− g(ξ)].

	àñºK
 	à

@ 	àðX Q��
 	ª�JË @ XðYm× g ©K. A�K úÍ@

�éJ.�	� BñÒ» 	àñºK
 	à

@ f ©K. A�JË 	áºÖß
 é 	K


@ 	á�
K. 17.5

.g = g1 − g2 �IJ
m�'. 	áK
YK
@ 	Q��Ó 	á�
ªK. A�K g2 �ð g1
�IJ
k g2

�ð g1 úÍ@
�éJ.�	� BñÒ»

úÎ« g(x) = 1 ; ]0, 1] úÎ« f(x) = 1 �ð [−1, 0] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« f(x) = 0 ©K. @ñ�JË @ Q�. �J«@ : XA ��P@ )

(. g2 = g1 − g ; ]0, 1] úÎ« g1(x) = 1 �ð [−1, 0] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« g1(x) = −1 ; [−1, 1] ÈAj. ÖÏ @

f 	àA
	̄ [a, b] úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× ©K. A�K úÍ@

�éJ.�	� BñÒ» �j. ÊJ
��� f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ 18.5

	à@ �Õç�' . [a, b] úÎ« g 	áÓ Rg I. �@QË@ ©K. A�JË @ �ð Tg ú
Î¾Ë@ èQ��
 	ª�JË @ ©K. A�K 	áÓ É¾Ë �éJ.�	� ÈñÒ» �j. ÊJ
���
∫ b

a

f dg =
∫ b

a

f dTg −
∫ b

a

f dRg.

ϕ 	áºJ
Ëð . [a, b] úÎ« XðYm× h �ð YK
@ 	Q��Óð XðYm× g �IJ
k Xñk. ñÓ ∫ b
a
h dg 	à


@ 	�Q 	® 	JË 19.5

	àA
	̄ [a, b] úÎ« @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@ .[a, b] 3 x Ég.


@ 	áÓ ϕ(x) =

∫ x
a
h dg �K.�

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @
.
∫ b
a
f dϕ =

∫ b
a
fh dg

	à

AK. I úÎ« 	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ h Q�. �Jª 	JË . I úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm× AJ
�®J
�®k AªK. A�K f �ð I = [0, 1] 	áºJ
Ë 20.5

h 	à

@ 	á�
K. . h(1) = f(1)− f(0) �ð 1 > x > 0 Ég.


@ 	áÓ h(x) = f(x+ 0)− f(0) �ð h(0) = 0

A 	JK
YË 	àñºK
 I úÎ« QÒ�J�Ó g ©K. A�K É¿ Ég.

@ 	áÓð I úÎ« Q��
 	ª�JË @ XðYm×

∫ 1

0

g df =
∫ 1

0

g dh.

	àA 	̄ [a, b] úÎ« @YK
@ 	Q��Ó g �ð 	áK
QÒ�J�Ó h �ð f 	àA¿ @ 	X @ : 	Q�KP@ñ �� �é 	JK
AJ. �JÓ �I�. �K

@ 21.5

∣∣∣
∫ b

a

fh dg
∣∣∣
2

≤
(∫ b

a

f2 dg
) ∫ b

a

h2 dg.
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QKA ��ªË@ð PñJ. m.Ì'@

�HA«ñÒj. ÖÏ @ Q�.g. 1.6

Q�.g. Aî 	E @ A 	á« Èñ�® 	K . X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ
ËA 	g Q�
 	« �éJ 	̄ A �ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− 	K
Qª�K 1.1.6

: ú
ÎK
 AÓ �I�®�®k @ 	X@ X úÎ« 1ú
ÍðñK. Q�.g. ð

@ �HA«ñÒm.×

, A 3 A ∪B A 	JK
YË A 	áÓ B �ð A 	àA¿ AÒêÓ - 1

.A 3 cA A 	JK
YË A 	áÓ A 	àA¿ AÒêÓ - 2

:  Qå��ËAK. (1)  Qå��Ë @ È@YJ. ���@
��K. A�Ë@ 	K
Qª�JË @ ú


	̄ 	áºÖß
 . X úÍ@
�éJ.�	� A �éÒÒ�JÓ úÍ@ cA 	QÓQË@ Q�
 ���


.A 3 A ∩B A 	JK
YË A 	áÓ B �ð A 	àA¿ AÒêÓ ′ 1

:( é� ) � 	KA
	̄
X úÎ« �HA«ñÒm.× Q�.g. A 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ 	áÓ �éËñîD��. Y»


A�J�K 	à


@ ½ 	JºÖß


; A úÍ@ 	àAJ
Ò�J 	�K
 X �ð ∅ .1
; A 3 ⋃n

1 Ai
	à

@ A úÍ@ ù
 Ò�J 	��K An , . . . , A2

, A1
	àñ» 	áÓ i. �J 	�K
 .2

; A 3 ⋂n
1 Ai

	à

@ A úÍ@ ù
 Ò�J 	��K An , . . . , A2

, A1
	àñ» 	áÓ i. �J 	�K
 .3

�IJ
k , A 3 A \B 	àA¿ A 	áÓ 	áK
Qå� 	J« B �ð A 	àA¿ @ 	X @ .4

A \B = A ∩ cB = {x ∈ A | x 6∈ B}·

úÎ« �HA«ñÒm.× Q�.g. A = {∅, X} �éJ 	®Ë @ É¾ ���� . �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é«ñÒm.× X 	áº�JË (@ •− �éÊ�JÓ

@ 2.1.6

. . X
	á�
ÒJ
Ë @ 	áÓ ��Ê 	ªÓ 	�	� é 	K @ R(∞) 	áÓ Z 	Qk. 	á« Èñ�® 	K . R(∞) .= R ∪ {+∞} �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áº�JË (H.
	áÓ 	à@Qå� 	J« b �ð a �IJ
k ]a, b] = {x ∈ R(∞) | a < x ≤ b} É¾ ��Ë@ 	áÓ ð


@ AJ
ËA 	g 	àA¿ @ 	X @�éJ
î �D 	JÖÏ @ �H@XAm��'B@ 	áÓ �é 	KñºÖÏ @ A �éJ 	®Ë @ É¾ ���� 	YKY 	J« . −∞ ≤ a < b ≤ +∞ ©Ó R ∪ {−∞,+∞}

. R úÎ« �HA«ñÒm.× Q�.g. 	á�
ÒJ
Ë @ 	áÓ �é�®Ê 	ªÖÏ @ 	�	� �HBAj. ÒÊË
Q�.g. É¾ ���� B M 	à@ . �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HBAÒm.Ì'@ É¿ �é«ñÒm.× M �ð �éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«


B@ �é«ñÒm.× R 	áº�JË ( k.

. ÐAÖ �ßB @ �éJ
ÊÔ« úÍ@
�éJ.�	� �èQ�®�J�Ó Q�
 	« Aî 	E


B R úÎ« �HA«ñÒm.×

ú 	æªÖß.) C úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 A ø
 Q 	ª�

@ Q�.g. Yg. ñK
 . X �é«ñÒm.× Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �éJ 	̄ C 	áº�JË •− �éJ
 	��̄

3.1.6

.( B ⊃ A 	à

A 	̄ C ø
 ñ�Jm�'
 @Q�.g. B 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@

ø

	Q�
Êm.�

	' @ ú

�GAJ
 	�AK
P (1864− 1815) ÈðñK. h. Pñk. 1
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�HAJ. �KB @
Aî 	E @

	X @
�éJ
ËA 	g Q�
 	« F 	à@ . C úÎ« ø
 ñ�Jm��' ú


�æË @ , X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �é 	KñºÖÏ @ , B PñJ. m.Ì'@ É¿ �é«AÔg. F 	áº�JË

½Ë 	Xð . @Q�.g. É¾ ���
 A 	à@ �Õç�' A ⊃ C A 	JK
YË .A =
⋂
B∈F B © 	�	JË . X Z @ 	Qk.


@ �é«ñÒm.× , P(X) ÉÒ ����

A 	JK
YÊ 	̄ Q�.g. B 	à

@ AÖß.ð F 3 B 	àA¿ AÒêÓ B 3 B �ð B 3 A 	àA

	̄ A 3 B �ð A 3 A 	àA¿ @ 	X @ é 	K

B

B 3 cA @ 	YËð F 3 B 	àA¿ AÒêÓ B 3 A 	àA¿ A 3 A 	àA¿ 	X@ , ½Ë 	Y»ð .A 3 A ∪B @ 	YËð B 3 A ∪B
.A 3 cA é 	JÓð

. F 3 B 	à@
	X @ B ⊃ A 	àA

	̄ C úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 @Q�.g. B 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ øQ	K é� 	® 	K A 	K
Qª�K 	áÓð

. C 	áÓ YËñÖÏ @ Q�. m.Ì'AK. C ø
 ñ�Jm�'
 ø

	YË@ ø
 Q 	ª�


B@ Q�. m.Ì'@ ú«YK


	áÓ {Bn} �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K .A 	áÓ Qå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {An} �ð �HA«ñÒm.× Q�.g. A 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄
4.1.6

�IJ
m�'. ð ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« A Qå�A 	J«

. 1 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ An ⊃ Bn ©Ó
∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
n=1

An

( .A úÍ@
�èPðQå	�ËAK. ù
 Ò�J 	�K
 B ⋃∞

n=1An
	à

@ 	¡kB)

�HAJ. �KB @
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	áº�JËð . �éJ
î �D 	JÓ Q�
 	« {An} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . �éJ
î �D 	JÓ {An} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @

�ém� 	�@ð �éJ
 	��®Ë@
:ñj	JË @ úÎ« l .�'
PY�JËAK. �é 	̄QªÖÏ @ {Bn}{

B1 = A1

Bn = An ∩ c
(⋃n−1

j=1 Aj

)
, n ≥ 2.

é 	K

B ½Ë 	Xð . �éª£A�®�JÓ Q�
 	« Bn

�HA«ñÒj. ÖÏ @ 	à@ �Õç�' An ⊃ Bn �ð A úÍ@ Bn , n É¿ Ég.

@ 	áÓ , ù
 Ò�J 	�K


: A 	JK
YË m < n ©Ó Bm �ð Bn Ég.

@ 	áÓ

Bm ∩Bn ⊂ Am ∩Bn = Am ∩An ∩ cAn−1 ∩ . . . ∩ cAm ∩ . . . = ∅.

ÉJ
ËX AëY	J« Yg. ñK
 .
⋃
nAn 3 x 	à

�
B@ 	áºJ
Ë . An ⊃ Bn 	à@

	X @
⋃
nAn ⊃

⋃
nBn AªJ.£ A 	JK
YË

	à

@ 	YKY 	J« A 	J 	JºÖß
 . An0 3 x �IJ
m�'. ù
 ªJ
J.£ XY« Q 	ª�


@ n0

	áºJ
Ë .An 3 x �IJ
m�'. É�̄ 
B@ úÎ« N 3 n

I. �Jº	K

, A1 63 x , . . . , An0−2 63 x , An0−1 63 x
.
⋃
nBn 3 x 	à 	X@ . Bn0 = An0 ∩ cAn0−1 ∩ . . . ∩ cA1 3 x @ 	YËð

QKA ��ªË@ ð

@ PñJ.k. (σ) AÒ 	ªJ
�Ë@ 2.6

�HA«ñÒm.× Q�.g. É¿ X úÎ« �èQ�
 ��« ð

@ @Q�.g. (σ) AÒ 	ªJ
� ù
 Ò�	� . �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− 	K
Qª�K 1.2.6

Qå�	J« A Qå�A 	J« 	áÓ �èXðY« �é«AÔg. É¿ XAm��' @ 	à

@ ú


	æª�K ú

�æË@ �èXðYªË@ �éJ
ªÒm.Ì'@ �éJ
�A	m�'. ©�JÒ�JK
 X úÎ« A

.A 	áÓ
	àñºK
 AëQå�A 	J« 	áÓ {An} �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.


@ 	áÔ 	̄ �èQ�
 ��« A �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ ��K. A�Ë@ 	K
Qª�JË @ 	áÓ i. �J 	�K

.A úÍ@ AJ
Ò�J 	JÓ

∞⋂
i=1

Ai ©£A�®�JË @
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�éÊ�JÓ

@

. X úÎ« �èQ�
 ��« P(X) �éJ 	®Ë @ .1
�é«ñÒj. ÖÏ @ É¾ ���� .X = N 	áºJ
Ë .2

A =
{∅,N, {1, 3, 5, 7, . . .}, {2, 4, 6, 8, . . .}}

.N úÎ« �èQ�
 ��«
Q�.g. ú �æk Bð �èQ�
 ��« �ékñ�J 	®ÖÏ @ X Z @ 	Qk.


@ É¾Ë τ �éJ 	®Ë @ É¾ ���� B . AJ
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	̄

X 	áºJ
Ë .3
. hñ�J 	®Ó AÖ ß @X ��
Ë hñ�J 	®Ó Z 	Qk. �éÒÒ�JÓ 	à@

	X @ X úÎ« �HA«ñÒm.×

Q�.g. AÒ 	ªJ
� Xñk. ð úÎ« 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß
 . X
�é«ñÒm.× Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �éJ 	̄ C 	áº�JË •− �é 	¢kCÓ 2.2.6

. C úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 A ø
 Q 	ª�

@

. C 	áÓ YËñÖÏ @ Q�.g. AÒ 	ªJ
�ËAK. Q�.g. AÒ 	ªJ
�Ë@ @ 	Yë ú«YK


Bτ(X)
�éJ
ËPñJ. Ë @ �èQ�
 ��ªË@ 3.6

τ úÍ@
�éJ.�	� X úÎ« 2 �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ �èQ�
 ��ªË@ ù
 Ò�	� . AJ
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	̄ (X, τ) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 1.3.6

�èQ�
 ��ªË@ è 	Yë Qå�A 	J« ù
 Ò�	�ð . �ékñ�J 	®ÖÏ @ X Z @ 	Qk.

B τ

�éJ 	®Ë @ 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ Bτ (X) �K.� AêË 	QÓQ 	Kð
. �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ �HA«ñÒj. ÖÏ AK.

. �é �®Ê 	ªÖÏ @ X Z @ 	Qk.

@ �éJ 	̄ F 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ ©Ó ��J.¢ 	��K Bτ (X) �èQ�
 ��ªË@ 	à@ •−

�éJ
 	��̄
2.3.6

�HAJ. �KB @
�HAÒÒ�JÓ ù
 ë �HAgñ�J 	®Ë @ 	à@

	X @) τ úÎ« ø
 ñ�Jm��' F? �èQ�
 ��ªË@ 	à@ .F 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ F? 	áº�JË
@ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K
 .Bτ (X) ⊃ F? 	àA

	̄ F úÎ« ø
 ñ�Jm��' �èQ�
 ��« B(X) 	à

@ AÖß. .F? ⊃ Bτ (X) @ 	YËð ( �HA�®Ê 	ªÖÏ @

.F? = Bτ (X) 	à

@

Fσ ð Gδ
�HA«ñÒj. ÖÏ @ 4.6

Vn ©Ó E =
⋂∞

1 Vn
	àA¿ @ 	X @ Gδ ¨ñ	K 	áÓ é 	K @ X 	áÓ E Z 	Qk. 	á« Èñ�® 	K . AJ
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	̄

X 	áºJ
Ë
.X 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ Z@ 	Qk.


@ Fn ©Ó E =

⋃∞
1 Fn

	àA¿ @ 	X @ Fσ ¨ñ	K 	áÓ é 	K @ é 	J« Èñ�® 	Kð .X 	áÓ �ékñ�J 	®Ó Z@ 	Qk.

@

. 3(Hausdorff)
	¬PðX 	Pñë úÍ@ �HAjÊ¢�ÖÏ@ è 	Yë ©k. Q�K

Z 	Qk. ñë Fσ ¨ñ	K 	áÓ Z 	Qk. �éÒÒ�JÓ 	à

@ð . �éJ
ÊK
PñK. �HA«ñÒm.× Fσ

�ð Gδ ú
«ñ	K 	áÓ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ 	¡kB

. �ºªËAK. �ºªË@ð Gδ ¨ñ	K 	áÓ
. Fσ ¨ñ	K 	áÓ ��Ê 	ªÓ Z 	Qk. É¿ 	à


@ð Gδ ¨ñ	K 	áÓ hñ�J 	®Ó Z 	Qk. É¿ 	à


@ ½Ë 	Y» 	¡kB

	áÓ 	àñº�J�K Gδσ 	à

@ð Fσ 	áÓ Qå�A 	JªË �èXðYªË@ �HAª£A�®�JË @ 	áÓ 	àñº�J�K Fσδ 	à


@ 	áÓ Y»


A�J�K 	à


@ ½ 	JºÖß


¨ñ	JË @ @ 	Yë 	áÓ �HA«ñÒj. ÖÏ @ É¿ 	à

@ð ... 	áÓ 	àñº�J�K Fσδσ

�ð , Gδ Qå�A 	J« 	áÓ �èXðYªË@ �H@XAm��'B @
. �éJ
ÊK
PñK.

ú
æ� 	�Q 	̄ ú

�GAJ
 	�AK
P , (1956− 1871) ÉK
PñK. ÉJ
Ó@ 2

ú

	GAÖÏ


@ ú


�GAJ
 	�AK
P , (1942− 1868)
	¬PðX 	Pñë �ºJ
Ê 	̄ 3
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Gδ ¨ñ	K 	áÓ �ékñ�J 	®ÖÏ @ éK @ 	Qk.

@ É¿ . �éK
XAªË@ AJ
k. ñËñK. ñ�JËAK. Xð 	QÓ R 	áºJ
Ë .1 •− 	àBA�JÓ 1.4.6

. Fσ ¨ñ	K 	áÓ �é�®Ê 	ªÖÏ @ éK @ 	Qk.

@ É¿ð

	X@ Fσ ¨ñ	K 	áÓ [a, b[ ÈAj. ÖÏ @ ; ]a, b[=
⋃∞

1 [a+ 1
n , b− 1

n ] 	à@
	X @ Fσ ¨ñ	K 	áÓ ]a, b[ ÈAj. ÖÏ @ 	à@ �Õç�'

	áÓ [a, b] ; [a, b[=
⋂∞

1 ]a− 1
n , b[

	à@
	X @ , ½Ë 	Y» Gδ ¨ñ	K 	áÓ [a, b[ ÈAj. ÖÏ @ ; [a, b[=]a, b[∪{a} 	à@

.[a, b] =
⋂∞

1 ]a− 1
n , b+ 1

n [ 	à@
	X @ ½Ë 	Y» Gδ ¨ñ	K

. Fσ ¨ñ	K 	áÓ Q 	à

@ l� 	�@ð . �é�®£A 	JË @ X @Y«


B@ �é«ñÒm.× Q �ð �éK
XAªË@ AJ
k. ñËñK. ñ�JËAK. Xð 	QÓ R 	áºJ
Ë .2

é 	K

@ úÎ« �	J�K ú


�æË @ 4(Baire) PAJ. Ë� ¨ñ	JË @ �é 	JëQ�.Ó úÎ« XAÒ�J«BAK. Gδ ¨ñ	K 	áÓ ��
Ë é 	K

@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß


@ 	X @ , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄ ð . �éJ
ËA 	g Aî�EA �®�CÓ �HAJ
Ê 	g@X 	àñº�K Z@ 	Qk.


B XðY« XAm��'A¿ ÐA�K ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ �éK. A�J» 	áºÖß
 B

	áÓ Q 	à

@ A 	J 	�Q�� 	̄ @ @ 	X @ð , E ú


	̄ �è @ñ�Jm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Q�.»

@ ù
 ëð , E �é«ñÒm.× �éJ
Ê 	g@X úÍ@ Eo �K.� A 	KQå��


@

Z 	Qk. cVi 	áºË . cQ =
⋃∞

1
cVi A 	JK
YÊ 	̄ R 	áÓ �HAgñ�J 	®Ó Vi ©Ó Q =

⋂∞
1 Vi I. �JºK
 é 	K


@ ø



@ , Gδ ¨ñ	K

A 	JK
YË 	àñºK

	YKY 	J« .( cVi)o = ∅ ú
ÍA�JËAK. ð . ��£A 	K XY« ø



@ úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 B ��Ê 	ªÓ

R 	à

B 	��̄ A 	J�K @ 	Yëð ; �éJ
ËA 	g Aî�EAJ
Ê 	g@X �é�®Ê 	ªÓ �HA«ñÒj. ÖÏ XðY« XAm��' @ ñëð R =

{ ⋃
r∈Q
{r}} ∪ {∞⋃

1

cVi
}

. ÐA�K ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄

�éJ. �
�KQË @ �HAJ 	®Ë @ 5.6

XAm��' @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë �éK
Aî 	E ù
 Ò�	� . X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {An} 	áº�JË •− 	K
Qª�K 1.5.6

: © 	�	� A 	J 	K @ .An Z @ 	Qk.

B@

.An+1 ⊃ An �IJ
k A∞ = lim↑An =
⋃
nAn

: Bn Z @ 	Qk.

B@ ©£A�®�K �éJ
ËA�J�JË @ è 	Yë �éK
Aî 	E ù
 Ò� 	� 	̄

X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �é��̄ A 	J�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ {Bn} �I	KA¿ @ 	X @ , ½Ë 	Y»ð

. Bn+1 ⊂ Bn �IJ
k B∞ = lim↓Bn =
⋂
nBn

. �èYK
@ 	Q��Ó ð

@ �é��̄ A 	J�JÓ AÓ@ �I	KA¿ @ 	X @

�éJ. �
�KP Aî 	E @ �HA«ñÒm.× �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K

Aî�EAJ
ËA�J�JÓ É¿ �HAK
Aî 	E úÎ« ÉÒ ���� , X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ , M �éJ 	̄ É¿ �éJ. �
�KP �éJ 	̄ ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 2.5.6

.M úÍ@ ù
 Ò�J 	��K Aî �DK
Aî 	D 	̄ M 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ. �
�KP �éJ
ËA�J�JÓ {An} �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ ø



@ . �éJ. �
�KQË @

. �éJ. �
�KP �éJ 	̄ �èQ�
 ��« É¿ •− �éJ
 	��̄
3.5.6

�HAJ. �KB @
	àA

	̄ �èXðYªË@ �éJ
ªÒm.Ì'@ �éJ
�A	m�'. ©�JÒ�J�K A 	à

@ AÖß. . AëQå�A 	J« 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {An} �ð �èQ�
 ��« A 	áº�JË

lim ↑ An =
⋃
An ∈ A.

. �èXðYªË@ �HAª£A�®�JË @ úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. �é�®Ê 	ªÓ �é�J�
 ��ªË@ 	àñ» Ð@Y 	j�J�AK. l .Ì'Aª�J 	̄ �é��̄ A 	J�JÖÏ @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @ �éËAg AÓ


@

. �éJ. �
�KP �HAJ 	̄ ©£A�®�K É¿ �éJ. �
�KP �éJ 	̄ ñë •− �éJ
 	��̄
4.5.6

ú
æ� 	�Q 	̄ ú

�GAJ
 	�AK
P , (1932− 1874) PAK. . È ú


	GðP 4
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�HAJ. �KB @
. l� 	�@ð

�éK
Q 	ª�

@ �éJ. �
�KP �éJ 	̄ Yg. ñ�K , X 	áÓ �éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ Z �éJ 	̄ É¿ Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


.Z 	áÓ �èYËñÖÏ @ �éJ. �
�KQË @ �éJ 	®Ë @ Aî 	E

AK. M0

	á« Èñ�® 	K .Z úÎ« ø
 ñ�Jm��' M0

.J 	áÓ �èYËñÖÏ @ �éJ. �
�KQË @ �éJ 	®Ë @ úÍ@ M �K.� Q�
 �� 	�Ëð X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ @Q�.g. J 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 5.5.6

.B =M 	àñºK
 , J 	áÓ �èYËñË@ �èQ�
 ��ªË@ úÍ@ Q�
 ���
 B 	àA¿ @ 	X @ , 	YKY 	J«

�HAJ. �KB @
�éJ 	̄ Q 	ª�


@ úÎ« ø
 ñ�Jm��' ú
æê 	̄ J úÎ« ø
 ñ�Jm��' Aî 	E


@ AÖß.ð , 4.1.10 �Ë� A �® 	̄ð , �éJ. �
�KP �éJ 	̄ ú
æê 	̄ @Q�
 ��« B 	à


@ AÖß.

: �éJ 	®Ë @ , P(X) 3 A É¿ Ég.

@ 	áÓ ,Q�. �Jª 	K �ºªË@ �HAJ. �KB .B ⊃M 	à 	X@ , J ø
 ñ�Jm��' �éJ. �
�KP

Φ(A) = {B ∈ P(X) | A ∪B, A−B. B −A ∈M}· (1.6)

.Φ(B) 3 A 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ Φ(A) 3 B 	à

@ �éËñîD��. 	¡kC�K 	à


@ ½ 	JºÖß


	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {Bn} �I	KA¿ @ 	X @ ,QÓ

B@ �é�®J
�®k ú


	̄ ð . �éJ. �
�KP �éJ 	̄ Φ(A) 	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	JËð A �IJ. �� 	JË

: 	àñº�K Φ(A) Qå�A 	J«
M Qå�A 	J« 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {A ∪Bn}
M Qå�A 	J« 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {Bn −A}
M Qå�A 	J« 	áÓ �é��̄ A 	J�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ {A−Bn}





	à

@ ø



@ , M úÍ@ Aî�EAK
Aî 	E 	à 	X@ ù
 Ò�J 	��J 	̄

, M3 lim↑(Bn −A) = lim↑Bn −A , M3 lim↑(A ∪Bn) = A ∪ lim↑Bn

, M3 lim↓(A−Bn) = A− lim↑Bn

é�KAJ
ËA�J�JÓ �HAK
Aî 	E ½Ë 	Y» ø
 ñ�Jm�'
 Φ(A) 	à

@ 	áÓ H. ñÊ�


B@ � 	® 	JK. Y»


A�J�K 	à


@ ½	JºÖß
 .Φ(A) 3 lim↑Bn

	à 	X@
. �é��̄ A 	J�JÖÏ @

ú
ÍA�JËAK. ð J ø
 ñ�Jm��' �éJ. �
�KP �éJ 	̄ Φ(A0) 	à 	X@ .J 3 B0
	àA¿ AÒêÓ Φ(A0) 3 B0

	àA¿ J 3 A0
	àA¿ @ 	X @

.M3 B 	àA¿ AÒêÓð J 3 A0
	àA¿ AÒêÓ Φ(A0) 3 B øQ 	k


@ �èPAJ.ªK. ð .Φ(A0) ⊃M

.J 3 A0
	àA¿ AÒêÓð M3 B 	àA¿ AÒêÓ Φ(B) 3 A0

	à

@ A 	® 	K

�
@ Q» 	X ø


	YË@ ñ 	̄ A¾�JË @ 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K

.Φ(B) ⊃M 	àA

	̄ �éJ. �
�KP �éJ 	̄ Φ(B) 	à

@ AÖß.ð .Φ(B) ⊃ J A 	JK
YË �I�. �JÓ M3 B Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ ú


	æªK
 @ 	Yë
: úÎ« 	à 	X@ A�	JëQK.

.M3 B −B′ , B′ −B , B ∪B′ 	àA¿ M 	áÓ B′ ð B 	àA¿ AÒêÓ (2.6)

	áÓ M3 B1 ∪B2 ½Ë 	Y»ð .M3 B Ég.

@ 	áÓ M3 cB 	à


@ úÎ« É�m� 	' B′ = X

	Y 	g

AK.

	YKY 	J«
. ÈðñJ. Ë Q�.g. ð


@ �HA«ñÒm.× Q�.g. M 	à


@ �IJ. ��K
 @ 	Yë .M 	áÓ B2

�ð B1 Ég.

@

.J 	áÓ �èYËñÖÏ @ B �èQ�
 ��ªË@ úÎ« 	à 	X@ ø
 ñ�Jm��' Aî 	E @ . �èQ�
 ��« M 	à

@ �éJ
Ë @ñÖÏ @ 7.1.10 �éJ£ñ�JË @ 	áÓ i. �J 	�K


. B ⊂M 	à 	X@
	áÓ é 	K


@ ú 	æªÖß.) �èYK
@ 	Q��ÖÏ @ �HAK
Aî 	DË @ úÍ@

�éJ.�	� A �®Ê 	ªÓ 	àA¿ @ 	X @ . ÈðñJ. Ë @Q�.g. A 	áºJ
Ë •− �éJ£ñ�K 6.5.6

. �èQ�
 ��« é 	KA
	̄ ( A úÍ@

�éJ
Ò�J 	JÓ lim↑An
�éK
Aî 	DË @ 	àñº�K A 	áÓ AëQå�A 	J« {An} �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.


@
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�HAJ. �KB @
�èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë 	à


@ øQ	K An =

⋃
1≤p≤n

Bp © 	�ñK. .A Qå�A 	J« 	áÓ �éJ
 	®J
» �éJ
ËA�J�JÓ {Bn} 	áº�JË
: ú
ÍA�JËAK. ð⋃

n

Bn =
⋃
n

An = lim
↑
An ∈ A.

. �èQ�
 ��« A 	à

@ 	á�
J. K
 ø


	YË@ QÓ

B@

Z @Ym.Ì'@ QKA ��« 6.6

X2
�ð X1 �Ë� ú


�GPA¿YË@ Z @Ym.Ì'@ úÍ@ X �K.� 	QÓQ 	K .A2
�ð A1

	á�
�KQ�
 ��ªK. 	á�
�KXð 	QÓ 	á�
�J«ñÒm.× X2
�ð X1

	áº�JË
.

É¾ ��Ë@ 	áÓ X 	áÓ R Z 	Qk. É¿ CJ
¢���Ó ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 1.6.6

. 2 , 1 = i , Ai 3 Ai ©Ó R = A1 ×A2

. �HCJ
¢���ÖÏ @ É¿ �é«ñÒm.× úÍ@ R �K.� Q�
 ��	�

.R 	áÓ �èYËñÖÏ @ð A1 ⊗A2 �K.� AîD
Ë @ PA ���
 ú

�æË @ �èQ�
 ��ªË@ Z @Yg. �èQ�
 ��« ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 2.6.6

. �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �HCJ
¢���ÖÏ @ 	áÓ é�J 	JÓ XAm��' @ É¿ �éJ
�A�

@ �é«ñÒm.× ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 3.6.6

. �éJ
�A�

B@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ �éJ 	̄ úÍ@ E �K.� 	QÓQK


.( �HA«ñÒm.× Q�.g. ) AJ
ËðñK. @Q�.g. �éJ
�A�

B@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ �éJ 	̄ É¾ ���� •− �éJ
 	��̄

4.6.6

�HAJ. �KB @
. �éJ
�A�


@ �é«ñÒm.× �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �éJ
�A�


B@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ é�J 	JÓ XY« XAm��' @ 	à


@ Bð


@ 	¡kC	JË

: 	YKY 	J« . 	á�
ÊJ
¢���Ó R′ = A′1 ×A′2 �ð R = A1 ×A2
	áºJ
Ë

cR = ( cA1 ×X2) ∩ (X1 × cA2)

�IJ
k R′ −R = R1 ∪R2 ∪R3 é 	JÓð
R1 = ( cA1 ∩A′1)× (A2 ∩A′2), R2 = ( cA1 ∩A′1)× ( cA2 ∩A′2),
R3 = ( cA1 ∩A′1)× ( cA2 ∩A′2),

ú
ÍA�JËAK. ð

. �éJ
�A�

@ �é«ñÒm.× R′ −R (3.6)

: A 	JK
YË . 	á�
ª£A�®�JÓ Q�
 	« 	á�
ÊJ
¢���Ó XAm��' @ , �éJ
�A�

@ �é«ñÒm.× E = R ∪R4

	áº�JË
R′ − E = (R′ −R)−R4 = (R1 ∪R2 ∪R3)−R4 = (R1 −R4) ∪ (R2 −R4).

: 	à

@ úÎ« É�m� 	' (1.10) ��J
J.¢��K.

.R 3 R′ ð E 3 E 	àA¿ @ 	X @
�éJ
�A�


@ �é«ñÒm.× R′ − E (4.6)
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: 	à 	X@ .( �éª£A�®�JÓ Q�
 	« Ri
�HA«ñÒj. ÖÏ @ ©Ó) E′ =

⋃
Ri

	YKY 	J« . E 3 E′ 	áºJ
Ë

. E 	áÓ E′ ð E 	àA¿ AÒêÓ E 3 (E′ − E) (5.6)

	à

@ AÖß. , �Õç�' . ÐAÖ �ßB @ úÍ@

�éJ.�	� �é�®Ê 	ªÓ E 	à

@ úÎ« É�m� 	' , E′ = X1 ×X2

	Y 	g

AK.

(A1 ×A2) ∩ (A′1 ×A′2) = (A1 ∩A′1)× (A2 ×A′2),

: Ñ«

@ �é 	®��. ð ; ÉJ
¢���Ó 	á�
ÊJ
¢���Ó ©£A�®�K 	à


@ øQ	� 	̄

. E 3 E ∩ E′ 	àA¿ E 3 E′ 	àA¿ð E 3 E 	àA¿ @ 	X @ (6.6)

Q�
 	« R′k
�ð Rj ©Ó) E ∩ E′ =

⋃
j,k

(Rj ∩R′k) 	àA¿ E′ = ∪R′k �ð E = ∪Rj 	àA¿ @ 	X @ , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄ ð

.( 	á�
ª£A�®�JÓ
: @Q�
 	g


@ð

E ∪ E′ = (E − E′) ∪ (E′ − E) ∪ (E ∩ E′). (7.6)

(4.6) �ð (2.10) 	á�
�J�̄CªÊË A �® 	̄ð @ 	Yëð �éJ
�A�

@ �HA«ñÒm.× Qå�J
Ë @

	¬Q¢Ë@ ú

	̄ �èXñk. ñÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	à@

. XAm��'B @ úÍ@
�éJ.�	� ��Ê 	ªÓ E 	à


@ ø



@ , E 3 E ∪ E′ 	à 	X@ . 	á�
ª£A�®�JÓ Q�
 	« AÒëð

. �éJ
�A�

B@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �èYËñÖÏ @ �éJ. �
�KQË @ �éJ 	®Ë @ ù
 ë A1 ×A2

�èQ�
 ��ªË@ 	à@ •−
�éÓ 	PB 5.6.6

�HAJ. �KB @
. 4.6.6 �éJ
 	��®Ë@ 	áÓð 6.1.10 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ �èQå��AJ.Ó i. �J 	�K


�é�ñJ
�®Ë @ �H@ZA 	� 	®Ë@ 7.6

A �®J
J.¢�� f �ð 	á�
�JJ
ËA 	g Q�
 	« 	á�
�JJ
 	®J
» 	á�
�J«ñÒm.× X ′ �ð X 	áº�JË •− �èQ�
 ��ªË �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ 1.7.6

: © 	�	� A 	J 	K @ ; X ′ Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ 	̄ F ′ 	áº�JËð . X ′ ú


	̄
X 	áÓ

f−1(F ′) = {A ∈ P(X) | A = f−1(A′), A′ ∈ F ′}·
. f ��J
J.¢�JË @ �� 	̄ð F ′ �éJ 	®ÊË �éJ
�ºªË@ �èPñ�ËAK. f−1(F ′) �éJ 	®Ë @ ú«Y�K

�èQ�
 ��« ú«Y�K , X úÎ« �èQ�
 ��« f−1(A′) 	àñº�K 	YKY 	J« . X ′ úÎ« �èQ�
 ��« A′ 	áº�JË •− �éJ
 	��̄
2.7.6

.A = f−1(A′) �K.� AîD
Ë @ PA ���
 ; f �� 	̄ð A′ Ë� �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@

�HAJ. �KB @
: A 	JK
YË é 	K @ , �Õç�' . X �éJ
Ê¾Ë@ �é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ë X ′ �éJ
Ê¾Ë@ �é«ñÒj. ÒÊË �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@

, c[f−1(A′)] = f−1(cA′) �ð ⋃
n
f−1(A′n) = f−1

(⋃
n
A′n

)

. ÐAÖ �ßB @ð �èXðYªË@ �H@XAm��'B @ úÍ@
�éJ.�	� �é�®Ê 	ªÓð �éJ
ËA 	g Q�
 	« Aî 	E @

	X @
�èQ�
 ��« A 	à


@ �IJ. ��K
 @ 	Yë

: é 	K

@ ø



@ . QKA ��ªË@ 	á�
K. �H@Z@ñ�JkB @ úÎ« �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ 	¡ 	̄ Am��' •− �éJ
 	��̄

3.7.6

. f−1(A′1) ⊃ f−1(A′2) 	àA¿ A′1 ⊃ A′2 	àA¿ @ 	X @
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X ′ ú

	̄
Y �Ë� ú


	Gñ 	KA �®Ë @ 	á�®mÌ'@ úÍ@ i �K.� 	QÓQ 	�Ë . X ′ �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ @Z 	Qk. Y 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 4.7.6

: 	YKY 	J« . X ′ úÎ« �èQ�
 ��« A′ 	áº�JËð
i−1(A′) = {B ∈ P(Y ) | i(B) ∈ A′}

= {B ∈ P(Y ) | ∃A′ ∈ A′, A′ ∩ Y = B}·

X ′ 	áÓ Z 	Qk. Y 	à

@ AÖß.ð . Y Z 	Qm.Ì'@ úÎ« A′ �èQ�
 ��ªË@ Q�K


@ �èQ�
 ��ªK. i−1(A′) ú«Y�K , è 	Yë �é�A	mÌ'@ �éËAmÌ'@ ú


	̄

: 	à

@ 	áÓ �éËñîD��. Y»


A�JË @ 	áºÖß
 . X ′ 	áÓ Z 	Qk. ©Ó ��J.¢ 	�K
 Y 	áÓ Z 	Qk. É¿ 	àA

	̄

.A′ 3 Y 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ A′ ⊃ i−1(A′)

�ð �éJ
 	®J
» �HA«ñÒm.× �HC�K X ′′ , X ′ , X 	áº�JË •− �éJ
�ºªË@ Pñ�Ë@ ø
 Yª�K 5.7.6

: 	YKY 	J« . X ′′ Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ 	̄ F ′′ �ð 	á�
�®J
J.¢�� X ′′ g← X ′ f← X

f−1
(
g−1(F ′′)) = (g ◦ f)−1(F ′′).

•− �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ úÍ@
�éJ.�	� �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ P@Q�®�J�@ 6.7.6

@ 	X @ . X ′ Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ 	̄ F ′ �ð X ′ ú


	̄
X 	áÓ A�®J
J.¢�� f �ð 	á�
�J«ñÒm.× X ′ �ð X 	áº�JË •− �é 	JëQ�.Ó 1.6.7.6

. f−1(F ′) 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ ù
 ë f−1(A′) 	àA
	̄ F ′ 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ ù
 ë A′ �I	KA¿

�HAJ. �KB @
f−1(F ′) 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ úÍ@ B �K.� 	QÓQ 	�Ë

. f−1(A′) ⊃ B 	àA
	̄
f−1(A′) ⊃ f−1(F ′) 	à


@ AÖß.

: �éËAg ú

	̄ 	á�
�KQ�
 ��ªË@ ø
 ðA��� Bð


@ �IJ. �� 	JË

. 	áK
AJ. �JÓ f .2 ;QÓA 	« f .1

.1 �éËAmÌ'@
	à

@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ ñë A 	J 	̄ Yë . f−1(A′) ⊃ A ⊃ f−1(F ′) �IJ
m�'. X úÎ« ù¢�ð �èQ�
 ��« A 	áº�JË

�èQ�
 ��AJ.Ó Pñ�» AîD
Ê« É�jÖÏ@ X ′ Z @ 	Qk. @ �éJ 	̄ B′ 	áº�JË .B = f−1(A′) 	à

@ ú
æ

	��J�®K
 @ 	Yë .A = f−1(A′)
: A Z @ 	Qk.


B

B′ = {B′ ∈ P(X ′) | B′ = f(A), A ∈ A} ·
. �èXðYªË@ �H@XAm��'B @ úÍ@

�éJ.�	� �é�®Ê 	ªÓ B′ 	àA
	̄ ⋃
n∈N

f(An) = f
( ⋃
n∈N

An

) 	à

@ AÖß. 	YKY 	J«

.B′ úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 X ′ 	àA
	̄
X úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 A �ð QÓA 	« f 	à


@ AÖß.

A = f−1(A′) �IJ
m�'. A′ ∈ A′ Yg. ñJ
 	̄
A ∈ f−1(A′) 	à


@ AÖß. .A 3 A ©Ó B′ = f(A) 	áºJ
Ë

: ú
ÍA�JËAK. ð
.A′ 3 A′ ©Ó B′ = f(f−1(A′)) É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 B′ 3 B′ É¿ (8.6)

: 	à

@ AÖß.ð cB′ = f

(
f−1(cA′)

) 	à

@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


f−1(cA′) = cf−1(A′) = cA ∈ A
.A 3 Z = cA ©Ó cB′ = f(Z) 	àA

	̄

. �èQ�
 ��« B′ 	à

@ úÎ« �HAJ. �KB @ ú
æî 	DK
 @ 	Yë . �éÒÒ�JÖÏ @ 	Y 	g


@ �éJ
ÊÔ« úÍ@

�éJ.�	� �é�®Ê 	ªÓ B′ 	à 	X@
: A 	JK
YË i. �J 	�K
 , F ′ 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ ù
 ë A′ 	à


@ AÖß. , 	YKY 	J« .A′ ⊃ B′ ⊃ F ′ A 	JK
YË é 	K @ �Õç�'
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B′ = A′.
	àA

	̄ �é �®�®m× 8.6 	à

@ AÖß.ð . f(Z) = Y �IJ
m�'. A 3 Z Yg. ñK
 @ 	YËð B′ 3 Y 	YKY 	J« .A′ 3 Y 	áºJ
Ë

.A ⊃ f−1(A′) 	à 	X@ , A′ 3 Y É¿ Ég.

@ 	áÓ A 3 Z 	à


@ ø



@ , Z = f−1(Y )

.2 �éËAmÌ'@
	áº�JË . X ′ ú


	̄
X �Ë� ú


	Gñ 	KA �®Ë @ 	á�®mÌ'@ ©Ó é� 	® 	K f �ð X ′ 	áÓ Z 	Qk. ©Ó X �é�®K. A¢Ó 	áºÒJ
 	̄ 	áK
AJ. �JÓ f 	à

@ AÖß.

. Ã′ = {B ∈ P(X ′) | B ∩X ∈ A} © 	�	JË . f−1(A′) ⊃ A ⊃ f−1(F ′) ���®m��' ù¢�ð �èQ�
 ��« A
ø



@ , A′ ù
 ëð F ′ 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ úÎ« Ã′ ø
 ñ�Jm�'
 ú
ÍA�JËAK. ð Ã′ ⊃ F ′ �ð �èQ�
 ��« Ã′ 	YKY 	J«

	à

@ AÖß. .A ⊃ f−1(Ã′) é 	JÓ f−1(A′) = A 	à


@ 	áÓ Y»


A�JË @ 	áºÖß
 f−1(Ã′) ⊃ f−1(A′) é 	JÓð Ã′ ⊃ A′

. �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ 	àAëQ�. Ë @ ú
æî �D 	JJ
 	̄ 	K
Qª�JË @ 	áÓ i. �J 	�K
 ú
æ�ºªË@ Z @ñ�JmÌ'@

�éÓAªË@ �éËAmÌ'@
	á�®mÌ'@ f2 	áºJ
Ëð f �K.�

	¬QªÖÏ @ Y ú

	̄
X �Ë�

��J
J.¢�JË @ f1 	áºJ
Ëð Y = f(X ′) © 	�	JË . X ′ ← X : f 	áºJ
Ë

úÎ« É�m� 	' AëY	J« A 	J 	K @ . 	áK
AJ. �JÓ f2
�ð QÓA 	« f1 ©Ó f = f1 ◦ f2 I. �Jº	K 	à


@ A 	J 	JºÖß
 . X ′ ú


	̄
Y �Ë� ú


	Gñ 	J �®Ë @
. �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ ø
 Yª�K �éJ
�A 	g Ð@Y 	j�J�AK. �éj. �J 	JË @

	áÓ A �èQ�
 ��« 	áÓð X
�é«ñÒm.× 	áÓ �é 	KñºÓ (X,A) �éJ
KA 	J�K É¿ A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 7.7.6

. �é�ñJ
�̄ �HA«ñÒm.× Aî 	E

AK. A Qå�A 	J« 	á« Èñ�® 	Kð . X Z @ 	Qk.


@

X1 ú

	̄
X 	áÓ f ��J
J.¢�� 	á« Èñ�® 	K . 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
KA 	� 	̄ (X1,A1) �ð (X,A) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 8.7.6

. f−1(A1) ⊂ A 	àA¿ @ 	X @ �ñJ
�̄ é 	K @
@ 	X @ E úÎ« �ñJ
�̄ é 	K @ X1 ú


	̄
E 	áÓ f ©K. A�K 	á« Èñ�® 	J 	̄ (X,A) 	áÓ �é�ñJ
�̄ �é«ñÒm.× E �I	KA¿ @ 	X @

. f−1(A1) ∩ E ⊂ A 	àA¿
. (X1,A1) úÍ@ (X,A) 	áÓ �é�ñJ
�®Ë @ �HA�®J
J.¢�JË @ �é«ñÒm.× úÍ@ M

(
(X,A); (X1,A1)

) �K.� Q�
 ��	�

. 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
�®J
J.¢�� É¿ I. J
»Q�K �ñJ
�̄ ñë •− �éJ
 	��̄
9.7.6

�HAJ. �KB @
ø
 Yª�K úÎ« @XAÒ�J«@ , 	YKY 	J« .M(

(X1,A1); (X2,A2)
) 3 g �ð M(

(X,A); (X1,A1)
) 3 f 	áºJ
Ë�é�̄CªË@ , h = g ◦ f ©K. A�JË @ ���®m�'
 , �H@@ñ�JkB@ úÎ« Aî �D 	¢ 	̄ Am× úÎ«ð �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@

(g ◦ f)−1(A2) = f−1
(
g(A2)

) ⊂ f−1(A1) ⊂ A

. ��
ñ�̄
g ◦ f 	à 	X@

	áºJ
Ëð 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
KA 	� 	̄ (X1,A1) �ð (X,A) 	áºJ
Ë •− [�AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ PAJ
ªÓ] �éJ
 	��̄
10.7.6

: 	YKY 	J« .A1 �Ë� @YËñÓ @Z 	Qk. A1 ⊃ C1	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ M
(
(X,A); (X1,A1)

) 3 f .1
.A ⊃ f−1(C1) .2

�HAJ. �KB @
, 1.6.7.6 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , 	áºË .A ⊃ B Zú


	̄ A¾K
 (2)
	YKY 	J« . f−1(C1) 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ B 	áº�JË

. (1) Zú

	̄ A¾K
 (2) , 	à 	X@ .B = f−1(A1)
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�é�KC�K (Y2,B2) , (Y1,B1) , (X,A) 	áº�JË •− Z @Ym.Ì'@ �é«ñÒm.× úÎ« �é�ñJ
�®Ë @ ©K. @ñ�JË @ 11.7.6

(2 , 1 = i) , πi 	áºJ
Ë . 2.6.6 ú

	̄ 	¬QªÖÏ @ B1 ⊗ B2 Z @Ym.Ì'@ �èQ�
 ��ªK. Y1 × Y2 Xð 	Q 	�Ë . �é�ñJ
�̄ �H@ZA 	� 	̄

. Yi úÎ« Y1 × Y2 �Ë� ú

	Gñ 	KA �®Ë @  A�®�B @

.M(
(Y1 × Y2,B1 ⊗ B2); (Y1,B1)

) 3 π A 	JK
YË •− �éJ£ñ�K 12.7.6

�HAJ. �KB @
úÍ


@ 	à 	X@ ù
 Ò�J 	�K
 é 	K @ , ÉJ
¢���Ó π−1

1 (B1) = B1 × Y2
	áºË ; B1 3 B1 ©Ó π−1

1 (B1)
�é�@PYK. A 	JJ
Ê«
.B1 × B2

ú

	̄
X Ë� A �®J
J.¢�� f 	áºJ
Ë •− [Z@Ym.Ì'@ Z A 	� 	̄ ú


	̄ ��J
J.¢�JË �AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ PAJ
ªÓ] �éJ
 	��̄
13.7.6

. 	á�
�J�ñJ
�̄ fi = πi ◦ f èA�KAJ.»QÓ A�J 	K A¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ A�ñJ
�̄ f 	àñºK

	YKY 	J« . Y1 × Y2

�HAJ. �KB @
	àA¿ @ 	X @ð . �ñJ
�̄ ñê 	̄ @ 	YËð , 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
ªK. A�K �I. J
»Q�K , �é�®K. A�Ë@ �éJ£ñ�JÊË A �® 	̄ð , π1 ◦ f 	àA¿ A�ñJ
�̄ f 	àA¿ @ 	X @
f−1(R) = f−1

1 (B1) ∩ f−1(B2) A 	JK
YË 	àñºK
 R = B1 ×B2 ÉJ
¢���Ó É¿ Ég.

@ 	áÔ 	̄ 	á�
�ñJ
�̄ f2 �ð f1

. �ñJ
�̄ f 	à

@ 10.7.6 �AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ PAJ
ªÓ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ A 3 f−1(Bi) 	à


@ AÖß.ð

•− �AJ
�®Ë@ð É� 	®Ë@ A�JJ
ÊK. A�̄ 14.7.6

Èñ�® 	K . C� 	® 	JÓ AJ
k. ñËñK. ñ�K @ZA 	� 	̄
Y 	áºJ
Ë •− [É� 	®ÊË �éJ
k. ñËñJ. �JË @ �H@ZA 	� 	®Ë@ �éJ
ÊK. A�̄] 	K
Qª�K 1.14.7.6

: ���®m�'
 é 	K @
D

�é�®�CÓ 	à

@ ø



@ , 	àA¿ AÒ�JJ
k 	J
�J»ð YªÊË CK. A�̄ D Z 	Qk. úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 	àA¿ @ 	X @ úÍð


B@ É� 	®Ë@ �éJ
îE
YK.

. Y ø
 ðA���
Z 	Qk. É¿ I. �JºK
 �IJ
m�'. Hi

�ékñ�J 	®ÖÏ @ Y Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �èXðY« �é«AÔg. �HYg. ð @ 	X @

�éJ
 	K A�JË @ É� 	®Ë@ �éJ
îE
YK.
�HAgñ�J 	®ÖÏ A�A�


@ É¾ ���� Hi

�é«AÒm.Ì'@ 	à@ AëY	J« Èñ�® 	Kð . AîE
ñ�Jm�'
 ú

�æË@ Hi Z @ 	Qk.


B@ XAm��'A¿ Y 	áÓ hñ�J 	®Ó

. Y

. 	á�
�®£A 	K s �ð r ©Ó Hr,s =]r, s[ © 	�	JË . �é�®£A 	JË @ X @Y«

B@ �é«ñÒm.× Q �ð Y = R 	Y 	g


A 	JË •− ÈA�JÓ 2.14.7.6

]r, s[ �HBAj. ÒÊË XAm��'A¿ ]x1, x2[ ÈAm.× É¿ I. �JºK
 AëY	J« . �HBAj. ÖÏ @ 	áÓ �èXðY« �é«AÔg. úÎ« É�m� 	' A 	J 	K @
I. �JºK
 é 	KA

	̄ �ékñ�J 	®Ó �HBAj. ÒÊË XðY« XAm��'A¿ I. �JºK
 R 	áÓ hñ�J 	®Ó Z 	Qk. É¾ 	̄ 	à

@ AÖß.ð . AîE
ñ�Jm�'
 ú


�æË@
.Hr,s ¨ñ	K 	áÓ ÈAj. ÖÏ YK
Y« XAm��'A¿

É� 	®Ë@ �éJ
îE
YK. ���®m�'
 úÍð

B@ É� 	®Ë@ �éJ
îE
YK. ���®m�'
 (Y, d) ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ É¿ 	à@ •−

�éJ
 	��̄
15.7.6

. �éJ
 	K A�JË @

�HAJ. �KB @
Hi,m = {y ∈ Y | d(y, yi) < 1/m} © 	�	JË . Z A 	� 	®Ë@ @ 	Yë ú


	̄ �é 	®J
�J»ð Y 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {yn}n 	áº�JË
. Y úÎ« �èQ�. �JªÖÏ @ �é 	̄ A�ÖÏ @ ù
 ë d �IJ
k ,
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AJ
k. ñËñK. ñ�K @ZA 	� 	̄
Y �ð A�ñJ
�̄ @Z @Y 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë •− [�AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ PAJ
ªÓ] �éJ
 	��̄

16.7.6

X 	áÓ f
��J
J.¢�JË @ 	YKY 	J« 	àñºK
 . Y �HAgñ�J 	®ÒÊË A�A�


@ Hi

	áºJ
Ëð �éJ
 	KA�JË @ É� 	®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ �éJ
îE
YK. ���®m�'
	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ A�ñJ
�̄ Y ú

	̄

f−1(Hi) ∈ A, ∀i ∈ N.

�HAJ. �KB @
•− > �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ QKA ��ªË@ Z @Yg. 17.7.6

. AÒëZ@Yg. Y = X1 ×X2
	áºJ
Ëð É� 	®ÊË 	á�
ÊK. A�̄ 	á�
K
Q��Ó 	áK
ZA 	� 	̄

X2
�ð X1

	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄
18.7.6

	YKY 	J« . �é�® 	̄QÖÏ @ �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ QKA ��ªË@ úÍ

@ B(Y ) �ð B(X2) �ð B(X1) �K.� 	QÓQ 	�Ëð Z@Ym.Ì'@ AJ
k. ñËñK. ñ�JK. Y Xð 	Q 	�Ë

.B(Y ) = B(X1)⊗ B(X2)

AÒëYK
ð 	Q��K. É�m� 	' . 	á�
J
k. ñËñK. ñ�K 	á�
KA 	� 	̄
X ′ �ð X 	áºJ
Ë •− P@QÒ�J�B @ð �AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ 19.7.6

. (X ′,B(X)) �ð (X,B(X)) 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
KA 	� 	̄ úÎ« B(X ′) �ð B(X) ÉK
PñJ. Ë AÒîD
�KQ�
 ��ªK.

ú

	̄ (X,B(X)) 	áÓ �ñJ
�̄ ��J
J.¢�� X ′ ú


	̄
X 	áÓ f QÒ�J�Ó ��J
J.¢�� É¿ •− �éJ
 	��̄

20.7.6

. (X ′,B(X ′))

�HAJ. �KB @
ú
æ

	��J�®K
 f P@QÒ�J�@ 	áºË .B(X) ⊃ f−1(OX′) 	à

@ �HAJ. �KB @ I. m.�'
 . 9.7.6 �AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ PAJ
ªÓ ÐY 	j�J�	�

.OX ⊃ f−1(OX′) ú
ÍA�JËAK. ð , X ú

	̄ hñ�J 	®Ó Z 	Qk. X ′ ú


	̄ hñ�J 	®Ó Z 	Qk. É¾Ë �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ 	àñº�K 	à

@

.B(X) ⊃ OX 	à

B �éj. J
�� 	JË @ é 	JÓð

é�KQ�
 ��ªËAK. �éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«

B@ É�®k Xð 	QK
 •− �é�ñJ
�®Ë@ ©K. @ñ�JË @ úÎ« �éK
Q�. m.Ì'@ �HAJ
ÊÒªË@ 21.7.6

(X,A) 	áÓ �é�ñJ
�®Ë @ �HA�®J
J.¢�JË @ �é«ñÒm.× úÍ@ L0(X,A) �K.� Q�
 ��	� . A�ñJ
�̄ @Z A 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë . �éJ
ÊK
PñJ. Ë @
.L0(X,A) �éJ
Ò��� 	áÓ Qå� 	J« É¿ úÎ« �ñJ
�̄ ©K. A�K �éJ
Ò��� ��Ê¢	� A 	J 	K @ . (R,B(R)) ú


	̄

. �ñJ
�̄ ©K. A�K �ñJ
�̄ ©K. A�JË �é�®Ê¢ÖÏ @ �éÒJ
�®Ë @ .1 •− �éJ
 	��̄
22.7.6

. �ñJ
�̄ ©K. A�K 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
ªK. A�K ¨ñÒm.× .2
. �ñJ
�̄ ©K. A�K 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
ªK. A�K Z @Yg. .3

. �ñJ
�̄ ©K. A�K @YK.

@ ÐYª	JK
 B �ñJ
�̄ ©K. A�K H. ñÊ�®Ó .4

�HAJ. �KB @
. �é�ñJ
�̄ R ú


	̄
X 	áÓ ©K. @ñ�K f2 �ð f1

�ð f 	áº�JË
, 	àñºK
 @ 	YËð �ñJ
�̄ ñê 	̄ QÒ�J�Ó u 	à


@ AÖß. . u(ζ) = |ζ| : R ú


	̄ R 	áÓ �é�®Ê¢ÖÏ @ �éÒJ
�®Ë @ ©K. A�K u 	áºJ
Ë
. A�ñJ
�̄ |f | = u ◦ f ©K. A�JË @ , 9.7.6 �Ë� A �® 	̄ð

�K.� ù¢ªÖÏ @ Ψ ©K. A�JË @ @ 	Y»ð .Φ(ζ1, ζ2) = ζ1 + ζ2 �K.�
	¬QªÖÏ @ QÒ�J�ÖÏ @ ©K. A�JË @ R2 ← R : Φ 	áºJ
Ë

.Ψ(ζ1, ζ2) = ζ1ζ2

�Ë� A �® 	̄ð , 	YKY 	J« . F (x) =
(
(f1(x), f2(x)

) 	á�K.
	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ R2 ←X : F ©K. A�JË @ 	à

�
B@ 	áºJ
Ë

: 12.7.6

F ∈M(
(X,A), (R2,B(R)⊗ B(R)

)
.
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: 18.7.6 I. �k A 	JK
YË

.M(
(X,A); (R2,B(R2))

) 3 F é 	JÓ �ð B(R)⊗ B(R) = B(R2)
: 9.7.6 úÎ« @XAÒ�J«@ , ú
ÍA�JËAK. ð M

(
(R2,B(R)); (R,B(R))

) 3 Φ 	àA
	̄ QÒ�J�Ó Φ 	à


@ AK. ð

Φ ◦ F ∈M(
(X,A); (R,B(R))

)
= L0(X,A).

. (Φ ◦ F )(x) = f1(x) + f2(x) 	áºË
. (Ψ ◦ F )(x) = f1(x)f2(x) �ð L0

(
(X,A)

) 3 Ψ ◦ F , ½Ë@ 	Y»ð
L0(X,A) 	áÓ f 	Y 	g


A 	JË . i(ζ) = ζ−1 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ R? ú

	̄ R? 	áÓ ©K. A�JË @ i �ð R? = R− {0} 	áºJ
Ë

O′ = O ∩ R? 	YKY 	J« 	àñºK
 .R 	áÓ Agñ�J 	®Ó O 	à
�
B@ 	áºJ
Ë . X 3 x É¿ Ég.


@ 	áÓ f(x) 6= 0 ©Ó

	áÓ hñ�J 	®Ó ñëð g−1(O) = g−1(O′) = f−1
(
i−1(O′)

) 	YKY 	J« . g(x) = 1
f(x) © 	�	JË .R? 	áÓ Agñ�J 	®Ó

. �ñJ
�̄ f 	à@
	X @ , A 3 f−1

(
(i−1(O′)

) ú
ÍA�JËAK. ð .R 	áÓ hñ�J 	®Ó R? 	à

B ½Ë 	Y» R 	áÓð R?

�é�ñJ
�®Ë@ ©K. @ñ�JÊË ¡J
��. Ë @ H. PA�®�JË @ 8.6

. ÉK
PñJ. Ë é�KQ�
 ��« úÍ@ B(Y ) �ð ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ úÍ@ Y �ð �ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ úÍ@ (X,A) ©¢�®ÖÏ @ @ 	Yë ú

	̄ Qå���


	àA¿ @ 	X @ f
��J
J.¢�� ñm� 	' �é£A��. K. �éK. PA �®�JÓ Aî�	E @ Y ←X : fn �HA�®J
J.¢�� �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K :Q�
» 	Y�K

. X 3 x 	àA¿ AÒêÓ , lim
n→∞

f(x) = f(x)

�é£A��. K. �éK. PA �®�JÓ (Y,B(Y )) ú

	̄ (X,A) 	áÓ �é�ñJ
�̄ �HA�®J
J.¢�� �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	àñº�JË •− �é 	JëQ�.Ó 1.8.6

. A�ñJ
�̄ f ©K. A�JË @ 	àñºK

	YKY 	J« . f ©K. A�K ñm� 	'

�èQÒ�J�Ó Q�
 	« �èQÒ�J�Ó ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÖÏ �é¢J
��. Ë @ �éK
Aî 	DË @ 	à

@ @Yg.

	¬ðQªÖÏ @ 	áÓ •− �é 	¢kCÓ 2.8.6
. �AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ �éJ
�A�Ë Q�
J.ºË@ P@Q�®�J�B @ 	á�
J. �K �é 	JëQ�. ÖÏ @ @ 	Yë 	à@ . �èPðQå	�ËAK.

. �éJ
Ë @ñÖÏ @ �éÒêÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ úÎ« 1.8.6 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ YÒ�JªK


ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ ú

	̄
X 	áÓ �HA�®J
J.¢�� �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	àñº�JË •− [ �éJ
�A�


B@ �éJ£ñ�JË @] �éJ£ñ�K 3.8.6

A 	JK
YË Y 	áÓ U hñ�J 	®Ó É¿ Ég.

@ 	áÓ 	YKY 	J« . f ©K. A�K ñm� 	' �é£A��. K. �éK. PA �®�JÓ (Y, d)

.Ok =
{
y ∈ O | d (y, cO) >

1
k

}
�IJ
k f−1(U) =

⋃

k,m

[ ⋂

n≥m
f−1
n (Ok)

]

3.8.6
�éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @

Ég.

@ 	áÓ , © 	�	� , �éJ£ñ�JË @ �	� ú


	̄ XPð AÒ»ð Y 	áÓ Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. O 	áºJ
Ë . Y ú

	̄ �èQ�. �JªÖÏ @ �éK
Q��ÖÏ @ ù
 ë d

: k ù
 ªJ
J.£ XY« É¿

Ok =
{
y ∈ O | d (y,cO) >

1
k

}

©K. A�JË @ 	à

@ AÖß. .O �éÒÒ�JÓ , cO Z 	Qm.Ì'@ð y Qå�	JªË@ 	á�
K. �é 	̄ A�ÖÏ @ ù
 ë d (y,cO) = inf

t∈cO
d (y, t) �IJ
k

�èYK
@ 	Q��Ó {Ok} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à

@ l� 	�@ð é 	K @ �Õç�' O ú


	̄ hñ�J 	®Ó Ok 	àA
	̄ R+ ú


	̄
Y 	áÓ ø


	Q�� ���. J
Ë d (·,cO)

.Ok ⊂ Ok+1 ½Ë 	Y» A 	JK
YË é 	K A
	̄ O �é�®�CÓ úÍ@ Q�
 ���
 Ok 	àA¿ @ 	X @ð .O =

∞⋃
k=1

Ok A 	JK
YËð
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�IJ
m�'. 2 < k0 ù
 ªJ
J.£ XY« 	YKY 	J« Yg. ñK
 ; O 3 y = f(x) 	à 	X@ . f−1(O) 3 x 	à
�
B@ 	áºJ
Ë

XY« Yg. ñJ
 	̄ , d
(
f(x), fn(x)

)→ 0 	à

@ AÖß.ð 0 < r 	à


@ l� 	�@ð . r = d(y,cOk0) © 	�	JË . Ok0−1 3 y

	à

@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K
 . m0 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ B(y, r) �ékñ�J 	®ÖÏ @ �èQºË@ úÍ@ fn(x) ù
 ÒJ
 	�K
 �IJ
m�'. m0 ù
 ªJ
J.£

: 	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë .m0 ≤ n Ég.

@ 	áÓ f−1

n (Ok0) 3 x 	à 	X@ . m0 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Ok0 3 fn(x)

.
∞⋃

k,m=1

[ ⋂
n≥m

f−1
n (Ok)

]
⊃ ⋂
n≥m0

f−1
n (Ok0) 3 x

@ 	YËð ⋂
n≥m0

f−1
n (Ok0) 3 x �IJ
m�'. m0

�ð k0
	àCJ
ËX Yg. ñK
 .

∞⋃
k,m=1

[ ⋂
n≥m

f−1
n (Ok)

]
3 x 	à

�
B@ 	áºJ
Ë

úÎ« É�m� 	' +∞ ñm� 	' Èð ñK
 n Éªm.�'. ð m0 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Ok0 3 fn(x) 	àñºK


O ⊃ Ok0+1 ⊃ Ok0 3 f(x) = lim
n→∞

fn(x)

. f−1(O) 3 x é 	JÓð

1.8.6
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

�éJ£ñ�JË @ ú

	̄ 	¬QªÖÏ @ , Ok hñ�J 	®ÖÏ @ Z 	Qm.Ì'@ , N? 3 k Ég.


@ 	áÓ ,Q�. �Jª 	JËð . Y 	áÓ Agñ�J 	®Ó @Z 	Qk. O 	áºJ
Ë

m �IJ
k , m ≤ n É¿ Ég.

@ 	áÓ , 	à 	X@ . A 3 f−1

n (Ok) 	àA
	̄ N? 3 n 	àA¿ AÒêÓ �ñJ
�̄ fn 	à


@ AÖß. . 3.8.6

é 	JÓð A 3 ⋂
n≥m

f−1
n (Ok) 	à


@ �èXðYªË@ �HAª£A�®�JË @ úÍ@

�éJ.�	� QKA ��ªË@ P@Q�®�J�@ 	áÓ i. �J 	�K
 , ù

	®J
» ©J
J.£ XY«

. �é�ñJ
�̄ Z @ 	Qk.

B XðY« XAm��' @ , 3.8.6 �éJ£ñ�JÊË A �® 	̄ð , é 	K


B A 3 f−1(O)

�é�ñJ
�̄ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÖÏ úÎ«

B@ YmÌ'@ 9.6

©K. A�JË @ ù
 Ò�J 	�K

	YKY 	J« .M(

(X,M); (R,B(R)
) 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JË •− �éJ
 	��̄

1.9.6

.M(
(X,M); (R,B(R)

) úÍ@ ϕ
.= sup
n∈N

fn

�HAJ. �KB @
A 3 G 	YKY 	J« . G =

⋃
n
f−1
n ({+∞}) © 	�Ë .A 3 f−1

n ({+∞}) 	àA
	̄ R 	áÓ ��Ê 	ªÓ Z 	Qk. {+∞} 	à


@ AÖß.

. G 3 x Ég.

@ 	áÓ ϕ(x) = +∞ �ð

: 	YKY 	J« . X úÎ« fn PA��J�̄ @ úÍ@ f ′n �K.� Q�
 �� 	�Ëð A �èQ�
 ��ªÊË A′ Q�K

BAK. èXð 	QËð X ′ = cG 	áºJ
Ë

f ′n ∈M
(
(X ′,A′)); (R,B(R))

) .= L0(X ′,A′).

.L0(X ′,A′) 3 sup{ f ′n, f ′2} , 22.7.6 �Ë� A �® 	̄ð , é 	K @
: © 	�	� 	à


AK. l .�'
PY�JËAK. {gk} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ A�	J 	̄Q« @ 	X @ , �éÓA« �é 	®��. ð

g1 = f ′1, . . . , gk = sup{f ′k, gk}
Ð ½Ë 	YºË Aî 	E @ . �èYK
@ 	Q��Ó {gk} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ ø



@ . gk ≤ gk+1

	à@ �Õç�' L0(X,A′) 3 gk 	à

@ , l .�'
PY�JËAK. , øQ	K

	à

@ , 1.8.6 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . X ′ 3 x′ , ϕ1(x′) = lim gk(x′) © 	�	JË .R ú


	̄ �éK. PA �®�JÓ
. X 63 x 	àA¿ @ 	X @ ϕ(x) = +∞ �ð X ′ 3 x 	àA¿ @ 	X @ ϕ(x) = ϕ(x) 	áºË .M(

(X ′,A′); (R,B(R)
) 3 ϕ

�ð K 63 +∞ 	àA¿ @ 	X @ ϕ−1(K) = ϕ−1
1 (K) A 	JK
YË .R 	áÓ A�®Ê 	ªÓ @Z 	Qk. K

	YKY 	J« 	áºJ
Ë
A 3 X ′ �ð A 3 A ©Ó ϕ−1

1 (K) = X ′ ∩A 	à

@ AÖß.ð .K 3 +∞ 	àA¿ @ 	X @ ϕ−1(K) = ϕ−1

1 (K) ∪G
.A 3 ϕ−1

1 (K) 	àA
	̄
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©K. A�JË @ ù
 Ò�J 	�K

	YKY 	J« .M(

(X,M); (R,B(R)
) 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JË •− �éÓ 	PB 2.9.6

.M(
(X,M); (R,B(R)

) úÍ@ lim sup
n→∞

fn

�HAJ. �KB @
	à 	X@ Aî 	E @ .R ú


	̄ �é��̄ A 	J�JÓ {ϕn(x)} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àñº�Kð A�ñ�̄
ϕn

	àñºK

	YKY 	J« . ϕn = sup

p≥n
fp 	áºJ
Ë

. 1.8.6 �é 	JëQ�. ÖÏ @ úÎ« @XAÒ�J«@ , �éj. J
�� 	JË @ é 	JÓð R ú

	̄ �éK. PA �®�JÓ

. �éÊÓA¾ÖÏ @ �é�@PX Y	J« AÒîD
Ë @ h. A�Jm� 	' 	á�
j. J
�� 	K 	à
�
B@ ÐY�® 	K

	à

@ ø



@ , X úÎ« A 	®ªÓ A¢J
��. AJ
 �®J
�®k AªK. A�K f �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áº�JË •− �éÓ 	PB 3.9.6

�Ë�
�é�ñJ
�̄ �éK 	Qm.�

�' É¾ ���� Z@ 	Qk.

@ Ek �ð �éJ
�®J
�®k �IK. @ñ�K n , . . . , 1 = k ck

�IJ
k f(x) =
n∑
k=1

ckχEk
(x)

. �ñJ
�̄ f 	YKY 	J« . X

Yg. ñ�K . X úÎ« A 	̄QªÓ CÒ�JºÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 4.9.6

ø
 @ , X úÎ« �é 	̄QªÓ �é¢J
��. Ë @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ
	YKY 	J«

, ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« Ei , ù

�®J
�®k ci , fn(x) =

kn∑
i=1

ciχEi(x)

. X 3 x , lim
n→∞

fn(x) = f(x) �IJ
m�'.
: 	àA¿ @ 	X @ é 	K @ �Õç�'

. ½Ë 	Y» �é�ñJ
�̄ fn ©K. @ñ�JË @ �I	KA¿ A�ñJ
�̄ f .1
: A 	JK
YËð �èYK
@ 	Q��Ó {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ �I	KA¿ AJ.k. ñÓ f .2

. . . , 2 , 1 = n , X 3 x 	àA¿ AÒêÓ f(x) ≥ fn(x) ≥ 0
	àA

	̄ , X 3 x 	àA¿ AÒêÓ M ≥ |f(x)| �IJ
m�'. 0 < M ù

�®J
�®k XY« Yg. ñK
 , ø
 @ , @XðYm× f .3

. f ñm� 	' ÐA 	¢�J 	K AK. H. PA�®�J�K {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @

�HAJ. �KB @
	áÓ n �IJ. �� 	JË . I. k. ñÓ f 	à


@ Bð


@ 	�Q 	® 	JË . f �éK
ñ� �HA«ñÒm.× úÎ« ��J
�KñË@ XAÒ�J«B AK. fn ©K. @ñ�JË @ 	¬Qª�K

: �K.�
�èA¢ªÖÏ @ð n2n Aî�EY« ú


�æË@ , [0, n[ 	áÓ �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �HBAj. ÖÏ @ úÍ@ Q 	¢ 	J 	JËð N?
[
k−1
2n , k2n

]
, 1 ≤ k ≤ n2n .

: 	à
�
B@ © 	�	JËð

n2n ≥ k ≥ 1 , k
2n > f(x) ≥ k−1

2n
	àA¿ @ 	X @ k−1

2n�éJ
�®J. �JÖÏ @ �HBAmÌ'@ ú

	̄

n

}
= fn(x)

B@
	Y 	g


AK
 B fn ©K. A�K É¿ 	à@ �Õç�' . . . , 2 , 1 = n �ð X 3 x 	àA¿ AÒêÓ f(x) ≥ fn(x) 	à


@ l� 	�@ð

: 	àA¿ @ 	X @ , ��X

@ �èPAJ.ªK. ð . Õæ


�®Ë @ 	áÓ é�J 	JÓ XY«

, An = {x ∈ X | f(x) ≥ n} �ð An,k =
{
x ∈ X | k−1

2n ≤ f(x) < k
2n

}
: 	àA

	̄

fn(x) =
n2n∑

k=1

k − 1
2n

χAn,k
(x) + nχAn(x). (9.6)

�Õç�' 	áK
Q¢ �� úÍ@
[
k−1
2n , k2n

[ ÈAm.× É¿ Õæ
�
�®�JK. fn(x) 	áÓ A�̄C¢	�@ fn+1(x) úÎ« É�m� 	' A 	J 	K


@ 	¡kB

. (2) �IJ. ��K
 @ 	Yë . fn(x) Q�
 	ª�K I. k. ñ�JK
 �IJ
k x Õæ

�̄ Y 	J« ¡�® 	̄ ½Ë 	Xð fn+1(x) úÍ@ fn(x) © 	̄Q 	K
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: 	à

@ ú
«Y	K 	ám� 	'

lim
n→∞

fn(x) = f(x), ∀x ∈ X. (10.6)

	àA¿ @ 	X @ A�Ó

@ . fn →∞ @ 	YËð n É¿ Ég.


@ 	áÓ fn(x) = n 	àA¿ f(x) =∞ 	àA¿ @ 	X @ , �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð
: 	à


@ fn(x) 	K
Qª�K 	áÓ �èQå��AJ.Ó i. �J 	�J
 	̄ AJ
î �D 	JÓ f(x)

f(x)− fn(x) ≤ 2−n, ∀n > f(x), (11.6)

An Z @ 	Qk.

B@ ½Ë 	Y»ð �é�ñJ
�̄ An,k Z @ 	Qk.


B@ 	àñº�J 	̄ A�ñJ
�̄ f 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ ½Ë 	X úÍ@

	 	� . (10.6) é 	JÓð
. (1) ��Y� 	á�
J. K
 @ 	Yë , �ñJ
�̄ð ¡J
��. ©K. A�K fn 	à 	X@ .

	à 	X@ . X ú

	̄
x úÍ@

�éJ.�	� ÐA 	¢�J 	K AK. @ 	Yëð M < n 	àA¿ AÒêÓ �é�®�®m× (11.6) 	àñº�J 	̄ @XðYm× f 	àA¿ @ 	X @
. (3) é 	JÓð Ñ 	¢�J 	JÓ H. PA�®�JË @

I. �JºK
 f ©K. A�K É¿ 	à

@ Q» 	Y�J 	K �HAJ. �KB @ ÐAÖ �ßB ð . I. k. ñÓ f

�éËAg ú

	̄ 	áºË èYK
Q 	K A 	J 	J» A�Ô« 	à 	X@ A 	JÊ�k

. øYg úÎ« f− úÎ«ð f+ úÎ« �HAJ. �K @ 	áÓ ÐY�®�K AÓ ��J.¢	� �Õç�' f = f+ − f− : 	á�
J.k. ñÓ 	á�
ªK. A�K ��Q 	®»
: �éJ
�A	mÌ'@ fn ©K. @ñ�JË @ ���®m��' ½Ë 	Y» �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ 	à

@ 	¡kB

|fn(x)| ≤ |f(x)|, ∀x ∈ X, ∀n ∈ N?.
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�é�ñJ
�®Ë@ ©K. @ñ�JË @ð QKA ��ªË@ð PñJ. m.Ì'@ Èñk 	áK
PAÖ �ß

. 2 øñ�̄ 	áÓ AÖ ß @X ñë é�J 	JÓ Q�.g. É¿ Qå�A 	J« XY« 	à

@ �I�. �K


@ 1.6

úÎ« ø
 ñ�Jm��' A �éK
Q 	ª�

@ (Q�.g. AÒ 	ªJ
�) �èQ�
 ��« Xñk. ð �I�. �K


@ . X �é«ñÒm.× Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �éJ 	̄ C 	áº�JË 2.6

. C
. C 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªËAK. �èQ�
 ��ªË@ è 	Yë ú«Y�K

. Gδ ¨ñ	K 	áÓ f P@QÒ�J�@ ¡�® 	K 	áÓ �é 	KñºÖÏ @ C �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ 	á�
K. .R← R : f 	áºJ
Ë 3.6

	àñºK
 �IJ
m�'. x0 �Ë� Un(x0) hñ�J 	®Ó P@ñk. Yg. ñK
 . ù
 ªJ
J.£ XY« n ©Ó ε = 1
n

	áºJ
Ëð C 3 x0
	áºJ
Ë : XA ��P@

|f(x)− f(x0)| ≤ 1
n
, ∀x ∈ U(x0).

. Gδ ¨ñ	K 	áÓ C 	à

@ øQ�K C =

∞T
1

Vn
	à

@ �HAJ. �KAK. ð Vn =

S
x0∈C

Un(x0) © 	�ñK.
? ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ ú


	̄ ú
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	®Ë ��J
J.¢�� f �éËAg úÎ« �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë Õæ
Òª�K ½	JºÖß
 Éë

.( Gδ ¨ñ	K 	áÓ ��
Ë Q 	à@
	X @) ¡�® 	̄ �é�®£A 	JË @ XY«


B@ úÎ« �èQÒ�J�Ó ©K. @ñ�K Yg. ñ�K B é 	K


@ ��J.� AÜØ i. �J 	J���@

�K.�
	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ 	à


@ �I�. �K


@ 4.6

ZAÒ�Ë@ XY«

B@ úÎ« 0

N? 3 q ©Ó p
q Qå��J 	jÖÏ @ AêÊ¾ �� ú


	̄ p
q

�é�®£A 	JË @ XY«

B@ úÎ« 1

q





= f(x)

¨ñ	K 	áÓ Q �ð Gδ ¨ñ	K 	áÓ R \Q 	à

@ i. �J 	J���@ . ZAÒ�Ë@ XY«


B@ Y 	J« QÒ�J�Óð �é�®£A 	JË @ XY«


B@ Y 	J« ©¢�®�JÓ

. Fσ

¡�®	JË @ 	áÓ �é 	KñºÖÏ @ S �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ �I�. �K


@ .R ú


	̄ R 	áÓ �èQÒ�J�Ó ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JË 5.6
. Fσδ ¨ñ	K 	áÓ ù
 ë AJ
¢�® 	K �éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�K �IJ
k

	à

@ úÎ« 	áëQ�. �K 	à


@ ½ 	JºÖß
 : XA ��P@

S =
∞⋂
n=1





∞⋃
m=1

{ ∞⋂

i,j=0

{|fm+i(x)− fm+j(x)| ≤ 1
n
}
}



 ·

. �é 	̄ñË

AÖÏ @ AJ
k. ñËñK. ñ�JËAK. �èXð 	QÓ �éJ
�®J
�®mÌ'@ X@Y«


B@ �é«ñÒm.× R 	áº�JË 6.6

. ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	«ð �ékñ�J 	®Ó �HBAj. ÖÏ XðY« XAm��' @ ñë R 	áÓ hñ�J 	®Ó É¿ 	à

@ �I�. �K


@ .1

: �éJ
ËA�JË @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ �HA«AÔg. 	áº�JË .2
; R �HBAm.× É¿ �é«ñÒm.× I

;PA��
Ë @ 	áÓ �é�®Ê 	ªÓð 	á�
ÒJ
Ë @ 	áÓ �ékñ�J 	®ÖÏ @ R �HBAm.× É¿ �é«ñÒm.× Ico
; �ékñ�J 	®ÖÏ @ R �HBAm.× É¿ �é«ñÒm.× Io

; R 3 x ©Ó ]−∞, x[ É¾ ��Ë@ 	áÓ ú

�æË@ R �HBAm.× É¿ �é«ñÒm.× I∞

; 	á�
�®£A 	K 	á�
 	̄Q£ �H@ 	X R �HBAm.× É¿ �é«ñÒm.× Iq
. �é�@Q��ÖÏ @ R Z @ 	Qk.


@ �é«ñÒm.× C

.R ú

	̄ ÉK
PñK. �èQ�
 ��« Y

��
Ëñ�K �HA«AÒm.Ì'@ è 	Yë 	áÓ �é«AÔg. É¿ 	à


@ �I�. �K


@
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�é«AÒm.Ì'@ Q�. �Jª 	JËð X ⊃ A �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,F) 	áºJ
Ë .1 7.6
· FA = {F ∩A | F ∈ F}

. A úÎ« F Q�K

@ �èQ�
 ��« ùÒ��� . A úÎ« �èQ�
 ��« FA 	à


@ 	á�
K.

.F 3 A 	àñºK
 AÓY 	J« FA 	á�
«
. X Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �é«ñÒm.× A �ð X 	áÓ @Z 	Qk. E 	áºJ
Ë .2

.( E úÎ« A Q�K

@ ù
 ëð) A ∩ E = {A ∩ E | A ∈ A} © 	�	JË

.A 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ úÍ@ σ(A) Q�
 ���
 �IJ
k , σ(A ∩ E) = σ(A) ∩ E 	à

@ �I�. �K


@

ú
ÍðñK. Q�.g. 	�	� Aî 	E @ S 	á« Èñ�® 	K . X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �é«ñÒm.× S �ð �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é«ñÒm.× X 	áº�JË 8.6

: 	àA¿ @ 	X @ X úÎ«
; S 3 X �ð ∅ (1 l .�

	'
; S 	áÓ B �ð A É¿ Ég.


@ 	áÓ S 3 A ∩B (2 l .�

	'
Q�
 	« X 	áÓ Z@ 	Qk.


@ n , . . . , 1 = i , S 3 Si ©Ó cA =

⋃n
i=1 Si

�IJ
m�'. ñë S 3 A É¿ (3 l .�
	'

. ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ
���®m�'
 ø


	YË@ A Q�. m.Ì'@ ñë S 	áÓ YËñÖÏ @ Q�. m.Ì'@ 	à

@ 	á�
K. .1

A = {A | A =
n∑
i=1

Ai, Ai ∈ S, i = 1, . . . , n}
. ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« èQå�A 	J« XAm��' @ úÍ@ Q�
 ���


∑ �IJ
k
© 	�	� . 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
KA 	� 	̄ (X2,F2) �ð (X1,F1) 	áºJ
Ë .2

S = {A ⊂ X1 ×X2 | A = A1 ×A2, A1 ∈ F1, A2 ∈ F2}·
. X1 ×X2 úÎ« ú
ÍðñK. Q�.g. 	�	� S 	à


@ 	á�
K.

.R úÎ« ú
ÍðñK. Q�.g. 	�	� ù
 ë R �HBAm.× É¿ �é«ñÒm.× 	à

@ 	á�
K. .3

: �é«AÒm.Ì'@ Q�. �Jª 	JË . X �é«ñÒm.× Z@ 	Qk.

@ 	áÓ 	á�
�J
ËðñK. 	áK
Q�.g. 	�	� S2

�ð S1
	áºJ
Ë .4

S = {S1 ∩ S2 | S1 ∈ S1, S2 ∈ S2}·
.S2

�ð S1
	áÓ YËñÖÏ @ Q�. m.Ì'@ ©Ó ��J.¢ 	�K
 S 	áÓ YËñÖÏ @ Q�. m.Ì'@ 	à


@ �I�. �K


@

: 	à

AK. 	á�
�J 	̄QªÖÏ @ F �ð D 	á�
�J«AÒm.Ì'@ 	áº�JËð . �éJ
î �D 	JÓ Q�
 	« �é«ñÒm.× X 	áº�JË 9.6

; �èXðY« cA
�éÒÒ�JÓ �H@ 	X ð


@ �èXðYªË@ X Z @ 	Qk.


@ �é«ñÒm.× ù
 ë D

. �éJ
î �D 	JÓ cA
�éÒÒ�JÓ �H@ 	X ð


@ �éJ
î �D 	JÖÏ @ X Z @ 	Qk.


@ �é«ñÒm.× ù
 ë F

.D = {{x} | x ∈ X} ø


@ , ¡�® 	JË @ 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ Aî 	E @ . �èQ�
 ��« D 	à


@ �I�. �K


@ .1

. σ(F) = D 	à

@ð Q�.g. F 	à


@ �I�. �K


@ .2

. �èQ�
 ��« �I��
Ë F 	à

@ 	á�. K
 BA�JÓ ¡«


@

	à

AK. µ �HA«ñÒj. ÒÊË ©K. A�K F úÎ« 	¬Qª	K .3

. AJ
î �D 	JÓ E 	àA¿ @ 	X @ µ(E) = 0 �ð �éJ
î �D 	JÓ cE �I	KA¿ @ 	X @ µ(E) = 1

.F úÎ« ù
 ªÔg. µ 	à

@ �I�. �K


@

. XðY« Q�
 	« X 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ F úÎ« ù
 ªÔg. AÒ 	ªJ
� µ 	à

@ �I�. �K


@

	àA¿ @ 	X @
�éJ
ªÔg. AÒ 	ªJ
� Aî 	E @ Σ 	á« Èñ�® 	K . X Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �é«AÔg. Σ �ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË 10.6

; Σ 3 X �ð ∅ ( @
; Σ 3 ⋃

n
An

	àA¿ Σ 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {An}n≥1
�I	KA¿ @ 	X @ð ( H.

: i. �J 	�K
 Σ 	áÓ B �ð A É¿ Ég.

@ 	áÓð ( k.
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.Σ 3 A ∪B 	à

@ A ∩B = ∅ 	áÓð Σ 3 B −A 	à


@ B ⊃ A 	áÓ

. �éJ
ªÔg. AÒ 	ªJ
� �é«AÔg.
�èQ�
 ��« É¿ 	à


@ 	á�
K. .1

(X,F) �ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ úÎ« (ú
Í@ñÖÏ @ H. AJ. Ë @ ú

	̄ 	K
Qª�JË @ Q 	¢	�


@) 	á�
J.k. ñÓ 	á�
�AJ
�̄ λ �ð µ 	áºJ
Ë .2

. µ(X) = λ(X) < +∞ �IJ
m�'.
. �éJ
ªÔg. AÒ 	ªJ
� Σ = {F ∈ F | µ(F ) = λ(F )} �é«AÒm.Ì'@ 	à


@ 	á�
K.

�éJ
ªÔg. AÒ 	ªJ
� X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éK
Q 	ª�


@ �é«AÔg. Yg. ñ�K Aî 	E


@ 	á�
K. . X Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �é«AÔg. C 	áº�JË .3

.( C 	áÓ �èYËñÖÏ @ �éJ
ªÔg. AÒ 	ªJ
�Ë@ �é«AÒm.Ì'@ AîD
Ò�	�) C ø
 ñ�Jm��'ð
��J.¢ 	��K C 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ 	à


@ 	á�
J. 	̄ �éJ
î �D 	JÖÏ @ �HAª£A�®�JË @ úÍ@

�éJ.�	� �é�®Ê 	ªÓ �é«AÔg. C �I	KA¿ @ 	X @ .4
. C 	áÓ �èYËñÖÏ @ �éJ
ªÔg. AÒ 	ªJ
�Ë@ �é«AÒm.Ì'@ ©Ó

. �ñJ
�̄ , �ñJ
�̄ Q 	k
�
@ ú


	̄ �ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ 	áÓ , �IK. A�K ��J
J.¢�� É¿ 	à

@ 	á�
K. 11.6

�é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ 	á�
K. . Y �éJ
 	®J
» �é«ñÒm.× ú


	̄
X 	áÓ A�®J
J.¢�� f �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë 12.6

. Y úÎ« �èQ�
 ��« J = {E ⊂ Y | f−1(E) ∈ A}

Y úÎ« �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ �èQ�
 ��ªË@ Bτ (Y ) �ð AJ
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	̄ (Y, τ) �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë 13.6
. �ñJ
�̄ f ��J
J.¢�JË @ 	à


@ 	á�
K. . τ 3 V 	àA¿ AÒêÓ A 3 f−1(V ) �IJ
m�'. Y ú


	̄
X 	áÓ A�®J
J.¢�� f �ð

é 	K

@ 	á�
K. . E =

∞⋃
1
En © 	�	JËð (X,A) �ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ 	áÓ �é�ñJ
�̄ �HA«ñÒm.× �éJ
ËA�J�JÓ {En} 	áº�JË 14.6

En úÎ« f|En
èPA��J�̄ @ 	àñºK
 	à


@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 E úÎ« A�ñJ
�̄ R← X : f AJ
 �®J
�®k AªK. A�K 	àñºK
 ú �æk
.N? 3 n 	àA¿ AÒêÓ A�ñJ
�̄

. �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ �èQ�
 ��ªËAK. Xð 	QÓ R ú

	̄
X 	áÓ A�®J
J.¢�� f �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë 15.6

: �éJ 	̄ A¾�JÓ AJ
ËA�JË @ AK
A 	��®Ë@ 	à

@ �I�. �K


@ .1

.R 	áÓ α 	àA¿ AÒêÓ �é�ñJ
�̄ {x ∈ X | f(x) > α} �é«ñÒj. ÖÏ @ .1

.R 	áÓ α 	àA¿ AÒêÓ �é�ñJ
�̄ {x ∈ X | f(x) ≥ α} �é«ñÒj. ÖÏ @ .2

.R 	áÓ α 	àA¿ AÒêÓ �é�ñJ
�̄ {x ∈ X | f(x) < α} �é«ñÒj. ÖÏ @ .3

.R 	áÓ α 	àA¿ AÒêÓ �é�ñJ
�̄ {x ∈ X | f(x) ≤ α} �é«ñÒj. ÖÏ @ .4
�é�®K. A�Ë@ AK
A 	��®Ë@ øYg@ �I�®�®m��' @ 	X @ . �éK
XAªË@ AJ
k. ñËñK. ñ�JË @ úÍ@

�éJ.� 	�ËAK. ÉK
PñK. �èQ�
 ��ªK. R Xð 	QK
 .2

. �ñJ
�̄ f 	à

@ �I�. �K


A 	̄

.R 	áÓ α 	àA¿ AÒêÓ �é�ñJ
�̄ {x ∈ X | f(x) = α} �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ 	á�
J. 	̄ A�ñJ
�̄ f 	àA¿ @ 	X @ .3

Ég.

@ 	áÓ A 3 {x 3 X | f(x) ≥ r} 	à


@ �I�. �K


@ .R←X : f �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë 16.6

.R 3 α É¿ Ég.

@ 	áÓ A 3 {x 3 X | f(x) ≥ α} 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ Q 3 r É¿

�éJ
ÊK. A�̄ �I�. �K

@ .R ú


	̄
X 	áÓ 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
�®J
J.¢�� g �ð f �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë 17.6

: �AJ
�®ÊË �éJ
ËA�JË @ �HA«ñÒj. ÖÏ @
· {x ∈ X | f(x) = g(x)} �ð {x ∈ X | f(x) ≥ g(x)} �ð {x ∈ X | f(x) > g(x)}

: ©K. @ñ�JË @ 	à

@ �I�. �K


@ .R ú


	̄
X 	áÓ �é�ñJ
�̄ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JË 18.6

g = lim sup
n→∞

fn
�ð f = lim inf

n→∞
fn

�ð ϕ = sup
n∈N

fn
�ð ψ = inf

n∈N
fn

. �é�ñJ
�̄

@ 	X @ χE(x) = 1 	à

AK.

	¬QªÖÏ @ χE ù

�®J
�®mÌ'@ ©K. A�JË @ ùÒ��
 . Aî 	DÓ @Z 	Qk. E �ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË 19.6



90 QKA ��ªË@ð PñJ. m.Ì'@ 6 É� 	®Ë@

. E Z 	Qj. ÊË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YËAK. X \ E 3 x 	àA¿ @ 	X @ χE(x) = 0 �ð E 3 x 	àA¿
: �HA�̄CªË@ 	á�
K. . X 	áÓ 	á�
K 	Qk. B �ð A 	áºJ
Ë .1

. χcA = 1− χA , χA∪B = χA + χB − χA · χB , χA∩B = χA · χB
�è 	Q�
ÒÖÏ @ é�JË @X �I	KA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ A 3 E 	à


@ 	á�
K. . X 	áÓ @Z 	Qk. E �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë .2

. �é�ñJ
�̄ χE

�IJ
m�'.
�éJ
k. PYË@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ {fn} �éJ
ËA�J�JÓ Xñk. ð �I�. �K


@ .R ú


	̄
X 	áÓ A�ñJ
�̄ AªK. A�K f 	áºJ
Ë 20.6

. f(x) = lim
n→∞

fn(x) �ð |f | ≥ . . . ≥ |f2| ≥ |f1| ≥ 0



7 É� 	®Ë@
�éJ
k. PA	mÌ'@ð �éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®Ë@

�éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®Ë@ 1.7

�AJ
�̄ �é 	K @ [0,+∞] ú

	̄ A �Ë� µ

��J
J.¢�� 	á« Èñ�® 	K . A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 1.1.7

: 	àA¿ @ 	X @ ø


@ ( �éJ
ªÔg. σ �Ë @ ð


@) �èXðYªË@ �éJ
ªÒm.Ì'@ �éJ
�A	m�'. ©�JÒ�JK
ð ú
ÍA	mÌ'@ Z 	Qm.Ì'@ Y 	J« ÐYª	JK
 	àA¿ @ 	X @ I. k. ñÓ

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En) ð µ(∅) = 0

. ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	«ð A 	áÓ AëQå�A 	J« {En} �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.

@ 	áÓ





. �A�®�Ó ZA 	� 	̄ é 	K @ (X,A, µ) �éJ
�KC�JË @ 	á« Èñ�® 	K 	YKY 	J«
�é¢J
��. �éÊ�JÓ


@ ZA¢«@ ÉJ. �̄ .∞ ©Ó µ Õæ


�̄ �é«ñÒm.× ��K. A¢�� �éJ
 	K A¾Ó@ I. 	Jj. �� 	K ú
¾Ë ∅ Y	J« µ Ð@Yª	K @ A 	J£Q�� ��@
: �éJ
ËA�JË @ �éJ
�A	mÌ'@ ÐY�® 	K , �HA�AJ
�®ÊË

: A 	JK
YË .A 	áÓ 	áK
Qå� 	J« B �ð A 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë

µ(A) = µ(A \B) + µ(A ∩B). (1.7)

: 	à

AK. �é 	̄QªÖÏ @ {En} �éJ
ËA�J�JÖÏ @

	Y 	g

A 	K @ 	Yë 	áÓ Y»


A�J 	K ú
¾Ë

E1 = A \B, E2 = A ∩B, En = ∅, n = 3, 4, . . .

µ �Ë�
�èXðYªË@ �éJ
ªÒm.Ì'@ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« ù
 ëð A 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {En} 	à


@ AÖß.

: 	à

@

µ(A) = µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

. µ(∅) = 0 	à

B , Aî�EAJ. �K @ X@QÖÏ @ (1.7) �é�̄CªË@ é 	JÓð

: é 	K

@ ú 	æªÖß. . �èYK
@ 	Q��Ó �éJ. m.×ñË@ �HA�AJ
�®Ë@ 	à


@ (1.7) 	áÓ i. �J 	�K


. µ(A) ≥ µ(B) 	àA¿ A ⊃ B 	àA¿ @ 	X @

A�ñJ
�̄ @Z 	Qk. E 	àA¿ @ 	X @
	YKY 	J« .∞ > µ(X) 	àA¿ @ 	X @ é�J 	JÓ é 	K @ µ �AJ
�̄ 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 2.1.7

“ éJ
£ ” A 	J 	JºÒJ
 	̄ AJ
î �D 	JÓ µ 	àñºK
 AÓY	J« . �éJ
î �D 	JÓ AÒJ
�̄ B@
	Y 	jJK
 B µ 	à


@ ø



@ , µ(X) ≥ µ(E) 	àA¿ X 	áÓ

	á« Èñ�® 	Kð µ(X) = 1 	�Q 	̄ A 	J 	JºÖß
 @ 	YËð A 3 E ©Ó µ1(E) = µ(E)
µ(X) �AJ
�®Ë @ , éËYK. ,PAJ. �J«@ A 	J 	JºÖß
 ú 	æªÖß.
. �éJ
�KBAÒ�Jk@ �HA�AJ
�̄ Aî 	E @ �HA�AJ
�®Ë @ è 	Yë

ú
æî �D 	JÓ Aî 	DÓ É¿ �é�ñJ
�̄ Z @ 	Qk.

B XðY« XAm��'A» é�JK. A�J» 	áºÓ


@ @ 	X @ é�J 	JÓ AÒ 	ªJ
� é 	K @ �A�®�Ó ZA 	� 	̄ 	á« Èñ�® 	K

. �AJ
�®Ë@
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�éJ.k. ñÓ �éJ
�®J
�®k X@Y«

@ �éJ
ËA�J�JÓ {an} �ð �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«


B@ �é«ñÒm.× X = N 	áº�JË •− ÈA�JÓ 3.1.7

: 	à

AK. µ

	¬Qª	JËð A = P(N) 	áº�JËð

.A 3 E É¿ Ég.

@ 	áÓ µ(E) =

∑
n∈E

an

.N úÎ« YJ
 ��ÖÏ @ © �¢�®�JÖÏ @ �A�®ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ é 	K @ é 	J« Èñ�® 	K . �A�®�Ó ZA 	� 	̄ (N,A, µ) �éJ
�KC�JË @ , 	YKY 	J«

	áºJ
Ëð . AîE @ 	Qk.

@ �èQ�
 ��« A = P(X) �ð �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− ÈA�JÓ 4.1.7

: © 	�	� A 3 E É¿ Ég.

@ 	áÓ . [0,∞]← X : f

µ(E) = sup
{

n∑
k=1

f(xk) | {x1, . . . , xn} ⊂ E
}

. �éJ
î �D 	JÖÏ @ E Z @ 	Qk.

@ É¿ úÍ@

�éJ.� 	�ËAK. ¨ñÒj. ÖÏ @ 	Y 	g ñK
 �IJ
k
�Ë@ ù
 ë �éK. ñª�Ë@ 	�ªK. úÎ« ø
 ñ¢	J�K ú


�æË @ �èYJ
kñË@ �é¢�® 	JË @ �A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	à

@ 	áÓ Y»


A�J 	K ú
¾Ë

: Aî 	EAëQK. ½J
Ë @ . �éJ
ªÔg. σ
	áºJ
Ë . AëXAm��' @ úÍ@ E �K.� Q�
 �� 	�Ë ð ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	«ð A 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {En}∞1 	áº�JË

: 	à

@ 	�Q 	® 	K 	à


@ A 	J 	JºÖß
 . E 	áÓ Aî �D 	JÓ AJ
 	®J
» @Z 	Qk. {x1, . . . , xn}

{x1, . . . , xn} ⊂
m⋃
1
Eki , m ≤ n

: 	à

@ 	¡kC	K �Õç�'

n∑

k=1

f(xk) ≤
m∑

i=1

µ(Eki) ≤
∞∑

k=1

µ(Ek). (2.7)

: úÎ« É�m� 	' , �éJ
î �D 	JÖÏ @ E Z @ 	Qk.

@ É¿ úÍ@

�éJ.�	� (2.7) �Ë� Qå��


B@ 	¬Q¢ÊË úÎ«


B@ YmÌ'@ 	Y 	g


AK.

	YKY 	J«ð

µ(E) ≤
∞∑

k=1

µ(Ek). (3.7)

: 	à

@ AÒJ. 	̄ k ÉJ
ËYÊË É�̄ 

B@ úÎ« �éÒJ
�̄ Ég.

@ 	áÓ µ(Ek) =∞ 	àA¿ @ 	X @ . �éJ
�ºªË@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	à

�
B@ �IJ. �� 	JË

µ(E) = µ(E \ Ek) + µ(Ek) ≥ µ(Ek)
	Y 	g


A 	JËð �é�®K. A�Ë@ �éËAmÌ'@ ú


	̄ A 	J�Ë A 	J 	K

@ 	�Q 	® 	JË . 	àAëQK. úÍ@ h. A�Jm�'
 AÓ Yg. ñK
 Bð ½Ë 	Y» é�J 	JÓ Q�
 	« µ(E) 	àñºK


	áÓ {xk1 , . . . , xkn(k)} é�J 	JÓ Z 	Qk. XAm.�'
 @ 	áºÖß
 , k É¿ Ég.

@ 	áÓ , é 	K


@ úÎ«


B@ YmÌ'@ �éJ
�A 	g 	áÓ i. �J 	�K
 . 0 < ε

: �IJ
m�'. Ek

µ(Ek) ≤
n(k)∑

i=1

f(xki ) + ε2−k, k = 1, 2, . . . (4.7)

	àñºK
 m ù
 ªJ
J.£ XY« É¿ Ég.

@ 	áÓ

{x1
1, . . . , xn(1), . . . , x

m
1 , . . . , x

m
n(m)}
: A 	JK
YË , (4.7) �Ë� A �® 	̄ðð E 	áÓ Aî �D 	JÓ @Z 	Qk.

m∑

k=1

µ(Ek) ≤
m∑

k=1

n(k)∑

i=1

f(xki ) + ε

m∑

k=1

2−k ≤ µ(E) + ε. (5.7)

	¬Q¢Ë@ ú

	̄ ∞ ñm� 	' Èð ñK
 m Éªk. 	áºÒJ
 	̄

m �K.�
��Êª�JK
 B (5.7) �Ë� 	áÖß



B@ 	¬Q¢Ë@ 	à


@ AÖß. , �Õç�'

: úÎ« É�m� 	' ú
¾Ë AîD� 	® 	K �é�̄CªÊË Qå��


B@

∞∑
k=1

µ(Ek) ≤ µ(E) + ε.

. ù
 ªÔg. AÒ 	ªJ
� µ 	à 	X@ . (3.7) �é 	JK
AJ. �JÒÊË �éJ
�ºªË@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ �ém�� i. �J 	��J 	̄ ù

	®J
» ε 	à


@ AÖß. , @Q�
 	g


@ð
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: �éJ
Òë

@ �H@ 	X ��K. A�Ë@ ÈA�JÒÊË �HBAg �HC�K Yg. ñ�K

. ú

�GBAÒ�Jk@ �AJ
�̄ µ 	à@ Èñ�® 	K ∑

x∈X
f(x) = 1 	àA¿ @ 	X @ .1

X@Yª�JË @ �AJ
�̄ 	à@ . ø
 X@Yª�K �AJ
�̄ é 	K @ µ 	á« Èñ�® 	K X 3 x É¿ Ég.

@ 	áÓ f(x) = 1 	àA¿ @ 	X @ .2

. @XðY« X 	àA¿ @ 	X @ é�J 	JÓ � σ ñëð AJ
î �D 	JÓ é� 	® 	K X 	àA¿ @ 	X @ é�J 	JÓ
, X 3 x É¿ Ég.


@ 	áÓ f(x) = 0 	àA¿ð X 3 a AÓ Qå� 	J« Ég.


@ 	áÓ f(a) = 1 	àA¿ @ 	X @ .3

@ 	X @ δa(E) = 1 	à

@ l� 	�@ð . δa �K.� éJ
Ë @ PA ���
ð a

�é¢�® 	JË @ Y 	J« 	Q»QÒÖÏ @ 1¼@QK
X �AJ
�®K. µ ùÒ��
 	̄ , (x 6= a)

. E 63 a 	àA¿ @ 	X @ δa(E) = 0 �ð E 3 a 	àA¿

�éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®Ë @ �@ñ 	k 2.7

½J
Ë @ ? �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ @ Z @ 	P@ Aê»ñÊ� AÓð �HA«ñÒj. ÖÏ @ úÎ« �é 	̄ñË

AÖÏ @ �HAJ
ÊÒªË@ Z @ 	P@ �HA�AJ
�®Ë@ ¼ñÊ� ñë AÓ

: �éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®ÊË �éJ
�A�

B@ �@ñ	mÌ'@ 	�ªK.

: A 	JK
YË 	YKY 	J« . A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.2.7

µ(E) 	àA¿ @ 	X @ , �Õç�' . µ(F ) ≥ µ(E) 	àA¿ F ⊃ E 	àA¿ð 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
K 	Qk. F �ð E 	àA¿ @ 	X @ ( �éK. A�KQË @) .1
: 	àA

	̄ AJ
î �D 	JÓ

µ(F \ E) = µ(F )− µ(E). (6.7)

: 	àA¿ �é�ñJ
�̄ Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {En} �I	KA¿ @ 	X @ ( �éJ
ªÒj. �Jm��' AÒ 	ªJ
�Ë@) .2

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

µ(En). (7.7)

Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ . . . ⊃ En ⊃ . . . ⊃ E2 ⊃ E1

�I	KA¿ @ 	X @ (É 	®�

B@ 	áÓ P@QÒ�J�B @) .3

: 	àA¿ �é�ñJ
�̄

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
= lim
n→∞

µ(En). (8.7)

Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �é��̄ A 	J�JÓ �éJ
ËA�J��JÓ . . . ⊂ En ⊂ . . . ⊂ E2 ⊂ E1

�I	KA¿ @ 	X @ (úÎ«

B@ 	áÓ P@QÒ�J�B @) .4

: 	àA¿ ∞ > µ(Ek) �IJ
m�'. k ÉJ
ËX Yg. ð @ 	X @ð
�é�ñJ
�̄

µ

( ∞⋂
n=1

En

)
= lim
n→∞

µ(En). (9.7)

�HAJ. �KB @
. (1.7) �é�̄CªË@ A 	J�J�. �K


@ AÓY 	J« AëA�	J�
K. A 	J 	K A

	̄ �éK. A�KQË @ A�Ó

@

	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ , 4.1.6 �éJ
 	��®ÊË A �® 	̄ð , Yg. ñ�K Aî 	E @
	X @ . �éJ
ªÒm.Ì'@ð �éK. A�KQË @ 	áÓ i. �J 	��J 	̄ �éJ
ªÒj. �Jm��' AÒ 	ªJ
�Ë@ A�Ó


@

: �IJ
m�'. {Fn}
�é�ñJ
�®Ë @ , ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« , Z @ 	Qk.


B@

, 1 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ En ⊃ Fn ©Ó
∞⋃
n=1

Fn =
∞⋃
n=1

En

: ú
ÍA�JËAK. ð

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
= µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞∑
n=1

µ(Fn) ≤
∞∑
n=1

µ(En),

. (7.7) �é�̄CªË@ ù
 ëð

.1902 �é 	J� Èñ¢��
Q�. K. YËð ø

	Q�
Êm.�

	' @ ú

GAK
 	Q�
 	̄ð ú


�GAJ
 	�AK
P , ��
PñÓ 	àAK
PY	K

@ �Q�KñK. 1
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	à

@ ú
æ

	��J�®K
 {En} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ YK
 @ 	Q�K 	à

@ Bð


@ 	¡kC	K A 	J 	K A

	̄ É 	®�

B@ 	áÓ P@QÒ�J�B @ �	m�'
 AÒJ
 	̄ A�Ó


@

: @ 	YËð lim
n→∞

En =
⋃
n
En

µ

(⋃
n
En

)
= µ(lim

n
En) .

é 	JÓð k ≤ n 	àA¿ AÒêÓ µ(En) =∞ 	à

@ øQ	K µ

�éK. A�KP 	áÔ 	̄
µ(Ek) =∞ �IJ
m�'. k ÉJ
ËX Yg. ð @ 	X @

© 	�	J 	̄ �éËAmÌ'@ è 	Yë Q�
 	« ú

	̄ A 	J 	J» @ 	X @ . �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ �HAJ. �K @ úÍ@ h. A�Jm�'
 AÓ ¼A 	Jë ��
Ëð µ
(⋃
n
En

)
=∞

Q�
 	« Qå�A 	J« �H@ 	X {
En \ En−1

} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ ©Ó
∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

(
En \ En−1

) 	à

@ 	¡kC	Kð E0 = ∅

: @ 	YËð . �éª£A�®�JÓ

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ
(
En \ En−1

)
= lim
k→∞

k∑
n=1

µ
(
En \ En−1

)
.

: (1.7) �é�̄CªÊË A �® 	̄ð , 	áºË
k∑

n=1

µ
(
En \ En−1

)
=

k∑
n=1

(
µ(En)− µ(En−1)

)

= µ(En)− µ(E0) = µ(En),

. (8.7) �é�̄CªË@ é 	JÓð
Ð@Y 	j�J�@ �Õç�' É 	®�


B@ 	áÓ P@QÒ�J�B @ úÍ@

�éË

A�ÖÏ @ �XP ù
 ë úÎ«


B@ 	áÓ P@QÒ�J�B @ �HAJ. �KB

�èQº 	®Ë @ , @Q�
 	g

@ð

. (8.7) �é�̄CªË@
{En} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ AÖß. .∞ > µ(E1) 	à


@ 	�Q 	® 	K 	à


@ , En ∩ Ek �K.� En , �ék. AmÌ'@ Y 	J« , 	á�
 	�ñªÓ , A 	J 	JºÖß


: A 	JK
YË , (8.7) �Ë� A �® 	̄ð , ú
ÍA�JËAK. ð �èYK
@ 	Q��Ó {E1 \ En} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àA
	̄ �é��̄ A 	J�JÓ

µ

( ∞⋃
n=1

(E1 \ En)
)

= lim
n→∞

µ(E1 \ En) . (10.7)

	à

@ (5.7) 	áÓ i. �J 	�K
 é 	K


@ AÖß.ð

∞⋃
n=1

(E1 \ En) = E1 \
∞⋂
n=1

En
	à

@ AÖß.ð

½Ë 	Y»ð µ(E1 \ En) = µ(E1)− µ(En)

µ

( ∞⋃
n=1

(E1 \ En)
)

= µ(E1)− µ
( ∞⋂
n=1

Ek

)

Ð 	QÊ�J��� (12.11) 	àA
	̄

µ(E1)− µ
( ∞⋂
n=1

En

)
= µ(E1)− lim

n→∞
µ(En) .

(12.11) úÎ« É�j	JË �é�®K. A�Ë@ �è @ðA�ÖÏ @ 	áÓ P@Y�®ÖÏ @ @ 	Yë I. ¢ �� 	áºÖß
 é 	KA
	̄ , ∞ > µ(E1) 	à


@ AÖß. , �Õç�'

. �HAJ. �KB @ ú
æî �D 	JK
 @ 	YîE. ð

ÉJ
�. � ú
Î«ð . �èQ�. �JªÖÏ @ Z @ 	Qk.

B@ Yg


@ Y 	J« AJ
î �D 	JÓ µ 	�Q 	̄ 	á« ZA 	J 	ª�J�B @ 	áºÖß
 B •− �é 	¢kCÓ 2.2.7

B@ð AJ
î �D 	JÓ E
�éËAg ú


	̄
E Qå�A 	J« XY« = µ(E) 	à


AK. ù¢ªÖÏ @ µ �AJ
�®Ë@ (N,P(N)) úÎ« 	Y 	g


@ @ 	X @ ÈA�JÖÏ @

	áºË n 	àA¿ AÒêÓ µ(An) =∞ A 	JK
YË 	àñºK
 An = {n, n+ 1, . . .} Ég.

@ 	áÔ 	̄

µ(E) =∞
. µ

( ∞⋂
n=1

An

)
= µ(∅) = 0

	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {En}n≥1
�ð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë [ú
Î

�J 	KA¿ð ÉK
PñK. �éJ£ñ�K] •− �é 	JëQ�.Ó 3.2.7

	àA¿
∞∑
n=1

µ(En) <∞ 	àA¿ @ 	X @ . �é�ñJ
�®Ë@ Z @ 	Qk.

B@

µ
(
lim sup
n→∞

En

)
= 0. (11.7)
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�HAJ. �KB @
	àA

	̄ ù
 ªÔg. �Im��' AÒ 	ªJ
� µ 	à

@ AÖß. , Bð


@

µ
(⋃∞

n=1En

)
≤∑∞

n=1 µ(En) <∞.
�ð �é�ñJ
�̄ AëQå�A 	J«ð �é��̄ A 	J�JÓ 1 ≤ m , Fm =

∞⋃
n=m

En ÐAªË@ YmÌ'@ �H@ 	X �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à

@ AÖß. , AJ
 	K A�K

: 	à

@ 	àAJ
 	��J�®K
 (11.11) �é�̄CªË@ð lim supEn

	K
Qª�K 	àA
	̄ ∞ > µ(F1)

µ
(
lim sup
n→∞

En

)
= µ

( ∞⋂
m=1

Fn

)
= lim
m→∞

µ(Fm). (12.7)

	àA
	̄ , Q 	®�Ë@ úÍ@ 	à 	X@ È ðñK
 é 	K @ , �éK. PA �®�JÓ �éÊ�Ê� ú


�̄ AK. ñëð
∞∑
n=m

µ(En) ≥ µ(Fm) 	à

@ AÖß. , A�JË A�K

. (13.11) �é�̄CªË@ é 	JÓð lim
m→∞

µ(Fm) = 0

	áº�JËð N = {N ∈ A | µ(N) = 0} �éJ 	®Ë @ 	áº�JËð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 4.2.7
�IJ
m�'. (X,A1) úÍ@ µ �AJ
�®ÊË µ1 YJ
kð YK
YÖ �ß Yg. ñK


	YKY 	J« .A1 = {A ∪ F | A ∈ A, F ∈ P(N )}
. AÓA�K (X,A1, µ1) �A�®ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ 	àñºK


�éJ
k. PA	mÌ'@ �HA�AJ
�®Ë@ 3.7

�é 	K @ [0,+∞] ú

	̄ P(X) �Ë� µ?

��J
J.¢�� 	á« Èñ�® 	K . �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é«ñÒm.× X 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 1.3.7

: 	àA¿ @ 	X @ ú
k. PA 	g �AJ
�̄

. µ?(F ) ≥ µ?(E) 	à

@ X ⊃ F ⊃ E 	àñ» 	áÓ i. �J 	�K
 é 	K


@ ø



@ , AJ. �
�KP .1

	à

@ ø



@ , AJ
ªÒj. �Jm��' AÒ 	ªJ
�ð .2

µ?
( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

µ?(En)

. P(X) 	áÓ AëQå�A 	J« {En} �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.

@ 	áÓ





. µ?(∅) = 0 �ð .3

. �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− 	àBA�JÓ 2.3.7
. ú
k. PA 	g �AJ
�̄ P(X) úÎ« I. k. ñÓ �AJ
�̄ É¿ .1

X úÎ« ú
k. PA 	g �AJ
�̄ µ?
	YKY 	J« . X ⊃ E 6= ∅ Ég.


@ 	áÓ µ?(E) = 1 �ð µ?() = 0 © 	�	JË .2

. �èP 	Yª�JÓ �éJ
ªÔg. AÒ 	ªJ
�Ë@ ;Qå� 	J« 	áÓ Q��»

@ úÎ« ø
 ñ�Jm��' X �é«ñÒj. ÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ �AJ
�®K. ��
Ë ñëð
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�éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®Ë@ Èñk 	áK
PAÖ �ß
. �éJ.k. ñÓ �HA�AJ
�̄ ú
ÎK
 AÓ ú


	̄ �èQ�. �JªÖÏ @ �HA�AJ
�®Ë @ É¿

©K. A�JË @
	¬Qª	K .P(N) AîE @ 	Qk.


@ �èQ�
 ��ªK. �èXð 	QÓ �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«B@ �é«ñÒm.× N 	áº�JË 1.7

: 	à

AK. R+ ← P(N) : µ

cardE = +∞ 	àA¿ @ 	X @ µ(E) = +∞ ð µ(∅) = 0
. AJ
î �D 	JÓ cardE 	àA¿ @ 	X @ µ(E) =

∑
n∈E

1
n2 ð

}

. (N,P(N)) úÎ« �AJ
�®K. ��
Ë µ 	à

@ 	á�
K.

AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {xn}n≥1
	áº�JËð P(X) AîE @ 	Qk.


@ �èQ�
 ��ªK. �èXð 	QÓ �éJ
î �D 	JÓ Q�
 	« �é«ñÒm.× X 	áº�JË 2.7

© 	�	� . �éJ.k. ñÓ �éJ
�®J
�®k X@Y«

@ �éJ
ËA�J�JÓ {an}n≥1

�ð X 	áÓ �é 	®Ê�J	m×

. cE 3 xn 	àA¿ @ 	X @ λn(E) = 0 �ð E 3 xn 	àA¿ @ 	X @ λn(E) = 1

úÎ« I. k. ñÓ �AJ
�̄ µ 	à

@ 	á�
K. . µ(E) =

∞∑
n=1

anλn(E) 	à

AK. R+ ← P(X) : µ ©K. A�JË @

	¬Qª	Kð
. (X,P(X))

Ég.

@ 	áÓ , xn = n , an = 1 , X = N 	Y 	g


AK. �é�A 	g �éËAm» 	¬ñË


AÖÏ @ X @Yª�JË @ úÎ« É�m��' ½	K


@ 	¡kB)

( . . . , 2 , 1 = n

ø
 ñ�Jm��' F 	à

@ 	�Q 	® 	K . +∞ > µ(E) �IJ
m�'. F 3 E 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,F , µ) 	áºJ
Ë 3.7

.D �K.� AîD
Ë @ 	QÓQ 	K ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« Z@ 	Qk.

B@ 	áÓ �é«AÔg. úÎ«

.D 3 D Z @ 	Qk.

B@ 	áÓ Q��»


@ úÎ« XðY« XY« Ég.


@ 	áÓ µ(E ∩D) 6= 0 	à


@ �I�. �K


@ .1

�IJ
m�'. F 	áÓ @Z 	Qk. E 	áºJ
Ë .2
1 ≤ n , +∞ > µ(En) �ð F 3 En �IJ
k (©£A�®�JÓ Q�
 	« XAm��' @) E =

∑
n≥1

En

.( é�J 	JÓ AÒ 	ªJ
� �AJ
�̄ ð 	X E 	à@ Èñ�® 	K)
. Z @ 	Qk.


B@ è 	Yë É�JÓ Ég.


@ 	áÓ ��XA� ( 1 ) È@ ñ�Ë@ ZA«X@ 	à


@ 	á�
K.

.Dn = {D ∈ D | µ(E ∩D) ≥ 1
n
} �é«AÒm.Ì'@ PAJ. �J«@ 	áºÖß
 : XA ��P@

	à

AK. (X,P(X)) úÎ« 	¬QªÖÏ @ �AJ
�®Ë@ µ 	áºJ
Ëð [0,+∞] ú


	̄
X

�é«ñÒm.× 	áÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë 4.7
. AJ
î �D 	JÓ � σ ð


@ AJ
î �D 	JÓ µ Éªm.�

�' ú

�æË@ , f �éËBYK. , �éÓ 	PC

�
Ë@ð �éJ
 	̄ A¾Ë @  ðQå��Ë @ Yg. ð


@ . µ(E) =

∑
x∈E

f(x)

.A 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {En} 	áº�JËð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 5.7

ÉJ
ËYË@ Õæ

�̄ 	áÓ é�J 	JÓ Q�
 	« XY« Ég.


@ 	áÓ µ(En) ≥ η > 0 	àA¿ð ∞ > µ

( ∞⋃
n=1

En

)
	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@

. 0 < µ(lim supnEn)
	àA¿ n

.∞ > µ

( ∞⋃
n=1

En

)
 Qå��Ë @ 	á« ZA 	J 	ª�J�B@ 	áºÖß
 B é 	K


@ 	á�
J. K
 BA�JÓ ¡«


@

.A 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {En} 	áº�JËð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 6.7
. µ(lim infnEn) ≤ lim infn µ(En) 	à


@ �I�. �K


@ .1

	àA
	̄ ∞ > µ

( ∞⋃
n=1

En

)
	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@ .2

lim supn µ(En) ≤ µ(lim supnEn).
. �éÓA�K 	àñº�K 	à


@ �é�®K. A�Ë@ �HA 	JK
AJ. �JÒÊË 	áºÖß
 é 	K


@ 	á�
J. �K �éÊ�JÓ


@ ¡«


@
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.A 	áÓ AÒëQå�A 	J« 	á�
�JJ
ËA�J�JÓ {Bn} �ð {An} 	áº�JËð . AJ
�KBAÒ�Jk@ A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 7.7
	àA¿ µ(lim infnBn) = 1 �ð µ(lim supnAn) = 1 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@

. µ
(
lim supn(An ∩Bn)

)
= 1

? µ(lim supnBn) = 1 	à

@ , ú


	G A�JË @  Qå��Ë @ 	�ñ« , A 	J 	�Q�� 	̄ @ @ 	X @ �HYm�'
 @ 	XAÓ

	à

@ é�J 	®� (

R,B(R)
)

úÎ« AJ.k. ñÓ A�AJ
�̄ µ 	áºJ
Ëð R úÎ« �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ �èQ�
 ��ªË@ B(R) 	áº�JË 8.7
: 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ ϕa ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	JË .R 3 a 	áºJ
Ëð R 	áÓ I XðYm× ÈAm.× É¿ Ég.

@ 	áÓ ∞ > µ(I)

a < x 	àA¿ @ 	X @ µ(]a, x])
a = x 	àA¿ @ 	X @ 0
. a > x 	àA¿ @ 	X @ −µ(]x, a])





= ϕa(x)

. YK
 @ 	Q��Ó ©K. A�K ϕa 	à

@ �I�. �K


@ .1

.R 	áÓ �é¢�® 	K É¿ Y	J« 	á�
ÒJ
Ë @ 	áÓ QÒ�J�Ó ϕa 	à

@ �I�. �K


@ .2

. µ �AJ
�®Ë @ 	áÓ l .�
�'A 	K ©K
 	Pñ�K ©K. A�K é 	K @ ϕa 	á« Èñ�® 	K

© 	�	JËð Y
�é«ñÒm.× úÎ« X

�é«ñÒj. ÒÊË @QÓA 	« A�®J
J.¢�� T 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 9.7
	à

AK. B úÎ« 	¬QªË@ ν ú


�GA«ñÒj. ÖÏ @ ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	JËð .B = {B ⊂ Y | T−1(B) ∈ A}
. �A�®�Ó ZA 	� 	̄ (Y,B, ν) 	à


@ð Y úÎ« �èQ�
 ��« B 	à


@ �I�. �K


@ . ν(B) = µ(T−1(B))

: © 	�	� A 	J 	K @ . Aî 	DÓ 	á�
K 	Qk. B �ð A �ð �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é«ñÒm.× X 	áº�JË

A∆B
.
= (A \B) ∪B \A = (A ∩ cB) ∪ ( cA ∩B)

. B �ð A 	á�
K. ø
 Q 	£A 	J�JË @ ��Q 	®ËAK. �é«ñÒj. ÖÏ @ è 	Yë ù
 Ò�	�ð

10.7
: 	à


@ 	á�
K. .1

. X 	áÓ C , B , A Z @ 	Qk.

B@ �I	KA¿ AÒêÓ A∆C ⊂ (A∆B) ∪ (B∆C)

	à

AK. N �é�̄CªË@ A úÎ« 	¬Qª	K . A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) A 	Jë 	áºJ
Ë .2

. µ(A∆B) = 0 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ ANB
.A úÎ« ñ 	̄ A¾�K �é�̄C« N 	à


@ �I�. �K


@

. C .= A/N 	à

@ ø



@ , C �K.� A úÎ« N ñ 	̄ A¾�K 	¬ñ 	®� �é«ñÒm.× úÍ@ 	QÓQ 	K

: B �ð A ñ 	̄ A¾�JÊË 	á�
 	®� Ég.

@ 	áÓ © 	�	JË .3

d(A,B) = µ(A∆B) .
	àA¿ B 	�

�
ÊË Q 	k

�
@ C�JÜØ B1

	àA¿ð A
	�

�
ÊË Q 	k

�
@ C�JÜØ A1

	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ ú 	æªÖß. , @YJ
k. �é 	̄QªÓ d 	à


@ 	á�
K.

. C = A/N úÎ« �é 	̄ A�Ó d 	à

@ð , µ(A∆B) = µ(A1∆B1)

11.7
: 	à


@ �I�. �K


@ . X �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ Z@ 	Qk.


@ B2

, B1
, A2

, A1
	áº�JË .1

; (A1 ∪A2)∆(B1 ∪B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2) (@
. (A1 ∩A2)∆(B1 ∩B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2) (H.

	áºJ
Ëð . AîD
Ê« �é 	̄QªÖÏ @ �é 	̄ A�ÖÏ @ d �ð ��K. A�Ë@ 	áK
QÒ�JË @ ú

	̄ �é 	̄QªÖÏ @ ñ 	̄ A¾�JË @ 	¬ñ 	®� �é«ñÒm.× ù
 ë C

: 	à

AK. �èA¢ªÖÏ @ d1

�é 	̄ A�ÖÏAK. Xð 	QÖÏ @ C2 = C × C ú

�GPA¾K
YË@ Z @Ym.Ì'@



98 �éJ
k. PA	mÌ'@ð �éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®Ë @ 7 É� 	®Ë@

d1((A1, A2), (B1, B2)) = d(A1, B1) + d(A2, B2)
: 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ C ← C2 :
⋃ ©K. A�JË @ 	à


@ 	á�
K. .2

⋃
(A,B) = A ∪B

. QÒ�J�Ó é 	K

@ð @YJ
k.

	¬QªÓ
: 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ C ← C2 :
⋂ ©K. A�JË @ 	à


@ 	á�
K. .3

⋂
(A,B) = A ∩B

. QÒ�J�Ó é 	K

@ð @YJ
k.

	¬QªÓ
. ÐA�K ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ (C, d) ø
 Q��ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ 	à


@ �I�. �K


@ .4

A Z 	Qk. É¿ Ég.

@ 	áÓ . 	á�
�J
�®J
�®k 	áK
XY« 0 < ε �ð 0 < α 	áºJ
Ëð AK
Q��Ó ZA 	� 	̄ (X, d) 	áºJ
Ë 12.7

Bk
�H@Q» �é¢�@ñK. A Z 	Qj. ÊË {Bk}k≥1

�èXðYªË@ �HAJ
¢ 	ª�JË @ É¿ �é«ñÒm.× úÍ@ Bε(A) �K.� Q�
 ��	� X 	áÓ
: © 	�	JËð Bk

�èQºË@ Q¢�̄ úÍ@ q(Bk) �K.� 	QÓQ 	�Ë . ε 	áÓ É�̄
@ AëQ¢�̄

µεα(A) .= inf
Bε(A)

{ ∑

k≥1

[q(Bk)]α
}
·

. R?+ úÎ« ��̄A 	J�JÓ µεα(A)← ε ©K. A�JË @ 	à

@ �I�. �K


@ .1

. X úÎ« ú
k. PA 	g �AJ
�̄ µεα ��J
J.¢�JË @ 	à

@ �I�. �K


@ .2

. ú
k. PA	mÌ'@ 	¬PðX 	Pñë �AJ
�̄ ú«YK
 X úÎ« ú
k. PA 	g �AJ
�̄ µα .= lim
ε↓0

µεα
	à

@ i. �J 	J���@ .3

½Ë 	Y»ð R?+ úÎ« ��̄A 	J�JÓ µα(A)← α ©K. A�JË @ 	àñºK
 X 	áÓ A Z 	Qk. É¿ Ég.

@ 	áÓ é 	K


@ �I�. �K


@ .4

. 0 < ε É¿ Ég.

@ 	áÓ ε−αµεα(A)← α ©K. A�JË @



8 É� 	®Ë@
	©J
K. ñË �AJ
�̄

RN ú

	̄ ú
k. PA	mÌ'@ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ 1.8

: É¾ ��Ë@ 	áÓ RN 	áÓ R XðYm× Z 	Qk. É¿ RN ú

	̄ �é�®Ê 	ªÓ �é£CK. ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 1.1.8

R = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN | ak ≤ xk ≤ bk, 1 ≤ k ≤ N}
. �éJ
î �D 	JÓ �éJ
�®J
�®k X@Y«


@ N , . . . , 1 = k ©Ó bk ≥ ak �IJ
k

. RN ú

	̄ " i¢�\ ù
 ë R 	àA

	̄ {1, . . . , N} 	áÓ j AÓ ÉJ
ËX Ég.

@ 	áÓ aj = bj

	àA¿ @ 	X @
: �ékñ�J 	®Ó �é£CK. úÎ« É�j	J 	̄ �éÓA�K �HA 	JK
AJ. �JÖß. R 	K
Qª�K ú


	̄ �èXP@ñË@ �éª�@ñË@ �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ �I 	�ñ« @ 	X@
o

R = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN | ak < xk < bk, 1 ≤ k ≤ N}·
. �éJ
ËA 	mÌ'@ �é«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ë o

R
	àA

	̄ {1, . . . , N} 	áÓ j AÓ ÉJ
ËX Ég.

@ 	áÓ aj = bj

	àA¿ @ 	X @
XYªË@

N∏

k=1

(bk − ak) = (b1 − a1)× · · · × (bN − aN )

.
o

R
�ékñ�J 	®ÖÏ @ @ 	Y»ð R

�é�®Ê 	ªÖÏ @ �é£CJ. Ë @ Ñm.k A 	®K
Qª�K ñë
úÎ« | oR | ) |R| �K.� ð


@ (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« v(

o

R) ) v(R) �K.� (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« o

R ) R
�é£CJ. Ë @ Ñm.k úÍ@ PA ���


.(ú
Í@ñ�JË @

Yg

@ð Èð


B@ 	áÒ�JË @ ú


	̄ ©�®K
ð 1 éªÊ 	� ø

	YË@ ��Ê 	ªÖÏ @ I. ªºÖÏ @ ù
 ë R = [0, 1]3 �é£CJ. Ë @ , C�JÓ , R3 ú


	̄

A�Ó

@ ." �éJ
 	�P


B@\ úÎ« I. ªºÖÏ @ @ 	Yë Q�K


@ ñë R0 = [0, 1]2 × {0} . É�


B@ �é¢�® 	K ù
 ë é�ð ðP

x0z �ð x0y 	á�
K
ñ�J�ÖÏ @ ©Ó I. ªºÖÏ @ ©£A�®�K É�JÖ �ß ú

�æË@ �éÒJ
�®�J�ÖÏ @ �éª¢�®Ë@ ú
æê 	̄

R1 = [0, 1]× {0} × {0}
.

, Aê«C 	�

@ Yg


@ A 	JÒ��̄ @ 	X @ . �é �®Ê 	ªÓ �é£CK. R = [a1, b1]× · · · × [aN , bN ] 	áº�JË •− �é 	¢kCÓ 2.1.8

�é�®Ê 	ªÓ �é£CK. nk úÍ@ R Õæ��®K
 @ 	Yë 	àA
	̄ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« Aî�EAJ
Ê 	g@X , �é�®Ê 	ªÓ �éª¢�̄

nk úÍ@ , [ak, bk] 	áºJ
Ëð
: 	à


@ 	áÓ Y»


A�J�K 	à


@ ½	JºÖß
ð

{
Rkik

}nk

ik=1

|R| =
nk∑

ik=1

|Rkik |.
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�éª¢�̄
n2 úÍ@ [a2, b2] ©Ê 	�Ë@ð �é�®Ê 	ªÓ �éª¢�̄

n1 úÍ@ [a1, b1] ©Ê 	�Ë@ Õæ
�
�®�K 	à


@ AëY	J« ¼PY	K A 	J 	K @

úÍ@ R Õæ��®K
 �éª£A�®�JÓ Q�
 	« AêÊ¿ �HAJ
Ê 	g@X �é�®Ê 	ªÓ �éª¢�̄
nN úÍ@ [aN , bN ] ©Ê 	�Ë@ð . . . �ð �é�®Ê 	ªÓ

¨ñÒm.× úÍ@ AK
ðA�Ó R
�é£CJ. Ë @ Ñm.k 	àñºK
ð �éª£A�®�JÓ Q�
 	« Aî�EC 	g@X �é�®Ê 	ªÓ �é£CK. n1 × n2 × · · · × nN

. Õæ
�
�®�JË @ @ 	YêË �é 	KñºÖÏ @ �é�®Ê 	ªÖÏ @ �HA£CJ. Ë @ É¿

: hC¢�@
ÈA 	g Q�
 	« AÒêª£A�®�K 	àA¿ @ 	X @ 	àA�J 	̄ X @Q��Ó AÒî 	E @ R2

�ð R1
	á�
�J�®Ê 	ªÓ 	á�
£CK. 	á« Èñ�® 	K 	à


@ úÎ« iÊ¢�	� A 	J 	K @

. o

R1 ∩
o

R2 = ∅ �ð R1 ∩R2 6= ∅ 	à

@ ø



@ , ÈA 	g AîD
�JJ
Ê 	g@X ©£A�®�Kð

: 	Q�
ÓQ�K
ú


�æË@ �èXðYªË@ ð

@ �éJ
î �D 	JÖÏ @ {Rn}n �HA«AÒm.Ì'@ É¿ �é«ñÒm.× úÍ@ R«(E) �K.� 	QÓQ 	K .RN 	áÓ @Z 	Qk. E 	áºJ
Ë

�IJ
k .
⋃
nRn ⊃ E 	à


@ ø



@ , E

�é«ñÒj. ÖÏ @ AëXAm��' @ ù
 ¢ 	ªK
 ú

�æË @ð RN 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ �HA£CK. AëQå�A 	J«

�é£CK. k 	áÓ �é 	KñºÓ {Rn} �é«AÒm.Ì'@ �I	KA¿ @ 	X @
⋃k
n=1Rn XAm��'B @ úÍ@

⋃
nRn

	QÓQË@ Q�
 ���
 (AgC¢�@)
.( �éJ
î �D 	JÓ Q�
 	«) �èXðY« �I	KA¿ @ 	X @

⋃∞
n=1Rn úÍ@ð

�é�®Ê 	ªÓ

	áÓ ø


@ ) ÉÒ�JºÖÏ @ I. k. ñÖÏ @ XYªË@ RN 	áÓ E Z 	Qj. ÊË ú
k. PA	mÌ'@ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 3.1.8

: ( R+

µ?(E) .= inf
{Rn}∈R«(E)

∑
n

|Rn|

	àñ» I. �k XðY« ð

@ é�J 	JÓ ¨ñÒm.× úÍ@

∑
n

	QÓQË@ð Rn
�é�®Ê 	ªÖÏ @ �é£CJ. Ë @ Ñm.k úÍ@ |Rn| Q�
 ���
 �IJ
k

. �èXðY« ð

@ �éJ
î �D 	JÓ {Rn} �é«AÒm.Ì'@

. �éJ.k. ñÓ AÒJ
�̄ B@
	Y 	g


AK
 Bð RN Z @ 	Qk.


@ É¿ úÎ« 	¬QªÓ µ? 	à


@ 	¡kB

: �éJ
ËA�JË @ �@ñ	mÌ'AK. ú
k. PA	mÌ'@ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ©�JÒ�JK


. µ?(∅) = 0 .1 •− �é 	JëQ�.Ó 4.1.8
.( RN 	áÓ �é¢�® 	K a �IJ
k) µ?({a}) = 0 .2

. µ?(F ) ≥ µ?(E) 	àA¿ RN ⊃ F ⊃ E 	àA¿ @ 	X @ ( �éK. A�KQË @) .3
: 	àA¿ RN Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {En}∞n=1

�I	KA¿ @ 	X @ ( �èXðYªË@ �éJ
ªÒj. �Jj�JË @) .4

µ?
( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

µ?(En) . (1.8)

(Ñj. mÌ'@ XYÖß
 µ? ) .5
. µ?(R) = |R| = v(R) 	àA¿ �é�®Ê 	ªÓ �é£CK. R �I	KA¿ @ 	X @ .1

. µ?( oR) = | oR | = v(
o

R) 	àA¿ �ékñ�J 	®Ó �é£CK.
o

R �I	KA¿ @ 	X @ , ½Ë 	Y»ð .2
( �HAK. Aj�	�B @ úÍ@

�éJ.�	� Q���
 	ª�J
�
ÊË @ �éJ
�A 	g) .6

: A 	JK
YË , RN 3 v ¨Aª ��Ë@ 	àA¿ AÒêÓ , 	YKY 	J« . RN 	áÓ @Z 	Qk. E 	áºJ
Ë

µ?(E + v) = µ?(E)
: �IJ
k

. E + v = {y ∈ RN | y = x+ v, x ∈ E}
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�HAJ. �KB @
. ÐðYªÓ 	©J
K. ñÊË ú
k. PA	mÌ'@ AîD�AJ
 �® 	̄ �é�®Ê 	ªÓ �é£CK. É¿ ú


	̄ �è @ñ�Jm× �éJ
ËA 	mÌ'@ �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ AÖß. .1

: 	à

@ AÖß. .RN 	áÓ �é¢�® 	K a = (a1, . . . , aN ) 	áº�JË .2

[a1, a1]× · · · × [aN , aN ] ⊃ {a}
. µ?({a}) = 0 	àA

	̄
�éJ.�	� �é��̄ A 	J�JÓ ú 	GX


B@ YmÌ'@ 	Y 	g


@ �éJ
ÊÔ« 	à


B , �éK. A�KQË @ é 	JÓð R«(E) ⊃R«(F ) 	àA

	̄
F ⊃ E 	à


@ AÖß. .3

. �HA«ñÒj. ÖÏ @ øñ�Jk@ úÍ@
h. A�Jm�'
 AÓ ¼A 	Jë ��
Ê 	̄ S .=

∞∑
n=1

µ?(En) =∞ 	àA¿ @ 	X @ . RN Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {En}n≥1

	áº�JË .4

�éJ
î �D 	JÓ {Rmn }m �éJ
¢ 	ª�K Yg. ñ�K N? 3 n É¿ Ég.

@ 	áÓ . 0 < ε 	áºJ
Ëð ∞ > S 	à


@ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . 	àAëQK. úÍ@

: �IJ
m�'. En Z 	Qj. ÊË �èXðY« ð

@

∑
m
|Rmn | ≤ µ?(En) + ε

2n ·
�é�®Ê 	ªÓ �HA£CK. AîD
Ë @

�é 	̄ A 	�@ ©J
¢���	� , QÓ

B@ úæ	��J�̄ @ @ 	X @ð , A 	J 	K @

	X @
�èXðY« {Rmn } �éJ
¢ 	ª�JË @ 	�Q 	̄ A 	J 	JºÖß


∞⋃
n=1

En
�é«ñÒj. ÒÊË �é�®Ê 	ªÓ �HA£CJ. K. �èXðY« �éJ
¢ 	ª�K

{
Rmn

}
(m,n)∈N2

	à

@ 	YKY 	J« l� 	�@ð .  A�® 	K úÎ« Qå��J�®�K

: ú
ÍA�JËAK. ð

µ?
( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∑

(m,n)∈N2

|Rmn | =
∞∑
n=1

(∑
m=1

|Rmn |
)

≤
∞∑
n=1

µ?(En) + ε

. AÓAÖ �ß ù

	®J
» ε 	à@

	X @
�éj. J
�� 	JË @ é 	JÓð

. |R| ≥ µ?(R) 	àA
	̄ AîD� 	® 	K ù
 ¢ 	ª�K �é�®Ê 	ªÖÏ @ �é£CJ. Ë @ 	à


@ AÖß. .1 .5

�é�®Ê 	ªÓ �HA£CK. �é¢�@ñK. R �Ë�
�èXðY« �éJ
¢ 	ª�K Yg. ñ�K 0 < ε É¿ Ég.


@ 	áÔ 	̄ ∞ > µ?(R) 	à


@ AÖß.

: �IJ
m�'. {Rn}n
∞∑
n=1
≤ µ?(R) + ε.

Èñ�jÊË 0 < ε′n P@Y�®Öß. 	á�
 	̄Q¢Ë@ 	áÓ Rn ¨C 	�

@ É¿ YK
YÖ �ß 	áºÖß
 n É¿ Ég.


@ 	áÓ . 0 < ε′ 	à

�
B@ 	áºJ
Ë

: �IJ
m�'

o

R
ε′n
n

�ékñ�J 	®Ó �é£CK. úÎ«

| oRε
′
n

n
| ≤ (1 + ε′)|Rn|

Aî 	DÓ h. @Q 	j�J�@
	YKY 	J« ©J
¢���	� . R �@Q��ÒÊË �ékñ�J 	®Ó �éJ
¢ 	ª�K 	à 	X@ É¾ ���� { oRε

′
n

n
} �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA£CJ. Ë @ 	à@

: @ 	YËð |R| ≤
k∑
i=1

| oRε
′
ni

ni
| 	à


@ 	áÓ ( éK. �


AK. B Yêk. YªK.) Y»


A�JË @ 	áºÒÖÏ @ 	áÓ . { oRε

′
ni

ni
}ki=1

�éJ
î �D 	JÓ �éJ
¢ 	ª�K

|R| ≤
k∑

i=1

(1 + ε′)|Rni | ≤ (1 + ε′)
∑
n

|Rn| ≤ (1 + ε′)(µ?(R) + ε).

.µ?(R) = |R| 	à 	X@ . AÓAÖ �ß 	àA 	®J
» ε �ð ε′ 	à@
	X @ |R| ≤ µ?(R) é 	JÓð

ÐðYªÓ ú
k. PA	mÌ'@ AîD�AJ
 �® 	̄ �éJ
ËA 	g �I	KA¿ @ 	X @ .
o

R =]a1, b1[× · · ·×]aN , bN [ �ékñ�J 	®Ë @ �é£CJ. Ë @ 	áº�JË .2 .5

0 < m = min{bi − ai | 1 ≤ i ≤ N} XYªË@ 	YKY 	J« 	àñºJ
 	̄ �éJ
ËA 	g Q�
 	« �I	KA¿ @ 	X @ . AêÒm.k ø
 ðA��
ð
�é�®Ê 	ªÖÏ @ �é£CJ. Ë @ 	àñº�K ]0,m[3 α 	Y 	g


AK. ð
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Rα = [a1 + α
2 , b1 − α

2 ]× [a2 + α
2 , b2 − α

2 ]× . . .× [aN + α
2 , bN − α

2 ]
: A 	JK
YËð o

R ú

	̄ �è @ñ�Jm×

µ?(Rα) = |Rα| =
N∏

i=1

(bi − ai − α)

≤ µ?(
o

R) ≤ µ?(R) =
N∏

i=1

(bi − ai)

. µ?( oR) =
∏N
i=1(bi − ai) = | oR | , Q 	®�Ë@ úÍ@ È ðñK
 α Éªm.�'. , é 	JÓð

: ø


@ RN 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ �é£CK. R = E 	àA¿ @ 	X @ .RN 	áÓ A«Aª �� v = (v1, . . . , vN ) 	áºJ
Ë . 6 �HAJ. �K @	àA¿ R = [a1, b1]× · · · × [aN , bN ]

R+ v = [a1 + v1, b1 + v1]× . . .× [aN + vN , bN + vN ]
. |R+ v| = |R| ú
ÍA�JËAK. ð

�é¢�@ñK. E �Ë�
�éJ
¢ 	ª�K ø



@) R«(E) 3 {Rn} É¿ Ég.


@ 	áÔ 	̄

RN 	áÓ E ù

	®J
» Z 	Qk. �éËAg ú


	̄ A�Ó

@

: ú
ÍA�JËAK. ð R«(E + v) 3 {Rn + v} 	à

A 	̄ ( �é�®Ê 	ªÓ �HA£CK.

µ?(E + v) ≤∑
n
|Rn + v| = ∑

n
|Rn|

. µ?(E + v) ≤ µ?(E) é 	JÓð
: A 	JK
YË 	àñºK
 @ 	YËð E Z 	Qj. ÊË �éJ
¢ 	ª�K {R̃n − v} �I	KA¿ E + v Z 	Qj. ÊË �éJ
¢ 	ª�K {R̃n}n �I	KA¿ @ 	X @ð

µ?(E) ≤∑
n
|R̃n − v| =

∑
n
|R̃n|

. µ?(E + v) = µ?(E) A 	JK
YË , 	á�
�Jj. J
�� 	JË @ I. K
Q�®�JK. ð . µ?(E) ≤ µ?(E + v) éJ
Ê«ð

	à

@ 	áºÒÖÏ @ 	áÓ , �HA�AJ
�®Ë@ �éËAg ú


	̄ �HYm�'
 AÓ 	¬C	m�'. ð , é 	K

@ A 	Jë Q» 	Y 	K 	à


@ I. m.�'
 •− �é 	¢kCÓ 5.1.8

ÈA�JÓ ZA¢«@ ÉîD�Ë @ 	áÓ ��
Ë 	áºË . �éª£A�®�JÓ Q�
 	« {En} Z @ 	Qk.

B@ �éËAg ú


	̄ ú �æk �éÓA�K (1.8) �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	àñº�K
: ú
ÎK
 AÓ A 	JK
YË é 	K


@ B@ . XA 	�Ó

: 	àA¿ @ 	X @ .RN 	áÓ 	á�
K 	Qk. B �ð A 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 6.1.8

d(A,B) = inf{|x− y| | x ∈ A, y ∈ B} > 0
: 	àA¿

µ?(A ∪B) = µ?(A) + µ?(B).
. 	á�
ª£A�®�JÓ Q�
 	«ð 	á�
�@Q��Ó 	á�
K 	Qk. B �ð A 	àA¿ @ 	X @ XP@ð @ 	Yë , �é�A 	g �é 	®��. ð

�HAJ. �KB @
	á�
�AJ
�®Ë @ C¿ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . �éK. A�KQË @ I. �.��. ½Ë 	Y» µ?(A ∪B) 	àñºJ
 	̄ é�J 	JÓ Q�
 	« µ?(B) ð


@ µ?(A) 	àA¿ @ 	X @

: 	à

@ �IJ. �� 	K 	à


@ , ù


	®ºK
ð é�J 	JÓ µ?(A ∪B) 	à

@ �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ ú
æ
	��J�®�K �éJ
ªÒj. �Jj�JË @ �	à@ . é�J 	JÓ 	á�
�J
k. PA	mÌ'@

µ?(A) + µ?(B) ≤ µ?(A ∪B).
: �IJ
m�'. A ∪B XAm��'C Ë {Rn} �é�®Ê 	ªÓ �HA£CK. �é¢�@ñK. �èXðY« �éJ
¢ 	ª�K Yg. ñ�K . 0 < ε

	YKY 	J« 	áºJ
Ë
∑
n

|Rn| ≤ µ?(A ∪B) + ε.

: ú
ÍA�JË @ ñj	JË @ úÎ« �HA£CJ. Ë @ è 	Yë 	J
 	���� A 	J 	JºÖ �ß
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AîD
Ë @ Q�
 ��	�ð B ©Ó ©£A�®�J�K Bð A ©Ó ©£A�®�J�K ú

�æË @ Rn �HA£CJ. Ë @ 	áÓ 	àñºÓ ñëð Èð


B@ 		J�Ë@ .1

; RAn �K.�
AîD
Ë @ Q�
 ��	�ð B ©Ó ©£A�®�J�Kð A ©Ó ©£A�®�J�K B ú


�æË@ Rn �HA£CJ. Ë @ 	áÓ 	àñºÓ ñëð ú

	GA�JË @ 		J�Ë@ .2

; RBn �K.�
RABn �K.� AîD
Ë @ Q�
 ��	�ð

�
AªÓ B �ð A ©Ó ©£A�®�J�K ú


�æË@ Rn �HA£CJ. Ë @ 	áÓ 	àñºÓ ñëð �IËA�JË @ 		J�Ë@ .3
.

. d(A,B) 	áÓ É�̄
@ AëQ¢�̄ �é 	̄ X @Q��Ó �éJ
K 	Qk. �HA£CK. úÍ@ �IËA�JË @ 		J�Ë@ 	áÓ �é£CK. É¿ Õæ
�

�®�K A 	J 	JºÖß

©£A�®�J�K B ð


@ ú


	GA�JË @ 		J�Ë@ úÍ@ A�Ó@ð Èð

B@ 		J�Ë@ úÍ@ A�Ó@ AîD
Ê« É�jÖÏ@ �éJ
K 	Qk. �é£CK. É¿ 	YKY 	J« ù
 Ò�J 	��K

�éJ
¢ 	ª�K úÍ@ Rn �HA£CJ. Ë @ 	J
 	���� 	áºÖß
 , Èñ�®Ë@ �é�C 	gð . �HA£CJ. Ë @ è 	Yë É�JÓ 	¬ 	Yg 	áºÖß
ð A ∪B ©Ó
, 2.1.8 �é 	¢kCÖÏ @ @ 	Y»ð ú
k. PA	mÌ'@ �AJ
�®Ë @ 	K
Qª�JË A �® 	̄ð , A 	JK
YË . �éJ
�®J. Ë @

	¬ 	Ygð B �Ë�
�éJ
¢ 	ª�K úÍ@ð A �Ë�

:QK
Y�®�JË @
µ?(A) + µ?(B) ≤

∑
n

|RAn |+
∑
n

|RBn | ≤
∑
n

|Rn| ≤ µ?(A ∪B) + ε,

. AÓAÖ �ß ù

	®J
» ε 	à@

	X @ µ?(A) + µ?(B) ≤ µ?(A ∪B) 	à

@ Ð 	QÊ�J��
 ø


	YË@
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	©J
K. ñË I. �k �é�ñJ
�®Ë@ RN Z @ 	Qk.

@ 2.8

���®m��' @ 	X @ (�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË) ð

@ 	©J
K. ñË I. �k �ñJ
�̄ é 	K @ RN 	áÓ E Z 	Qk. 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.2.8

: ú
ÎK
 AÓ

µ?(A) = µ?(A ∩ E) + µ?(A ∩ cE), ∀A ⊂ RN .
. 	©J
K. ñË I. �k �AJ
�®ÊË �éÊK. A �®Ë @ RN Z @ 	Qk.


@ É¿ �é«ñÒm.× úÍ@ L(RN ) �K.� Q�
 ��	� : 	Q�
ÓQ�K

Ég.

@ 	áÓ , A 	JK
YË é 	K @

	X @ . �ñK
A�̄ 	©J
K. ñË ÐðYªÓ ú
k. PA	mÌ'@ é�AJ
�̄ RN 	áÓ S Z 	Qk. É¿ •− ÈA�JÓ 2.2.8

: R ⊃ A

µ?(A) = µ?(A ∩ (S ∪ cS)) = µ?((A ∩ S) ∪ (A cS))
= µ?(A ∩ S) + µ?(A cS) ≤ µ?(S) + µ?(A) = µ?(A)

. RN úÎ« µ? ú
k. PA	mÌ'@ �AJ
�®Ë@ YK
@ 	Q�Kð �éJ
ªÒj. �Jj�JË @ úÎ« @XAÒ�J«@ @ 	Yëð

. B(RN ) �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ �èQ�
 ��ªË@ ø
 ñ�Jm��' RN úÎ« �èQ�
 ��« L(RN ) •− �é 	JëQ�.Ó 3.2.8

�HAJ. �KB @
: Ég@QÓ �Ô 	g ú


	̄ Õ �æK
ð
: 	à@

	X @ , �ñJ
�̄ 	©J
K. ñË cE 	àA¿ A�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË E 	àA¿ @ 	X @ (@

µ?(A) = µ?(A ∩ E) + µ?(A ∩ cE) = µ?(A ∩ cE) + µ?(A ∩ c(cE))
. c(cE) = E 	à


B

. ½Ë 	Y» A�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË E ∪ F 	àA¿ 	á�
�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË 	á�
K 	Qk. F �ð E 	àA¿ @ 	X @ (H.
: �� Qå��
 É¾K. AîD
Ê« 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß
 ú


�æË@ �� �éJ
�KA«ñÒj. ÖÏ @ �é�̄CªË@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ YÒ�JªK


A ∩ (E ∪ F ) = (A ∩ E) ∪ (A ∩ F ∩ cE), A ∈ L(RN ) .
: �éK. A�KQË @ úÎ« @XAÒ�J«@ , A 	JK
YË . RN 	áÓ @Z 	Qk. A

	YKY 	J« 	áºJ
Ë

µ?(A) = µ?
(
A ∩ [(E ∪ F ) ∪ c(E ∪ F )]

)

= µ?
({A ∩ (E ∪ F )} ∪ {A ∩ c(E ∪ F )})

≤ µ?
(
A ∩ (E ∪ F )

)
+ µ?

(
A ∩ c(E ∪ F )

)

≤ µ?(A ∩ E) + µ?
(
(A ∩ cE) ∩ F )

+ µ?
(
(A ∩c E) ∩ cF

)

= µ?(A ∩ E) + µ?(A ∩ cE)

ù

	®J
ºË@ Z 	Qm.Ì'@ 	�ñ« A ∩ cE

	Y 	g

A 	K �IJ
k �ñJ
�̄ 	©J
K. ñË F 	à@

	X @
= µ?(A) �ñJ
�̄ Z 	Qk. E 	à


B

: 	à

@ úÎ« 	áëQ�. K
 @ 	Yë

µ?(A) = µ?
(
A ∩ (E ∪ F )

)
+ µ?

(
A ∩ c(E ∪ F )

)
, ∀A ∈ L(RN )

. �ñJ
�̄ 	©J
K. ñË E ∪ F 	à

@ ø



@

	áÓ A Z 	Qk. É¿ Ég.

@ 	áÓð �éª£A�®�JÓ Q�
 	«ð {Ei}ni=1

�éJ
î �D 	JÓ L(RN ) 	áÓ �é«AÔg. É¿ Ég.

@ 	áÓ (�k.

: A 	JK
YË , RN
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µ?
(
A ∩

(
n⋃
i=1

Ei

))
=

n∑
i=1

µ?(A ∩ Ei) .

. �ém� 	�@ð �é�̄CªË@ n = 1 Ég.

@ 	áÓ � : l .�'
PY�JËAK. �é�̄CªË@ è 	Yë 	àAëQK. ÐY�® 	K

B) A 	JK
YË . �éª£A�®�JÓ Q�
 	« �é«AÔg. L(RN ) ⊃ {Ei}ni=1
	áº�JËð n− 1 �éJ. �KQË @ ú �æk �éjJ
m�� Aî 	E


@ 	�Q 	® 	JË �

:( L(RN ) 3 En 	à

@ � 	��K

µ?
(
A ∩ (∪ni=1Ei

))
= µ?

[{
A ∩ (∪ni=1Ei

)} ∩ En
]

+ µ?
[{
A ∩ (∪ni=1Ei

)} ∩ cEn

]

= µ?
[
A ∩ (∪ni=1Ei ∩ En

)]
+ µ?

[
A ∩ (∪ni=1Ei ∩ cEn

)]

= µ?
(
A ∩ En

)
+ µ?

[
A ∩ (∪n−1

i=1 Ei
)]

: H. ñÊ¢ÖÏ @ úÎ« É�m� 	' , l .�'
PY�JË @ 	�Q 	̄ Ð@Y 	j�J�AK. ð n− 1 , . . . , i = 1 Ég.

@ 	áÓ cEn ⊃ Ei 	à@

	X @

µ?
(
A ∩

(
n⋃
i=1

Ei

))
=

n∑
i=1

µ?(A ∩ Ei) .

: Ym.�
	' , �é�®K. A�Ë@ �é�̄CªË@ ú


	̄
A =

⋃n
i=1Ei

	Y 	g

AK. ð

. �éª£A�®�JÓ Q�
 	« L(RN ) ⊃ {Ei}∞i=1
	àA¿ AÒêÓ µ?

(
n⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

µ?(Ei)

: A 	JK
YËð �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �èXðYªË@ �H@XAm��'B @ úÍ@
�éJ.�	� ��Ê 	ªÓ L(RN ) (X

. �éª£A�®�JÓ Q�
 	« L(RN ) ⊃ {En}∞n=1
	àA¿ AÒêÓ µ?

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ?(En)

Fn =
⋃n
i=1Ei © 	�	�ð L(RN ) 	áÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« Z@ 	Qk.


B XðY« XAm��' @ E =

∞⋃
i=1

Ei
	Y 	g


A 	K (X) �HAJ. �KB

	áÓ , A 	JK
YË .(H. ) �é¢�® 	JÊË A �® 	̄ð @ 	Yëð �é�ñJ
�̄ 	©J
K. ñ
�
ÊË @ Z @ 	Qk.


B@ 	áÓ é�J 	JÓ XAm��'A»

�é�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË �é«ñÒj. ÖÏ @ è 	Yë .
: RN 	áÓ Z 	Qk. A Ég.


@

µ?(A) = µ?(A ∩ Fn) + µ?(A ∩ cFn) =
n∑

i=1

µ?(A ∩ Ei) + µ?(A ∩ cFn) .

: 	à 	X@ . µ?(A ∩ cE) ≤ µ?(A ∩ cFn) ú
ÍA�JËAK. ð cE ⊂ cFn
	àA

	̄
E ⊃ Fn 	à


@ AÖß.ð

µ?(A) ≥
n∑
i=1

µ?(A ∩ Ei) + µ?(A ∩ cE)

é 	JÓð

(?) µ?(A) ≥
∞∑
n=1

µ?(A ∩ En) + µ?(A ∩ cE) .

: 	à

@ Ð 	QÊ�J��� (?) 	à


@ øQ	K A ∩ [

∞⋃
n=1

En] úÎ« �é�®J.¢ÖÏ @ µ? �éJ
ªÒj. �Jj�JË @ 	áÓð

µ?(A) ≥ µ?(A ∩ E) + µ?(A ∩ cE)

. �ñJ
�̄ 	©J
K. ñË E =
∞⋃
n=1

En
	à

@ ø



@ , µ?(A) = µ?(A ∩ E) + µ?(A ∩ cE) 	à 	X@

�è @ðA�ÖÏ @ é 	JÓð µ?(
∞⋃
1
En) ≥

∞∑
n=1

µ?(En) + 0 úÎ« É�j	J 	̄ (?) ú

	̄
A =

∞⋃
1
En Y 	g


AK. ð

. µ?(
∞⋃
n=1

En) =
∞∑
n=1

µ?(En)
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. �éJ
 	®J
ºË@ �èXðYªË@ �H@XAm��'B @ úÍ@
�éJ.�	� ��Ê 	ªÓ L(RN ) (�ë

L(RN ) 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
 	®J
» �éJ
ËA�J�JÓ {En} Ég.

@ 	áÓ 	X@ , 4.1.6 �éJ
 	��®Ë@ 	áÓð (X) 	áÓ i. �J 	�K
 @ 	Yë

�IJ
m�'. ð ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« L(RN ) Qå�A 	J« 	áÓ {Fn} �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K

.L(RN ) 3
∞⋃
n=1

Fn =
∞⋃
n=1

En

. �èQ�
 ��« L(RN ) 	à

@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ ú
æî 	DK
 @ 	Yë

�éJ
ÊK
PñJ. Ë @ �èQ�
 ��ªË@ úÎ« ø
 ñ�Jm��' L(RN ) 	à

@ 	áÓ Y»


A�J 	K 	à


@ 3.2.8 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ÐAÖ �ßB ù�®J. K
ð

�éK
Q�K L(RN ) �èQ�
 ��ªË@ 	à

@ �ñ�	mÌ'@ ék. ð úÎ« ú


	æª�K ú

�æË@ �éJ
Ë @ñÖÏ @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�K
 @ 	Yë 	à@ .B(RN )

. @Yg.

. �ñJ
�̄ 	©J
K. ñË RN 	áÓ ��Ê 	ªÓ Z 	Qk. É¿ •− �é 	JëQ�.Ó 4.2.8

�HAJ. �KB @
ù
 ªÔg. �Im��' ú
k. PA	mÌ'@ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ 	à


@ AÖß. .RN 	áÓ AJ
 	®J
» @Z 	Qk. A �ð RN 	áÓ A�®Ê 	ªÓ @Z 	Qk. F 	áºJ
Ë

: 	à

@ �IJ. �� 	K 	à


@ ù


	®ºJ
 	̄

µ?(A) ≥ µ?(A ∩ F ) + µ?(A ∩ cF ). (2.8)

�AJ
�̄ 	à

@ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . �ém� 	�@ð (2.8) �é 	JK
AJ. �JÖÏ A 	̄ +∞ = µ?(A) 	àA¿ ð


@ cF ⊃ A ð


@ F ⊃ A 	àA¿ @ 	X @�é«ñÒj. ÖÏ @ , N? 3 n Ég.


@ 	áÓ , Q�. �Jª 	JËð A ∩ cF 6= ∅ �ð A ∩ F 6= ∅ 	à


@ð é�J 	JÓ ú
k. PA	mÌ'@ A

: 	à

@ 	¡kB . Fn = {x ∈ RN | d(x, F ) ≤ 1

n}
d(A ∩ cFn, A ∩ F ) ≥ d(cFn, F ) ≥ 1

n
> 0

	àA¿ F ∈ y �ð cFn 3 x 	àA¿ @ 	X @ , Fn
	K
Qª�K 	áÓð , cFn × F ⊃ (A ∩ cFn)× (A ∩ F ) 	à@

	X @
: 	à


@ 6.1.8 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . d(x, y) ≥ 1

n

µ?(A) = µ?({A ∩ Fn} ∪ {A ∩ cFn})
≥ µ?((A ∩ cFn) ∪ (A ∩ F )) ≥ µ?(A ∩ cFn) + µ?(A ∩ F ).

: Z @ 	Qk.

B@ 	áº�JË . lim

n→∞
µ?(A ∩ cFn) = µ?(A ∩ cF ) 	à


@ úÎ« 	àAëQ�. Ë AK. (2.8) �HAJ. �K @ ÕÔ�J 	K A 	J 	K @

Ei = A ∩
{
x ∈ RN | 1

i+ 1
< d(x, F ) ≤ 1

i

}
, i ∈ N?. (3.8)

�é�̄CªË@ , N? 3 n Ég.

@ 	áÓ , A 	JK
YË é 	KA

	̄ ��Ê 	ªÓ F 	à

@ AÖß.

A ∩ cF = (A ∩ cFn) ∪
( ∞⋃

i=n

Ei

)
(4.8)

	àA¿ @ 	X @ , �Õç�' . A ∩ cF ⊃ (A ∩ cFn) ∪
(⋃∞

i=nEi

)
Z @ñ�JkB @ , F Z 	Qm.Ì'@ 	àA¿ AK



@ , A 	JK
YË é 	K @

	X @
	àA¿ @ 	X @ð , cFn 3 x 	àñºJ
 	̄ 1

n < ρ 	àA¿ @ 	X @ . ��Ê 	ªÓ F 	à

B , 0 < ρ = d(x, F ) 	àA¿ A ∩ cF 3 x

. (4.8) �IJ. ��K
 @ 	Yë . Ej 3 x 	à 	X@ , 1
j+1 < ρ = d(x, F ) ≤ 1

j
�IJ
m�'. n ≤ j XAm.�'
 @ 	áºÒJ
 	̄ 1

n ≥ ρ
: A 	JK
YË é 	K


@ (4.8) �é�̄CªË@ 	áÓ i. �J 	�K


µ?(A ∩ cFn)µ?(A ∩ cF ) ≤ µ?(A ∩ cF ) ≤ µ?(A ∩ cFn) +
∞∑

i=n

µ?(Ei). (5.8)

: 	à

@ 	á�
J. 	K 	à


@ ©J
¢���	� ñË ���®j�JK
 é�KAJ. �K @ H. ñÊ¢ÖÏ @ 	à@
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∞∑

i=1

µ?(Ei) <∞. (6.8)

	áÓ é 	K

@ 6.1.8 �éëQ�. ÖÏ @ 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . 2 ≤ |i− j| 	àA¿ @ 	X @ 0 < d(Ei, Ej) 	à


@ 	¡kC	K ½Ë 	X 	àAJ
�. �JËð

: A 	JK
YË 	àñºK
 m ÐðYªÓ Q�
 	« ù
 ªJ
J.£ XY« É¿ Ég.

@

µ?
( m⋃

i=1

E2i

)
=

m∑

i=1

µ?(E2i) ≤ µ?(A) <∞,

µ?
( m⋃

i=1

E2i−1

)
=

m∑

i=1

µ?(E2i−1) ≤ µ?(A) <∞.

. 	àAëQ�. Ë @
	YKY 	J« ú
æî �D 	JK
ð (6.8) �IJ. ��K
 @ 	Yë

A�AJ
�̄ É¾ ���
 L(RN ) úÎ« 	©J
K. ñÊË ú
k. PA	mÌ'@ �AJ
�®Ë@ PA��J�̄ @ 	à

@ 3.2.8 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú


	̄ A 	JK


@P Y�®Ë

: ú
ÍA�JË @ 	K
Qª�JË @ é 	JÓð . AJ.k. ñÓ

ø


@ , L(RN ) úÎ« ú
k. PA	mÌ'@ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ PA��J�̄ @ RN úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 5.2.8

: 	à

AK. H. QªÖÏ @ µ �AJ
�®Ë@

µ(E) = µ?(E), ∀E ∈ L(RN ) .

ð

@ ú
ÍA	mÌ'@ Z 	Qj. ÊË 	©J
K. ñË �AJ
�̄ 	à


@ ú
k. PA	mÌ'@ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ �@ñ 	k 	áÓ i. �J 	�K
 .1 •− �éÊ�JÓ


@ 6.2.8

.RN ð

@ R  A�® 	K 	áÓ XðY« ð


@ é�J 	JÓ XY« úÍ@

�éJ.� 	�ËAK. ÈAmÌ'@ ½Ë 	Y»ð ÐðYªÓ RN 	áÓ ð

@ R 	áÓ �é¢�® 	JË

ø


@ , éËñ£ ñë R 	áÓ XðYm× ÈAm.× É¾Ë 	©J
K. ñË �AJ
�̄ .2

µ([a, b]) = µ(]a, b[) = µ(]a, b]) = µ([a, b[) = b− a.
. AêÒm.k ñë ( �éJ
k. ñËñK. ñ�JË @ Aî �DªJ
J.£ �I	KA¿ AÒêÓ) �èXðYm× �é£CK. É¾Ë 	©J
K. ñË �AJ
�̄

. �éÊÒêÓ Aî 	E @
	¬Qª	K A 	J 	K @

	X @ ÐðYªÓ 3.1.3.4 ÈA�JÖÏ @ ú

	̄ �é 	̄QªÖÏ @ Pñ�J 	K A¿ �é«ñÒj. ÖÏ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ .3
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	©J
K. ñË �AJ
�̄ Èñk 	áK
PAÖ �ß

	àñºK
 E ⊂ F É¿ Ég.

@ 	áÔ 	̄ ∞ > µ(E) ©Ó A�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË RN 	áÓ Z 	Qk. E 	àA¿ @ 	X @ (@ 1.8

. µ?(F \ E) = µ?(F )− µ(E)
©Ó E ⊃ E A�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË Z 	Qk. Yg. ð @ 	X@ð AJ
î �D 	JÓ E Z 	Qm.Ì ú
k. PA	mÌ'@ �AJ
�®Ë @ 	àA¿ @ 	X @ (H.

(. �AJ
�®Ë @ �éK
ðA���ÖÏ @ E �è @ñ 	JK. E A 	K AJ
k

@ ú«YK
) �ñJ
�̄ E 	àA

	̄
µ?(E) = µ(E)

	à

@ é�J 	®� G hñ�J 	®Ó Yg. ñK
 , 0 < ε É¿ Ég.


@ 	áÓ , é 	K


@ 	á�
K. . RN 	áÓ AJ
 	®J
» Z 	Qk. E 	áºJ
Ë (�k.

. ε+ µ?(E) ≥ µ(G) �ð G ⊃ E
: �IJ
m�'. ( Gδ ¨ñ	K 	áÓ QÓ


B@ �é�®J
�®k ú


	̄ ñëð) Ẽ Z 	Qk. Xñk. ð ½Ë 	Y» 	á�
K.

. µ(Ẽ) = µ?(E) �ð Ẽ ⊃ E
Ð 	QÊK
 A�ñJ
�̄ M ⊃ E AÓ Z 	Qk. 	àñºK
 ú �æk é 	K


@ 	á�
K. .∞ > µ(M) ©Ó A�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË Z 	Qk. M 	áºJ
Ë (X

. µ(M) = µ?(E) + µ?(M \ E) 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð

: 	à

AK. h ©K. A�JË @ [0,∞] úÎ« 	¬Qª	JË 2.8

. h(∞) =∞ �ð ∞ > t ≥ 0 	àA¿ @ 	X @ h(t) = 1− e−t
© 	�	JË . 	©J
K. ñË I. �k �AJ
�®ÊË �éÊK. A �®Ë @ R Z @ 	Qk.


@ �èQ�
 ��« L(R) 	áº�JË

, d (A,B) = h(µ(A∆B))
, A∆B = (A \B) ∪B \A ø



@ , ø
 Q 	£A 	J�JË @ ��Q 	®Ë @ úÍ@ A∆B �ð 	©J
K. ñË �AJ
�̄ úÍ@ Q�
 ���
 µ �IJ
k
. µ(A∆B) = 0 	àA¿ @ 	X @ B �ð A 	á�
K 	Qk. 	á�
K. ��K. A¢	� 	à


@ úÎ« iÊ¢�	�ð

. ÐA�K ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ (L(R), d) 	à

@ �I�. �K


@ (@

: �éJ
ËA�JË @ L(R) ú

	̄ L(R)×L(R) �Ë� �HA�®J
J.¢�JË @ P@QÒ�J�@ 	á�
K. (H.

A ∪B ← (A,B) •
A∆B ← (A,B) •

. A ∩B ← (A,B) •
: ú
ÍA�JË @ L(R) ú


	̄ L(R) �Ë�
��J
J.¢�JË @ P@QÒ�J�@ @ 	Y»ð
.R \A← A •

: �éJ
ËA�JË @ AK
A 	��®Ë@ Z �ñ 	̄ A¾�K , R 	áÓ E Z 	Qk. É¿ Ég.

@ 	áÓ , �I�. �K


@ 3.8

; �ñJ
�̄ 	©J
K. ñË E ( �H
�IJ
m�'. R 	áÓ G hñ�J 	®Ó Z 	Qk. Yg. ñK
 0 < ε É¿ Ég.


@ 	áÓ ( �H 2

; µ?(G \ E) ≤ ε ©Ó G ⊃ E
�IJ
m�'. R 	áÓ F ��Ê 	ªÓ Z 	Qk. Yg. ñK
 0 < ε É¿ Ég.


@ 	áÓ ( �H 3

; µ?(E \ F) ≤ ε ©Ó E ⊃ F
�IJ
m�'. R 	áÓ Gδ ¨ñ	K 	áÓ W Z 	Qk. Yg. ñK
 ( �H 4

; µ?(G \ E) = 0 ©Ó W ⊃ E
�IJ
m�'. R 	áÓ Fδ ¨ñ	K 	áÓ K Z 	Qk. Yg. ñK
 ( �H 5

. µ?(E \ K) = 0 ©Ó E ⊃ K
: �éJ
ËA�JË @ �éJ
 	��®Ë@ Zú


	̄ A¾�K �é�®K. A�Ë@ AK
A 	��®ËA 	̄ , AJ
î �D 	JÓ µ?(E) 	àA¿ @ 	X @ , �Õç�'
�IJ
m�'. R 	áÓ �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HBAj. ÖÏ @ 	áÓ I é�J 	JÓ XAm��' @ Yg. ñK
 0 < ε É¿ Ég.


@ 	áÓ ( �H 6
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. I∆E = (I \ E) ∪ E \ I �IJ
k µ?(I \ E) ≤ ε

�HAK. PA �®�JË @ Èñk 	áK
PAÖ �ß
Y��®	K A 	J 	K A

	̄ R ú

	̄

X 	áÓ �ñJ
�̄ ©K. A�K Èñ�® 	K AÓY 	J« , �ñJ
�̄ (X,A) ZA 	� 	̄ É¿ Ég.

@ 	áÓð �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ Aî�EQ�
 ��ªK. R ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ Xð 	Q 	K

. Èñ�ñË@ ú

	̄ �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ �èQ�
 ��ªË@ð ��C¢	�B @ ú


	̄ A �èQå��ªË@ úÍ@
�éJ.�	� �AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @

: �éJ
ËA�JË @ �HAK. PA �®�JË @ Õæ
ëA 	®Öß. Q» 	Y 	JË

Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ð ¡J
��. Ë @ 	àAK. PA �®�JË @
: Aî 	E @ X

�é«ñÒm.× úÎ« �é 	̄QªÓ {fn} �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K
: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ X úÎ« f ù


�®J
�®k ©K. A�K ñm� 	' �é£A��. K. �éK. PA �®�JÓ •
: �IJ
m�'. n0 ù
 ªJ
J.£ XY« Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓð X 3 x 	àA¿ AÒêÓ

|fn(x)− f(x)| ≤ ε, ∀n ≥ n0.

: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ X úÎ« f ù

�®J
�®k ©K. A�K ñm� 	' ÐA 	¢�J 	KAK.

�éK. PA �®�JÓ •
: �IJ
m�'. n0 ù
 ªJ
J.£ XY« Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| ≤ ε, ∀n ≥ n0.

	á�
�J
Ê¾Ë@ éJ. ��Ë@ Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ð ¡J
��. Ë @ 	àAK. PA �®�JË @
: Aî 	E @ (X,A, µ) �A�®Ó ZA 	� 	̄ 	áÓ E �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× úÎ« �é 	̄QªÓ {fn} �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K
�IJ
m�'. E 	áÓ N Z 	Qk. Yg. ð @ 	X@ E úÎ« 	¬QªÓ f ù


�®J
�®k ©K. A�K ñm� 	' AJ
Ê¿ éJ. �� �é£A��. K. �éK. PA �®�JÓ •
. E \N úÎ« f ñm� 	' �é£A��. K. {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�Kð µ(N) = 0

�IJ
m�'. E 	áÓ N Z 	Qk. Yg. ð @ 	X @ E úÎ« 	¬QªÓ f ù

�®J
�®k ©K. A�K ñm� 	' AJ
Ê¿ éJ. �� ÐA 	¢�J 	KAK.

�éK. PA �®�JÓ •
. E \N úÎ« f ñm� 	' ÐA 	¢�J 	K AK. {fn}

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�Kð µ(N) = 0

Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ éJ. ��Ë@ H. PA�®�JË @
Aî 	E @ (X,A, µ) �A�®Ó ZA 	� 	̄ 	áÓ E

�éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× úÎ« �é 	̄QªÓ {fn} �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K
: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ E úÎ« 	¬QªÓ f ù


�®J
�®k ©K. A�K ñm� 	' AJ
ÓA 	¢�J 	K @ éJ. �� �éK. PA �®�JÓ
ε ≥ µ(A) �IJ
m�'. E 	áÓ A Z 	Qk. Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ

. E \A úÎ« f ñm� 	' ÐA 	¢�J 	K AK. {fn}
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�Kð

�AJ
�®ËAK. H. PA�®�JË @
�AJ
�®ËAK. �éK. PA �®�JÓ Aî 	E @ {fn}

�é�ñJ
�̄ �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K . A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë
: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ X úÎ« f �ñJ
�̄ ù


�®J
�®k ©K. A�K ñm� 	'

∀α > 0, lim
n→∞

µ
(
{x ∈ X | |fn(x)− f(x)| ≥ α}

)
= 0.

: �èPñ» 	YÖÏ @ R Z @ 	Qk.

@ úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ �éJ
ªK. A�JË @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @ 	áº�JË 4.8

; 0 ≤ x , gn(x) = 2nx
1+n2x2

.2 ; 0 ≤ x , fn(x) = 2x
1+n2x2

.1
; 1 ≥ x ≥ 0 , ln(x) = x

1+nx
.4 ; 0 ≤ x , hn(x) = 2n2x

1+n2x2
.3

; 1 ≥ x ≥ 0 , qn(x) = nx(1− x) .6 ; 1 ≥ x ≥ 0 , pn(x) = nxe−nx .5
; 0 ≤ x , sn(x) = xe−nx .8 ; 1 ≥ x ≥ 0 , rn(x) = n2x

1+n3x2
.7
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; [0, 1] 3 x , vn(x) = xn .10 ; R 3 x , un(x) = nx
x2+n2

.9
; [0, π] 3 x , wn(x) = n sin x

1+n2 sin2 x
.11

. N 3 x 	àA¿ @ 	X @ zn(x) = (−1)n �ð R+ \ N 3 x 	àA¿ @ 	X @ zn(x) = 2x
1+n2x2

.12

. �éÒ 	¢�J 	JÖÏ @ð �é¢J
��. Ë @ Aî�EAK. PA �®�K �m 	̄ @

. 	©J
K. ñË �AJ
�®K. R Xð 	Q 	K , �éJ
Ë @ñÖÏ @ 	áK
PAÒ�JË @ ú

	̄

. ��K. A�Ë@ 	áK
QÒ�JË @ �HAJ
ËA�J�JÓ 	áÓ É¾Ë 	á�
�J
Ê¾Ë@ éJ. ��Ë@ Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ð ¡J
��. Ë @ 	á�
K. PA �®�JË @ �m 	̄ @ 5.8

. ��K. A�Ë@ 	áK
QÒ�JË @ �HAJ
ËA�J�JÓ 	áÓ É¾Ë Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ éJ. ��Ë@ H. PA�®�JË @ �m 	̄ @ 6.8

. ��K. A�Ë@ 	áK
QÒ�JË @ �HAJ
ËA�J�JÓ 	áÓ É¾Ë �AJ
�®ËAK. H. PA�®�JË @ �m 	̄ @ 7.8

rn XYªË@ I. �Jº	JËð I = [0, 1] ú

	̄ �èXñk. ñÖÏ @ �é�®£A 	JË @ X @Y«


CË @X@Yª�K r1, r2, . . . , rn, . . . 	áºJ
Ë 8.8

: �éJ
ªK. A�JË @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	áº�JËð rn = pn

qn
È@ 	Q�� 	gC Ë ÉK. A�̄ Q�
 	« Qå�» É¾ �� úÎ« n

�éJ. �KQÖÏ @ ø

	X

fn(x) = exp{−(pn − xqn)2}.
É¿ Y	J« �é£A��. K. H. PA�®�J�K B Aî

��	DºË [0, 1] úÎ« ø
 Q 	®�Ë@ ©K. A�JË @ ñm� 	' �AJ
�®ËAK. �éK. PA �®�JÓ {fn} 	à

@ �I�. �K


@

. é� 	® 	K ÈAj. ÖÏ @ 	áÓ �é¢�® 	K

éJ. �� ø
 Q 	®�Ë@ ©K. A�JË @ ñm� 	' �é£A��. K. �éJ. K
PA �®�JÓ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ ��K. A�Ë@ 	áK
QÒ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ 	áÓ h. Q 	j�J�@ 9.8
. [0, 1] úÎ« (½ ��) AJ
Ê¿

. �AJ
�®ËAK. H. PA�®�JË @ Ð 	QÊ�J��
 Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ éJ. ��Ë@ H. PA�®�JË @ 	à

@ �I�. �K


@ 10.8

�é�ñJ
�̄ �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð .∞ > µ(X) ©Ó A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 11.8

. X úÎ« f ñm� 	' �AJ
�®ËAK. H. PA�®�J�K �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë 	à

@ �I�. �K


@ . f ©K. A�K ñm� 	' X úÎ« AJ
Ê¿ éJ. �� �é¢J
��. K. �éK. PA �®�JÓ

�AJ
�®ËAK. �éK. PA �®�JÓ �é�ñJ
�̄ �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 12.8

ñm� 	' AJ
Ê¿ éJ. �� �é¢J
��. K. �éK. PA �®�JÓ {fnk
}k≥1

�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Aî 	DÓ h. @Q 	j�J�@ 	áºÖß
 é 	K

@ �I�. �K


@ . X úÎ« f ñm� 	'

. X úÎ« f

�éK. PA �®�JÓ {fn} �éJ
�®J
�®mÌ'@ �éJ
ªK. A�JË @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ . A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 13.8

�éK. PA �®�JÓ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë �I	KA¿ , ½ �� � µ , f = g �IJ
m�'. AJ
 �®J
�®k AªK. A�K g 	àA¿ð X úÎ« f ñm� 	' �AJ
�®ËAK.
. X úÎ« g ñm� 	' �AJ
�®ËAK.

�éK. PA �®�JÓ {fn} �éJ
�®J
�®mÌ'@ �éJ
ªK. A�JË @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ . A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 14.8

. ½ �� � µ , f = g 	àA¿ g ©K. A�K ñm� 	' �AJ
�®ËAK. �éK. PA �®�JÓ ½Ë 	Y» �I	KA¿ð X úÎ« f ñm� 	' �AJ
�®ËAK.
. [11] �ð [2] 	á�
ªk. QÖÏ @ 	áÓð �é«ñJ.¢ÖÏ @ è 	Yë ú


	̄ �èXñk. ñÓ 	áK
PAÖ �ß 	áÓ �é 	KAª�J�B @ , �é�®K. A�Ë@ �éK
Q 	¢	JË @ 	áK
PAÒ�JË @ Ég ú

	̄ , ½ 	JºÖß
 : XA ��P@



9 É� 	®Ë@
	©J
K. ñË ÉÓA¾�K

. ÉÓA¾�JË @ �èPA ��@ �Im��' �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ @ Aî 	DÓ �éJ
�A�

B@ é�@ñ 	kð ÉÓA¾�JË @ É� 	®Ë@ @ 	Yë ú


	̄ ÐY�® 	K
.(B(R)) B(R) �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ é�KQ�
 ��ªK. ( R @ 	Y» �ð) R Xð 	Q�K , ú
ÎK
 AÓ É¿ ú


	̄

�éJ.k. ñÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ ÉÓA¾�K 1.9

úÎ«ð X úÎ« A 	̄QªÓ AJ.k. ñÓ A¢J
��. AªK. A�K ϕ 	àñºËð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 1.1.9
: YK
Yj�JË @ ék. ð

ϕ(x) =
n∑
i=1

aiχAi , x ∈ X
�éJ
î �D 	JÓ �éJ
�®J
�®k �éJ
ËA�J�JÓ {ai}ni=1

�ð ( �éª£A�®�JÓ Q�
 	«) A 	áÓ AëQå�A 	J« X
�é«ñÒj. ÒÊË �éK 	Qm.�

�' {Ai}ni=1
�IJ
k

ñëð ∫
X
ϕdµ �K.� µ I. k. ñÖÏ @ �AJ
�®Ë @ úÍ@

�éJ.�	� X úÎ« ϕ ©K. A�JË @ ÉÓA¾�K úÍ@ PA ���
 . �éJ.k. ñÓ AëXðYg
: ÉÒ�JºÖÏ @ I. k. ñÖÏ @ ù


�®J
�®mÌ'@ XYªË@ A 	®K
Qª�K
∫

X

ϕdµ =
n∑

i=1

aiµ(Ai). (1.9)

. 0∞ = 0 hC¢�B AK. ÉÒª	K �IJ
k
, X úÎ« (½ ��) AJ
Ê¿ éJ. �� � µ , ϕ = 0 Ég.


@ 	áÓ ∫

X
ϕdµ = 0 	à


@ ��K. A�Ë@ hC¢�B @ 	áÓ i. �J 	�K


. �éJ
ËñÖÏ @ (�k. , 4.1.9 �é 	JîD.ÖÏ @ Q 	¢ 	�

@

A 	JK
YËð �é�ñJ
�̄ A = {x ∈ X | ϕ(x) 6= 0} �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ ú


	æªK
 X úÎ« ½ �� � µ , ϕ = 0 	à

@ Q» 	Y 	JË
. µ(A) = 0

0 �é¢�® 	JË @ Y 	J« 	Q»QÒÖÏ @ ¼@QK
X �AJ
�̄ ñë δ �IJ
k , (R,B(R), δ) �A�®ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 2.1.9

. ∫
R ϕdδ = ϕ(0) A 	JK
YË ¡J
��. ©K. A�K É¿ Ég.


@ 	áÓ , AëY	J« .(4.1.7 ú
æ�J
�KQË @ ÈA�JÖÏ @ �éK
Aî 	E Q 	¢	�


@)

B(R) 	áÓ AëQå�A 	J« R �é«ñÒj. ÒÊË �éK 	Qm.�
�' {Ai}ni=1

�IJ
k , ϕ =
n∑
i=1

aiχAi I. �JºK
 ϕ 	à

@ ½Ë 	X �éÊ«ð

	àA
	̄ @ 	YËð Aj 3 0 �IJ
m�'. j YJ
kð ÉJ
ËX 	à 	X@ Yg. ñK
 . �éJ
�®J
�®k �éJ
ËA�J�JÓ {ai}ni=1

�ð ( �éª£A�®�JÓ Q�
 	«)
. n∑
i=1

aiδ(Ai) = aj = ϕ(0)

ÈA�JÖÏ @ �éK
Aî 	E Q 	¢	�

@) X@Yª�JË @ �AJ
�̄ ñë µ �IJ
k , (N,P(N), µ) �A�®ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 3.1.9

, A1 = {0, 1, 2} �IJ
k , ϕ = 1
2 · χA1 +

√
3 · χA2 + 0 · χA3 ©K. A�JË @ 	áºJ
Ëð .(4.1.7 ú
æ�J
�KQË @

. ∫
R ϕdµ = 3

2 + 5
√

3 A 	Jë A 	KYË . A3 = {n ∈ N | n ≥ 8} , A2 = {3, 4, 5, 6, 7}

111
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�@ñ	mÌ'AK. ©�JÒ�JK
 ñëð +∞ ð

@ I. k. ñÓ XY« (1.9) �èPAJ.ªËAK. ù
 ¢ªÖÏ @ ÉÓA¾�JË @ 	à@ •−

�é 	JëQ�.Ó 4.1.9

: �éJ
ËA�JË @
: 	àA¿ ϕ =

m∑
j=1

bjχBj

	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ ø



@ , @YJ
k.

	¬QªÓ ÉÓA¾�JË @ (@
n∑
i=1

aiµ(Ai) =
m∑
j=1

bjµ(Bj).

: 	àA¿ 0 < λ 	àA¿ð 	á�
J.k. ñÓ 	á�
¢J
��. 	á�
ªK. A�K ψ �ð ϕ 	àA¿ @ 	X @ , é 	K

@ ú 	æªÖß. , �	�Aj. �JË @ I. k. ñÓ é 	K @ (H.∫

X

(ϕ+ λψ) dµ =
∫

X

ϕdµ+ λ

∫

X

ψ dµ. (2.9)

: 	àA¿ ½ �� � µ , ϕ = ψ 	àA¿ð 	á�
J.k. ñÓ 	á�
¢J
��. 	á�
ªK. A�K ψ �ð ϕ 	àA¿ @ 	X @ (�k.∫

X

ϕdµ =
∫

X

ψ dµ. (3.9)

: 	àA¿ 	á�
¢J
��. 	á�
ªK. A�K ψ ≥ ϕ ≥ 0 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ ø



@ , I. �
�KP é 	K @ (X

∫
X
ϕdµ ≤ ∫

X
ψ dµ.

: 	à

AK. 	¬QªÖÏ @ ν ú


�GA«ñÒj. ÖÏ @ ©K. A�JË @ É¾ ���
 , ϕ I. k. ñÓ ¡J
��. ©K. A�K É¿ Ég.

@ 	áÓ (�ë

ν(E) =
∫
E
ϕdµ

.=
∫
X
ϕχE dµ, E ∈ A,

. (X,A) úÎ« AJ.k. ñÓ A�AJ
�̄ , E Z 	Qj. ÊË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ úÍ@ χE 	QÓQË@ Q�
 ���
 �IJ
k

�HAJ. �KB @
: ϕ I. k. ñÖÏ @ ¡J
��. Ë @ ©K. A�JÊË 	àAK. A�JºË@ 	áº�JË (@

ϕ =
m∑
k=1

akχAk
=

n∑
l=1

blχBl

{Ak ∩Bl}(k,l)∈K×L Z @ 	Qk.

B@ Q�. �Jª 	JËð .A 	áÓ AëQå�A 	J« X

�é«ñÒj. ÒÊË 	àA�JK 	Qm.�
�' {Bl} �ð {Ak} �IJ
k

, é 	K @ �Õç�' .A 	áÓ AëQå�A 	J« X
�é«ñÒj. ÒÊË �éK 	Qm.�

�' É¾ ���� Aî 	E @ . L = {1, . . . , n} �ð K = {1, . . . ,m} �IJ
k
A 	J 	JºÒJ
 	̄ AJ
î �D 	JÓ ú
ÍA�JË @ S ¨ñj. ÖÏ @ 	àA¿ @ 	X @ð . ak = bl

.= ckl A 	JK
YÊ 	̄ ÈA 	g Q�
 	« Ak ∩Bl ©£A�®�JË @ 	àA¿ øX@
: I. �Jº	K 	à


@

S =
∑

(k,l)∈K×L
cklµ(Ak ∩Bl) =

m∑

k=1

( n∑

l=1

cklµ(Ak ∩Bl)
)

=
m∑

k=1

ak

( n∑

l=1

µ(Ak ∩Bl)
)

=
m∑

k=1

akµ
( n⋃

l=1

(Ak ∩Bl)
)

�éª£A�®�JÓ Q�
 	« {Ak ∩Bl} ð �AJ
�̄ µ 	à

B

=
m∑

k=1

akµ
(
Ak ∩

n⋃

l=1

Bl

)
=

m∑

k=1

akµ(Ak).

½Ë 	Y»ð

S =
n∑

l=1

( m∑

k=1

cklµ(Ak ∩Bl)
)

=
n∑

l=1

blµ
( m∑

k=1

µ(Ak ∩Bl)
)

=
n∑

l=1

blµ(Bl).

@XY« 	¬Qª�K (1.9) �é�̄CªË@ 	àA
	̄ @ 	YËð

m∑
k=1

akµ(Ak) =
n∑
l=1

blµ(Bl) : 	á�
«ñÒj. ÖÏ @ ø
 ðA��� 	á�
J. K
 @ 	Yë
.∞ > S

�éËAg ú

	̄ @ 	Yëð µ �AJ
�®Ë@ úÍ@

�éJ.�	� X úÎ« ϕ ÉÓA¾�K A 	®K
Qª�K ñë @Yg@ð
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: �IJ
m�'. l0 �ð k0
	àCJ
ËX Yg. ñJ
 	̄ ∞ = S 	àA¿ @ 	X @ A�Ó


@

. µ(Ak0 ∩Bl0) =∞ �ð ak0 = bl0 = ck0l0 > 0
É¿ ø
 ðA��


	YKY 	J«ð ∞ = µ(Ak0 ∩Bl0) ≤ µ(Bl0) ½Ë 	Y»ð ∞ = µ(Ak0 ∩Bl0) ≤ µ(Ak0)
	YKY 	J«ð

. 	àAK
ðA���Ó 	à 	X@ AÒî 	E @ ; ∞ 	á�
«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ
: 	àAJ.k. ñÖÏ @ 	àA¢J
��. Ë @ 	àAªK. A�JË @ 	áºJ
Ë (H.

. ψ =
n∑
l=1

blχBl

�ð ϕ =
m∑
k=1

akχAk

: A 	JK
YË , ÉÓA¾�JË @ 	K
Qª�K 	áÓ .A 3 Ak ∩Bl ©£A�®�JË @ úÎ« ak + λbl
�éÒJ
�®Ë@ 	Y 	g


AK
ð ¡J
��. ϕ+ λψ ©K. A�JË @

∫

X

(ϕ+ λψ) =
∑

k=1,...,m
l=1,...,n

(ak + λbl)µ(Ak ∩Bl). (4.9)

: �IJ
m�'. l0 �ð k0
	àCJ
ËX Yg. ñJ
 	̄ , �éJ
î �D 	JÓ Q�
 	« (4.9) ¨ñÒm.Ì'@ �éÒJ
�̄ �I	KA¿ @ 	X @

. µ(Ak0 ∩Bl0) =∞ �ð ak0 + λbl0 > 0
�éËAmÌ'@ ú


	̄ 	àñºK
ð ∫
X
ϕdµ =∞ 	àñºK
 úÍð


B@ �éËAmÌ'@ ú


	̄ ð . bl0µ(Bl0) =∞ ð

@ ak0µ(Ak0 =∞ 	à 	X@

. �é �®�®m× (2.9) �é�̄CªË@ 	àñº�Kð ∫
X
ψ dµ =∞ �éJ
 	K A�JË @

: ø
 ðA��� Aî 	E

@ Ym.�

	'ð �éK
Qk É¾K. AëXðYg I. �
�KQ�K A 	J 	JºÖß
 , �éJ
î �D 	JÓ (4.9) ¨ñÒj. ÖÏ @ �éÒJ
�̄ �I	KA¿ @ 	X @ A�Ó

@

m∑
k=1

ak
n∑
l=1

µ(Ak ∩Bl) + λ
n∑
l=1

bl
m∑
k=1

µ(Ak ∩Bl),
: ø
 ðA��
 ¨ñÒj. ÖÏ @ @ 	Yë 	à


@ øQ	� 	̄

µ �AJ
�®Ë @ �éJ
ªÔg. Ð@Y 	j�J�AK. ð
∫
X
ϕdµ+ λ

∫
X
ψ dµ

. (2.9) é 	JÓð
: 	àAJ.k. ñÖÏ @ 	àA¢J
��. Ë @ 	àAªK. A�JË @ 	áºJ
Ë (�k.

. ψ =
n∑
l=1

blχBl

�ð ϕ =
m∑
k=1

akχAk

: ©K. @ñ�JË @ AëY	J« 	áº�JË . X \N úÎ« ϕ = ψ �ð µ(N) = 0 �IJ
m�'. X 	áÓ N �ñJ
�̄ Z 	Qk. , A 	�Q 	̄ , Yg. ñK

X \N úÎ« ϕ = ψ

, N úÎ« 0

}
= ξ

X \N úÎ« 0

. N úÎ« ψ

}
= ψ0 ð

X \N úÎ« 0

N úÎ« ϕ

}
= ϕ0 ð

�é�ñJ
�®Ë @ �HAK 	Qj. �JË @ PAJ. �J«AK. , �Õç�' . ψ = ξ + ψ0
�ð ϕ = ξ + ϕ0

	à

@ AëY	J« l� 	�@ð

�ð {X \N,Ak ∩N, k = 1, . . . ,m} �ð {N,Ak ∩ (X \N), k = 1, . . . ,m}
, A 	JK
YËð �éJ.k. ñÓð �é¢J
��. ψ0

�ð ϕ0
�ð ψ ©K. @ñ�JË @ 	à


@ øQ	K , ú
Í@ñ�JË @ úÎ« , {X \N,Bl ∩N, l = 1, . . . , n}

: ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«
∫
X
ϕ0 dµ = 0.µ(X \N) +

∑m
k=1 akµ(Ak ∩N) = 0

	YKYªK. l� 	�@ñË@ 	áÓ . µ(N) = 0 �ð I. �
�KPð I. k. ñÓ µ �ð AgC¢�@ ÐðYªÓ 0 ÉÒ ���
 ø

	YË@ YmÌ'@ 	à@

	X @
: 	à


@ (2.9) �é�̄CªË@ 	áÓ AëY	J« i. �J 	�K
 .

∫
X
ψ0 dµ = 0 	à


@∫

X

ϕdµ =
∫

X

ξ dµ =
∫

X

ψ dµ.

: 	àAJ.k. ñÖÏ @ 	àA¢J
��. Ë @ 	àAªK. A�JË @ 	áºJ
Ë (X
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. ψ =
n∑
l=1

blχBl

�ð ϕ =
m∑
k=1

akχAk

: 	àA
	̄ ⋃
k,l

(Ak ∩Bl) = X 	à

@ AÖß.ð ak ≤ bl 	àA¿ µ(Ak ∩Bl) 6= 0 	àA¿ @ 	X @

∫

X

ϕdµ =
∑

k,l

akµ(Ak ∩Bl) ≤
∑

k,l

blµ(Ak ∩Bl) =
∫

X

ψ dµ

A¢J
��. AªK. A�K ϕχE 	àA¿ A 3 E 	àA¿ @ 	X @ é 	K @ �Õç�' �éJ.k. ñÓ AÒJ
�̄ B@
	Y 	g


AK
 B ν 	à


@ l� 	�@ð (�ë

: A 	JK
YËð AJ.k. ñÓð

ν(E) =
∫

X

ϕχE dµ =
∑

k

akµ(Ak ∩ E).

: 	àA
	̄ �AJ
�̄ µ 	à


@ AÖß. . �éª£A�®�JÓ Q�
 	«ð A 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {En} 	áº�JË . ù
 ªÔg. AÒ 	ªJ
� ν 	à


@ �IJ. �� 	JË

∞∑
n=1

ν(En) =
∞∑
n=1

∑

k

akµ(Ak ∩ En) =
∑

k

ak

∞∑
n=1

µ(Ak ∩ En)

=
∑

k

akµ
( ∞⋃
n=1

(Ak ∩ En)
)
=

∑

k

akµ
(
Ak ∩

( ∞⋃
n=1

En

))

=
∑

k

akµ(Ak ∩ E) = ν(E).

ù
 ë , 4.9.6 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , ©K. @ñ�JË @ è 	Yë 	à@ ? I. k. ñÓð �ñJ
�̄ ù

	®J
» ©K. A�K ÉÓA¾�K 	K
Qª�K 	áºÖß
 	J
»

. Aî�ECÓA¾�K 	K
Qª�JË �é 	®J
ºK. ú
kñK
 @ 	Yëð �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ �éK
Aî 	E

�K.� Q�
 �� 	�Ëð X úÎ« A 	̄QªÓ A�ñJ
�̄ð AJ.k. ñÓ AªK. A�K f �ð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 5.1.9

. f ≥ ϕ ≥ 0 �IJ
m�'. ϕ
�é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.× úÍ@ Ff

ÉÒ�JºÖÏ @ XYªË@ ñëð ∫
X
f dµ , @PA��J 	k@ , ð


@ ∫

X
f(x) dµ(x) �K.� µ úÍ@

�éJ.�	� X úÎ« f ÉÓA¾�K úÍ@ PA ���

�K.�

	¬QªÖÏ @
∫

X

f dµ = sup
{∫

X

ϕdµ | ϕ ∈ Ff
}
· (5.9)

ù

�®J
�®k XY« ñëð @YJ
k. A 	̄QªÓ ∫

X
f dµ ÉÓA¾�JË @ 	àñºK
 ú
ÍA�JËAK. ð F 6= ∅ 	à


@ 	áÒ 	��� 4.9.6 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	à@

. +∞ ð

@

ø
 Qëñk. ��Q 	̄ ¼A 	Jë 	à

@ B@ . f I. k. ñÓ ©K. A�JË ú
Î

	®�Ë@ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	K
Qª�K éJ. ���
 5.1.9 	K
Qª�JË @ 	à@
A 	Jë ÐY 	j�J� 	� 	̄

X " �éÊÓA¾ÖÏ @ 	à@YJ
Ó\ �HAÒJ
��®�K � 	àAÖß
P ÉÓA¾�K �éËAg ú

	̄ � PAJ. �J«@ ÈYK. A 	J 	K


@ ñëð A 	Jë

ϕ ©K. @ñ�JË @ úÎ« Ff �é«ñÒj. ÖÏ @ ø
 ñ�Jm��' , ��X

@ �èPAJ.ªK. ð . é�K @ 	X f ©K. A�JË @ Õç'C�K �é 	®J
ºK. f " �èPñ�\ �Ë �HAÒJ
��®�K

. f ©K. A�JË @ �éK
ñ� �HA«ñÒj. Öß. �é�®J
�Kð �é�̄C« AêË ©K. @ñ�JË @ è 	Yëð 4.9.6 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú

	̄ �èYJ
 ��ÖÏ @

ú

	̄ ð . 	àA�®J.¢ 	�K
 (5.9) �ð (1.9) 	àA

	̄ A¢J
��. f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	áÓ Y»


A�J 	K 	à


@ A 	JJ
Ê« , ÐAÓ


B@ úÍ@ ú
æ

	�ÖÏ @ ÉJ. �̄ð
: AªJ.£ A 	JK
YË Ff 3 f 	à


@ AÒJ. 	̄ (1.9) �K.� ù¢ªÖÏ @ P@Y�®ÖÏ @ úÍ@ Qå���


∫
X
f dµ 	àA¿ @ 	X @ , �é�®J
�®mÌ'@

∫

X

f dµ ≤ sup
Ff

∫

X

ϕdµ. (6.9)

	à

@ (3.9) 	áÓ i. �J 	�K
 , Ff 3 ϕ 	àA¿ @ 	X @ , é 	K @ �Õç�'
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∫

X

ϕdµ ≤
∫

X

f dµ, ∀ ∈ Ff ,

	á�
J
¢ªÖÏ @ 	á�
 	®K
Qª�JË @ ��A¢�� ú

	æªK
 @ 	Yë . (6.9) �é 	JK
AJ. �JÒÊË �éJ
�ºªË@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ��J
�®m��' úÍ@ ø
 X ñK
 ø


	YË@ QÓ

B@

. ¡J
��. ©K. A�K �éËAg ú

	̄ (5.9) �ð (1.9) �é¢�@ñK.

. ÉÓA¾�JÊË �éJ
�A�

B@ �@ñ	mÌ'@ 	áÓ 	�ªJ. Ë @ Õç'
Y�®�JË X@Yª�J�


@ úÎ« 	à

�
B@ A 	J 	K @

X úÎ« 	á�
 	̄QªÓ 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
�J.k. ñÓ 	á�
ªK. A�K g �ð f �ð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 6.1.9
	YKY 	J« .

. ∫
X
f dµ =

∫
X
g dµ 	àA¿ ½ �� � µ , f = g 	àA¿ @ 	X @ (@

: A 	JK
YË (H.
∫

X

(f + g) dµ ≥
∫

X

f dµ+
∫

X

g dµ (7.9)

.
∫
X
f dµ ≤ ∫

X
g dµ 	àA¿ f ≤ g 	àA¿ @ 	X @ (�k.

: 	àA¿ A ⊂ B ©Ó 	á�
�ñJ
�̄ B �ð A 	àA¿ @ 	X @ (X∫

A

f dµ =
∫

X

fχA dµ ≤
∫

B

f dµ. (8.9)

�HAJ. �KB @
, @ 	YËð ½ �� � µ , ϕ = ψ �IJ
m�'. Fg 3 ψ Yg. ñK
 , Ff 3 ϕ É¿ Ég.


@ 	áÓ , é 	K


@ 	¡kC	K (@) �HAJ. �KB

. 	á�
K
ðA���Ó µ úÍ@
�éJ.�	� X úÎ« ψ �ð ϕ ú
ÎÓA¾�K 	àñºK
 , 4.1.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ (@) �éJ
�A 	jÊË A �® 	̄ð

(2.9) 	áÓ i. �J 	�K
ð Ff+g 3 ϕ+ ψ 	àA¿ Fg 3 ψ 	àA¿ð Ff 3 ϕ 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	¡kC	K (H. ) �HAJ. �KB ð

: 	à

@

∫

X

ϕdµ+
∫

X

ψ dµ =
∫

X

(ϕ+ ψ) dµ ≤
∫

X

(f + g) dµ.

úÎ« É�m� 	' Fg 3 ψ úÍ@ð Ff 3 ϕ úÍ@
�éJ.�	� �é�®K. A�Ë@ �é 	JK
AJ. �JÒÊË Qå�J
Ë @

	¬Q¢Ë úÎ«

B@ YmÌ'@ 	Y 	g


AK. ð

.(H. ) é 	JÓð (7.9)
: ú
ÍA�JËAK. ð Fg ⊃ Ff 	à


AK. �é 	¢kCÖÏ @ úÎ« YÒ�JªJ
 	̄ (�k. ) �HAJ. �K @ A�Ó


@

∫

X

ϕdµ ≤
∫

X

g dµ, ∀ϕ ∈ Ff .

.(�k. ) úÎ« É�m� 	' ϕ úÍ@
�éJ.�	� úÎ«


B@ YmÌ'@ 	Y 	g


AK. ð

(X) @ 	YËð . FfχB
⊃ FfχA

, �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ , A 	JK
YË é 	K


@ úÍ@ 	á¢ 	®�JË @ ù


	®ºJ
 	̄ (8.9) 	áÓ Y»

A�JË A�Ó


@ð
. �é�®�®m×

ÉÓA¾�JË @ ¼ñÊ� �é�@PXð �éË

A�ÖÏ @ è 	Yë �IjJ. Ë . (7.9) ú


	̄ �è @ðA�ÖÏ @ ���®j�J�K ú �æÓ 	¬Qª	K 	à

@ ÑêÖÏ @ 	áÖÏ é 	K @

: ú
ÎK
 AÓ ÐY�® 	K �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ @ úÍ@
�éJ.�	�

	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− [ù

	®Ë ñJ.�
K. ] �é 	JëQ�.Ó 7.1.9

. ½ �� � µ �éJ
î �D 	JÖÏ @ð X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �é�ñJ
�®Ë @ð �éJ.k. ñÖÏ @ ©K. @ñ�JË @
A�ñJ
�̄ð AJ.k. ñÓ f 	àñºK
ð X ú


	̄ 	àA¿ AÒ�JJ
k �èXñk. ñÓ lim
n→∞

fn(x) = f(x) �éK
Aî 	DË @ 	àñº�K , 	YKY 	J«
: A 	JK
YËð∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

X

fn dµ

(
= sup

n

∫

X

fn dµ

)
· (9.9)
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�HAJ. �KB @
AêÊ 	̄ ½Ë 	YËð �èYK
@ 	Q��Ó {∫

X
fn dµ

}
n≥1

�éK
XYªË@ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à

@ �éK. A�KQË @ 	áÓ i. �J 	�K
 . �ñJ
�̄ð I. k. ñÓ f 	à


@ l� 	�@ð

½Ë 	Y»ð N? 3 n 	àA¿ AÒêÓ ∫
X
fn dµ ≤

∫
X
f dµ A 	JK
YË , �éK. A�KQË @ úÎ« @XAÒ�J«@ , AÖ ß @Xð . L �K.� AîD
Ë @ 	QÓQ 	K �éK
Aî 	E

L = sup
n

∫

X

fn dµ ≤
∫

X

f dµ. (10.9)

. �éË AmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ �é�®�®m× (9.9) 	àñº�Kð ∞ �Ë� AK
ðA�Ó (10.9) 	áÓ 	áÖß



B@ 	¬Q¢Ë@ 	àA¿ L =∞ 	àA¿ @ 	X @

© 	�	JËð Ff 3 ϕ �ð 1 > η > 0 	áºJ
Ëð . ∞ > L 	à

@ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË

En = {x ∈ X | fn(x) > ηϕ(x)} .

	à

@ �éËñîD��. øQ	� 	̄

f ≥ ϕ �ð �èYK
@ 	Q��Ó {fn} 	à

@ AÖß.ð �é�ñJ
�̄ X Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {En} É¾ ����

. lim
n
En = X 	à


@ð n É¿ Ég.


@ 	áÓ En+1 ⊃ En

: 	à

@ ú
æ

	��J�®�K �éK. A�KQË @ 	à

@ 	¡kC	JËð A 3 E , ν(E) =

∫
E
ϕdµ �AJ
�®Ë@ 	à

�
B@ Q�. �Jª 	JË

∫

X

fn dµ ≥
∫

En

fn dµ ≥
∫

En

ηϕ dµ = ην(En). (11.9)

	áÓ �éJ
î �D 	JÓ �éK
Aî 	DK. ©�JÒ�J�K (11.9)
	¬@Q£@ É¿ 	à@ øQ	K 4.1.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ (�ë) �ð (10.9) úÍ@ @XA 	J���@

: úÎ« É�m� 	' �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ AK. 	à 	X@ . n→∞ Ég.

@

L ≥ lim
n→∞

ην(En) = ην(X) = η

∫

X

ϕdµ. (12.9)

: úÎ« É�j	JË Ff úÎ« úÎ«

B@ YmÌ'@ 	Y 	g


AJ. 	̄ Ff 3 ϕ É¿ Ég.


@ 	áÓ �é�®�®m× (12.9) 	à


@ AÖß.ð 	à

�
Bð

η

∫

X

f dµ ≤ L . (13.9)

�éJ
�ºªË@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ A 	̄ @ 	YËð η = 1 Ég.

@ 	áÓ A 	��



@ �é�®�®m× (13.9) 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÔ 	̄ ù


	®J
» 1 > η 	à

@ AÖß.ð

. �é�®�®m× (10.9) �é 	JK
AJ. �JÒÊË
�HA�®J
J.¢��K. �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë ©�JÒ�J�K . I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó Õæ�AK.

�é�®K. A�Ë@ 1ù

	®Ë ñJ.�
K. �éj. J
�� 	K ½Ë 	Y» 	¬Qª�K

. �èYK
Y« �HA�®J
J.¢��K. Q 	k
�
B@ ñë ©�JÒ�JK
 , AêË A¢J
��. AÒJ
Òª�K ÐY�® 	K AîD	�ªK. úÍ@

��Q¢�JË @ ÉJ. �̄ð , ú �æ ��

©K. @ñ�JË @ 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó ½ �� � µ �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �éÓ 	PB 8.1.9
. ½ �� � µ �éJ
î �D 	JÖÏ @ð X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �é�ñJ
�®Ë@ð �éJ.k. ñÖÏ @

A�ñJ
�̄ð AJ.k. ñÓ f 	àñºK
ð X ú

	̄ ½ �� � µ

�èXñk. ñÓ lim
n→∞

fn(x) = f(x) �éK
Aî 	DË @ 	àñº�K , 	YKY 	J«
: A 	JK
YËð

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =
∫

X

f dµ.

�HAJ. �KB @
© 	�	� AÒ» N úÎ« gn = 0 �ð X \N úÎ« gn = fn © 	�	JË . �èYK
@ 	Q��Ó Q�
 	« {fn} �IJ
k X Z 	Qk. N 	áºJ
Ë

. N úÎ« g = 0 �ð X \N úÎ« g = f

øñ�J�Ó úÎ« ��K. A¢�JË @ A 	JK
YËð X úÎ« 	àA¿ AÒ�JJ
k g ñm� 	' H. PA�®�J�K {gn} 	à

@ ñë 	à

�
B@ �é 	¢kCÖÏAK. QK
Ym.Ì'@

: (@) 6.1.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ úÎ« @XAÒ�J«@ , A 	JK
YË ��X

@ �èPAJ.ªK. ð . �HCÓA¾�JË @

. ú
ÍA�JK
 @ ú

�GAJ
 	�AK
P (1961–1875) 1
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, n 	àA¿ AÒêÓ
∫

X

fn dµ =
∫

X

gn dµ
�ð

∫

X

f dµ =
∫

X

g dµ

: @ 	YËð

lim
n→∞

∫

X

fn dµ = lim
n→∞

∫

X

gn dµ =
∫

X

g dµ =
∫

X

f dµ.

ZYJ. 	K �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë Q�
 	�j�JËð . ÉÓA¾�JË @ �éJ
ªÔg. � σ Bð

@ ÐY�® 	K , I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ ��J
J.¢�J»

: �éJ
ªÒm.Ì'AK.
	á�
J.k. ñÓ 	á�
ÊÒ�JºÓ 	á�
�®J
�®k 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ëð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄

9.1.9
: 	YKY 	J« . X úÎ« 	á�
 	̄QªÓ 	á�
�ñJ
�̄ð∫

X

(f + g) dµ =
∫

X

f dµ+
∫

X

g dµ. (14.9)

�HAJ. �KB @
. ú
Í@ñ�JË @ úÎ« g �ð f ñm� 	' 	àA�KYK
@ 	Q��Ó , �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ , 	á��J
ËA�J�JÓ Fg ⊃ {ψn} �ð Ff ⊃ {ϕn} 	áº�JË
è 	Yëð Ff+g ⊃ {ϕn + ψn} 	à


@ 	¡kB . 4.9.6 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú


	̄ �èYJ
 ��ÖÏ @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @
	Y 	g


@ , C�JÓ , 	áºÖß


: 	à

@ (2.9) 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . f + g ñm� 	' YK
@ 	Q���K �éJ
ËA�J�JÖÏ @

∫

X

(ϕn + ψn) dµ =
∫

X

ϕn dµ+
∫

X

ψn dµ, ∀n ≥ 1. (15.9)

Èð ñK
 AÓY 	J« ∫
X

(f + g) dµ ñm� 	' (15.9) 	áÓ Qå��


B@ 	¬Q¢Ë@ Èð ñK
 , I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó I. �kð

AÓY	J« ∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ ñm� 	' (15.9) 	áÓ 	áÖß



B@ 	¬Q¢Ë@ Èð ñK
 , AîD� 	® 	K �é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �kð , ∞ ñm� 	' n

. (14.9) �IJ. ��K
 @ 	Yë . ∞ ñm� 	' n Èð ñK

: �éJ
ªÔg. AÒ 	ªJ
�Ë@ �HAJ. �K @ 	à

�
B@ A 	J 	K A¾ÓAK.

�éÊÒ�JºÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 10.1.9
. f =

∑
n fn

	áºJ
Ëð X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �é�ñJ
�®Ë @ð �éJ.k. ñÖÏ @
: A 	JK
YËð A�ñJ
�̄ð AJ.k. ñÓ f ÉÒ�JºÖÏ @ ù


�®J
�®mÌ'@ ©K. A�JË @ 	àñºK
 , 	YKY 	J«
∫

X

f dµ =
∑
n

∫

X

fn dµ. (16.9)

�HAJ. �KB @
�éJ.k. ñÖÏ @ �éÊÒ�JºÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {sk} 	à


@ 	¡kB . . . . , 2 , k = 1 sk =

k∑
n=1

	áºJ
Ë
@XAÒ�J«@ , A 	JK
YË . �ñJ
�̄ð I. k. ñÓ ÉÒ�JºÓ ù


�®J
�®k ©K. A�K f �ð lim
k→∞

sk = f 	à@ �Õç�' . X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �é�ñJ
�®Ë @ð
: I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó úÍ@

∫

X

f dµ = lim
k→∞

∫

X

sk dµ. (17.9)

: 	à

@ , 9.1.9 �éJ
 	��®Ë@ 	áÓ i. �J 	�K
 , 	áºË

∫

X

sk dµ =
k∑

n=1

∫

X

fn dµ,

: ú
ÍA�JËAK. ð
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lim
k→∞

∫

X

sk dµ = lim
k→∞

k∑
n=1

∫

X

fn dµ =
∞∑
n=1

∫

X

fn dµ.

. (17.9) 	áÓ 	áÖß


B@ 	¬Q¢Ë@ ú


	̄ �é�®K. A�Ë@ �èPAJ.ªË @ 	��
ñª�JK. (16.9) �é�̄CªË@ 	YKY 	J« i. �J 	��Kð

�Ë @ ZA¢«@ , 10.1.9 �é 	JëQ�.ÒÊË �éÒêÓ �éj. J
�� 	J» , A 	J 	JºÖß


, A�ñJ
�̄ð AJ.k. ñÓð CÒ�JºÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄
11.1.9

: ú

�GA«ñÒj. ÖÏ @ ©K. A�JË @ É¾ ���
 , 	YKY 	J« . X úÎ« A 	̄QªÓ

ν(E) =
∫

E

f dµ, E ∈ A,

. (X,A) úÎ« A�AJ
�̄

�HAJ. �KB @
Q�
 	« �éJ
ËA�J�JÓ {En} �I	KA¿ @ 	XA

	̄ �éJ
ªÔg. � σ �Ë @ �	m�'
 AÒJ
 	̄ A�Ó

@ . ν(∅) = 0 	à


@ð I. k. ñÓ ν 	à


@ l� 	�@ð

: © 	�ñJ. 	̄ �é�ñJ
�®Ë@ Z @ 	Qk.

B@ 	áÓ �éª£A�®�JÓ

. . . , 2 , n = 1 , fn = fχEn

: A 	JK
YË , (16.9) �Ë� A �® 	̄ð , ú
ÍA�JËAK. ð 10.1.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ
 	�Q 	̄ ���®m��' {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à

@ øQ	K

∑
n

ν(En) =
∑
n

∫

X

fn dµ =
∫

X

∑
n

fn dµ

=
∫

X

f
∑
n

χEn dµ =
∫

X

fχ∪nEn
dµ = ν(∪nEn).

. ù
 ªÔg. AÒ 	ªJ
� ν 	à

@ ø



@

Bð

@


@YJ. 	JË ? ©K. @ñ�JË @ 	áÓ ©�ð


@ �éJ 	̄ ÉÒ ����Ë 7.1.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ Õæ
Òª�K 	áºÖß
 Éë È


A��� 	K 	à


@ ù
 ªJ
J.¢Ë@ 	áÓ

�HAJ
ËA�J�JÓ úÎ« ��J.¢�� Aî 	EA
	̄ úÎ 	®�Ë@ �éK
Aî 	DË @ 	áÒ 	��J�K Aî 	E


@ AÖß. . (1929− 1878) ñ�KA 	̄ úÍ@ Xñª�K �éj. J
�� 	K �é ���̄ A 	JÖß.

. �éJ
 	®J
»

©K. @ñ�JË @ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− [ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K] �é 	JëQ�.Ó 12.1.9
. X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �é�ñJ
�®Ë @ð �éJ.k. ñÖÏ @ �éÊÒ�JºÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@

: 	YKY 	J«∫

X

lim inf
n

fn dµ ≤ lim inf
n

∫

X

fn dµ. (18.9)

�HAJ. �KB @
: © 	�	JË . I. �A 	JÖÏ @ �I�̄ñË@ ú


	̄ I. �
�KQË @ I. �KA �®�JË @ �é 	JëQ�.Ó úÍ@ Z �ñm.Ì'@ ù
 ë �HAJ. �KB @ �èQº 	̄ 	à@
. . . , 2 , k = 1 , gk = inf

n≥k
fn

: �éJ
ËA�JË @ �@ñ	mÌ'AK. {gk} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ ©�JÒ�J�K
. �éJ.k. ñÓð �éÊÒ�JºÓ �éJ
�®J
�®k ù
 ëð �é�ñJ
�̄ gk ©K. @ñ�JË @ .1

. �èYK
@ 	Q��Ó {gk} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ .2
. n ≥ k ≥ 1 	àA¿ AÒêÓ , gk ≤ fn .3

. lim
k→∞

gk = sup
k≥1

(
inf
n≥k

fn

)
= lim inf

n
fn .4
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: I. �Jº	K 	à

@ A 	J 	JºÖß
 I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó úÎ«ð (4) úÎ« @XAÒ�J«@

lim
k→∞

∫

X

gk dµ =
∫

X

lim
k→∞

gk dµ =
∫

X

lim inf
n

fn. (19.9)

: A 	JK
YË , �éK. A�KQË @ð (3) É 	� 	®K. , 	áºË∫

X

gk dµ ≤
∫

X

fn dµ, ∀n ≥ k,

: A 	JK
YË , �I�. �JÓ k É¿ Ég.

@ 	áÓ , ú
ÍA�JËAK. ð∫

X

gk dµ ≤ lim inf
n

∫

X

fn dµ. (20.9)

. �HAJ. �KB @ ú
æî 	DK
 @ 	Yë . (18.9) úÎ« É�m� 	' (20.9) �ð (19.9) h. 	QÖß.ð 	à
�
B@ð

@ 	X @ , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«ð . �éÓA�K 	àñº�K 	à

@ ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K ú


	̄ �èXP@ñË@ �é 	JK
AJ. �JÒÊË 	áºÖß
 •− �é 	¢kCÓ 13.1.9

AÒêÓ lim infn fn(x) = 0 	à

@ øQ	� 	̄ , N? 3 n , fn = nχ]0,1/n[

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ð R úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ A 	K 	Y 	g

@

n 	àA¿ AÒêÓ ∫
R fn dµ = 1 	à


@ 	á�
g ú


	̄ AÓðYªÓ (18.9) 	áÓ Qå��


B@ 	¬Q¢Ë@ 	àñºK
 @ 	YËð R 3 x 	àA¿

. 1 ø
 ðA��
 �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ � 	® 	K 	áÓ 	áÖß


B@ 	¬Q¢Ë@ ú
ÍA�JËAK. ð

ÉÓA¾�K H. PA�®�K �@ñ	mÌ é�J�@PX ZA 	J�K

@ ñ�KA 	̄ Aê 	® ����» @ Y�®Ë . @Yg. �éÒêÓ �HA�®J
J.¢��K. ©�JÒ�J�K ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K 	à@

. ù

�® 	̄ @ñ�JË @ ÉJ
Êj�JË @ I. Ê�̄ ú


	̄ ©�®�K �éË

A�ÖÏ @ è 	Yëð " 	àñ�@ñK. \
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�éJ
 	®J
» �èPA ��@ 	áÓ ©K. @ñ�JË @ ÉÓA¾�K 2.9

. �éJ
 	®J
» �èPA ��@ 	áÓð X úÎ« A 	̄QªÓ A�ñJ
�̄ð CÒ�JºÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë
: 	à


AK. X úÎ« 	á�
 	̄QªÖÏ @ f− �ð f+ 	àCÒ�JºÖÏ @ 	àAJ
�®J
�®mÌ'@ 	àAªK. A�JË @ 	áºJ
Ëð

. X 3 x , f−(x) = max{−f(x), 0} �ð f+(x) = max{f(x), 0}
�ð ∫

X
f+ dµ 	á�
ÊÓA¾�JË @ 	à@ . f = f+ − f− : 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
J.k. ñÓ 	á�
ªK. A�K ��Q 	®» f I. �Jº	K 	à


@ A 	J 	JºÖß


: é 	K

AK. X úÎ« f ©K. A�JÊË

∫
X
f dµ ÉÓA¾�JË @ 	¬Qª	K A 	J 	K A

	̄ AJ
î �D 	JÓ AÒë@Yg

@ 	àA¿ @ 	X @ð 	à 	X@ 	à@Yg. ñÓ ∫

X
f− dµ

∫

X

f dµ =
∫

X

f+ dµ−
∫

X

f− dµ. (21.9)

�ð 	á�
�ñJ
�̄ g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	¡kB

½ �� � µ , f− = g− �ð f+ = g+ 	àA¿ ½ �� � µ , f = g 	àA¿ @ 	X @
@Xñk. ñÓ g ÉÓA¾�K 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ @Yg. ñÓ X úÎ« f ÉÓA¾�K 	à


@ (@) 6.1.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�K
 , ú
ÍA�JËAK. ð

. 	àAK
ðA���Ó 	á�
ÊÓA¾�JË @ 	à@ �Õç�'

. �éJ
 	®J
» �èPA ��@ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ ÉÓA¾�K �@ñ 	k 	áÓ 	�ªJ. Ë @ úÎ« ��K. A�Ë@ 	K
Qª�JË @ 	áÓ �èQå��AJ.Ó Èñ�mÌ'@ 	áºÖß

: A 	JK
YË ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�.� úÎ«ð

−∞ ≤
∫

X

f dµ ≤ ∞, (22.9)

�ð
∫

X

λf dµ = λ

∫

X

f dµ, λ ∈ R. (23.9)

	àA¿ 0 < λ 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �é 	¢kCÖÏ @ 	áÔ 	̄

(23.9) A�Ó

@ . (21.9) 	áÓ �èQå��AJ.Ó (22.9) i. �J 	��K �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð
. (λf)− = −λf+ �ð (λf)+ = −λf− 	àA¿ 0 > λ 	àA¿ @ 	X @ð (λf)− = λf− �ð (λf)+ = λf+

©K. @ñ�JËAK. ú

	æ�Jª�K @Yg. �éÓAë �éK
Q 	¢	� YJ
�
 ���� 	áºÖß
 •− L1 (X, µ)

�éJ 	®Ë @ð �éËñÒºË@ ©K. @ñ�JË @ 1.2.9

�K.� ©K. @ñ�JË @ �è 	Yë �éJ 	̄ úÍ@ PA ���
 . 	á�
J
î �D 	JÓ (21.9) 	áÓ ú

	GA�JË @ 	¬Q¢Ë@ CÓA¾�K AêÊg.


@ 	áÓ A 	KñºK
 ú


�æË@ �é�ñJ
�®Ë@
. �éËñÒ» Aî 	E @ L1(X,µ) Qå�A 	J« 	á« Èñ�® 	K . L1 	©J
K. ñË �éJ 	̄ ú«Y�K Aî 	E @ . L1(X,µ)

	à

@ AÖß. é 	K


@ 	¡kB

f+, f− ≤ |f | = f+ + f− (24.9)

P@Y�®ÖÏ @ 	àñºK
 , L1(X,µ) 	áÓ f É¿ Ég.

@ 	áÓ , é 	K


@ AÖß.ð

∫

X

(f+ + f−) dµ =
∫

X

|f | dµ

ÉÓA¾�JË @ 	àA¿ð A�ñJ
�̄ f @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ L1(X,µ) 3 f 	à

@ L1(X,µ) 	K
Qª�K ú


	̄ 	�Q�� 	® 	K A 	J 	K A
	̄ AJ
î �D 	JÓ

. AJ
î �D 	JÓ ∫
X
|f | dµ

 Qå�� 	̄ @ 	YË . A�ñJ
�̄ f 	àñºK
 	à

@ 	àðX BñÒ» 	àñºK
 	à


@ |f | �Ë� 	áºÖß
 é 	K


@ 	á�
J. �K �é¢J
��. �éÊ�JÓ


@ Yg. ñ�K

. L1(X,µ) 	K
Qª�K ú

	̄ ø
 PðQå 	� �AJ
�®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @

X úÎ« A 	̄QªÓ A�ñJ
�̄ð CÒ�JºÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄
2.2.9

: A 	JK
YË 	YKY 	J« . A 	̄QªÓ µ úÍ@
�éJ.�	� X úÎ« éÊÓA¾�K 	àñºK
 �IJ
m�'. ð∣∣∣∣

∫

X

f dµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f | dµ. (25.9)
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�HAJ. �KB @
L1(X,µ) 3 f 	àA¿ @ 	X @ A�Ó


@ . 	àAëQK. úÍ@ h. A�Jm�'
 AÓ ¼A 	Jë ��
Ê 	̄ é�J 	JÓ Q�
 	« (25.9) 	áÓ 	áÖß



B@ 	¬Q¢Ë@ 	àA¿ @ 	X @

@XAÒ�J«@ , A 	JK
YËð 	àAJ
î �D 	JÓ µ úÍ@
�éJ.�	� X úÎ« f− �ð f+ ú
ÎÓA¾�K 	à


@ 6.1.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓð (24.9) 	áÓ i. �J 	�J
 	̄

: 9.1.9 �éJ
 	��®Ë@ úÎ«
∣∣∣∣
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

X

f+ dµ−
∫

X

f− dµ
∣∣∣∣

≤
∫

X

f+ dµ+
∫

X

f− dµ =
∫

X

(f+ + f−) dµ =
∫

X

|f | dµ.

��X

@ QK
Y�®�K Yg. ñK
 ." é�A�®Ó\ QK
Y�®�JË �é�̄C« Aî 	E


@ úÎ« (25.9) úÍ@ Q 	¢	JË @ 	áºÒJ
 	̄ BñÒ» f 	àA¿ @ 	X @

. 	J
 ����J. �
 ���� �é 	JK
AJ. �JÓ ú«YK
 (1894− 1821) (Chebychev) " 2 	J
 ����J. �
 ����\ é 	® ����» @

AJ
 �®�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− [ 	J
 ����J. �
 ���� �é 	JK
AJ. �JÓ] �é 	JëQ�.Ó 3.2.9

: A 	JK
YË , 0 < λ Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J« . X úÎ« A 	̄QªÓ A�ñJ
�̄ð CÒ�JºÓ

λµ({|f | > λ}) ≤
∫

X

|f | dµ. (26.9)

�HAJ. �KB @
	YKY 	J« i. �J 	�K
 . ½ �� � µ , λχAλ

≤ |f | A 	JK
YËð �é�ñJ
�̄ �é«ñÒm.× Aλ
�	à@ . Aλ = {|f | > λ} �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áº�JË

: 	à

@ (�k. ) 6.1.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ

∫

X

λχAλ
dµ = λµ(Aλ) ≤

∫

X

|f | dµ.

� µ Aî �D 	JÓ f 	àñºK
 	YKY 	J« . L1(X,µ) 3 f 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �éÓ 	PB 4.2.9
. X úÎ« ½ �� � µ , f = 0 	àA¿ ∫

X
f dµ = 0 	àA¿ð AJ.k. ñÓ f 	àA¿ @ 	X @ , �Õç�' . ½ ��

�HAJ. �KB @
: ∞ úÍ@ n Èð ñK
 AÓY 	J« , A 	JK
YË 	J
 ����J. �
 ���� �é 	JK
AJ. �JÓ úÎ« @XAÒ�J«@

µ({|f | > n}) ≤ 1
n

∫

X

|f | dµ→ 0.

: ú
ÍA�JËAK. ð

µ({|f | =∞}) = lim
n→∞

µ({|f | > n}) = 0 ,

½Ë 	Y» i. �J 	�J
 	̄
X úÎ« AÓðYªÓ éÊÓA¾�K 	àA¿ð AJ.k. ñÓ f 	àA¿ @ 	X @ , �Õç�' . X úÎ« ½ �� � µ é�J 	JÓ f 	à


@ ø



@

úÎ« ½ �� � µ , f = 0 	àñºK
 @ 	YËð N? 3 n É¿ Ég.

@ 	áÓ µ({f > 1

n}) = 0 	à

@ 	J
 ����J. �
 ���� �é 	JK
AJ. �JÓ 	áÓ

S = {x ∈ X | f(x) > 0} ø


@ , ÐðYªÓ Q�
 	« f �IJ
k X Qå�A 	J« �é«ñÒm.× úÍ@ S �K.� A 	KQå��


@ @ 	X @ , é 	K


B X

@ 	YËð �èYK
@ 	Q��Óð �é�ñJ
�̄ Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {Sn} ©Ó Sn = {x ∈ X | f(x) > 1

n} �IJ
k S =
∞⋃
n=1

Sn
	àA¿

. µ(S) = lim
n→∞

µ(Sn) 	à

@ É 	®�


B@ 	áÓ µ P@QÒ�J�@ 	áÓ i. �J 	�K


. ©Òm.Ì'@ úÍ@
�éJ.�	� ÉÓA¾�JË @ ¼ñÊ� 	à

�
B@ �PY	JË

ú
æ�ðP ú

�GAJ
 	�AK
P , ����J
 	̄ñ 	®Ë ñJ
�Kñ 	J 	̄ AK. 2
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	áÓ 	á�
ªK. A�K g �ð f �ð AJ
 	®J
» AJ
�®J
�®k @XY« λ 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄
5.2.9

: A 	JK
YËð BñÒ» f + λg ©K. A�JË @ 	àñºK
 	YKY 	J« . L1(X,µ)∫

X

(f + λg) dµ =
∫

X

f dµ+ λ

∫

X

g dµ. (27.9)

�HAJ. �KB @
:QK
Y�®�JË @ 	áÓ �èQå��AJ.Ó i. �J 	��J 	̄ �éÊÓA¾ÒÊË f + λg

�éJ
ÊK. A�̄ A�Ó

@

|f + λg| ≤ |f |+ |λ||g| .
: 	à@ �Õç�' . @YJ
k.

	¬QªÓ é�J 	JÓ XY« X úÎ« h ÉÓA¾�K 	à@ . h = f + λg 	áºJ
Ë

h+ − h− = f+ − f− + (λg)+ − (λg)−

: ú
ÍA�JËAK. ð

h+ + f− + (λg)− = h− + f+ + (λg)+. (28.9)

	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . X úÎ« ½ �� � µ �éî �D 	JÓ 4.2.9 �éÓ 	PCË A�® 	̄ðð �éJ.k. ñÓ 28.9 ú

	̄ �èXP@ñË@ XðYmÌ'@ É¿

: 	à

@ 9.1.9 �éJ
 	��®Ë@∫

X

h+ dµ+
∫

X

f− dµ+
∫

X

(λg)− dµ =
∫

X

h− dµ+
∫

X

f+ dµ+
∫

X

(λg)+ dµ.

: úÎ« É�j	JË �éK
Qk É¾K. AêºK
Qm��' A 	J 	JºÒJ
 	̄ �éJ
î �D 	JÓ �HCÓA¾�JË @ É¿ 	à

@ AÖß.ð∫

X

h+ dµ−
∫

X

h− dµ =
∫

X

f+ dµ−
∫

X

f− dµ+
∫

X

(λg)+ dµ−
∫

X

(λg)− dµ.

. �é �®�®m× (27.9) 	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë

Ð@Y 	j�J�AK. iÒ��� Aî 	E @
	X @ �HA�®J.¢�JË @ ú


	̄ @Yg. �éÒêÓ ù
 ëð 5.2.9 �éJ
 	��®ÊË øQ 	k

@ �é 	ª� ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ ÐY�® 	K

. A 	̄QªÓ AêÊÓA¾�K 	àñºK
 �éJ
 	®J
» ©K. @ñ�K

	á�
�ñJ
�̄ð 	á�
ÊÒ�JºÓ 	á�
�J
�®J
�®k 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄
6.2.9

ÉÓA¾�K 	àñºK
 	YKY 	J« . ÈñÒ» g 	à

@ð A 	̄QªÓ µ úÍ@

�éJ.�	� X úÎ« f ÉÓA¾�K 	à

@ 	�Q 	® 	JË . X úÎ« 	á�
 	̄QªÓ

: A 	JK
YËð A 	̄QªÓ µ úÍ

@ �éJ.�	� X úÎ« f + g ©K. A�JË @∫

X

(f + g) dµ =
∫

X

f dµ+
∫

X

g dµ. (29.9)

�HAJ. �KB @
�éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ . ÈñÒ» Q�
 	« f
�éËAg ú


	̄ ¡�® 	̄ �èYK
Yg. (29.9) �é�̄CªË@ 	àñº�K 5.2.9 �éJ
 	��®Ë@ úÎ« @X@Y�J«@
	¬YîE. , 	�Q 	® 	JË . é�J 	JÓ Q 	k

�
B@ 	àñºK
 	á�
g ú


	̄ é�J 	JÓ Q�
 	« ∫
X
f− dµ �ð ∫

X
f+ dµ 	á�
ÊÓA¾�JË @ Yg


@ 	àñºK


�ð h = f + g © 	�	� �IJ
k 5.2.9 �éJ
 	��®Ë@ 	Q�
ÓQ�K A 	JÓY 	j�J�@ @ 	X @ . ∫
X
f− dµ =∞ 	à


@ ,PA¾ 	̄ 

B@ �I�
J. ���K
: I. �Jº�K (28.9) 	àA

	̄
λ = 1

h+ + f− + g− = h− + f+ + g+. (30.9)

h− = 0 	à

@ AÖß. , �Õç�' . ∫

X
h− dµ =∞ 	à


@ (30.9) 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ 	àAJ
î �D 	JÓ ∫

X
g+ dµ , ∫

X
f+ dµ 	à


@ AÖß.

	à 	X@ . ∫
X
h+ dµ <∞ ú
ÍA�JËAK. ð h+ ≤ f+ + g+ 	à


@ (30.9) 	áÓ ½Ë 	Y» i. �J 	�K
 é 	K @ , h+ 6= 0 AÓY 	J«

(29.9) 	áÓ Qå��


B@ 	¬Q¢Ë@ 	YKY 	J« 	àñºK
ð . −∞ ø
 ðA��
 ñëð Xñk. ñÓ µ ø@

�éJ.�	� X úÎ« h ÉÓA¾�K
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. 	àAëQ�. Ë @ ú
æî 	DK
 @ 	Yë . 	áÖß


B@ 	¬Q¢Ë@ �éÒJ
�̄ ù
 ë è 	Yëð ∞ �Ë� AK
ðA�Ó

. �éJ
 	®J
» �èPA ��@ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ �éÊg ú

	̄ ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K Õç'
Y�®�JË X@Yª�J�@ úÎ« 	à

�
B@ 	ám� 	'

©K. @ñ�JË @ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− [ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K] �é 	JëQ�.Ó 7.2.9
: �IJ
m�'. g ÈñÒ» ©K. A�K Xñk. ð 	�Q 	® 	JË . X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �é�ñJ
�®Ë @ð �éÊÒ�JºÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@

g ≤ fn, ∀n ∈ N. (31.9)

: A 	JK
YËð �èXñk. ñÓ µ úÍ@
�éJ.�	� X úÎ« . . . , 2 , 1 = n , fn �ð lim inf fn �HCÓA¾�K 	àñº�K 	YKY 	J«∫

X

lim inf
n

fn dµ ≤ lim inf
n

∫

X

fn dµ. (32.9)

�HAJ. �KB @
	áÓ @YJ
k.

	¬QªÓ µ úÍ@
�éJ.�	� X úÎ« fn − g ©K. A�JË @ ÉÓA¾�K 	àA

	̄ 0 ≤ fn − g 	à

@ ú
æ

	��J�®K
 (31.9) 	à

@ AÖß.

. lim inf
n

fn − g ÉÓA¾�K ½Ë 	Y» �ð . . . , 2 , 1 = n Ég.

@

: úÎ« É�j	JË �éJ.k. ñÖÏ @ ©K. @ñ�JËAK. �é�A	mÌ'@ ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K ��J
J.¢�� AëY	J« 	áºÖß

∫
X

lim infn(fn − g) dµ =
∫
X

(lim infn fn − g) dµ

≤ lim infn
∫
X

(fn − g) dµ.





(33.9)

f = lim infn fn − g 	Y 	g

A 	K �IJ
k 6.2.9 �éJ
 	��®Ë@ úÎ« @XAÒ�J«@ . (33.9) 	áÓ Qå��



B@ 	¬Q¢Ë@ Bð


@ Q�. �Jª�JË

: A 	JK
YËð @YJ
k.
	¬QªÓ µ úÍ@

�éJ.�	� X úÎ« f + g = lim infn fn ÉÓA¾�K 	à

@ úÎ« É�m� 	' g = g �ð∫

X

lim inf
n

fn dµ =
∫

X

(lim inf
n

fn − g) dµ+
∫

X

g dµ. (34.9)

: ø
 ðA��
 (33.9) 	áÓ Qå��


B@ 	¬Q¢Ë@ 	à


@ �èQå��AJ.Ó i. �J 	�K
 (34.9) 	áÔ 	̄ ÈñÒ» g 	à


@ AÖß.∫

X

lim inf
n

fn dµ−
∫

X

g dµ. (35.9)

2 , 1 = n Ég.

@ 	áÓ Xñk. ñÓ µ úÍ@

�éJ.�	� X úÎ« fn ÉÓA¾�K 	à

@ øQ	K É�KAÜØ H. ñÊ�


@ úÍ@ Z �ñj.

�
ÊËAK. ð

: ø
 ðA��
 (33.9) 	áÓ 	áÖß


B@ 	¬Q¢Ë@ ú


	̄ XP@ñË@ ÉÓA¾�JË @ 	à

@ð , . . . ,

∫

X

fn dµ−
∫

X

g dµ, n = 1, 2, . . . (36.9)

: É¾ ��Ë@ úÎ« (33.9) �éK. A�J» A 	J 	JºÖß
 (36.9) �ð (35.9) Ð@Y 	j�J�AK.
	YKY 	J«∫

X

lim inf
n

fn dµ−
∫

X

g dµ ≤ lim inf
n

∫

X

fn dµ−
∫

X

g dµ.

. (32.9) úÎ« É�j	JË èC«

@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ú


	̄ ∫
X
g dµ PA��J 	k@ 	áºÒJ
 	̄ ÈñÒ» g 	à


@ AÖß.ð

. AJ
ÊªË@ �éK
Aî 	DËAK. ��Êª�J�K 7.2.9 �é 	JëQ�.ÒÊË øQ 	k

@ �é 	ªJ
� Yg. ñ�K

�éÊÒ�JºÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �éÓ 	PB 8.2.9
: �IJ
m�'. g ÈñÒ» ©K. A�K Xñk. ð 	�Q 	® 	JË . X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �é�ñJ
�®Ë @ð
fn ≤ g, ∀n ∈ N. (37.9)

�èXñk. ñÓ µ úÍ@
�éJ.�	� X úÎ« . . . , 2 , 1 = n , fn

�ð lim supn fn �HCÓA¾�K 	àñº�K 	YKY 	J«
: A 	JK
YËð
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lim sup
n

∫

X

fn dµ ≤
∫

X

lim sup
n

fn dµ. (38.9)

�HAJ. �KB @
, BñÒ» −g 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ ÈñÒ» g 	à


@ð ù
 ªJ
J.£ n 	àA¿ AÒêÓ , −g ≤ −fn Zú


	̄ A¾�K (37.9) 	à

@ 	¡kB

: 	à

@ AÖß.ð . −g ©K. A�JË @ð {−fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ Aê �®�®m��' ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K  ðQå�� 	à@ , øQ 	k


@ �èPAJ.ªK. ð

lim inf
n
{−fn} = − lim sup

n
fn

: 	à

@ 7.2.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄

− ∫
X

lim supn fn dµ =
∫
X

lim infn fn dµ

≤ lim infn
∫
X

(−fn) dµ = lim infn
(− ∫

X
fn dµ

)

= − lim supn
∫
X
fn dµ.





(39.9)

. H. ñÊ¢ÖÏ @ é 	JÓð . (38.9) Zú

	̄ A¾�K , B Ð


@ �éJ
î �D 	JÓ QK
XA�®Ó �Hñ�Jk@ 	à


@ Z @ñ� , (39.9) 	à@
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Èñ�jÊË ¡�® 	̄ ½ �� � µ 	á�
�J�®�®m× (37.9) �ð (31.9) 	�Q 	̄ 	áÒºK
 é 	K

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ •− �é 	¢kCÓ 9.2.9

. 	á�
�JÓA�K A 	Kñº�K 	à

@ (38.9) �ð (32.9) 	á�
�J 	�K
AJ. �JÒÊË 	áºÖß
 ½Ë 	Y»ð . 	á�
�Jj. J
�� 	JË @ � 	® 	K úÎ«

	à

@ øQ	� 	̄ , N? 3 n , fn = nχ]0,1/n[

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ð R úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ A 	K 	Y 	g

@ @ 	X @ , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«ð

	à

@ 	á�
g ú


	̄ AÓðYªÓ (32.9) 	áÓ Qå��


B@ 	¬Q¢Ë@ 	àñºK
 @ 	YËð R 3 x 	àA¿ AÒêÓ lim infn fn(x) = 0

. 1 ø
 ðA��
 �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ � 	® 	K 	áÓ 	áÖß


B@ 	¬Q¢Ë@ ú
ÍA�JËAK. ð n 	àA¿ AÒêÓ ∫

R fn dx = 1

: 	à

AK. �é 	̄QªÖÏ @ {ϕn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ Ég.


@ 	áÔ 	̄ , 	©J
K. ñË �AJ
�®K. R Xð 	P @ 	X @ , ½Ë@ 	Y»ð

ϕn(x) = 2n(nx− 1)χ]0,1/n[(x), xR

ú

	̄ AÓðYªÓ (38.9) 	áÓ 	áÖß



B@ 	¬Q¢Ë@ 	àñºK
 @ 	YËð R 3 x 	àA¿ AÒêÓ lim supn fn(x) = 0 	à


@ A 	JK
YË

· − 1
2 ø
 ðA��
 �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ � 	® 	K 	áÓ Qå��



B@ 	¬Q¢Ë@ ú
ÍA�JËAK. ð n 	àA¿ AÒêÓ ∫

RR
ϕn dx = − 1

2
	à

@ 	á�
g

Q¢J
�ÖÏ @ ð

@) �é 	JÒJ
êËAK. H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó Aî 	E @ . 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K �èQ 	¢	� ú


	̄ �èP@Y�Ë@ É�Jm��' �éj. J
�� 	K 	à
�
B@ ÐY�® 	K

. ÉÓA¾�JË @ �èPA ��@ �Im��' �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ @  ðQå�� �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë ù
 ¢ª�K ;" Éî �DÓ\ 	©J
K. ñÊË ( éJ
Ê«

�éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− [Éî �DÓ] �é 	JëQ�.Ó 10.2.9

: 	à

@ 	�Q 	® 	JË . X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �é�ñJ
�®Ë @ð �éÊÒ�JºÖÏ @

. ½ �� � µ �èXñk. ñÓ lim
n→∞

fn = f (@
: 	à


@ é�J 	®� g ÈñÒ» ©K. A�K Yg. ñK
 (H.

. ù
 ªJ
J.£ n 	àA¿ AÒêÓ ½ �� � µ , |fn| ≤ g
: A 	JK
YËð BñÒ» f 	àñºK


	YJ 	J«
∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

X

fn dµ. (40.9)

�HAJ. �KB @
	áÓ ½Ë 	Y» i. �J 	�K
 . ÈñÒ» f 	à 	X@ , ½ �� � µ , |f | ≤ g 	à


@ (H. ) 	áÓð �ñJ
�̄ f 	à


@ (@) 	áÓ �èQå��AJ.Ó i. �J 	�K


: A 	JK
YËð ÈñÒ» fn
	à

@ (H. )

. X úÎ« ½ �� � µ , −g ≤ fn ≤ g
: 	à


@ AÖß.

, X úÎ« ½ �� � µ , f = lim infn fn = lim supn fn
: 	à


@ Aî �DÓ 	PBð ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K 	áÓ i. �J 	�J
 	̄

∫

X

f dµ ≤ lim inf
n

∫

X

fn dµ

≤ lim sup
n

∫

X

fn dµ ≤
∫

X

f dµ.

. (40.9) �IJ. ��K
 AÜØ �éJ
î �D 	JÓð �éK
ðA���Ó �é�®K. A�Ë@ �éªK. P

B@ QK
XA�®ÖÏ @ 	à 	X@

H. PA�®�JÊË 	©J
K. ñË �é 	JëQ�.Ó �éj. J
�� 	K P 	Yª�J�K Y�® 	̄ Xñk. ñÓ Q�
 	« g 	áÒJ
êÖÏ @ ©K. A�JË @ 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	¢kCÓ 11.2.9

. 9.2.9 �é 	¢kCÖÏ @ ú

	̄ 	à@XP@ñË@ 	àBA�JÖÏ @ Q 	¢ 	�


@ . �é 	JÒJ
êËAK.
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	©J
K. ñËð 	àAÖß
P CÓA¾�K 3.9

Ðñê 	®Ó Éë , ��X

@ �èPAJ.ªK. ð . AÒëXñk. ð �éËAg ú


	̄ 	©J
K. ñËð 	àAÖß
P ú
ÎÓA¾�K 	á�
K. �é�̄CªË@ 	¬Qª	K 	à

@ YK
Q 	K A 	J 	K @

? 	àAÖß
P ÉÓA¾�K Ðñê 	®Ó XYÖß
 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K
�èQ�
 ��ªK. R Xð 	QK
 AÓY 	J« ø



@) 	©J
K. ñË I. �k �é�ñJ
�®Ë@ ©K. @ñ�JË @ ù
 Ò�	� . �HAjÊ¢�ÖÏ@ 	�ªK. YK
Yj�JK. @YJ. 	JË

©K. @ñ�JËAK. 	©J
K. ñË I. �k �éËñÒºË@ ©K. @ñ�JË @ ù
 Ò�	� AÒ» . �é�ñJ
�®Ë@ ©K. @ñ�JËAK. ( 	©J
K. ñË I. �k �AJ
�®ÊË �éÊK. A �®Ë @ AîE @ 	Qk.

@

	QÓQ 	Kð f �ñJ
�®Ë@ ©K. A�JÊË I ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K úÍ@
∫
I
f dx �K.� 	QÓQ 	K A 	J 	K @ , èXñk. ð �éËAg ú


	̄ ð . �éËñÒºË@
. èXñk. ð �éËAg ú


	̄
f ©K. A�JÊË 	àAÖß
P ÉÓA¾�K úÍ@

∫ b
a
f(x) dx �K.�

	àAÖß
P g 	àA¿ @ 	X @ . I = [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @XðYm×ð A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.3.9
: A 	JK
YËð I úÎ« BñÒ» 	©J
K. ñË f 	àA¿ I úÎ« BñÒ»

∫ b

a

f(x) dx =
∫

I

f dx. (41.9)

�HAJ. �KB @
Pn+1

	àñºK
 �IJ
m�'. I ÈAj. ÒÊË �HAÒJ
��®�K �éJ
ËA�J�JÓ {Pn}n =
{{a = xn,0 < · · · < xn,kn = b}}

n
	áº�JË

�I	KA¿ @ 	X @ . ∞ úÍ@ n Èð ñK
 AÓY 	J« 0 úÍ@ δPn ¡J
�ñË@ Èð ñK
 �IJ
m�'. ð 1 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Pn 	áÓ ��X

@

	àA¿ð , Pn Õæ
�
�®�JË @ �HBAm.× ù
 ë , kn , . . . , 0 = k ©Ó In,k = [xn,k−1, xn,k]

Mn,k = sup
In,k

f , mn,k = inf
In,k

f

: 	á�
ªK. A�JË @ 	àA
	̄

Un =
∑
kMn,kχIn,k

(x) �ð Ln(x) =
∑
k

mn,kχIn,k
(x)

A 	J 	K A
	̄ �é��̄ A 	J�JÓ {Un} �ð �èYK
@ 	Q��Ó {Ln} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ A 	J 	¢kB @ 	X@ . 	àBñÒ» AÒê 	̄ @ 	YËð I úÎ« 	àA�ñJ
�̄ð 	à@XðYm×

: 	á�
�JK
Aî 	DË @ 	à

@ øQ	K

L(x) = lim
n→∞

Ln(x) ð U(x) = lim
n→∞

Ln(x) (42.9)

A 	JK
YËð 	àA�ñJ
�̄ U �ð L 	à@ �Õç�' . I úÎ« 	àA¿ AÒ�JJ
k 	àA�JJ
î �D 	JÓ AÒëð 	àA�KXñk. ñÓ
L(x) ≤ f(x) ≤ U(x), ∀x ∈ I. (43.9)

: 	à

@ 	à

�
B@ 	¡kC	JË∫

I

Ln dx =
∑

k

mn,k|In,k| = R(f, Pn) (44.9)

�ð
∫

I

Un dx =
∑

k

Mn,k|In,k| = R(f, Pn). (45.9)

: A 	JK
YË é 	K

@ " Éî �DÓ\ 	áÓ i. �J 	�K
 @ 	YËð I úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK.

�èXðYm× Un
�ð Ln ©K. @ñ�JË @ 	àA

	̄ XðYm× f 	à

@ AÖß.∫

I

Ldx = lim
n→∞

∫

I

Ln dx,

∫

I

U dx = lim
n→∞

∫

I

Un dx. (46.9)

: 	à

@ (46.9) , (45.9) , (44.9) 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ ÈñÒ» 	àAÖß
P f 	à


@ AÖß.ð

∫

I

Ldx =
∫

I

U dx =
∫ b

a

f dx. (47.9)



127 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K 9 É� 	®Ë@

I. �k , @ 	YËð ÐðYªÓ I ÈAj. ÖÏ @ úÎ« U − L I. k. ñÖÏ @ ©K. A�JË @ ÉÓA¾�K 	à

@ (47.9) 	áÓ �èQå��AJ.Ó i. �J 	�K
 é 	K @

@ 	Yë . ½ �� � µ , f = U 	à

@ (43.9) 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . I úÎ« ½ �� � µ , U = L 	àñºK
 , 4.2.9 �éÓ 	PC

�
Ë@

. �é �®�®m× (31.9) 	à

@ (43.9) 	áÓ i. �J 	�K
ð �AJ
�®ÊË f �éJ
ÊK. A�̄ ú
æ

	��®K

	áºÖß
 ÈA�JÒ»ð �éËñÒ» 	àAÖß
P Q�
 	« Aî 	DºË �éËñÒ» 	©J
K. ñË ©K. @ñ�K Yg. ñ�K . iJ
m�� Q�
 	« 1.3.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �º« 	à@

. 1 �ð 0 	á�
K. �èPñ�jÖÏ@ ZAÒ�Ë@ X@Y«

CË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ 	Y 	g


@

½Ë 	Xð �èXðYjÖÏ @ Q�
 	« ©K. @ñ�JË @ �éÊÓA¾Ó ÉÒ ���
 	àAÖß
P ÉÓA¾�K Ðñê 	®Ó 	à

@ 	¬ðQªÖÏ @ 	áÓ •− �é 	¢kCÓ 2.3.9

I = [a, b] ú
Î« XðYm× Q�
 	« AªK. A�K f 	àA¿ @ 	X @ , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«ð ." ÕÔªÖÏ @ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K\ ùÒ��
 AÓ PAJ. �J«AK.
: �éJ
ËA�JË @ �@ñ	mÌ'AK. ©�JÒ�JK
 	àA¿ð

; [a+ ε, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P f ©K. A�JË @ 	àñºK
 0 < ε < b− a É¿ Ég.

@ 	áÓ (@

; �èXñk. ñÓ lim
ε→0

∫ b
a+ε

f(x) dx =
∫ b
a+
f(x) dx �éK
Aî 	DË @ (H.

. [a, b] úÎ« f ©K. A�JÊË ÕÔªÖÏ @ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K , A 	®K
Qª�K ,ñë ∫ b
a+
f(x) dµ XYªË@ 	àA

	̄

. �éJ
Ë @ñÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ è ��Q�®�K AÒ» 	©J
K. ñË I. �k �éÊÓA¾ÒÊË �éÊK. A�̄ ÕÔªÖÏ @ 	àAÖß
QË ÉÓA¾�JK. ©�JÒ�J�K ú

�æË@ ©K. @ñ�JË @ 	à@

	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	àA¿ @ 	X @ . I =]a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« AJ.k. ñÓð A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 3.3.9

: A 	JK
YËð ]a, b[ úÎ« BñÒ» 	©J
K. ñË f 	àA
	̄ @Xñk. ñÓ ∫ b

a+
f(x) dx ÕÔªÖÏ @

∫ b

a+

f(x) dx =
∫

I

f dx. (48.9)

�HAJ. �KB @
, fn = fχ[a+εn,b] ¨@ñ�JË @ . ∞ ñm� 	' n Èð ñK
 AÓY 	J« 0 ñm� 	' Èð ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ b− a > εn > 0 	áº�JË

: A 	JK
YËð . 1.3.9 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , I úÎ« �éËñÒ» , . . . , 1 = n

∫
I
fn dx =

∫ b
a+εn

f(x) dx.

H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ ,( �éÒêÓ Q�
 	« a Y	J« f
�éÒJ
�̄ 	à@) I úÎ« f ñm� 	' YK
@ 	Q���K {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ AÖß.ð

: 	à

@ ù


	®Ë ñJ.�
J. Ë I. �
�KQË @
∫

I

f dx = lim
n→∞

∫

I

fn dx =
∫ b

a+

f(x) dx.

	¡kCK
 	à

@ ZøPA�®Ë@ úÎ« . 	àAÖß
QË �éÒÒªÖÏ @ øQ 	k


B@ �HCÓA¾�JË @ úÍ@

�éJ.� 	�ËAK. �éÊ�KAÜØ l .�
'A�J 	K AªJ.£ A 	JK
YË

: é 	K

AK. R úÎ« ÕÔªÖÏ @ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K A 	J 	̄Q« @ 	X @ é 	K


@ �éJ.�A 	JÖÏ @ è 	YîE.∫ ∞

−∞
g(x) dx = lim

b→∞

∫ b

−b
f(x) dx,

ÉÓA¾�K 	àñºK
 	á�
g ú

	̄ @Xñk. ñÓ 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	àñºK
 	à


@ 	áºÒJ
 	̄ , �èXñk. ñÓ �éK
Aî 	DË @ è 	Yë 	àñº�K AÓY 	J«

	à@
	X @ ÈñÒ» 	©J
K. ñË Q�
 	« é 	JºË ÈñÒ» 	àAÖß
P f(x) = sinx/x ©K. A�JË @ ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«ð . Xñk. ñÓ Q�
 	« 	©J
K. ñË

.
∫
R |f(x)| dx =∞

. é�J 	JÓ ÈAm.× úÎ« 	àAÖß
P I. �k �éÊÓA¾ÒÊË �éÊK. A �®Ë @ ©K. @ñ�JË @ úÎ« 	¬Qª�JÊË �éJ
 	®J
» 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ù
 ¢ªK


f 	àñºK
 	YKY 	J« . I = [a, b] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« @XðYm×ð A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 4.3.9

. I úÎ« AJ. K
Q�®�K 	àA¿ AÒ�JJ
k @QÒ�J�Ó 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ @ 	X @ I úÎ« BñÒ» 	àAÖß
P
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ÉÓA¾�JË @ �èPA ��@ �Im��' ��A�®�J ��B @ 4.9

: �é 	JÒJ
êËAK. H. PA�®�JÊË 	©J
K. ñË �é 	JëQ�. ÖÏ ú
ÍA�JË @ Õæ
Òª�JË @ ÐY�® 	K , ÉÓA¾�JË @ �èPA ��@ �Im��' ��A�®�J ��B @ 	á« �IK
YmÌ'@ ÉJ. �̄

, [α, β[ ÈAj. ÖÏ @ 	áÓ ¡J
�ð λ �IJ
k , {fλ} �ð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.4.9

λ Èð ñK
 AÓY 	J« f ©K. A�K ñm� 	' X úÎ« ½ �� � µ H. PA�®�J�K {fλ} 	à

@ 	�Q 	® 	JË . X úÎ« �éËñÒ» ©K. @ñ�K �é«AÔg.

�é«ñÒm.× úÎ« BAÒ�Jk@ @Y« X úÎ« |fλ(x)| ≤ g(x) �IJ
m�'. X úÎ« ÈñÒ» g ©K. A�K Yg. ñK
 é 	K

@ð β ñm� 	'

. λ �K.�
��Êª�J�K Y�̄ ÐðYªÓ AîD�AJ
�̄

: A 	JK
YËð X úÎ« BñÒ» f 	àñºK
 	YKY 	J«

lim
λ→β

∫

X

fλ dµ =
∫

X

f dµ.

. λ→ α �ð ]α, β] 3 λ Ég.

@ 	áÓ �éÊ�KAÜØ l .�

'A�J 	K A 	JK
YË

�HAJ. �KB @
�éj. J
�� 	JË @ β ñm� 	' H. PA�®�J�K {λn} �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.


@ 	áÓ , é 	K @

	X @
�éK
XAªË@ 	©J
K. ñË �é 	JëQ�.Ó 	áÓ �èQå��AJ.Ó i. �J 	�K
 é 	K @

. {fλn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ Ég.

@ 	áÓ �é�̄ XA�

. X×]α, β[ úÎ« A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K F (., .) �ð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 2.4.9

: © 	�	JËð ]α, β[3 t 	àA¿ AÒêÓ ÈñÒ» ©K. A�K F (., t) 	à

@ 	�Q 	® 	JË

I(t) =
∫

X

F (x, t) dµ(x).

Xñk. ñÓ , ∂F
∂t (x, t0) , t0 �é¢�® 	JË @ Y 	J« t úÍ@

�éJ.�	� F ©K. A�JÊË ú

G 	Qm.Ì'@ ���J ��ÖÏ @ 	à


@ 	�Q 	® 	JËð ]α, β[3 t0 	áºJ
Ë

, t0 �Ë� P@ñk. ú

	̄
t Ég.


@ 	áÓ , �IJ
m�'. X úÎ« ÈñÒ» g ©K. A�K Xñk. ð ½Ë 	Y» 	�Q 	® 	JË . X úÎ« AJ
Ê¿ éJ. ��

: 	àñºK


. X úÎ« ½ �� � µ , F (x, t)− F (x, t0)
t− t0 ≤ g(x)

: A 	JK
YËð X úÎ« BñÒ» ∂F (x, t0)
∂t

	àñºK
 	YKY 	J«
{
dI(t)
dt

}

t=t0

=
∫

X

∂F (x, t0)
∂t

dµ(x).

�HAJ. �KB @
�ð ¡J
�ñ» λ = t

	Y 	g ñK
 �IJ
k �é�®K. A�Ë@ 1.4.9 �éª�ñÖÏ @ 	©J
K. ñË �é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J
J.¢�� ù

	®ºK


. ft(x) = F (x,t)−F (x,t0)
t−t0

: ÉÓA¾�JË @ H. A�k : ��J
J.¢��
I =

∫ +∞

0

e−s
2
ds.

: A 	JK
YËð �ñJ
�̄ é 	K @
	X @ [0,∞[ úÎ« ÈñÒ» Q�. �JªÖÏ @ ©K. A�JË @ 	à


@ 	¡kC	K 	à


@ Bð


@ A 	JJ
Ê«

e−s
2 ≤ 1

1+s2 , ∀s ≥ 0
: 	YKY 	J« © 	�	JË .∞ > I 	à 	X@
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. ψ(t) =
∫ 1

0
e−t2(1+x2)

(1+x2) dx �ð ϕ(t) =
(∫ t

0
e−s

2
ds

)2

: 	à

@ , e−s2 ← s ©K. A�JË @ P@QÒ�J�@ I. �. ��. , l� 	�@ð

ϕ′(t) = 2e−t
2 ∫ t

0
e−s

2
ds, ∀t ≥ 0.

úÎ« 	¬QªÖÏ @ F (., .) ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	Kð X =]0, 1[
	Y 	g


A 	K 	�Q 	ªË@ 	YêËð . 2.4.9 �é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J
J.¢�� YK
Q 	K A 	J 	K @

: 	à

AK. X×]0,∞[

F (x, t) = e−t2(1+x2)

(1+x2) ·
@ 	YËð ∂F

∂t (x, t) = −2te−t
2(1+x2) A 	JK
YË é 	K @

∣∣∣∂F
∂t

(x, t)
∣∣∣ ≤ 2te−t

2 ≤ 2, ∀t ≥ 0.

©K. A�JË @ 	à

@ AÖß.ð . t 6= t′ ©Ó 0 ≤ t′ , t �ð X 3 x 	àA¿ AÒêÓ |F (x,t)−F (x,t′)

t−t′ | ≤ 2 	à

@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


: úÎ« ,Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �K YªK. , Èñ�jÊË 2.4.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J
J.¢�� 	áºÖß
 é 	K A
	̄
X úÎ« ÈñÒ» 2← x �IK. A�JË @

ψ′(t) = −2e−t
2
∫ 1

0

te−t
2x2

dx = −2e−t
2
∫ t

0

e−s
2
ds.

	à

@ AÖß.ð 0 ≤ t Ég.


@ 	áÓ �IK. A�K , ϕ(t) + ψ(t) ¨ñÒj. ÖÏ @ 	à


@ ø



@ , ϕ′(t) + ψ′(t) = 0 ú
ÍA�JËAK. ð

	àA
	̄
ψ(0) = π

4
�ð φ(0) = 0

ϕ(t) + ψ(t) =
π

4
· (49.9)

�é�̄CªË@ ú

	̄ +∞ ñm� 	' Èð ñK
 t Éªm.�'. , É�j	J 	̄ 0 ≤ t 	àA¿ AÒêÓ , 0 ≤ ψ(t) ≤ π

4 e
−t2 	à


@ A 	J 	¢kB @ 	X@

: é 	JÓð I2 = π
4 úÎ« , (42.9)

∫ +∞

0

e−s
2
ds =

√
π

2
·
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	©J
K. ñË ÉÓA¾�K Èñk 	áK
PAÖ �ß

I. �
�KQË@ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó 	à

@ð ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K ú


	̄ �é 	JºÜØ �éÓA�JË @ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	à

@ 	á�
K. , �éJ.�A 	JÓ �éÊ�JÓ


@ PAJ. �J«AK. 1.9

. �é��̄ A 	J�JÖÏ @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @ Ég.

@ 	áÓ �èXP@ð Q�
 	«

[ gn = χ]n,∞[
�ð fn(x) = nxn−1χ]0,1[(x) 	á�
�JJ
ËA�J�JÖÏ @ , R úÎ« ,PAJ. �J«@ ½	JºÖß
]

, 0 < x Ég.

@ 	áÓ , © 	�	JË 2.9

f(x) = d
dx

(
x2 sin π

x2

)
= 2x sin π

x2 − 2π
x cos π

x2 ·
]0, 1[ úÎ« f ©K. A�JÊË 	àAÖß
P � ú
æ

��ñ» ÉÓA¾�K 	àA
	̄ −ε2 sin π

ε2 ñë ]ε, 1[ úÎ« f ©K. A�JÊË 	àAÖß
P ÉÓA¾�K 	à

@ AÖß.

: 	à

@ 	á�
J. �K 	à


AK. @ 	Yëð ]0, 1[ úÎ« 	©J
K. ñË I. �k �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A�̄ Q�
 	« f 	à


@ 	á�
K. . ÐðYªÓ

∫ 1

0
1
x

∣∣cos π
x2

∣∣ dx =∞ .
	à

@ bn ≥ x ≥ an

	àñ» 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . bn = (n− 1/3)−1/2 �ð an = (n + 1/3)−1/2 	áºJ
Ë]
[. | cos π

x2 | ≥ 1
2

	àA
	̄ @ 	YËð nπ + 1

3
π ≥ π

x2 ≥ nπ − 1
3
π

©K. A�JË @ 	áºJ
Ëð R úÎ« BñÒ»ð A 	̄QªÓ AJ.k. ñÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë 3.9

F (x) =
∫ x
−∞ f(t) dt, x ∈ R.

.QÒ�J�Ó F 	à

@ 	á�
J. �JË I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó ÐY 	j�J�@

	¬YîE. ð . �éÊÓA¾ÖÏ @ Ðñê 	®Ó úÍ@ 	á�
�KAJ
 	�AK
QË@ 	áÓ XY« Q 	¢	� 	J
» 	�ð ñë �éJ
ËA�JË @ �éªK. P

B@ 	áK
PAÒ�JË @ 	áÓ 	¬YêË@

L(X) �ð RN 	áÓ �é�@Q��Ó �é£CK. X �IJ
k (X,L(X)) úÎ« 	¬QªÖÏ @ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ñë µ 	à

@ 	�Q 	® 	K PA��J 	kB @

. X úÎ« 	¬QªÓ I. k. ñÓð �ñJ
�̄ ©K. A�K f 	à

@ð 	©J
K. ñË I. �k �é�ñJ
�®Ë@ X Z @ 	Qk.


@ �èQ�
 ��«

½ �� M ≥ f ≥ 0 	àA¿ @ 	X @ : ú
ÍA�JË @ ñj	JË @ ú
Î« f XðYm× �ñJ
�̄ ©K. A�K ÉÓA¾�K 	©J
K. ñË 	¬Q« Y�®Ë 4.9
: A 	®K
Qª�K ñë f ÉÓA¾�J 	̄

X úÎ«
∫

X

f(x) dx = lim
m→∞

mM∑

k=1

k

m

∣∣∣∣
{
k

m
≤ f < k + 1

m

}∣∣∣∣ ,

. E Z 	Qj. ÊË 	©J
K. ñË �AJ
�̄ úÍ@ |E| Q�
 ���
 , RN ⊃ E Ég.

@ 	áÓ , �IJ
k

. �PYË@ ú

	̄ XP@ñË@ 	K
Qª�JË @ ©Ó ��J.¢ 	�K
 	K
Qª�JË @ @ 	Yë 	à


@ 	á�
K.

ÉÒ ���
Ë 	©J
K. ñË 	K
Qª�K (1962− 1866) (de la Vallée-Poussin) " 	á�
�ñK. ú
ÍA 	̄ BX\ ©�ðð 5.9
ø


	YË@ ù

�®J
�®mÌ'@ ©K. A�JË @ (ù
 ªJ
J.£ XY« m ) Tm 	áºJ
Ë : ú
ÍA�JË @ ñj	JË @ ú
Î« �èXðYjÖÏ @ Q�
 	« �é�ñJ
�®Ë @ ©K. @ñ�JË @

é 	®K
Qª�K

( Tm
	àAJ
K. Õæ�P


@) Tm(t) = 1

2{|t+m| − |t−m|} , t ∈ R .
ÉÓA¾�Kð �èXðYm× ©K. @ñ�K AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {fm} �I	KA¿ m �� 	̄ 

B@ Y 	J« f Q��K. ©K. A�K ñë fm = Tm ◦ f 	àA¿ @ 	X @
: A 	®K
Qª�K ñë f

∫

X

f(x) dx = lim
m→∞

∫

X

fm dx .

. �PYË@ ú

	̄ XP@ñË@ 	K
Qª�JË @ Zú 	̄ A¾K
 	K
Qª�JË @ @ 	Yë 	à


@ 	á�
K.

ÉÓA¾�K 	K
Qª�JK. Q» 	Y�K �é�®K
Q¢�. ÉÓA¾�JË @ 	¬QªK
 é 	KA
	̄ (1942− 1897) (Saks) " �» A�\ A�Ó


@ 6.9

mk = inf
Ek

f 	àA¿ð X �Ë�
�é�ñJ
�̄ �éK 	Qm.�

�' P = {E1, . . . , En} �I	KA¿ @ 	X @
��X@ �èPAJ.ªK. ð . �j. ÊJ
��� � 	àAÖß
P
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�K.� ù¢ªK
 ÉÓA¾�JË @ 	àA
	̄

∫

X

f(x) dx = sup
P

n∑

k=1

mk|Ek| .

. �PYË@ ú

	̄ XP@ñË@ 	K
Qª�JË @ ½Ë 	Y» Zú 	̄ A¾K
 	K
Qª�JË @ @ 	Yë 	à


@ 	á�
K.

ø
 PðXñJ
�K @PA¿ 	¬QªK
 ." 	àAJ
J. Ë @ �Im��' �ékA�ÖÏ @\ é 	K

AK. ÉÓA¾�JÊË Ðñê 	®Ó Yg. ñK
 @Q�
 	g


@ð 7.9

Z 	Qm.Ì'@ 	áºJ
Ë : ú
ÍA�JË @ ñj	JË @ úÎ« �ñJ
�̄ð XðYm× ©K. A�K ÉÓA¾�K (1950− 1873) (Carathéodory)

(@ 	Yë 	áÓ Y»

A�K) �ñJ
�̄ RN+1 	áÓ Z 	Qk. A(f) 	à@ . A(f) = {(x, y) ∈ X × R | 0 ≤ y ≤ f(x)}

A 	®K
Qª�K ñë ÉÓA¾�JË @ð
∫

X

f(x) dx = |A(f)| (50.9)

.Q�. �JªÖÏ @ Z 	Qj. ÊË RN+1 ú

	̄ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ úÍ@ |A(f)| Q�
 ���
 �IJ
k

. �PYË@ ú

	̄ XP@ñË@ 	K
Qª�JË @ ½Ë 	Y» Zú 	̄ A¾K
 (50.9) 	à


@ 	á�
K.

(50.9) �é�̄CªË@ Zñ 	� úÎ« � 	áÒJ
êÖÏ @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó É�JÓ � l .�
'A�J 	JË @ 	�ªK. ÉK
ð


A�K YJ
 	®ÖÏ @ 	áÓ ½Ë 	Y» é 	K @

. 	YKY 	J« l� 	�@ð AêËñËYÓð .

	àA¿
∞∫
−∞

f dx <∞ 	àA¿ð AJ.k. ñÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	àA¿ @ 	X @\ : h. A�J 	J���B @ ú

	̄ ½Ëñ�̄ AÓ 8.9

? " lim
|x|→∞

f(x) = 0

g(x) = f(x+ v) 	áºJ
Ë , A�J�. �JÓ A«Aª �� RN 3 v Ég.

@ 	áÓð RN úÎ« BñÒ» AªK. A�K f 	áºJ
Ë 9.9

: 	à

@ð ½Ë 	Y» ÈñÒ» g 	à


@ 	á�
K. . f �Ë� AK. Aj�	�@

∫

−RN

g dx =
∫

RN

f dx . (51.9)

. �HAK. Aj�	�B @ úÍ@
�éJ.�	� 	©J
K. ñË �AJ
�̄ Q���
 	ª�KB �éJ
�A	mÌ Q 	k

�
@ Q�
J.ª�K B@ (51.9) �é�̄CªË@ AÓ

. ∑
n

∫
X
|fn| dµ <∞ �IJ
m�'.

�é�ñJ
�̄ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} �ð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 10.9

: �ð ½ �� � µ A �®Ê¢Ó �éK. PA �®�JÓ ∑
n
fn

	à

@ �I�. �K


@

∫

X

(∑
n

fn

)
dµ =

∑
n

∫

X

fn dµ .

. ½ �� � µ , lim
n→∞

fn = 0 	à

@ �ñ�	mÌ'@ úÎ« , 	á�
K.

©K. A�JË @ 	áºJ
Ëð I = [0, 1] ú

	̄ �èXñk. ñÖÏ @ �é�®£A 	JË @ X @Y«


CË @X@Yª�K r1, r2, . . . , rn, . . . 	áºJ
Ë 11.9

.
∫

I

f(x) dx I. �k

@ . f(x) =

∑

{n|x>rn}
2−n

¨ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ �I�. �K


@ 12.9

∞∑
n=0

∫ π

0

(1−
√

sinx)n cosx dx

. Aî 	DJ
« , �éJ
î �D 	JÓ �éK
Aî 	E ñm� 	' H. PA�®�JÓ
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	àA¿ BñÒ»
∞∑

n=−∞
f(x+ n) 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@ . R úÎ« A 	̄QªÓ A�ñJ
�̄ð AJ.k. ñÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë 13.9

: A 	JK
YËð BñÒ» ñëð ½ �� AJ
î �D 	JÓ ϕ(x) =
∞∑

n=−∞
f(2nx+ 1) 	àA¿ BñÒ» f 	àA¿ @ 	X @ �Õç�' . ½ �� f = 0

∫

R
ϕ(x) dx =

∫

R
f(x) dx .

{x ∈ X | f(x) 6= 0} 	à

@ �I�. �K


@ . L1(X,µ) 3 f 	áºJ
Ëð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 14.9

. �éJ
î �D 	JÓ Aî�EA�AJ
�̄ �HA«ñÒj. ÖÏ XðY« Q��»

B@ úÎ« XAm��' @ Aî 	E


@ ø



@ , �éJ
î �D 	JÓ � σ �é«ñÒm.×

�AJ
�®Ë @ 	áºJ
Ëð A�ñJ
�̄ð AJ.k. ñÓð CÒ�JºÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A�A�®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 15.9
: 	à


AK. (X,A) úÎ« 	¬QªË@

ν(E) =
∫

E

f dµ, E ∈ A .
? AJ
î �D 	JÓ σ (H. ? AJ
î �D 	JÓ (@ : ν 	àñºK
 ú �æÓ .1

: 	à

@ 	á�
K. . X úÎ« A 	̄QªÓ A�ñJ
�̄ð AJ.k. ñÓð CÒ�JºÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K g ½Ë 	Y» 	áºJ
Ëð .2

∫

X

g dν =
∫

X

gf dµ .

, ��X

@ �èPAJ.ªK. ð . QÒ�J�Ó ¡J
�ñK. ��Êª�J�K ú


�æË@ ©K. @ñ�JË @ Ég.

@ 	áÓ �é�̄ XA� ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K 	à


@ �I�. �K


@ 16.9

: A 	JK
YË ÈñºK
 , Aë ðA¢«@ ù

	ªJ. 	�K
 , �éÖ ßCÓ  ðQå�� �Im��'

∫

X

lim inf
i∈I

fi dµ ≤ lim inf
i∈I

∫

X

fi dµ.

. �éËX

CË �éJ
 	®J
» �é«ñÒm.× ù
 ë I A 	Jë

úÎ« �é 	̄QªÓ �é�ñJ
�̄ð �éJ.k. ñÓ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	àñº�JË :ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�JË �éJ
ËA�JË @ �é 	ªJ
�Ë@ �I�. �K

@ 17.9

A 	JK
YËð ÈñÒ» f 	àA
	̄ ∫

X
fn dµ ≤M <∞ 	àA¿ð ½ �� � µ , f ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {fn} �I	KA¿ @ 	X @ . X

�é«ñÒm.×
.
∫
X
f dµ ≤M

�éËñÒºË@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �HAJ
ËA�J�JÓ {fn} �ð {ψn} �ð {ϕn} �ð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 18.9
	à

@ 	�Q 	® 	JË . ú
Í@ñ�JË @ úÎ« f �ð ψ �ð ϕ ñm� 	' �é£A��. K. H. PA�®�J�Kð X úÎ« �é 	̄QªÖÏ @

N? 3 n �ð X 3 x 	àA¿ AÒêÓ ϕn(x) ≤ fn(x) ≤ ψn(x)
	à

@ð

lim
n→∞

∫
X
ψn dµ =

∫
X
ψ dµ <∞ �ð lim

n→∞
∫
X
ϕn dµ =

∫
X
ϕdµ ∈ R

: 	à

@ ø



@ ,Qå� 	JªK. Qå� 	J« �éËñÒ» {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ �I�. �K


@

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =
∫

X

f dµ .

�é 	̄QªÖÏ @ �éJ.k. ñÖÏ @ð �é�ñJ
�®Ë @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �é��̄ A 	J�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn} �ð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 19.9
: 	àA

	̄
L1(X,µ) 3 f1 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ �I�. �K


@ . f ñm� 	' �é£A��. K. H. PA�®�J�Kð X úÎ«

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =
∫

X

f dµ .

. BñÒ» f1
	�Q 	̄ 	á« A 	J�
 	J 	ª�J�@ @ 	X @

��Y��� B Y�̄ �éj. J
�� 	JË @ 	à

@ 	á�
J. K
 BA�JÓ ¡«


@
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é 	K

@ �I�. �K


@ . X úÎ« ½ �� � µ AÓAÖ �ß AJ.k. ñÓð A�ñJ
�̄ AªK. A�K f �ð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 20.9

�IJ
m�'.
�éJ
ËA�J�JÓ A ⊃ {En} �I	KA¿ @ 	X @

lim
n→∞

∫

En

f dµ = 0

. lim
n→∞

µ(En) = 0 	àA
	̄

�éJ. K
PA �®�JÓ �éËñÒ» ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð ∞ > µ(X) ©Ó A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 21.9
	à

@ð ÈñÒ» f 	à


@ �I�. �K


@ . f ©K. A�K ñm� 	' X úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK.

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =
∫

X

f dµ.

? µ(X) =∞ �éËAg ú

	̄ �éÊ�KAÜØ �éj. J
�� 	K A 	JK
YË Éë

X úÎ« ½ �� � µ �éK. PA �®�JÓ �é�ñJ
�̄ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 22.9
: é 	K


@ �I�. �K


A 	̄ BñÒ» f 	àA¿ @ 	X @ . f ©K. A�K ñm� 	'

. lim
n→∞

∫

X

|fn − f | dµ = 0 	à

@ lim

n→∞

∫

X

|fn| dµ =
∫

X

|f | dµ 	áÓ i. �J 	�K


. ÈñÒ» Q�
 	« f 	àA¿ @ 	X @
�èP 	Yª�JÓ 	àñº�K Y�̄ �éj. J
�� 	JË @ 	à


@ð

½ �� � µ �éJ. K
PA�®�JÓ �éJ.k. ñÓð A�ñJ
�̄ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} 	áº�JËð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 23.9
: 	à


@ 	�Q 	® 	JË . f ©K. A�K ñm� 	' X úÎ«

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =
∫

X

f dµ <∞.

: A 	JK
YË Éë
? A 3 E 	àA¿ AÒêÓ lim

n→∞

∫

E

fn dµ =
∫

E

f dµ

. I úÎ« A 	̄QªÓ A�ñJ
�̄ AJ
 �®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (I,A, µ) �ð I = [0, 1] 	áºJ
Ë 24.9
: 	à


@ �I�. �K


@ . Z 3 f(x) �IJ
m�'. I 3 x Qå�A 	JªË@ �é«ñÒm.× úÍ@ A �K.� 	QÓQ 	�Ë

lim
n→∞

∫

I

[
cos

(
πf(x)

)]2n

dµ = µ(A).

	à

@ �I�. �K


@ . L1(I, µ) 3 f 	áºJ
Ëð I = [0, 1] �IJ
k A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (I,A, µ) 	áºJ
Ë 25.9

: I. �k

@ �Õç�' N? 3 n 	àA¿ AÒêÓ L1(I, µ) 3 xnf(x)

lim
n→∞

∫

I

xnf(x) dµ(x).

X úÎ« A 	̄QªÓ AJ.k. ñÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð ∞ > µ(X) ©Ó A�A�®�Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 26.9
: �éK
Aî 	DË @ 	àñº�K ú
¾Ë ú


	̄ A¾Ë @ð Ð 	PB@  Qå��Ë @ 	à

@ �I�. �K


@ .

lim
n→∞

∫

X

fn dµ

. µ({f > 1}) = 0 	àñºK
 	à

@ ñë �éJ
î �D 	JÓð �èXñk. ñÓ
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	àñº�K �IJ
m�'. ð I úÎ« �é 	̄QªÓ �é�ñJ
�̄ 	©J
K. ñË �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn} �ð I = [0, 1] 	áºJ
Ë 27.9
	à

@ �I�. �K


@ . I úÎ« ½ �� �èXñk. ñÓ lim

n→∞
fn(x) = f(x) �éK
Aî 	DË @

lim
n→∞

∫

I

fn(x) exp
(
fn(x)

)
dx =

∫

I

f(x) exp
(
f(x)

)
dx

	à

@ð

∫

I

∞∑
n=1

[fn(x)]2 dx =
∞∑
n=1

∫

I

[fn(x)]2 dx.

: 	à

@ 	á�
J. 	̄ I 	áÓ ø
 Q 	®� Z 	Qk. úÎ« B@ ÐYª	J�K B f �ð fn ©K. @ñ�JË @ 	à


@ A 	J 	�Q�� 	̄ @ @ 	X @ �Õç�'

lim
n→∞

∫

I

sin{fn(x)}
fn(x)

dx =
∫

I

sin{f(x)}
f(x)

dx.

: �éK
Aî 	DË @ P �Y�̄ (@ 28.9

lim
n→∞

∫

[0,1]

(
1− e−x2/n

)
x−1/2 dx.

: úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. È@ ñ�Ë@ � 	® 	K (H.

. lim
n→∞

∫

[0,n]

(
1 +

x

n

)n
e−2x dx �ð lim

n→∞

∫

[0,n]

(
1− x

n

)n
ex/2 dx

: 	à

@ 	á�
K. . 0 ≤ r �ð −1 < p 	áºJ
Ë 29.9

lim
n→∞

∫

[0,n]

xp(Log x)r
(
1− x

n

)n
dx =

∫ ∞

0

xp(Log x)re−x dx <∞.

: 	à

@ i. �J 	J���@∫ ∞

0

xp(Log x)re−x dx = lim
n→∞

[
Log n−

(
1 +

1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n

)]
= −C,

."QËð

@\ �IK. A�K ñë C = 0, 577215... �IJ
k

AîD
Ê« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ð �èQ�
 ��«ð R �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ 	àñºÖÏ @ �A�®ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ (R,L(R), µ) 	áºJ
Ë 30.9

XðYm× R← R : g ©K. A�K Yg. ñK
 , 0 < ε É¿ Ég.

@ 	áÓ , é 	K


@ �I�. �K


@ . BñÒ» AªK. A�K R← R : f 	áºJ
Ëð

: �IJ
m�'. [a, b] �@Q��Ó ÈAm.× h. PA 	g ÐðYªÓð
∫

R
|f − g| dµ ≤ ε.

: 	à

@ úÎ« 	áëQ�. �K ú
¾Ë ��A�®�J ��B @ 	K
Qª�K ÐY 	j�J�@ 31.9

f(t) =
∫

[0,1]

etxx−1/3 dx

. R 3 t �é¢�® 	K É¿ Y	J« ��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄

: ©K. A�JË @ 	à

@ �I�. �K


@ L1(I) 3 f �ð 	©J
K. ñË �AJ
�®K. Xð 	QÓ I = [0, 1] 	áºJ
Ë 32.9

g(t) =
∫

I

cos
(
tf(x)

)
dx

. R 3 t �é¢�® 	K É¿ Y	J« ��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄ð @YJ
k.
	¬QªÓ
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? �HA�®�J ��Ó �é�KC�K ? 	á�
�®�J ��Öß. g ©�JÒ�JK
 ú
¾Ë f Aê�®�®m�'
 	à

@ ù


	ªJ. 	�K
 ú

�æË @  ðQå��Ë @ ù
 ë AÓ

: 	áº�JË 33.9

Sn(x) =
n∑

k=0

1 · 3 · · · (2k − 1)
k!2k

xk, −1 < x < 1,

: 	à

@ 	á�
K. . f(x) = (1− x)−1/2 ©K. A�JÊË (Maclaurin) 	à@PñÊ¿ AÓ �éÊ�Ê�Ë �éJ
K 	Qm.Ì'@ ©J
ÓAj. ÖÏ @ �éJ
ËA�J�JÓ

lim
n→∞

∫

]−1,1[

|Sn(x)− f(x)| dx = 0.



10 É� 	®Ë@

Z @Ym.Ì'@ �HA�AJ
�̄ð Z@Ym.Ì'@ QKA ��«

Q�
» 	Y�K 1.10

. X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �éJ
ËA 	g Q�
 	« �éJ 	̄ A �ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− 	K
Qª�K � �HA«ñÒj. ÖÏ @ Q�.g. 1.1.10

: ú
ÎK
 AÓ �I�®�®k @ 	X@ X úÎ« ú
ÍðñK. Q�.g. ð

@ �HA«ñÒm.× Q�.g. Aî 	E @ A 	á« Èñ�® 	K

, A 3 A ∪B A 	JK
YË A 	áÓ B �ð A 	àA¿ AÒêÓ - 1

.A 3 cA A 	JK
YË A 	áÓ A 	àA¿ AÒêÓ - 2

(σ) AÒ 	ªJ
� ù
 Ò�	� . �é«ñÒm.× X 	áº�JË •− 	K
Qª�K � QKA ��ªË@ ð

@ PñJ.k. (σ) AÒ 	ªJ
�Ë@ 2.1.10

	à

@ ú


	æª�K ú

�æË@ �èXðYªË@ �éJ
ªÒm.Ì'@ �éJ
�A	m�'. ©�JÒ�JK
 X úÎ« A �HA«ñÒm.× Q�.g. É¿ X úÎ« �èQ�
 ��« ð


@ @Q�.g.

.A 	áÓ Qå� 	J« A Qå�A 	J« 	áÓ �èXðY« �é«AÔg. É¿ XAm��' @

�éK
Aî 	E ù
 Ò�	� . X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {An} 	áº�JË •− 	K
Qª�K � �éJ. �
�KQË @ �HAJ 	®Ë @ 3.1.10

: © 	�	� A 	J 	K @ .An Z @ 	Qk.

B@ XAm��' @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë

.An+1 ⊃ An �IJ
k A∞ = lim↑An =
⋃
nAn

: Bn Z @ 	Qk.

B@ ©£A�®�K �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë �éK
Aî 	E ù
 Ò� 	� 	̄

X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ �é��̄ A 	J�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ {Bn} �I	KA¿ @ 	X @ , ½Ë 	Y»ð

. Bn+1 ⊂ Bn �IJ
k B∞ = lim↓Bn =
⋂
nBn

. �èYK
@ 	Q��Ó ð

@ �é��̄ A 	J�JÓ AÓ@ �I	KA¿ @ 	X @

�éJ. �
�KP Aî 	E @ �HA«ñÒm.× �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K

Aî�EAJ
ËA�J�JÓ É¿ �HAK
Aî 	E úÎ« ÉÒ ���� , X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ , M �éJ 	̄ É¿ �éJ. �
�KP �éJ 	̄ ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 1.3.1.10

.M úÍ@ ù
 Ò�J 	��K Aî �DK
Aî 	D 	̄ M 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ. �
�KP �éJ
ËA�J�JÓ {An} �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ ø



@ . �éJ. �
�KQË @

. �éJ. �
�KP �éJ 	̄ �èQ�
 ��« É¿ •− �éJ
 	��̄
4.1.10

�HAJ. �KB @
	àA

	̄ �èXðYªË@ �éJ
ªÒm.Ì'@ �éJ
�A	m�'. ©�JÒ�J�K A 	à

@ AÖß. . AëQå�A 	J« 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {An} �ð �èQ�
 ��« A 	áº�JË

lim ↑ An =
⋃
An ∈ A.

. �èXðYªË@ �HAª£A�®�JË @ úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. �é�®Ê 	ªÓ �èQ�
 ��ªË@ 	àñ» Ð@Y 	j�J�AK. l .Ì'Aª�J 	̄ �é��̄ A 	J�JÖÏ @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @ �éËAg AÓ


@

. �éJ. �
�KP �HAJ 	̄ ©£A�®�K É¿ �éJ. �
�KP �éJ 	̄ ñë •− �éJ
 	��̄
5.1.10
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�HAJ. �KB @
�éJ
ËA�J�JÓ {An}n≥1

	áº�JËð . R =
⋂
i∈I
Ri ; X

�é«ñÒm.× úÎ« �éJ. �
�KQË @ �HAJ 	®Ë @ 	áÓ �é«AÔg. {R}i∈I 	áº�JË

{An}n≥1
	à

@ AÖß. . 1 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Ri0 3 An 	à


@ l� 	�@ð . I 3 i0 �IJ. �� 	JËð . R 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ. �
�KP

	àA
	̄ ù


	®J
» i0
	à

@ AÖß.ð . Ri0 úÍ@ ù
 Ò�J 	��K �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë �éK
Aî 	E 	àA

	̄ �éJ. �
�KQË @ �éJ 	®Ë @ ú

	̄ �éJ. �
�KP

. R =
⋂
i∈I
Ri 3 lim

n→∞
An

�éK
Q 	ª�

@ �éJ. �
�KP �éJ 	̄ Yg. ñ�K , X 	áÓ �éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ Z �éJ 	̄ É¿ Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


.Z 	áÓ �èYËñÖÏ @ �éJ. �
�KQË @ �éJ 	®Ë @ Aî 	E

AK. R0

	á« Èñ�® 	K .Z úÎ« ø
 ñ�Jm��' R0

.J 	áÓ �èYËñÖÏ @ �éJ. �
�KQË @ �éJ 	®Ë @ úÍ@ R �K.� Q�
 �� 	�Ëð X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ @Q�.g. J 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 6.1.10

.A = R 	àñºK
 , J 	áÓ �èYËñÖÏ @ �èQ�
 ��ªË@ úÍ@ Q�
 ���
 A 	àA¿ @ 	X @ , 	YKY 	J«

�HAJ. �KB @
�éJ 	̄ Q 	ª�


@ úÎ« ø
 ñ�Jm��' ú
æê 	̄ J úÎ« ø
 ñ�Jm��' Aî 	E


@ AÖß.ð , 4.1.10 �Ë� A �® 	̄ð , �éJ. �
�KP �éJ 	̄ ú
æê 	̄ �èQ�
 ��« A 	à


@ AÖß.

: �éJ 	®Ë @ , P(X) 3 A É¿ Ég.

@ 	áÓ ,Q�. �Jª 	K �ºªË@ �HAJ. �KB .A ⊃ R 	à 	X@ , J ø
 ñ�Jm��' �éJ. �
�KP

Φ(A) = {B ∈ P(X) | A ∪B, A−B, B −A ∈ R}· (1.10)

.Φ(B) 3 A 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ Φ(A) 3 B 	à

@ �éËñîD��. 	¡kC�K 	à


@ ½ 	JºÖß


	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {Bn} �I	KA¿ @ 	X @ ,QÓ

B@ �é�®J
�®k ú


	̄ ð . �éJ. �
�KP �éJ 	̄ Φ(A) 	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	JËð A �IJ. �� 	JË

: 	àñº�K Φ(A) Qå�A 	J«
R Qå�A 	J« 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {A ∪Bn}
R Qå�A 	J« 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {Bn −A}
R Qå�A 	J« 	áÓ �é��̄ A 	J�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ {A−Bn}





	à

@ ø



@ , R úÍ@ Aî�EAK
Aî 	E 	à 	X@ ù
 Ò�J 	��J 	̄

R 3 lim↑(Bn −A) = lim↑Bn −A �ð R 3 lim↑(A ∪Bn) = A ∪ lim↑Bn

, R 3 lim↓(A−Bn) = A− lim↑Bn �ð
.Φ(A) 3 lim↑Bn

	à 	X@
. �é��̄ A 	J�JÖÏ @ é�KAJ
Ë A�J�JÓ �HAK
Aî 	E ½Ë 	Y» ø
 ñ�Jm��' Φ(A) 	à


@ 	áÓ H. ñÊ�


B@ � 	® 	JK. Y»


A�J�K 	à


@ ½	JºÖß
ð

ú
ÍA�JËAK. ð J ø
 ñ�Jm��' �éJ. �
�KP �éJ 	̄ Φ(A0) 	à 	X@ .J 3 B0
	àA¿ AÒêÓ Φ(A0) 3 B0

	àA¿ J 3 A0
	àA¿ @ 	X @

.R 3 B 	àA¿ AÒêÓð J 3 A0
	àA¿ AÒêÓ Φ(A0) 3 B øQ 	k


@ �èPAJ.ªK. ð .Φ(A0) ⊃ R

@ 	Yë .J 3 A0
	àA¿ AÒêÓð R 3 B 	àA¿ AÒêÓ Φ(B) 3 A0

	à

@ A 	® 	K

�
@ Q» 	X ø


	YË@ ñ 	̄ A¾�JË @ 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K

A�	JëQK. .Φ(B) ⊃ R 	àA

	̄ �éJ. �
�KP �éJ 	̄ Φ(B) 	à

@ AÖß.ð .Φ(B) ⊃ J A 	JK
YË �I�. �JÓ R 3 B Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ ú


	æªK

: úÎ« 	à 	X@

.R 3 B −B′ , B′ −B , B ∪B′ 	àA¿ R 	áÓ B′ �ð B 	àA¿ AÒêÓ (2.10)

	áÓ R 3 B1 ∪B2 ½Ë 	Y»ð .R 3 B Ég.

@ 	áÓ R 3 cB 	à


@ úÎ« É�m� 	' B′ = X

	Y 	g

AK.

	YKY 	J«
. ÈðñJ. Ë Q�.g. ð


@ �HA«ñÒm.× Q�.g. R 	à


@ �IJ. ��K
 @ 	Yë .R 	áÓ B2

�ð B1 Ég.

@

.J 	áÓ �èYËñÖÏ @ A �èQ�
 ��ªË@ úÎ« 	à 	X@ ø
 ñ�Jm��' Aî 	E @ . �èQ�
 ��« R 	à

@ �éJ
Ë @ñÖÏ @ 7.1.10 �éJ£ñ�JË @ 	áÓ i. �J 	�K


. A ⊂ R 	à 	X@
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	áÓ é 	K

@ ú 	æªÖß.) �èYK
@ 	Q��ÖÏ @ �HAK
Aî 	DË @ úÍ@

�éJ.�	� A �®Ê 	ªÓ 	àA¿ @ 	X @ . ÈðñJ. Ë @Q�.g. A 	áºJ
Ë •− �éJ£ñ�K 7.1.10

. �èQ�
 ��« é 	KA
	̄ ( A úÍ@

�éJ
Ò�J 	JÓ lim↑An
�éK
Aî 	DË @ 	àñº�K A 	áÓ AëQå�A 	J« {An} �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.


@

�HAJ. �KB @
�èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë 	à


@ øQ	K An =

⋃
1≤p≤n

Bp © 	�ñK. .A Qå�A 	J« 	áÓ �éJ
 	®J
» �éJ
ËA�J�JÓ {Bn} 	áº�JË
: ú
ÍA�JËAK. ð⋃

n

Bn =
⋃
n

An = lim
↑
An ∈ A.

. �èQ�
 ��« A 	à

@ 	á�
J. K
 ø


	YË@ QÓ

B@
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Z @Ym.Ì'@ �HA�AJ
�̄ 2.10

éJ
J. 	��K
(F,Q) �ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ úÎ« 	¬QªÓ λ �AJ
�̄ 	á« Èñ�® 	K : �éJ
î �D 	JÓ � σ �Ë @ �HA�AJ
�®ËAK. ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ ¡�® 	̄ Õ �æî 	E A 	J 	K @
. ∞⋃
n=1

Mn = F �IJ
m�'. ð (Q 	áÓ ø


@) �é�ñJ
�̄ AëQå�A 	J« {Mn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÓ �HYg. ð @ 	X @ é�J 	JÓ � σ é 	K @
AÖ ß @X ©J
¢���	� A 	J 	K


@ 	 	�	� 	à


@ A 	Jë A 	J�	JºÖß
 . F �é«ñÒj. ÒÊË ZA 	J 	̄ @ Aî 	E @ {Mn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	á« AëY	J« Èñ�® 	Kð
�IJ
k {M ′

n}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÖÏ AK. �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë 	��
ñª�K 	áºÖß
 é 	K


@ ½Ë 	X . �èYK
@ 	Q��Ó {Mn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	�Q 	̄
. F ñë AëXAm��' @ð �èYK
@ 	Q��Óð �é�ñJ
�̄ Qå�A 	J« �H@ 	X , M ′

n = ∪ni=1Mi

�ð X = X1 ×X2 Z @Ym.Ì'@ 	áºJ
Ëð . 	á�
��
 �®Ó 	á�
KA 	� 	̄ (X2,A2, µ2) �ð (X1,A1, µ1) 	áºJ
Ë�é�@PX A 	JÒîE
 	áºË , �HA�AJ
�̄ �èY« (X,A) úÎ« 	K
Qª�K AªJ.£ 	áºÖß
 . éJ
Ê« Z@Ym.Ì'@ �èQ�
 ��« A = A1 ⊗A2

�éJ
�A�

B@ �@ñ	mÌ'@ Õæ
Òª�JK. iÒ��� ú


�æË@ ½Ê�K 	áºÓ

@ @ 	X @ð ; µ2

�ð µ1 úÎ« @XAÒ�J«@ Aë ðA ��	� @ 	áºÖß
 ú

�æË@ ½Ê�K

. �éÊÓA¾ÖÏ @ I. �
�KQ�K ÉK
YJ. �K Aî �DÓY�®Ó ú

	̄ ú


�G

A�Kð �é 	®«A 	�ÖÏ @ �HCÓA¾�JÊË

(X,A) .= (X1 ×X2,A1 ⊗A2) úÎ« 	¬QªÓ µ �AJ
�̄ É¿ Z@Yg. �AJ
�̄ ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 1.2.10

: ���®m�'
ð

µ(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2), ∀A1 ∈ A1, ∀A2 ∈ A2, µ1(A1) <∞, µ2(A2) <∞. (3.10)

� σ 	á�
��
 �®Ó 	á�
KA 	� 	̄ (X2,A2, µ2) �ð (X1,A1, µ1) 	áºJ
Ë •− ( �éJ
 	K @YgñË@) �éJ
 	��̄
2.2.10

©�JÒ�JK
 (X,A) úÎ« ,Q��»

B@ úÎ« , Yg@ð µ �AJ
�̄ ø



@ ,Q��»


B@ úÎ« Yg@ð Z@Yg. �AJ
�̄ Yg. ñK
 . 	á�
�J
î �D 	JÓ

. (3.10) �éJ
�A	mÌ'AK.
�HAJ. �KB @

AÒê 	̄ , �éJ
î �D 	JÖÏ @ �éJ
ªÒj. ÊË A �® 	̄ðð , �HCJ
¢���ÖÏ @ úÎ« 	àA�®J.¢ 	�K
 AÒî 	E @ . (3.10) 	àA �®�®m�'
 	á�
�AJ
�̄ µ̃ �ð µ 	áºJ
Ë
. �éJ
�A�


B@ �HA«ñÒj. ÒÊË E �HA«ñÒj. ÖÏ @ Q�.g. úÎ« ø



@ , �HCJ
¢���ÒÊË �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �H@XAm��'B @ úÎ« 	àA�®J.¢ 	�K


. M⊃ E AëY	J« . M = {Z ∈ A | µ(Z) = µ̃(Z)} © 	�	JË
ú 	GX


B@ 	áÓ P@QÒ�J�B@ �éJ
�A 	g 	áÓ AëY	J« i. �J 	�K
 . M 	áÓ AëQå�A 	J« �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {Zn}∞n=1

	áº�JË
: 	à


@ �éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®ÊË

µ
( ∞⋃
n=1

Zn

)
= lim
n→∞

µ(Zn) = lim
n→∞

µ̃(Zn) = µ̃
( ∞⋃
n=1

Zn

)
.

. �èYK
@ 	Q��ÖÏ @ Aî�EAJ
ËA�J�JÓ �HAK
Aî 	DË �éJ.�	� �èQ�®�J�Ó M 	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë
½Ë 	Y» A 	JK
YË é 	K


@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

.+∞ > µ(X2) �ð ∞ > µ1(X1) (4.10)

úÎ«

B@ 	áÓ P@QÒ�J�B@ Ð@Y 	j�J�@ ©J
¢���	�ð . +∞ > µ(X) = µ1(X1)µ2(X2) A 	JK
YË 	àñºK
 AëY	J«

. �é��̄ A 	J�JÖÏ @ Aî�EAJ
ËA�J�JÓ �HAK
Aî 	DË �éJ.�	� �èQ�®�J�Ó M 	à

@ �HAJ. �KB

�éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®ÊË
. M = A1 ⊗A2

	à

@ 6.1.10 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . �éJ. �
�KP �éJ 	̄ M 	à


@ 	à 	X@ A 	J�
K.

Z A 	J 	̄ @ {A2n}∞n=1
�ð X1

�é«ñÒj. ÒÊË (@YK
@ 	Q��Ó) ZA 	J 	̄ @ {A1n}∞n=1
	áºJ
Ë . (4.10) YJ
�®Ë @ © 	̄Q 	K 	à


@ ù�®J. K


úÎ« , A1n ×A2n úÎ« µ̃ PA��J�̄ @ úÍ@ µ̃n �K.�ð µ PA��J�̄ @ úÍ@ µn �K.� 	QÓQ 	�Ë� . X2
�é«ñÒj. ÒÊË (@YK
@ 	Q��Ó)

�ð +∞ > µn(A1n ×A2n) 	à@ �Õç�' , µn = µ̃n A 	JK
YË , ��J.� AÓ úÎ« @XAÒ�J«@ . ú
Í@ñ�JË @
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. µ̃ úÍ@ð µ úÍ@
�éJ.�	� X �Ë� ZA 	J 	̄ @ {A1n ×A2n}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à 	X@ É¾ ���� . ∞⋃
n=1

(A1n ×A2n) = X

: É 	®�

B@ 	áÓ P@QÒ�J�B@ �éJ
�A	mÌ A �® 	̄ð A 	JK
YË , éJ
Ê«ð

µ(A) = lim
n→∞

µn(A ∩ (A1n ×A2n)), ∀A ∈ A,
µ̃(A) = lim

n→∞
µ̃n(A ∩ (A1n ×A2n)), ∀A ∈ A.

. A 3 A 	àA¿ AÒêÓ , µ(A) = µ̃(A) 	à

@ øQ	� 	̄ 	àAK
ðA���Ó 	á�
 	JÖß



B@ 	á�
 	̄Q¢Ë@ 	à


@ A 	J 	¢kB @ 	X@ð

ú

	̄
Xx2

	á�®k jx1
	áºJ
Ëð X1 ú


	̄ A�J�. �JÓ @Qå� 	J« x1
	áºJ
Ë •− ©£A�®ÖÏ @ Ðñê 	®Ó 3.2.10

ú«YK
 . Zx1 = j−1
x1

(Z) © 	�	� , P(X) 3 Z Ég.

@ 	áÓ . x2 7→ (x1, x2) 	à


A 	̄ 	¬QªÖÏ @ X = X1 ×X2

	àA
	̄ (2 , 1 = i) Xi úÎ« X ¡�®�Ó úÍ@ πi �K.� A 	KQå��


@ @ 	X @ð . x1

��ñ 	̄
Z ©¢�®Öß. Zx1

. Zx1 = π2(π−1
1 ({x1}) ∩ Z)

: 	YKY 	J« . A = A1 ⊗A2 3 A 	áºJ
Ë •− �éJ
��
KQË @ �éJ£ñ�JË @ 4.2.10

. A2 úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 Ax1 ©¢�®ÖÏ @ 	àA
	̄
X1

	áÓ x1 É¿ Ég.

@ 	áÓ - 1

A 	àA¿ AÒêÓ A�ñJ
�̄ X1 3 x1 7→ κA(x1)
.= µ2(Ax1) ∈ R+ ©K. A�JË @ 	àA¿ +∞ > µ2(X2) 	àA¿ @ 	X @ð - 2

(. �ñJ
�̄ � A1 Èñ�® 	K) . A 	áÓ

�HAJ. �K @
	áºË . j−1

x1
(R) 	áÓ �èYËñÓ j−1

x1
(A) 	à


@ ��� �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ R �HCJ
¢���ÖÏ @ 	áÓ �èYËñÓ A 	à


@ AÖß.

.1 �é¢�® 	JË @ �IJ. ��K
 @ 	Yë . AëYËñ�K ú

�æË @ �èQ�
 ��ªË@ ©Ó ��J.¢ 	��K ú
æê 	̄ �èQ�
 ��« A2

	à

AÖß.ð ; j−1

x1
(R) = A2

úÍ@
�éJ.�	� A�ñJ
�̄ x1 7→ κB(x1) ©K. A�JË @ 	àñºK
 �IJ
m�'. A 	áÓ B Z @ 	Qk.


B@ �éJ 	̄ úÍ@ M �K.� Q�
 �� 	�Ë

�HCJ
¢���ÖÏ @ AëY	J« ù
 Ò�J�
�K . M = {B ∈ A | X1 3 x1 7→ κB(x1) ∈ R+ �ñJ
�̄ } 	à

@ ø



@ . (X1,A1)

�HA«ñÒj. ÒÊË ÈðñK. Q�.g. 	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë . �éª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	« �HCJ
¢���ÒÊË �éJ
î �D 	JÖÏ @ �H@XAm��'B @ @ 	Y»ð M úÍ@
	áÓ AëQå�A 	J« �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {Bn}n≥1

	áº�JË . �éJ. �
�KP �éJ 	̄ M 	à

@ 	à

�
B@ �IJ. �� 	JË . M ú


	̄ øñ�Jm× �éJ
�A�

B@

�èYK
@ 	Q��Ó {(Bn)x1}n≥1 = {j−1
x1

(Bn)}n≥1
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àñº�K , X1 3 x1 É¿ Ég.


@ 	áÓ , 	YKY 	J« . M

�AJ
�®ÊË É 	®�

B@ 	áÓ P@QÒ�J�B@ 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
ð . B =

∞⋃
n=1

Bn
�IJ
k , ∞⋃

n=1
(Bn)x1 = Bx1

	àñºK
ð
	à

@ µ2 I. k. ñÖÏ @

lim
n→∞

κBn(x1) = lim
n→∞

µ2((Bn)x1) = µ2

( ∞⋃
n=1

(Bn)x1

)
= µ2((B)x1).

. �é�ñJ
�̄ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÒÊË �é¢J
��. �éK
Aî 	D» �ñJ
�̄ ©K. A�K κB 	à 	X@ . lim
n→∞

κBn(x1) = κB(x1) 	à

@ ø



@

Ég.

@ 	áÓ �éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®ÊË úÎ«


B@ 	áÓ P@QÒ�J�Ë@ �éJ
�A 	g ��J
J.¢�� 	áºÒJ
 	̄ ∞ > µ2(X2) 	à


@ AÖß.ð

�éJ 	̄ M 	à 	X@ . �é��̄ A 	J�JÖÏ @ Aî�EAJ
ËA�J�JÓ �HAK
Aî 	DË �éJ.�	� ½Ë 	Y» �èQ�®�J�Ó M 	à

@ úÎ« Èñ�jÊË �é��̄ A 	J�JÖÏ @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @

. 6.1.10 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , M = A A 	JK
YË @ 	YË , �éJ
�A�

B@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ Q�.g. úÎ« ø
 ñ�Jm��' �éJ. �
�KP

•− 	á�
�AJ
�̄ Z @Yg. ZA ��	� @ 5.2.10

�ð ∞ > µ1(X1) ©Ó 	á�
��
 �®Ó 	á�
KA 	� 	̄ (X2,A2, µ2) �ð (X1,A1, µ1) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.5.2.10
: © 	�	JËð . ∞ > µ2(X2)
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%(A) =
∫

X1

κA(x1) dµ1(x1), ∀A ∈ A = A1 ⊗A2, (5.10)

A�AJ
�̄ % É¾ ���
 	YKY 	J« (. @YJ
k. 	¬QªÓ %(A) 	à

@ 4.2.10 �éJ£ñ�JË @ 	áÓ i. �J 	�K
) . κA(x1) = µ2(Ax1) �IJ
k

: 	à@ �Õç�' . +∞ > µ1(X1)µ2(X2) ø
 ðA��� �éJ
Ê¾Ë@ é�JÊ�J» A úÎ«

%(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2), ∀Ai ∈ Ai. (6.10)

�HAJ. �KB @
	áºJ
Ë : �éJ
î �D 	JÖÏ @ �éJ
ªÒm.Ì'@ �éJ
îE
YK. �HAJ. �KAK.


@YJ. 	JË . �éJ
ªÒm.Ì'@ �éJ
îE
YK. �HAJ. �K @ ù


	®ºJ
 	̄ �éJ
î �D 	JÓ % �Ë�
�éJ
Ê¾Ë@ �éÊ�JºË@ 	à


@ AÖß.

AëY	J« A 	JK
YË . A = A′ ∪A′′ © 	�	JËð A′ ∩A′′ = ∅ ©Ó A 	áÓ 	á�
�ñJ
�̄ 	áK 	Qk. A′′ �ð A′

. %(A) = %(A′) + %(A′′) �ð κA′(x1) + κA′′(x1) = κA(x1) é 	JÓð A′x1
∩A′′x1

= ∅
AëY	J« A 	JK
YË . A∞ =

∞⋃
n=1

An © 	�	JËð A 	áÓ AëQå�A 	J« · · · ⊃ A2 ⊃ A1 �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ 	à
�
B@ 	áº�JË

	à

@ �éJ.k. ñÖÏ @ �HA�AJ
�®ÊË É 	®�


B@ 	áÓ P@QÒ�J�B@ �éJ
�A 	g 	áÓ i. �J 	�K
 @ 	YËð , lim↑(Anx1

) = (A∞)x1

@ 	YËð . 1 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ , κAn+1 ≥ κAn
	à@ �Õç�' . X1 3 x1

	àA¿ AÒêÓ , lim
n→∞

κAn(x1) = κA∞(x1)

: 	à

@ øQ	K ù


	®Ë ñJ.�
J. Ë I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢��K.

lim
n→∞

∫

X1

κAn(x1) dµ1(x1) =
∫

X1

κA∞(x1) dµ1(x1),

, �éJ
î �D 	JÖÏ @ �éJ
ªÒm.Ì'@ �éJ
�A 	gð �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë iÒ��� ZA 	J 	̄ B@

@YJ.Ó ��J
J.¢��K. . lim

n→∞
%(An) = %(lim↑An) 	à


@ ø



@

. I. k. ñÓ �AJ
�̄ % 	à

@ 	á�
J. ��K


. �é£A��. É¾K. Aî 	DÓ Y»

A�JË @ 	áºÔ 	̄

(6.10) �é�̄CªË@ A�Ó

@

•− �éÊÓA¾ÖÏ @ I. �
�KQ�K ÉK
YJ. �K �é 	JëQ�.Ó 6.2.10

	à

@ 	�Q 	® 	JËð 	á�
��
 �®Ó 	á�
KA 	� 	̄ (X2,A2, µ2) �ð (X1,A1, µ1) 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.6.2.10

: A 	JK
YË , A1 ⊗A2 3 A Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J« . +∞ > µ2(X2) �ð +∞ > µ1(X1)

∫

X1

dµ1(x1)
[∫

X2

χA(x1, x2) dµ2(x2)
]

=
∫

X2

dµ2(x2)
[∫

X1

χA(x1, x2) dµ1(x1)
]
.

	áºJ
Ëð 	á�
��
 �®Ó 	á�
KA 	� 	̄ (X2,A2, µ2) �ð (X1,A1, µ1) 	áºJ
Ë •− ( 	©J
K. ñËð ú

	æK. ñ 	̄ ) �é 	JëQ�.Ó 2.6.2.10

	áºJ
Ëð . ��
 �®ÖÏ @ Z @Ym.Ì'@ Z A 	� 	̄ (X,A, µ) �ð µ = µ1 ⊗ µ2
�ð A = A1 ⊗A2

�ð X = X1 ×X2

x1
	àA¿ AÒêÓ L0(X2,A2) 3 fx1

���®m�'
 fx1 : x2 7→ f(x1, x2) ú

G 	Qm.Ì'@ ©K. A�JË @

	YKY 	J« . L0(X,A) 3 f
. X1

	áÓ
: 	á�
�J�
�A	mÌ'@ A 	JK
YË 	àñº�K 	YKY 	J« . L1

µ(X,A) 3 f 	à

@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

	àA
	̄
k(x1) =

∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) A 	Jª 	�ð @ 	X@ð . L1

µ2
(X2,A2) 3 fx1 A 	JK
YË x1 ú


	̄ ½ �� � µ1
- 1

. L1
µ1

(X1,A1) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 k

: A 	JK
YË - 2

∫

X

f(x1, x2) dµ(x1, x2) =
∫

X1

dµ1(x1)
[∫

X2

f(x1, x2) dµ2(x2)
]

=
∫

X2

dµ2(x2)
[∫

X1

f(x1, x2) dµ1(x1)
]
.
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©K. A�K Yg. ð @ 	X@ð , L1
µ2

(X2,A2) 3 fx1
, ½ �� � µ1

�ð L0(X,A) 3 f 	�Q 	®K. , �ºªËAK. ð
���®j�J�K ú
ÍA�JËAK. ð L1

µ(X,A) 3 f 	àA
	̄ ∫

X2
|f(x1, x2)| dµ2(x2) ≤ k?(x1 = �IJ
m�'. L1

µ1
(X1,A1) 3 k?

.(2) �ð (1) 	àA�J�
�A	mÌ'@

úÍ@ R �K.�ð () ���®m��' ú

�æË @ R ú


	̄
X 	áÓ f ©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.× úÍ@ Q �K.� Q�
 �� 	�Ë •− �é 	¢kCÓ 3.6.2.10

AÖß.ð . 	á�
�J
«Aª �� 	á�
KA 	� 	̄ 	àC¾ ���� R �ð Q 	à@ .() �ð () �ð () �ð () �ð () ���®m��' ú

�æË@ f ©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.×

	à

@ ù


	®ºK
 , ½Ë 	X �éK
 ñËð) 4.2.10 �éJ
��QË@ �éJ£ñ�JÊË A �® 	̄ð , Q úÍ@ ù
 Ò�J 	��K �é�ñJ
�®Ë @ Z @ 	Qk.

CË �è 	Q�
ÒÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ 	à


@

�éJ.�	� ½Ë 	Y» XP@ð @ 	Yê 	̄ ,(X1
	áÓ x1

	àA¿ AÒêÓ , (χZ)x1 = χZx1

	àA
	̄ A 	áÓ Z Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ 	¡kC	K

�é«ñÒm.× úÍ@ A 	KQå��

@ @ 	X @ð . Q úÍ@ ù
 Ò�J 	��K �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ 	à


@ ø



@ , �è 	Q�
ÒÖÏ @ ©K. @ñ�JÊË �éJ
¢	mÌ'@ �H@PAJ.ªË @ úÍ@

. Q ⊃ S(X,A) 	àA
	̄ S(X,A) �K.�

�é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @

�HAJ. �KB @
øñ�̄ 

B@  Qå��Ë @ Bð

@ 	Y 	g


A 	JË

. �èXðYm×ð �é�ñJ
�̄ f
: {ϕn}∞n=1

(() �é 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	�

@) �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÒÊË �éÒ 	¢�J 	JÓ �éK
Aî 	E f 	àñºK


	YKY 	J«
x1

	àA¿ AÒêÓ (ϕn)x1
	à

@ ø



@ , Q úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ϕn 	à


@ �é�®K. A��®Ë@ �é 	¢kCÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�K
ð . ϕn =

∑
i

αni χAn
i

 Qå��Ë @ É 	£ ú

	̄ @ 	Yëð X1

	áÓ x1
	àA¿ AÒêÓ �é�ñJ
�̄ (f)x1

	àA
	̄ (f)x1 = lim

n→∞
(ϕn)x1

	à

@ AÖß.ð . X1

	áÓ
. øñ�̄ 

B@
: Aî 	DÓ 1øñ�̄

@ �éJ
 	�Q 	®K. (??) �éJ
 	�Q 	®Ë@ ½Ë 	Y» 	�ñª	JË

. ∞ > µi(Ai) ©Ó A1 ×A2 ⊃ {x | f(x) 6= 0} �IJ
m�'. ð ′(??) ���®m�'
 f
. A1 ×A2 63 x 	àA¿ @ 	X @ ϕn(x) = 0 ©Ó f ñm� 	' ÐA 	¢�J 	K AK. �éK. PA �®�JÓ �é¢J
��. ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J��JÓ {ϕn}∞n=1

	áº�JË
	àA

	̄
f ñm� 	' ÐA 	¢�J 	KAK. �éK. PA �®�JÓ {ϕn}∞n=1

	à

@ AÖß. . (??) �ð (??) ���®m��' ϕ∞ AëY	J«

: @ 	YËð |f − ϕn| < εnχA1×A2

∫

X

|f − ϕn| dµ ≤ εn
∫

A1×A2

dµ = εnµ1(A1)× µ2(A2).

A 	JK
YË , ½Ë 	Y»ð
∫

X2

|fx1 − ϕx1
n| dµ2 ≤ εn

∫

A2

dµ2(x2) = εnµ2(A2).

Pñ�J�YË@ 	áÓ Qå�J
Ë @
	¬Q¢Ë@ 	à


@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K
 . ∫

X2
fx1 dµ2 ñm� 	' ÐA 	¢�J 	KAK.

∫
X2
ϕx1

n dµ2 H. PA�®�J��K 	à 	X@
�ð (??) úÎ« É�j	J 	̄

x1 úÍ@
�éJ.�	� �éÊÓA¾ÖÏ @ úÎ« ÈBY�J�B@ � 	® 	K �é�JËA�K �èQÓ P@Qº�JK. ð . �ñJ
�̄ ©K. A�K (??)

. (??) Ð 	QÊ�J��� ′(??) 	à

@ A 	J�
K. Y�®Ë , Èñ�®Ë@ �é�C 	gð . (??)

ZA 	J 	̄ @ {Xp
1 ×Xp

1}∞p=1
�éJ
ËA�J��JÖÏ @ AëY	J« É¾ ���� . X2

�ð X1 �Ë� 	à@ZA 	J 	̄ @ {Xp
2}∞p=1

�ð {Xp
1}∞p=1

	áºJ
Ë
	YKY 	J« ���®m�'
 . (R 3 t) , Tp(t) = 1

2{|t+ p| − |t− p|} 	à

AK.

	¬QªÖÏ @ Q��J. Ë @ Q�K ñÓ Tp 	áºJ
Ëð . X �Ë�
. ′(??)  Qå��Ë @ Tp(f) ©K. A�JË @

	à

@ 	�Q 	® 	JËð �é�®�®m× (??) 	à


@ 	�Q 	® 	JË

f > 0. (7.10)

A 	JK
YËð L1
µ(X) 	áÓ �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J��JÓ {Tp(f)}∞p=1 AëY	J« É¾ ����

� 	áK
QÒ�JË @ Q 	¢ 	�

@ 1
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|Tp(f)|L1
µ(X) ≤ |f |L1

µ(X).

A 	JK
YË i. �J 	�J
 	̄ (??) �éK. A�J» ©J
¢��� 	� 	̄ ′(??) ���®m�'
 Tp(f) 	à

@ AÖß.∫

X1

kp(x1) dµ1(x1) = |Tp(f)|L1
µ(X), kp(x1) =

∫

X2

(Tp(f))x1 dµ2.

	à

@ X1 úÎ« ù


	®Ë ñJ.�
J. Ë I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQÓ 	áÓ i. �J 	�K
 @ 	YËð �èYK
@ 	Q��Ó {kp} �éJ
ËA�J��JÖÏ @ 	à@
∫

X1

k∞ dµ1 = lim |Tp(f)|L1
µ1

(X1) = |f |L1
µ1

(X1)
	à

@ð lim kp = k∞ ∈ L1

µ1
(X1)

. µ1(B) = 0 ©Ó A1 3 B �IJ
k , B 3 x1
	àA¿ @ 	X @

�éJ
î �D 	JÓ {kp(x1)} �éK
Aî 	E ©Ó
: A 	JK
YË , X2 ZA 	� 	®Ë @ ú


	̄ ù

	®Ë ñJ.�
K. ��J.¢	JËð B ú


	̄
x1

�IJ. �� 	JË

k∞(x1) = lim
p→∞

∫

X2

(Tp(f))x1 dµ2 =
∫

X2

lim
p→∞

(Tp(f))x1 dµ2 =
∫

X2

(f)x1 dµ2.

Q�
 	« (7.10) �I	KA¿ @ 	X @ð . (7.10) �ð (??) ���®m��' f �IJ
k �éËAmÌ'@ ú

	̄ (??) �ð (??) 	à


@ A 	J�
K. Y�̄ 	áº	K @ 	YîE. ð

f 	àñº�K �é 	¢kCÒÊË A �® 	̄ðð R úÍ@ 	á�
�J
Ò�J 	JÓ f− �ð f+ 	àñºK
 AëY	J«ð f = f+ − f− I. �Jº	J 	̄ �é�®�®m×
. R úÍ@ AJ
Ò�J 	JÓ

: 	à

@ øQ	K ,Q��J. Ë @ Q�K ñÓ Ð@Y 	j�J�AK. . f1 = |f | © 	�	JËð (??) ���®m�'
 f 	áºJ
Ë . �ºªË@ �I�. �J 	��K 	à


@ ù�®J. K


∫

X2

(Tp(f1))x1 dµ2 ≤
∫

X2

|f(x1, x2)| dµ2(x2) ≤ k?(x2).

: úÎ« Èñ�jÊË (??) �é�®K. A¢�JÖÏ @ ��J
J.¢�� 	áºÒJ
 	̄
L1
µ(X) 3 Tp(f) 	à


@ AÖß.ð

∫

X

Tp(f1) dµ =
∫

X1

dµ1

∫

X2

(Tp(f))x1 dµ2(x2) ≤
∫

X2

k?(x2)dµ2(x2).

�éÊÓA¾ÒÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ PAJ
ªÓ 	áÓ 	à 	X@ i. �J 	�J
 	̄ . p úÍ@
�éJ.�	� ÐA 	¢�J 	KAK. XðYm× Tp(f1) Õæ


	¢ 	� 	à

@ ú


	æªK
 ø

	YË@ QÓ


B@

. (??) Ð 	QÊ�J��
 �é 	JÒJ
êË @ PAJ
ªÓ 	àA
	̄ �ñJ
�̄ f 	à


@ AÖß. , @Q�
 	g


@ð . L1

µ(X) ∈ f1 	à

@
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�éÓA« 	áK
PAÖ �ß

X2
	áÓ 	á�
K 	Qk. B2

�ð A2
�ð X1

	áÓ 	á�
K 	Qk. B1
�ð A1

	áº�JËð 	á�
�J«ñÒm.× X2
�ð X1

	áº�JË 34.10
: 	à


@ �I�. �K


@ .

. A1 × (A2 ∪B2) = (A1 ×A2) ∪ (A1 ×B2) - 1

. (A1 ×A2) ∩ (B1 ×B2) = (A1 ∩B1)× (A2 ∩B2) - 2

. c(B1 ×B2) = ( cB1 ×X2) ∪ (X1 × cB2) - 3

35.10
. AJ = {A ∩ J | A ∈ A} �é«AÒm.Ì'@ Q�. �Jª 	JËð X ⊃ J �ð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë - 1

. J úÎ« A Q�K

@ �èQ�
 ��« ùÒ��� , J úÎ« �èQ�
 ��« AJ 	à


@ 	á�
K.

©K. A�JË @ 	áºJ
Ë . (X,A) úÎ« A 	̄QªÓ AJ.k. ñÓ A�AJ
�̄ µ 	áºJ
Ëð A úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 J 	à

@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË - 2

�AJ
�̄ µJ 	à

@ 	á�
K. . AJ 3 B 	àA¿ AÒêÓ , µJ(B) = µ(B) 	à


AK. AJ úÎ« 	¬QªÖÏ @ µJ ú


�GA«ñÒj. ÖÏ @
. J úÎ« µ �AJ
�®Ë@ PA��J�̄ AK. ú«YK
 , (J,AJ) úÎ« I. k. ñÓ

�HAK
Aî 	E úÍ@
�éJ.�	� A �®Ê 	ªÓ 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ úÎ« 	áëQK. . X �é«ñÒm.× úÎ« �HA«ñÒm.× Q�.g. A 	áºJ
Ë 36.10

�éK
Aî 	DË @ 	àñº�K , A 	áÓ AëQå�A 	J« {An} �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.

@ 	áÓ é 	K


@ ú 	æªÖß.) �èYK
@ 	Q��ÖÏ @ éJ
�KAJ
Ë A�J�JÓ

. �èQ�
 ��« é 	KA
	̄ (A úÍ@

�éJ
Ò�J 	JÓ lim
↑
An

Ég.

@ 	áÓ . X = X1 ×X2 ú


�GPA¾K
YË@ AÒë@Z @Yg. 	áºJ
Ëð 	á�
�J«ñÒm.× X2
�ð X1

	áº�JË 37.10
ú


	̄
A ©¢�®Ó úÍ@ Ax2 �K.�

�ð x1
��ñ 	̄

A ©¢�®Ó úÍ@ Ax1 �K.� Q�
 ��	� , X2 3 x2
�ð X1 3 x1

�ð X ⊃ A
	à

@ ø



@ , x2 øñ�J�Ó

. Ax2 = {x1 ∈ X1 | (x1, x2) ∈ A} �ð Ax1 = {x2 ∈ X2 | (x1, x2) ∈ A}
: 	à


@ �I�. �K


@ . X Z @ 	Qk.


@ 	áÓ �é«AÔg. {Ai}i∈I 	à

�
B@ 	áº�JËð

c(Ai)x1 = cAix1
,

(⋃

i∈I
Ai

)
x1

=
⋃

i∈I
Aix1

,
(⋂

i∈I
Ai

)
x1

=
⋂

i∈I
Aix1

.

f 	àñºK
 ú �æk é 	K

@ �I�. �K


@ . A�ñJ
�̄ AJ
 �®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 38.10

�IJ
m�'. 0 < C �IK. A�K Yg. ñK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 L1
µ(X,A) ZA 	� 	®Ë @ úÍ@ AJ
Ò�J 	JÓ

|Tn(f)|L1
µ

.=
∫

X

|Tn(f)| dµ ≤ C, ∀n ∈ N?,

R 3 t , Tn(t) .= 1
2{|t+ n| − |t− n|} 	à


AK.

	¬QªÓ ñëð n �ð −n 	á�
�® 	̄ 
B@ 	á�
K. Q��J. Ë @ ©K. A�K ñë Tn

�IJ
k
.
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ú

	æJ
K. ñ 	̄ �é 	JëQ�.Ó � Z @Ym.Ì'@ �HA�AJ
�̄ð QKA ��« Èñk 	áK
PAÖ �ß

Z @Ym.Ì'@ Z A 	� 	̄ 	áºJ
Ëð 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
KA 	� 	̄ (X2,A2) �ð (X1,A1) 	áºJ
Ë 39.10
É¿ Ég.


@ 	áÓ , é 	K


@ ú 	æªÖß. , ©¢�®ÖÏ @ �éJ
�A	m�'. ©�JÒ�J�K A �èQ�
 ��ªË@ 	à


@ �I�. �K


@ . (X,A) .= (X1 ×X2,A1 ⊗A2)

�éj. J
�� 	JË @ � 	® 	K A 	JK
YËð . X1
	áÓ x1

	àA¿ AÒêÓ , A2 3 Ax1 = {x2 ∈ X2 | A} A 	JK
YË 	àñºK
 , A 3 A
. 2 �ð 1 	á�
ÊJ
ËYË@ È@YJ. ���AK.

λ(2) �ð �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ é�KQå��« B2 �ð R 	áÓ ÈAm.× I �IJ
k , (I2,B2, λ(2)) ��
 �®ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ 	áºJ
Ë 40.10
�HCÓA¾�JË @ I. �k


@ �Õç�' f : I2 −→ R ©K. A�JÊË �éÊÓA¾ÒÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ �PX


@ . 	©J
K. ñÊË é�AJ
�̄

. �éJ
ËA�JË @ �HBAmÌ'@ ú

	̄ ∫

I
{∫
I
f(x, y) dλ(y)} dλ(x) �ð ∫

I
{∫
I
f(x, y) dλ(x)} dλ(y)

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ f �ð I = [0, 1] - 1

. (x, y) 6= (0, 0) Ég.

@ 	áÓ f(x, y) = (x2 − y2)/(x2 + y2)2 �ð f(0, 0) = 0

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ f �ð I = [−1, 1] - 2

. (x, y) 6= (0, 0) Ég.

@ 	áÓ f(x, y) = xy/(x2 + y2)2 �ð f(0, 0) = 0

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ f �ð I = [0, 1] - 3

[ 1
2n ,

1
2n−1 ]× [ 1

2n ,
1

2n−1 [3 (x, y) Ég.

@ 	áÓ 22n

[ 1
2n+1 ,

1
2n ]× [ 1

2n ,
1

2n−1 [3 (x, y) Ég.

@ 	áÓ −22n+1

. ½Ë 	X @Y« 0





= f(x, y)

ú 	æªÖß.) Q 	ª�

@ ù
 ë A1 ⊗A2

	à

@ �I�. �K


@ . 	á�
�ñJ
�̄ 	áK
ZA 	� 	̄ (X2,A2) �ð (X1,A1) 	áºJ
Ë 41.10

A �èQ�
 ��ªËAK. Z @Ym.Ì'@ Xð 	QK
 AÓY 	J« 	á�
�ñJ
�̄ πi 	á�
¢�®�ÖÏ @ Éªm.�
�' ú


�æË@ X1 ×X2 úÎ« S �èQ�
 ��« (øñ�JkB@
. 2 , 1 = i , Ai �èQ�
 ��ªËAK. Xi Èñ�ñË@ð

	á�
�J
î �D 	JÓ µ2(X2) �ð µ1(X1) ©Ó 	á�
��
 �®Ó 	á�
KA 	� 	̄ (X2,A2, µ2) �ð (X1,A1, µ1) 	áºJ
Ë 42.10
. 	á�
ÓðYªÓ Q�
 	«ð

, 1 = i , Xi úÎ« X1 ×X2 Z @Yj. ÊË πi 	á�
¢�®�ÖÏ @ �é¢�@ñK. µ1 ⊗ µ2 Z @Ym.Ì'@ �AJ
�̄ ú

�GPñ� 	á�
« - 1

? 	á�
�J
ËAÒ�Jk@ 	á�
�AJ
�̄ µ2
�ð µ1 A 	K A¿ @ 	X @ éËñ�̄ ½	JºÖß
 @ 	XAÓ . 2

@ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ . (X2,A2) �ð (X1,A1) 	áK
ZA 	� 	®Ë @ Z @Yg. �A�®ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ úÎ« AJ
î �D 	JÓ A�AJ
�̄ γ 	áºJ
Ë - 2

	àA
	̄ (X2,A2) �ð (X1,A1) úÎ« 	á�
�AJ
�®Ë @ Z @Yg. ñë γ 	àA¿

γ =
γπ1 ⊗ γπ2

γ(X1 ×X2)
·

Z @Ym.Ì'@ Z A 	� 	̄ úÎ« 	¬QªÖÏ @ �AJ
�®Ë @ γ 	áºJ
Ë . A1 = A2
.= P({0, 1}) �ð X1 = X2

.= {0, 1} 	Y 	g

A 	JË - 3

. [0, 1
2 ] 3 a �IJ
k , γ({0, 1}) = γ({1, 0}) .= 1

2 − a �ð γ({0, 0}) = γ({1, 1}) .= a 	à

AK.

. A1 ⊗A2
�èQ�
 ��ªË@ 	á�
« [(@]

. 2 , 1 = i , γπi

�èPñ�Ë@ �HA�AJ
�̄ 	á�
« [(H. ]
? (X2,A2) �ð (X1,A1) úÎ« 	á�
�AJ
�®Ë @ Z @Yg. ñë γ �AJ
�®Ë@ Éë [(�k. ]

úÎ« (X2,A2) �ð (X1,A1) úÎ« ν2
�ð ν1

	àA�AJ
�̄ Yg. ñK
 ú
¾Ë AJ
 	̄ A¿ð AÓ 	PB A£Qå�� Yg. ð

@ [(X]

νi I. �J»

@ . 2 , 1 = i , πi

	á�
¢�®�ÖÏ @ �é¢�@ñK. ν1 ⊗ ν2 �èPñ� ñë µi
	àñºK
 �IJ
m�'. ú
Í@ñ�JË @

. µi �éËBYK.
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τ �ð R úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ñë λ �IJ
k (R2,B(R)⊗ P(R), λ× τ) �ñJ
�®Ë@ ZA 	� 	®Ë@ 	áºJ
Ë 43.10

@ 	Yë 	àA¿ @ 	X @ τ(A) .= card (A) , P(R) 3 A É¿ Ég.

@ 	áÓ : ú


�G
�
BA¿ (R,P(R)) úÎ« 	¬QªÖÏ @ �AJ
�®Ë@ ñë

. ∆ .= {(x, x) ∈ R2 | x ∈ [0, 1]} 	áºJ
Ë . ½Ë 	X @Y«AÓ τ(A) .= +∞ �ð AJ
î �D 	JÓ ú
Î�

B@ XYªË@

. B(R)⊗ P(R) 3 ∆ 	à

@ 	á�
K. - 1

.(ú

	æJ
K. ñ 	̄ �é 	JëQ�.Ó) 	á�
ÊÓA¾�JË @ I. �
�KQ�K ÉK
YJ. �K �é 	JëQ�.Ó ú


	̄ ø
 PðQå 	� 	á�
�J
î �D 	JÓ σ 	á�
�AJ
�®Ë @ 	�Q 	̄ 	à

@ �I�. �K


@ - 2

¡�® 	K �é«ñÒm.× �é�®�CÓ f Y	J� ð

@ �éÓA«X ùÒ�	� . @QÒ�J�Ó AªK. A�K R← RN : f 	áºJ
Ë . � 	K
Qª�K

	à

@ ø



@ , supp f �K.� f

�éÓA«X úÍ@ PA �����
 , ÐðYªÓ Q�
 	« f �IJ
k RN

supp f .= {x ∈ RN | f(x) 6= 0}·

	áº�JËð . [0, 1] ù

�®J
�®mÌ'@ ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ µ1 = µ2

�ð X1 = X2 = [0, 1] 	áºJ
Ë 44.10
	áºJ
Ë , N? 3 n Ég.


@ 	áÓ , ½Ë 	Y»ð . 1 ñm� 	' �éK. PA �®�JÓð ]0, 1[ 	áÓ AëQå�A 	J« AÓAÖ �ß �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {αn}∞n=1

© 	�	JË . ∫ 1

0
gn(t) dt = 1 ©Ó ]αn, αn+1[ ú


	̄ �è @ñ�Jm× é�JÓA«Xð QÒ�J�Ó ù

�®J
�®k ©K. A�K gn

f(x, y) =
∞∑
n=1

[gn(x)− gn+1(x)]gn(y), (x, y) ∈ [0, 1]2.

. ∫ 1

0
dx

∫ 1

0
|f(x, y)| dy = +∞ 	à


@ð ∫ 1

0
dx

∫ 1

0
f(x, y) dy = 1 6= 0 =

∫ 1

0
dy

∫ 1

0
f(x, y) dx 	à


@ 	á�
K.

? ú

	æJ
K. ñ 	̄ �HAJ
 	�Q 	̄ úÍ@

�éJ.�	� i. �J 	J����� @ 	XAÓ

	à

@ ø



@ , RN �Ë�

�éK
YJ
Ê�̄

B@ �èYgñË@ �èQ» Ñm.k úÍ@ ωN �K.� Qå�� 	JËð N? 3 N 	áºJ
Ë 45.10

�ð RN úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ñë λ(N) �IJ
k , ωN .= λ(N)(BN )

BN
.= {(x1, . . . , xN ) ∈ RN | x2

1 + · · ·+ x2
N ≤ 1}·

. ω2
�ð ω1 I. �k


@ - 1

	à

@ ½�J 	¢kCÖß. @ 	Yëð 3 ≤ N É¿ Ég.


@ 	áÓ ωN−2

�ð ωN
	á�
K. �éJ
m.�'
PY�K �é�̄C« Yg. ð


@ (@ - 2

. x2
3 + x2

4 + · · ·+ x2
N ≤ 1− x2

2 − x2
2

�ð x2
1 + x2

2 ≤ 1 Zú 	̄ A¾K
 x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N ≤ 1

. 2 ≤ N É¿ Ég.

@ 	áÓ ωN �èPAJ.« i. �J 	J���@ (H.

	áÓ 	¬QªÖÏ @ h ©K. A�JË @ 	áºJ
Ëð RN úÎ« 	á�
«ñÔg. 	©J
K. ñË 	á�
�J
�®J
�®k 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ë 46.10
. h(x, y) .= f(x− y)g(y) 	à


AK. R ú


	̄ RN × RN

��J
J.¢�JË @ 	à

@ i. �J 	J���@ . RN × RN úÎ« ÈñÒ» 	©J
K. ñË h 	à


@ �I�. �K


@ - 1

AJ
Ê¿ éJ. �� 	¬QªÓ , RN úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ñë λ(N) �IJ
k , RN 3 x 7→ ∫
RN h(x, y) dλ(N)(y)

. RN úÎ«

: 	à

AK.

	¬QªÖÏ @ R ú

	̄ RN 	áÓ ©K. A�JË @ úÍ@ f ? g �K.� Q�
 �� 	�Ë - 2

(f ? g)(x) .=
∫

RN

h(x, y) dλ(N)(y), x ∈ RN

	©J
K. ñË f ? g ©K. A�JË @ 	à

@ �I�. �K


@ . ½Ë 	X @Y« AÓ (f ? g)(x) .= 0 �K.�ð , A 	̄QªÓ ÉÓA¾�JË @ 	àñºK
 AÓY 	J«

: 	à

@ð RN úÎ« ÈñÒ»
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|f ? g|L1(RN ) ≤ |f |L1(RN )|g|L1(RN ),

�ð f
	Ë ð


@ l .�'
ð 	Q�K Z @Ym.�'. f ? g ú«YK
 . ∫

RN |f(x)| dλ(N)(x) úÍ@ Q�
 ���� C�JÓ , |f |L1(RN )
�IJ
k
. g

¡�®	K �é«ñÒm.× �é�®�CÓ f Y	J� ð

@ �éÓA«X ù
 Ò�	� . @QÒ�J�Ó AªK. A�K R← RN : f 	áºJ
Ë . � 	K
Qª�K

: 	à

@ ø



@ , supp f �K.� f

�éÓA«X úÍ@ Q�
 ��	�ð , ÐðYªÓ Q�
 	« f �IJ
k RN

supp f = {x ∈ RN | f(x) 6= 0}.

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ R←− R : g ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë 47.10

. 0 < t Ég.

@ 	áÓ g(t) = e−1/t �ð 0 ≥ t 	àA¿ AÒêÓ g(t) = 0

. R úÎ« C∞ 		J� 	áÓ g 	à

@ ø



@ , R úÎ« �H@QÖÏ @ 	áÓ �éK
Aî 	E B AÓ ��A�®�J ��CË ÉK. A�̄ g 	à


@ �I�. �K


@ - 1

ñë |x| �IJ
k , RN 3 x , %(x) = g(1− |x|2) 	à

AK.

	¬QªÖÏ @ R ú

	̄ RN 	áÓ % ©K. A�JË @ 	à


@ �I�. �K


@ - 2

		J� 	áÓ , |x|2 = |(x1, . . . , xN )|2 = x2
1 + · · ·+ x2

N
	à

@ ø



@ , x ¨Aª ��ÊË ø
 YJ
Ê�̄


B@ Õæ


	¢ 	JË @
. é�JÓA«X 	á�
« . RN úÎ« C∞

©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.× úÍ@ C∞c (Ω) �K.� ð

@ D(Ω) �K.� Q�
 ��	� . RN 	áÓ Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. Ω 	áºJ
Ë . � 	Q�
ÓQ�K

. Ω ú

	̄ �è @ñ�Jm× �é�@Q��Ó �HAÓA«X �H@ 	Xð , C∞ 		J� 	áÓ , Ω úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@

Z 	Qk. Ω ⊃ K 	áºJ
Ëð RN 	áÓ Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. Ω 	áºJ
Ë : (Urysohn) 	àñ ���
Pð

@ �éJ£ñ�K �I�. �K


@ 48.10

. K 3 x 	àA¿ AÒêÓ ϕ(x) = 1 �IJ
m�'. D(Ω) 3 ϕ ©K. A�K Yg. ñK

	YKY 	J« . A�@Q��Ó



11 É� 	®Ë@

(∞ ≥ p ≥ 1) Lp �ð Lp 	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄

Np
�éÒÒªÖÏ @ �HAÒJ
 	¢ 	JË @ 	¬A�	�@ 1.11

Xð 	QÓ R+ ú

	̄ (X,A) 	áÓ �é�ñJ
�®Ë@ ©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.× úÍ@ M+ �K.� Qå�� 	JËð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
ÖÏ

© 	�	� , ù

�®J
�®k XY« ∞ > p ≥ 1 �ð A úÎ« I. k. ñÓ �AJ
�̄ µ Ég.


@ 	áÓ . BR+

�éJ
ÊK
PñJ. Ë @ é�KQ�
 ��ªK.
. Np(f) = (

∫
X
fp dµ)1/p

: �éJ
ËA�JË @ �@ñ	mÌ'AK. (∞ > p ≥ 1) R+ ú

	̄ M+ �Ë� f 7→ Np(f) �HA�®J
J.¢�JË @ ©�JÒ�J�K •− �é 	JëQ�.Ó 1.1.11

. M+ 3 f 	àA¿ AÒêÓð R+ 3 c 	àA¿ AÒêÓ , Np(cf) = cNp(f) , Np(0) = 0 - 1
. Np(f) ≤ Np(g) 	àA¿ f ≤ g ©Ó M+

	áÓ 	áK
Qå� 	J« g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K @ �Õç�'

�é 	JK
AJ. �JÓ A 	JK
YË �I	KA¿ , 1
p + 1

p′ = 1 �IJ
m�'. ø


@ , 	á�
�® 	̄ @Q��Ó 	á�
�J
�®J
�®k 	áK
XY« 1 < p′ �ð 1 < p 	àA¿ @ 	X @ - 2

: 1PYËñë

N1(fg) ≤ Np(f)Np′(g), ∀f, g ∈M+.

: 2ú
¾� 	̄ñº	JJ
Ó �é 	JK
AJ. �JÓ A 	JK
YËð - 3

Np(f + g) ≤ Np(f) +Np(g), ∀f, g ∈M+.

Bð

@ A 	JîD
Ê« 	àAëQ�. Ë @ Õæ


�̄Y�K ÉJ. �̄

�Õç�' . (+∞)p = +∞ © 	�	� 	à

AK. @ 	Yëð R+ úÍ@ R+ úÎ« 	¬QªÖÏ @ (1 ≤ p) t 7→ tp ©K. A�JË @ YK
YÒ�JK. ◦

A 	JK
YË , α+ β = 1 ©Ó 0 < β �ð 0 < α 	àA¿ AÒêÓ : 3 	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÓ ZA¢«@ ◦

aαbβ ≤ αa+ βb, ∀a ≥ 0, b ≥ 0. (1.11)

: @ 	YËð H. Ym× x 7→ − lnx ©K. A�JË @ 	à

@ 	¡kC�K 	à


AK. @ 	Yëð �é£A�ð É¾K. �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë úÎ« Èñ�mÌ'@ ½	JºÖß


− ln(αa+ βb) ≤ −α ln a− β ln b,

. (1.11) �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ é 	JÓð

. ú

	GAÖÏ


@ ú


�GAJ
 	�AK
P (1917− 1859) (Hölder) PYËñë 1

. ú

	G AÖÏ


@ � ú
æ�ðP ú


�GAJ
 	�AK
P (1909− 1864) (H. Minkowski) ú
¾� 	̄ñº	JÓ 	àAÓQë 2

. ú

�GAJ
 	�AK
P (1946− 1862) (W.H. Young) 	© 	KñK
 3
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�HAJ. �KB @
. ÉÓA¾�JË @ �@ñ 	k 	áÓð x 7→ xp ©K. A�JË @ �@ñ 	k 	áÓ �èQå��AJ.Ó �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë i. �J 	J�
�K (1

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	áÓ A�̄C¢	�@ PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ úÎ« Èñ�mÌ'@ 	áºÖß
 é 	K

@ 	¡kC	K 	à


@ A 	J 	JºÖß
 (2

∫

X

fαgβ dµ ≤
(∫

X

f dµ
)α(∫

X

g dµ
)β
, ∀f, g ∈M+, ∀α > 0, β > 0, α+ β = 1. (2.11)

. β = 1
p′

�ð α = 1
p

	Y 	g

@ð gp

′ �K.� g
�ð fp �K.� f

�é�®K. A�Ë@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ú

	̄ 	��
ñª�K ù


	®ºK
 @ 	Yë �éK
 ðQËð
½ �� � µ , g = 0 ð


@ f = 0 	àA¿ AÓðYªÓ 	áÖß



B@ 	¬Q¢Ë@ ú


	̄ 	á�
ÊÓA¾�JË @ Yg

@ 	àA¿ @ 	X @ . (2.11) �HAJ. �K @

ú

	̄ (2.11) ú


	̄ Q£ 	á�
K. �è @ðA�ÖÏ @ é 	JÓð ∫
X
fαgβ dµ = 0 AëY	J«ð , ½ �� � µ , gβ = 0 ð


@ fα = 0 	àñºK
ð

úÎ« (2.11) �éK. A�J» 	áºÖß
 AëY	J«ð . ÐðYªÓ Q�
 	« 	áÖß


B@ 	¬Q¢Ë@ ú


	̄ 	á�
ÊÓA¾�JË @ C¿ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . �éËAmÌ'@ è 	Yë
É¾ ��Ë@

∫

X

ϕαψβ dµ ≤ 1

	à 	X@ ù

	®ºJ
 	̄ . ∫

X
ψ dµ = 1 �ð ∫

X
ϕdµ = 1 	à 	X@ . ψ = f/(

∫
X
g dµ) �ð ϕ = f/(

∫
X
f dµ) �IJ
k

	à

@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ (2.11) �HAJ. �KB

∫

X

ϕαψβ dµ ≤ 1, ∀ϕ,ψ ∈M+,

∫

X

ϕdµ =
∫

X

ψ dµ = 1.

úÎ« É�m� 	' �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë �éÊÓA¾Öß.ð ϕαψβ ≤ αϕ+ βψ A 	JK
YË , 	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÖÏ� A �® 	̄ð , 	áºË
∫

X

ϕαψβ dµ ≤ α
∫

X

ϕdµ+ β

∫

X

ψ dµ = α+ β = 1.

.PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ ú
æî 	DK
 @ 	Yë
Np(f + g) 	àA¿ é�J 	JÓ Q�
 	« Np(g) ð


@ Np(f) 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ Bð


@ 	¡kC	K , ú
¾� 	̄ñº	JJ
Ó �é 	JK
AJ. �JÓ �HAJ. �KB (3

. ½Ë 	Y» �è@ðA�Ó A 	JK
YË 	àñº�K Np(f + g) = 0 	àA¿ @ 	X @ð . 	á�
 	̄Q¢Ë@ 	á�
K. �è @ðA�ÖÏ @ A 	JK
YË 	áº�Kð é�J 	JÓ Q�
 	«
AÖß. , �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð . ∞ > Np(f + g) A 	JK
YË 	àñºK

	YKY 	J« . ∞ > Np(g) �ð ∞ > Np(f) 	à


@ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË

A 	JK
YË , 0 ≤ b , 0 ≤ a Ég.

@ 	áÔ 	̄ H. Ym× tp ← t ©K. A�JË @ 	à


@

(a+ b)p = 2p
(a

2
+
b

2

)p
≤ 2p

(1
2
ap +

1
2
bp

)
= 2p−1(ap + bp).

	à
�
B@ I. �Jº	JË . ∞ > [Np(f + g)]p úÎ« É�m� 	' �éÊÓA¾ÖÏ @ð (f + g)p ≤ 2p−1(fp + gp) 	à 	X@

(f + g)p = f(f + g)p−1 + g(f + g)p−1

: Ym.�
	' 	á�
�KQÓ PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ��J
J.¢��K. ð

∫

X

f(f + g)p−1 dµ ≤
(∫

X

fp dµ
)1/p(∫

X

(f + g)p dµ
)1−1/p

∫

X

g(f + g)p−1 dµ ≤
(∫

X

gp dµ
)1/p(∫

X

(f + g)p dµ
)1−1/p

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ é 	JÓð
∫

X

f(f + g)p dµ ≤ (Np(f) +Np(g))
(∫

X

(f + g)p dµ
)1−1/p

. ú
¾� 	̄ñº	JJ
Ó �é 	JK
AJ. �JÓ ù
 ¢ª�K , Np(f + g) ÐðYªÖÏ @ Q�
 	«ð é�J 	JÖÏ @ XYªËAK. AîD
	̄Q£ �éÒ��̄ YªK. , ú

�æË@

. +∞ �éÒJ
�®Ë @ 	Y 	g

A�K Y�̄ Aî 	E


B �HAÒJ
 	¢ 	� Np ©K. @ñ�JË @ É¾ ���� B •− �é 	¢kCÓ 2.1.11
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•− (XðYªË@ H. Yj�JË @) �é 	JëQ�.Ó 3.1.11
: 	àA

	̄ M+
	áÓ AëQå�A 	J« �èYK
@ 	Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

�I	KA¿ @ 	X @ (1

Np

(
sup
n≥1

fn

)
= sup
n≥1

Np(fn).

: 	àA
	̄ M+

	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
 	®J
» �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1
�I	KA¿ �I	KA¿ @ 	X @ð (2

Np

( ∞∑
n=1

fn

)
=

∞∑
n=1

Np(fn).

�HAJ. �KB @
	àA

	̄ �èYK
@ 	Q��Ó {fn}∞n=1
	à

@ AÖß.ð lim

n→∞
fpn =

(
lim
n→∞

fn

)p 	àA
	̄ QÒ�J�Ó tp ← t ©K. A�JË @ 	à


@ AÖß. (1

: 	à

@ ù


	®Ë ñJ.�
K. �é 	JëQ�.Ó 	áÓ i. �J 	�K

	YKY 	J«ð ½Ë 	Y» �èYK
@ 	Q��Ó {fpn}∞n=1

lim
n→∞

∫

X

fpn dµ =
∫

X

lim
n→∞

fpn dµ =
∫

X

(
lim
n→∞

fn

)p
dµ.

(YK
@ 	Q��Ë @ I. �. ��.) 	à

@ ø



@ .

(∫
X

lim
n→∞

fpn dµ
)1/p

=
(∫

X
( lim
n→∞

fn)p dµ
)1/p

éJ
Ê«ð

lim
n→∞

(∫

X

(fn)p dµ
)1/p

= sup
n≥1

Np(fn) = Np

(
sup
n≥1

fn

)
.

(1) ��J
J.¢��K. ð . sup
n≥1

gn =
∞∑
n=1

fn A 	JK
YËð �èYK
@ 	Q��Ó {gn}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ . gn = g1 + · · ·+ fn © 	�	JË (2

Ym.�
	'

Np

(
sup
n≥1

gn

)
= sup
n≥1

Np(gn).

é 	JÓð Np(gn) ≤ n
sup
k=1

Np(fk) ú
¾� 	̄ñº	JJ
Ó �é 	JK
AJ. �JÖÏ A �® 	̄ð , 	áºË

Np

( ∞∑
n=1

fn

)
≤ sup
n=1

( n∑

k=1

Np(fk)
)

=
∞∑
n=1

Np(fn).

. XðYªË@ H. Yj�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú
æî 	DK
 @ 	Yë

•− �éÓAêË @ �éÊ�JÓ

B@ 	�ªK. 4.1.11

�é�ñJ
�®Ë @ R Z @ 	Qk.

@ �èQ�
 ��« , A = L �ð X = R 	Y 	g


AK. éJ
Ê« É�m� 	' ø


	YË@ ñë �éÊ�JÓ

B@ Ñë


@ð QîD��


@ - 1

. 	©J
K. ñË �AJ
�̄ , µ = λ �ð 	©J
K. ñË I. �k

A 	Jë . X@Yª�JË @ �AJ
�̄ , µ = µd
�ð N Z @ 	Qk.


@ É¿ �èQ�
 ��« , A = P(N) �ð X = N - 2

∫

N
f dµd =

∞∑
n=1

f(n) =
∞∑
n=1

an, an ≥ 0

É�C�Ë@ Èñk 	á�
�J 	�K
AJ. �JÓ ú
¾� 	̄ñº	JJ
Óð PYËñë A�J 	�K
AJ. �JÓ iJ.���ð Np(f) =
( ∞∑
n=1

apn

)1/p

@ 	YËð
: �éJ.k. ñÖÏ @ �éK
XYªË@

∞∑
n=1

anbn ≤
( ∞∑
n=1

apn

)1/p( ∞∑
n=1

apn

)1/p

, an, bn ≥ 0

[ ∞∑
n=1

(an + bn)p
]
≤

[ ∞∑
n=1

apn

]1/p

+
[ ∞∑
n=1

bpn

]1/p

, an, bn ≥ 0.
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•− 	àA�J 	¢kCÓ 5.1.11

: AJ
ÊÔ« �éÓAêË @ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ½Ë 	Y» A 	JK
YË - 1

0 ≤ f ≤ g ⇒ (Np(f))p + (Np(g − f))p ≤ (Np(g))p.

: �é¢J
��. Ë @ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ��J
J.¢�� 	áÓ �ém.�
�'A 	K ù
 ëð

ap + bp ≤ (a+ b)p, a > 0, b > 0, ∀p ≥ 1

. g − f ≥ 0 ©Ó f ≥ 0 �ð g − f úÎ«

: iJ.��JË PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ��Ê�® 	J�K 	YKY 	J« . 1 > p > 0 �éËAg - 2
∫

X

fg dµ ≥
(∫

X

fp dµ
)1/p(∫

X

gp
′
dµ

)1/p′

, ∀f, g ∈M+

: iJ.��JË ú
¾� 	̄ñº	JJ
Ó �é 	JK
AJ. �JÓ I. Ê�® 	J�K AÒ» . �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ I. ËA� ñëð p′ = p/(p− 1) �IJ
k

(∫

X

fp dµ
)1/p

+
(∫

X

gp dµ
)1/p

≥
(∫

X

(f + g)p dµ
)1/p

∀f, g ∈M+

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ù
 ¢ª�K B ù
 ëð . �éJ.k. ñÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ Ég.

@ 	áÓ Np(f) +Np(g) ≥ Np(f + g) I. �Jº�K ú


�æË@
. �éJ
 	®J
» �èPA ��@ �H@ 	X ©K. @ñ�JË @ �éËAg ú


	̄ ú
¾� 	̄ñº	JJ
Ó �é 	JK
AJ. �JÖÏ " �éJ
�ºªË@\

�éK
AJ. �JÖÏ @ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß
 , 	á�
�J
 	®J
» g �ð f Ég.

@ 	áÓ : �HAÒJ
 	¢ 	JË @ è AJ. ��


@ �é 	JK
AJ. �JÓ - 3

Np(f + g) ≤ 2
1
p−1{Np(f) +Np(g)}

. �éJ
ÒJ
 	¢ 	� éJ. �� �H@ZA 	� 	®» (1 > p > 0) Lp úÍ@ Q 	¢	JË @ 	áÓ 	áºÖ
��ß ú


�æË@

(∞ > p ≥ 1) Lp �H@ZA 	� 	®Ë@ 2.11

ú

	̄ (X,A) 	áÓ �é�ñJ
�®Ë @ ©K. @ñ�JË @ Z A 	� 	̄ M(=M(X,A;R,BR)) 	áºËð A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë

. M+ 3 |f | 	àA¿ M3 f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

AK. ZøPA�®Ë @ Q

��
» 	Y 	JË . (R,BR)

M ZA 	� 	®Ë @ 	áÓ ú

G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë@ Lp(X,A, µ) ZA 	� 	̄ ù
 Ò�	� . ∞ > p ≥ 1 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 1.2.11

: 	à

AK.

	¬QªÖÏ @

ÈñÒ» � µ , |f |p �ð M3 f ⇐⇒ Lp(X,A, µ) 3 f

ZA 	� 	̄ Lp(X,A, µ) 	àñ» A�Ó

@ . ∞ >

∫
X
|f |p dµ �IJ
m�'. ð

�é�ñJ
�̄ ©K. @ñ�K ù
 ë Lp(X,A, µ) ©K. @ñ�K 	à 	X@
. 1.1.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ ú


G 	Qk. ú
«Aª ��
�H@ 	X ©K. @ñ�JËAK. Z A 	� 	®Ë@ @ 	Yë Qå�A 	J« @ 	PAm.× ù
 Ò�	�ð . Lp ¡�® 	̄ I. �Jº	K PA��J 	kB@ 	¬YîE. ð �é�PAÒÖÏ @ Y 	J«

. Np(f) = (
∫
X
|f |p dµ)1/p ½Ë 	Y» I. �Jº	K Lp 	áÓ f Ég.


@ 	áÓð ( �é«ñÔg. ð


@) �éËñÒ» p

�èñ�®Ë@
�HAJ
ËA�J�JÖÏ @ Z A 	� 	̄ ñëð `p

	Q�
ÓQ��Ë @ ÐY 	j�J�	� , X@Yª�JË @ �AJ
�̄ µ �ð A = P(N) �ð X = N �éËAg ú

	̄

�ð R 3 an ©Ó {an}∞n=1

∞∑
n=1

|an|p <∞.

. p = 1 �éËAg �� 	̄ @ñ�K �éËñÒ» � µ �Ë @ ©K. @ñ�JË @
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R úÎ« ú
«Aª �� ZA 	� 	̄ Lp 	à

@ 1.11 ©¢�®ÖÏ @ �é�@PX 	áÓ i. �J 	�K
 •− 1.11 ©¢�®ÖÏ @ l .�

'A�J 	K 	�ªK. 2.2.11

. Lp úÎ« Õæ

	¢ 	� 	�	� Lp ∈ f 7→ Np(f) ∈ R+

��J
J.¢�JË @ 	à

@ð

�èPA ��B @ ú

	̄ QÒ�J�	�ð Np Õæ


	¢ 	JË @ 	�	JK. Xð 	QÓ Lp AÖ ß @X ñë úÎK
 AÒJ
 	̄ Q�. �Jª�J
� ø

	YË@ ú
k. ñËñK. ñ�JË @ Z A 	� 	®Ë@

? @ 	XAÖÏ Èñ�®�K 	à

@ ½Ë Éë . Èñ� 	®Ó Q�
 	« ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë 	à@ . Lp �K.� éJ
Ë @

. p �éJ. �KQ��Ë @ 	áÓ ¡�ñ�JÖÏ AK. H. PA�®�JËAK. ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë ú

	̄ H. PA�®�JË @ ñ«Y	K A 	J 	K @

•− �HA 	¢kCÓ 3.2.11

	áK
AJ. �K Yg. ñK
 . p =∞ �éËAmÌ'@ úÍ@
��Q¢�J 	K 	¬ñ�ð ∞ > p ≥ 1 �IJ
k �éËAmÌ'@ úÎ« A 	Jë A 	KQå��J�̄ @ Y�®Ë ◦

; N∞ �ð Np
�HAÒJ
 	¢ 	JË @ 	¬A�	�


@ úÎ« @XAÒ�J«@ YJ
 ����� ú


�æË@ , L∞ �ð Lp �H@ZA 	� 	®Ë @ 	á�
K. Q�
J.»
. �éK
ñ 	J�JË @ �éË


A�Öß. ��Êª�JK
 AÒJ
 	̄ C�JÓ 	áK
AJ. �JË @ @ 	Yë 	¡kCK
ð

. �éJ
k. ñËñK. ñ�K �éJ
«Aª �� �H@ZA 	� 	̄ è 	Yë . �éJ
ÒJ
 	¢ 	� éJ. �� Lp �H@ZA 	� 	̄ úÎ« É�m� 	' 1 > p > 0 �éËAg ú

	̄ ◦

QÓ

B@ , 0 ÐðYªÖÏ @ Qå� 	JªË@ úÎ« B@ ø
 ñ�Jm�'
 B �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄
Lp ZA 	� 	®Ë@ ø
 ñ	J�K 	à


@ Q» 	YËAK. QK
Ym.Ì'@ð

. ù
 ªK. A�JË @ ÉJ
Êj�JË @ ú

	̄ �H@ZA 	®Ë @ è 	Yë Ð@Y 	j�J�@ YK
@ñ 	̄ 	áÓ Ym�'
 ø


	YË@

: ú
ÎK
 AÓ 	YKY 	J« A 	JK
YË . M 	áÓ 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ë •− �èQå��AJ. ÖÏ @ �@ñ	mÌ'@ 	�ªK. 4.2.11

. Np(g) = Np(f) �ð Lp 3 g 	àA
	̄ ½ �� � µ , f(x) = g(x) 	àA¿ð Lp 	áÓ @Qå� 	J« f 	àA¿ @ 	X @ - 1

. Np(f) = Np(|f |) �ð Lp 3 |f | 	àA¿ Lp 3 f 	àA¿ @ 	X @ - 2

. Lp 3 f+ �ð f− 	àA¿ Lp 3 f 	àA¿ @ 	X @ - 3

. Lp 3 sup{f, g} �ð inf{f, g} 	àA¿ Lp 3 g �ð f 	àA¿ @ 	X @ - 4

�éªK. @QË @ð �é�JËA�JË @ 	á�
�J�
�A	mÌ'@ 	áÓ Y»

A�JËð . é� 	® 	K 	K
Qª�JË @ Ð@Y 	j�J��� 	à


@ 	á�
�J
Ëð


B@ �@ñ	mÌ'@ 	áÓ Y»


A�JË @ ½ 	JºÖß


�ð sup{f, g} = f + (g − f)+ 	à

@ð f− = 1

2{|f | − f} �ð f+ = 1
2{f + |f |} 	à


@ 	¡kB

. inf{f, g} = − sup{−f,−g}
. ú
¾J. �� ZA 	� 	̄ Lp 	à


@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


. ÐA�K ú
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	̄ Lp •− Qå��J
 	̄ð ��
P �é 	JëQ�.Ó 5.2.11

. �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ è 	Yë 5Qå��J
 	̄ð 4��
P �é 	JëQ�.Ó i. �J 	��K

{fnk
} �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K 	YKY 	J« . Lp ú


	̄ ú
æ
��ñºË� �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

	áº�JË •− �é 	JëQ�.Ó 6.2.11

: 	àñº�K �IJ
m�'.
. �éK. PA �®�JÓ Np(fnk+1 − fnk

) ÐAªË@ YmÌ'@ �H@ 	X �éÊ�Ê�Ë@ - 1

. X ú

	̄ ½ �� � µ A �®Ê¢Ó �éK. PA �®�JÓ fnk+1(x)− fnk

(x) ÐAªË@ YmÌ'@ �H@ 	X �éÊ�Ê�Ë@ - 2

�éK. PA �®�JÓ {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àñº�Kð Lp 3 f 	YKY 	J« . f(x) = lim
k→∞

fnk
(x) , X ú


	̄ ½ �� � µ © 	�	JË - 3
. Lp ú


	̄
f ñm� 	'

éË , ø
 Qå�ªË@ ù
 ªK. A�JË @ ÉJ
Êj�JË @ ø
 Qº�JJ.Ó Yg

@ . ø
 PA 	ª 	Jë ú


�GAJ
 	�AK
P (1956− 1880) Fredrick Riesz 4

. �éJ
 	K @Qå�ÖÏ @ ÉKA�ÖÏ @ð �éJ
�® 	̄ @ñ�JË @ ©K. @ñ�JË @ ú

	̄ ð �é�@Q��ÖÏ @ �H@Q�K ñÖÏ @ �éK
Q 	¢	�ð �éJ
ÊÓA¾�JË @ �HBXAªÖÏ @ ú


	̄ �HAm�'.

@

ÉJ
Êj�JË @ ú

	̄ ð ù


�®J
�®mÌ'@ ÉJ
Êj�JË @ ú

	̄ ÈAÔ«


@ éË ú


	GAÖÏ

@ ú


�GAJ
 	�AK
P (1959− 1875) Ernst S. Fischer 5

. ù
 ªK. A�JË @
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�HAJ. �KB @
A 	JK
YË 	àñºK
 �IJ
m�'. {fnk

} �ék. Q 	j�J�Ó �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K Aî 	E

B l� 	�@ð @ 	Yë .1

Np(fnk+1 − fnk
) ≤ 1

2k
, ∀k ∈ N?.

: ú
ÍA�JË @ ñj	JË @ úÎ« �ék. Q 	j�J�ÖÏ @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ úÎ« Èñ�mÌ'@ 	áºÖß
ð
n1 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Np(fm − fn) ≤ 1

2
	àñºK
 �IJ
m�'. N? 3 n1 Yg. ñJ
 	̄ Lp ú


	̄ ú
æ
��ñºË {fn}∞n=1

	à

@ AÖß.

�ð n2 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Np(fm − fn) ≤ 1
22

	àñºK
 �IJ
m�'. , n1 < n2
, N? 3 n2 Yg. ñK
ð . n1 ≤ m �ð

�ð n3 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Np(fm − fn) ≤ 1
23

	àñºK
 �IJ
m�'. , n2 < n3
, N? 3 n3 Yg. ñK
 AÒ» . n2 ≤ m

	àñºK
 �IJ
m�'. nk−1
	áÓ AÓAÖ �ß Q�.»


@ nk ù
 ªJ
J.£ XY« Yg. ñK
 é 	K


@ øQ	K �èñ¢ 	k k YªK. ð . n3 ≤ m

�éJ
ËA�J�JÓ úÎ« É�m� 	' È@ñ 	JÖÏ @ @ 	Yë úÎ« A 	JÊ�@ð @ 	X@ð . nk ≤ m �ð nk ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Np(fm − fn) ≤ 1
2k−1

. �èPñ» 	YÖÏ @ �HA 	®�@ñÖÏ AK. �ék. Q 	j�J�Ó
H. Yj�JË @ �é 	JK
AJ. �JÓ Ð@Y 	j�J�AK. ð . M+ 3 g 	àA

	̄ M3 f 	à

@ AÖß. . g =

∞∑
k=1

|fnk+1 − fnk
| © 	�	JË .2

	à

@ øQ	K XðYªË@

Np(g) ≤
∞∑

k=1

Np(|fnk+1 − fnk
|) ≤

∞∑

k=1

1
2k

<∞.

ÐAªË@ YmÌ'@ �H@ 	X �éÊ�Ê�ÊË ��Ê¢ÖÏ @ H. PA�®�JË @ é 	JÓð . AJ
Ê¿ éJ. �� µ é�J 	JÓ g(x) 	à 	X@ . é�J 	JÓ Np(g) 	à

@ ø



@

. ½ �� � µ , {fnk+1(x)− fnk
(x)}

© 	�	JË .3

. ½ �� � µ f(x) =
∞∑

k=1

(fnk+1(x)− fnk
(x)) + fn1(x)

@ 	YËð . ½ �� � µ , |f(x)| ≤ g(x) + |fn1(x)| 	à 	X@ . ½ �� � µ , f(x) = lim
k→∞

fnk
(x)

	YKY 	J«
. Lp 3 f é 	JÓð . Np(f) ≤ Np(g) +Np(fn1) <∞

A 	JK
YË . Lp ú

	̄
f ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {fn}∞n=1

	à

@ úÎ« 	à

�
B@ 	áëQ�. 	JË

Np(f − fnk
) = Np

(
f −

∑

1≤k′≤k−1

(fnk′+1
− fnk′ )− fn0

)

i. �J 	�K
 . Np(f − fnk
) ≤ 1

2k @ 	YËð Np(f − fnk
) ≤ ∑

k′≥k
Np(fnk′+1

− fnk′ ) (XðYªË@ H. Yj�JË @) éJ
Ê«ð
	àA

	̄ Lp ú

	̄ �éJ
 ��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

	à

@ AÖß.ð Np(f − fnk

) −→
k→∞

0 	à

@ @ 	Yë 	áÓ

Np(f − fn) −→
n→∞

0.

�IJ
m�'. N? 3 k0 Yg. ñK
 lim
k→∞

Np(f − fnk
) = 0 	à


@ AÒJ. 	̄ , ù¢ªÓ 0 < ε Ég.


@ 	áÓ , �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð
�IJ
m�'. N? 3 n0 Yg. ñJ
 	̄ , Lp ú


	̄ ú
æ
��ñºË {fn}∞n=1

	à

@ AÖß.ð . k0 ≤ k 	àA¿ AÒêÓ Np(f − fnk

) ≤ ε
2

Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J« . m0 = max{k0, n0} 	à

�
B@ 	áºJ
Ë . n0 ≤ m �ð n0 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ Np(fm − fn) ≤ ε

2

: A 	JK
YË 	àñºK
 m0 ≤ k �ð m0 ≤ n

Np(f − fn) = Np(f − fnk
+ fnk

− fn)
≤ Np(f − fnk

) +Np(fnk
− fn) ≤ ε

2 + ε
2 = ε.

{fn(x)}∞n=1
�éJ
ÓA�J�JÖÏ @ 	àñº�K �IJ
m�'. ð Lp ú


	̄ ú
æ
��ñºË� �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

	áº�JË •− �éÓ 	PB 7.2.11

f ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {fn}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àñº�Kð Lp úÍ@ f ù
 Ò�J 	�K
 	YKY 	J« . f(x) ñm� 	' X ú


	̄ ½ �� � µ �éK. PA �®�JÓ
. Lp ZA 	� 	®Ë@ ú


	̄
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�HAJ. �KB @
: 	àñº�K �IJ
m�'. {fnk

}∞k=1
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð

. ½ �� µ , lim
k→∞

fnk
(x) = g(x)

. Lp ú

	̄
f ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {fn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àñº�Kð Lp úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 f @ 	YËð , ½ �� µ , f(x) = g(x) 	à 	X@

•− �HA 	¢kCÓ 8.2.11

, {fn}∞n=1
	áÓ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÖÏ� AJ
Ê¿ éJ. �� µ H. PA�®�JË @ 	áÓ 	á�k


@ �éj. J
�� 	K �HA 	¢�J 	K @ �éÓA« �é 	®��. 	áºÖß
 B - 1

H. PA�®�K úÍ@ Lp ú

	̄ {fn}∞n=1 H. PA�®�K ø
 X ñK
 B øQ 	k


@ �èPAJ.ªK. ð . é 	KX


@ �éJ
 	K A�JË @ �é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢ 	�


@

: �é¢�® 	JË @ è 	Yë iJ
 	�ñ�K ñë ú
ÍA�JË @ ÈA�JÖÏ @ 	áÓ 	¬YêË@ . ½ �� � µ , {fn}∞n=1

XY« É¿ Ég.

@ 	áÓ . 	©J
K. ñË �AJ
�®K. ð B[0,1]

�éJ
ÊK
PñJ. Ë @ Aî�EQ�
 ��ªK. �èXð 	QÓ X = [0, 1] �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áº�JË
�è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ , ϕ(k)

j = χIk
j

	à

AK. �èA¢ªÖÏ @ k , . . . , 1 = j , ϕ(k)

j
�éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JË @ Q�. �Jª 	K , k ù
 ªJ
J.£

: 	à

AK. �é 	̄QªË@ �éJ
ËA�J�JÖÏ @

	Y 	g

A 	K �Õç�' . Ikj = [ j−1

k , jk ] ÈAj. ÒÊË

f1 = ϕ
(1)
1 , f2 = ϕ

(2)
1 , f3 = ϕ

(2)
2 , f4 = ϕ

(3)
1 , . . . , fn = ϕ

(k)
j ,

: A 	JK
YË , f = 0 	áºJ
Ë . fn = χIk
j

	à

@ ø



@ , 1 ≤ j ≤ k , n = k(k−1)

2 + j �IJ
m�'. ϕ(k)
j ©Ó

Np(fn − f) =
(∫

[0,1]

fpn dλ
)1/p

≤
(1
k

)1/p

, ∀n ≥ k(k − 1)/2

B �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë 	à

@ øQ�K 	à


@ ½	JºÖß
ð . ÐðYªÖÏ @ ©K. A�JË @ ñm� 	' Lp ú


	̄ {fn}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�K @ 	YËð

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K , [0, 1] 3 x É¿ Ég.

@ 	áÓ , é 	K


B @ 	Yëð . [0, 1] úÎ« ½ �� � λ Q 	®�Ë@ ñm� 	' H. PA�®�J�K

. fnl
(x) = 0 �IJ
m�'. {fnl

}∞l=1
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�Kð fnk

(x) = 1 �IJ
m�'. {fnk
}∞k=1

�éJ
K 	Qk.
. 0 ñm� 	' H. PA�®�J�K �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�@ ©J
¢���	� A 	J 	JºË

©K. @ñ�JË @ �éËAg ú

	̄ �éJ
Ëð


@ �H@ðX


AK. AîD
Ê« 	áëQ�. ÖÏ @ , �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ 	¬Qª	K , ù
 �K
Pñ 	̄ �HAJ
ËA�J�JÖß. ��Êª�JK
 AÒJ
 	̄ð - 2

ZA 	� 	®Ë@ 	áÓ ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¾ ���� ú


�æË@ , R úÎ« �èQÒ�J�Óð 2π AëPY�̄ �èPðX �H@ 	X �éJ
�®J
�®mÌ'@

L2 = L2([0, 2π],B[0,2π], λ),

I. �kð . L2 ú

	̄
f ©K. A�JË @ @ 	Yë ñm� 	' H. PA�®�J�K L2 	áÓ f ©K. A�JK. �é�® 	̄QÖÏ @ ù
 �K
Pñ 	̄ �éÊ�Ê� 	à


@ ù
 ëð

, {Sn}∞n=1
�éJ
K 	Qm.Ì'@ ©J
ÓAj. ÖÏ @ �éJ
ËA�J�JÓ 	áÓ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. Q 	j�J�	� 	à


@ ©J
¢���	� , �é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�. ÖÏ @

Carleson 	àñ�ËPA¿ . È 	à@
	X @

�éJ
 	̄ A¿ Q�
 	« ù�®J. �K �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë 	à

@ B@ . [0, 2π] úÎ« ½ �� � λ H. PA�®�J�K

½ �� � λ H. PA�®�J�K L2 	áÓ ©K. A�JË ù
 �K
Pñ 	̄ �éÊ�Ê� 	à

AK. ÉKA �®Ë @ Lusin 	á�
�ñË 	á�
Ò	m��' 1966 �é 	J� 	áëQK.

. f ñm� 	'

H. PA�®�JË @ �HA 	JëQ�.Ó 3.11

�èYK
@ 	Q��Óð �éJ.k. ñÓ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1
	áº�JË •− (I. �
�KQË@ H. PA�®�J

�
ÊË) ù


	®Ë ñJ.�
K. �é 	JëQ�.Ó 1.3.11

: 	YKY 	J« . sup
n≥1

Np(fn) <∞ �IJ
m�'. ð Lp ZA 	� 	®Ë@ 	áÓ AëQå�A 	J«

. X úÎ« ½ �� � µ , sup
n≥1

fn(x) <∞ - 1

�ð Lp ZA 	� 	®Ë @ úÍ@ f ©K. A�JË @ ù
 Ò�J 	�K
 . X úÎ« ½ �� � µ , f(x) = lim
n→∞

fn(x) 	áºJ
Ë - 2
. Lp ZA 	� 	®Ë @ ú


	̄
f ñm� 	' {fn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�Kð Np(f) = lim
n→∞

Np(fn)
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�HAJ. �KB @
�é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ðð . M+ 3 f 	à@ �Õç�' X úÎ« 	¬�QªÓ ñëð f = lim

n→∞
fn(= sup

n→∞
fn) 	áºJ
Ë .1

	à

@ úÍ@

�éJ
 	�Q 	®Ë @ ø
 X ñ�K @ 	YËð . Np(f) = sup
n≥1

Np(fn) 	à

@ f = sup

n≥1
fn 	áÓ i. �J 	�K
 ,1 , 3.1.11

. ½ �� � µ , sup
n≥1

fn(x) <∞ é 	JÓð Lp 3 f @ 	YËð Np(f) <∞
	à

@ Np(f) = sup

n≥1
Np(fn) 	àñ» 	áÓ i. �J 	�K
 .2

(
Np(f)

)p = sup
n≥1

[
Np(fn)

]p = lim
n→∞

[
Np(fn)

]p
<∞.

. [
Np(f)

]p ñm� 	' R+ ú

	̄ {[

Np(fn)
]p}∞

n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�K
: n < m Ég.


@ 	áÓ , A 	JK
YË , 5.1.11 	áÓ úÍð


B@ �é 	¢kCÖÏ @ ú


	̄ �èXP@ñË@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ I. �kð
[
Np(fm − fn)

]p ≤ [
Np(fm)

]p − [
Np(fn)

]p
.

Èñ�jÊË 7.2.11 �éÓ 	PC
�
Ë@ ��J
J.¢�� B@ AëY	J« ù�®J. K
 ÕËð . Lp ú


	̄ �éJ
 ��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1
	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë
. �éj. J
�� 	JË @ úÎ«

. Lp ZA 	� 	®Ë@ úÍ@
�éJ
Ò�J 	JÖÏ @ð �éJ.k. ñÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ �é��̄ A 	J�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

	áº�JË •− �éÓ 	PB 2.3.11

A 	JK
YËð Lp ZA 	� 	®Ë @ ú

	̄
f ©K. A�K ñm� 	' �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë H. PA�®�J�K 	YKY 	J«

Np(f) = lim
n→∞

Np(fn) = inf
n≥1

Np(fn).

�HAJ. �KB @
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ ©Ó 0 ≤ gn 	à


@ l� 	�@ð . gn = f1 − fn �IJ
k , {gn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ Q�. �Jª 	JËð f = inf
n≥1

fn © 	�	JË
	à

@ AÖß.ð . Np(gn) = Np(f1 − fn) ≤ Np(f1) 	à@

	X @ , ∞ > sup
n≥1

Np(gn) �ð �èYK
@ 	Q��Ó {gn}∞n=1

sup
n≥1

gn = − inf{fn − f1} = f1 − inf
n≥1

fn = f1 − f,

, Lp ZA 	� 	®Ë@ ú

	̄
f1 − f ñm� 	' H. PA�®�J�K {f1 − fn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à@ �Õç�' . Lp 3 f �ð Lp 3 f1 − f 	àA
	̄

A 	JK
YÊ 	̄ QÒ�J�Ó Õæ

	¢ 	JË @ ©K. A�K 	à


@ AÖß.ð . Lp ZA 	� 	®Ë @ ú


	̄
f ñm� 	' {fn}∞n=1 ½Ë 	Y» H. PA�®�J�K @ 	YËð

Np(f) = lim
n→∞

Np(fn) = inf
n≥1

Np(fn).

�éJ
ËA�J�JÓ Ég.

@ 	áÓ �èXP@ð Q�
 	« �éÓ 	PC

�
Ë@ è 	Yë �éj. J
�� 	K 	à


@ úÍ@ ZøPA�®Ë @ éJ. �J 	�K
 	à


@ I. m.�'
 •− �é 	¢kCÓ 3.3.11

. è A 	KX

@ 6.3.11 �HA 	¢kCÖÏ @ 	áÖÞ 	� XP@ñË@ ÈA�JÖÏ @ Q 	¢ 	�


@ . �éJ
 	®J
»

Lp(X,A, µ) ZA 	� 	®Ë@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1
	áº�JË •− ( �é 	JÒJ
êËAK. H. PA�®�JÊË) 	©J
K. ñË �é 	JëQ�.Ó 4.3.11

: 	à

@ 	�Q 	® 	JË . M3 f 	áºJ
Ëð

. ½ �� � µ , lim
n→∞

fn(x) = f(x) - 1

. N? 3 n 	àA¿ AÒêÓ , ½ �� � µ , |fn(x)| ≤ g(x) �IJ
m�'. Lp 3 g ©K. A�K Yg. ñK
 - 2

. f ñm� 	' Lp(X,A, µ) ZA 	� 	®Ë @ ú

	̄ �éK. PA �®�JÓ {fn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àñº�Kð Lp úÍ@ f ù
 Ò�J 	�K
 	YKY 	J«

�HAJ. �KB @
	à 	X@ . hn = f − fn 	à

�
B@ 	áºJ
Ë . Lp 3 f @ 	YËð f(x) ≤ g(x) 	à


@ (2) �ð (1) 	á�
£Qå��Ë @ 	áÓ i. �J 	�K
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�éËAg ú

	̄ ÐY�®ÖÏ @ 	©J
J. ÊË �éÒJ
êËAK. H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢�� 	YKY 	J« ©J
¢��� 	� 	̄ . |hn(x)| ≤ 2p

(
g(x)

)p

: 	à 	X@ . L1 úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 2pgp 	à

B hpn ©K. @ñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ úÎ« p = 1

lim
n→∞

∫

X

|hn|p dµ =
∫

X

lim
n→∞

|hn|p dµ = 0

. lim
n→∞

Np(f − fn) = 0 	à

@ ø



@

: ú
ÍA�JË @ É¾ ��Ë@ úÎ« YK
YÒ�JË @ @ 	Yë ÐY�® 	JËð . �ém���QÓ �é«ñÒm.× úÍ@
�é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ YK
YÖ �ß 	áºÖß


{fj}j∈I 	áº�JËð XðY« �A�

AK. ©�JÒ�J�K F �ém���� �QÓ �é¢�@ñK. �ém�

��� �QÓ �é«ñÒm.× I 	áº�JË •− �éÓ 	PB 5.3.11
: �IJ
m�'. ð Lp úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ©K. @ñ�K �é«AÔg.

. ½ �� � µ , lim
J,F

fj(x) = f(x) - 1

. F 	áÓ j 	àA¿ AÒêÓ , ½ �� � µ , |fj(x)| ≤ g(x) �IJ
m�'. Lp 3 g ©K. A�K Yg. ñK
 - 2

. Lp ú

	̄ lim
J,F

fj = f A 	JK
YË �ð Lp úÍ@ f ù
 Ò�J 	�K
 	YKY 	J«

�HAJ. �KB @
{fjn} �éJ
ªK. A�JË @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ ���®m��' An 3 jn ©Ó {jn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ �I	KA¿ AÒêÓ . F �Ë� A��̄ A 	J�JÓ A�A�


@ {An} 	áºJ
Ë

Yg. ñ�J 	̄ Lp ú

	̄
f ñm� 	' H. PA�®�J�K B {fj} �I	KA¿ @ 	X @ð . Lp ∈ f @ 	YËð �é 	JÒJ
êËAK. H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó  ðQå��

. 	��̄ A 	J�K @ 	Yëð , Lp ú

	̄
f ñm� 	' {fjn} H. PA�®�J�K B �IJ
m�'. {fjn}

�éJ
ËA�J�JË

•− �HA 	¢kCÓ 6.3.11
�éJ
 	�Q 	®Ë @ ø
 ñ�®�K �é 	JÒJ
êËAK. H. PA�®�JÊË 	©J
K. ñË �é 	JëQ�.Ó ú


	̄ �èXP@ñË@ |fn(x)| ≤ g(x) (2) �éJ
 	�Q 	®Ë @ 	à@ ◦
¡�® 	̄ ���®m��' �éJ
 	®J
» �éJ
ËA�J�JÓ Ég.


@ 	áÓ �éj. J
�� 	JË @ Õæ


�®�J��� B Y�̄ð . 1.3.11 ù

	®Ë ñJ.�
K. �é 	JëQ�.Ó ú


	̄ �èXP@ñË@
. supn≥1 fn(x) < +∞ ð


@ supn≥1Np(fn) < +∞  Qå��Ë @

ÈA�JÓ
. �� 	̄ @ñÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ `p ZA 	� 	®Ë@ 	áºJ
Ëð µd X@Yª�JË @ �AJ
�®K. ð P(N) éK @ 	Qk.


@ �èQ�
 ��ªK. Xð 	QÓ X = N 	áºJ
Ë

éJ
Ê«ð Np(fn) = 1 @ 	YËð ∫
N f

p
n dµd = 1 A 	JK
YË fn = χ{n} �IJ
k {fn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @ Ég.


@ 	áÓ

. sup
n
fn = 1 �ð sup

n≥0
Np(fn) = 1 < +∞

A 	JK
YË ��
Ë 	áºË . N 3 k 	àA¿ AÒêÓ lim
n→∞

fn(k) = lim
n→∞

χ{n}(k) = 0 øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ A 	JK
YËð

. 	��̄ A 	J�K @ 	Yëð , lim
n→∞

Np(fn) = 0 A 	JK
YË 	àA¿ B@ð , `p ú

	̄ lim
n→∞

fn = 0

. inf Np(fn) = Np(inf fn) Bð supNp(fn) = Np(sup fn) B A 	Jë A 	JK
YË ��
Ë é 	K

@ 	¡kC	K

	áºJ
Ë . ú
ÍA�JË @ ÈA�JÖÏ @ 	áÓ 	á�
J. ��K
 AÓ @ 	Yë . �éK
PðQå 	� " XðY« �A�

AK. ©�JÒ�J�K �ém�

����QÓ\ �éÓ 	PC
�
Ë@ �éJ
 	�Q 	̄ 	à@ ◦

. �éJ
î �D 	JÖÏ @ I Z @ 	Qk.

B Λ �é«ñÒj. ÖÏ @ 	áº�JËð . 	©J
K. ñË �AJ
�̄ð �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ Aî�EQ�
 ��ªK. Xð 	QÓ I = [0, 1] ÈAj. ÖÏ @

©K. A�JË @ 	áºJ
Ëð

A ∈ Λ 7→ fA = χA

	à@ . Z @ñ�JkB@ �é�̄C« Ég.

@ 	áÓ Λ ©£A�®Ó �ém���QÓ F 	áº�JË . XYª�JÓ ÉJ
ËY» A úÍ@ Q 	¢ 	JË @ 	áºÖß


F �ém�
����Q �ÒÊË XðY« Q�
 	« A�A�


@ É¾ ���� , Λ ú


	̄ Èñj. �JK
 B �IJ
k {A | A ∈ Λ, B ⊃ A} �HA«ñÒj. ÖÏ @
: A 	JK
YË . Λ ©£A�®Ó �é«ñÒm.× Aî 	E


B
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. [0, 1] 3 x 	àA¿ AÒêÓ lim
A,F

fA(x) = lim
A,F

χA(x) = 1
∫
I
fA dλ = 0 	áºË . Λ 3 A 	àA¿ AÒêÓ |fA| ≤ 1 �ð L1 3 fA Ð 	QÊ�J��
 L1(I,B, λ) 3 1 	à@ �Õç�'

∫
I
1 dλ = 1 A 	JK
YËð (ÐðYªÓ Qå�	JªË@ �H@YJ
kñË 	©J
K. ñË �AJ
�̄ 	à


@ Q» 	Y�K) ½ �� � λ , fA(x) = 0 	à


B

. L1 ú

	̄ lim
A,F

fA = 1 A 	JK
YË 	àñºK
 	à

@ 	áºÖß
 B @ 	YËð ,

(∞ > p ≥ 1) Lp 	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄
4.11

	áºÒJ
 	̄ 6ù
 ÒJ
 	¢ 	� 	�	� ú
«Aª �� ZA 	� 	̄ A 	JK
YË 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	¬ðQªÖÏ @ 	áÓ •− 	K
Qª�Kð Q�
» 	Y�K 1.4.11

ñ 	̄ A¾�JË @ �é�̄C« úÎ« é�JÒ��̄ É�Ag PAJ. �J«AK. ù
 ÒJ
 	¢ 	� ZA 	� 	̄ ZA ��	� @

R : fRg ⇐⇒ ||f − g|| = 0

. Õæ

	¢ 	JË @ 	�	� úÍ@ ø
 Qå���
 || · || �IJ
k

. Np(f − g) = 0 	à

AK. R �é�̄CªË@ 	à 	X@ Ñk. Q����K , Np Õæ


	¢ 	JË @ 	�	JK. �èXð 	QÓ Lp 	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄ ú

	̄

A 	��


@ Zú 	̄ A¾�K ù
 ëð

. AJ
Ê¿ éJ. �� � µ , f(x) = g(x)

AëY	J« . �éÊÒêÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ 	àñºÖÏ @ M ZA 	� 	®Ë@ 	áÓ ú

G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë @ Nµ 	áºJ
Ë

. Np(f − g) = 0 ⇐⇒ Nµ 3 f − g ⇐⇒ ½ �� � µ , f(x) = g(x)
. Lp(X,A, µ)/Nµ É�AmÌ'@ ZA 	� 	®Ë @ A 	®K
Qª�K ñë Lp(X,A, µ)

. Lp(X,A, µ) ú

	̄ Õæ


	¢ 	� úÎ« É�m� 	' f̃ 3 f ©Ó ||f̃ ||p = Np(f) © 	�ñK. A 	J 	K @
	X @ ù
 ÒJ
 	¢ 	� ZA 	� 	̄ ñëð

ú

�æË@ ñ 	̄ A¾�JÊË 	¬ñ 	®� 	áÓ ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë 	àñº�JK
 . Lp �K.� ¡�® 	̄

Lp(X,A, µ) úÍ@ Q�
 ��	� , PA��J 	kB@ 	¬YîE. ð
. ��. ÊË ÈAm.× ¼A 	Jë 	àA¿ @ 	X @ B@ ˜ 	àðYK. , ¡�® 	̄

f �K.� AîD
Ë @ Q�
 ��	�
: 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ M/Nµ 	áÓ ú

G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë @ ñë Lp 	à 	X@

||f̃ ||p < +∞, (||f̃ ||p = Np(f), f ∈ f̃).

. AîEñ 	̄ A¾�K 	¬ñ 	®� PAJ. �J«@ �Õç�' ¡�® 	̄ ½ �� � µ �é 	̄QªÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ Ð @Y 	j�J�@ úÎ« PA��J�̄B@ ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. 	áºÖß
ð

•− �éJ
�A�

B@ �@ñ	mÌ'@ 	�ªK. 2.4.11

��
P �é 	JëQ�.Ó I. �k ÐA�K ñëð . ZA ��	�BAK. ù
 ÒJ
 	¢ 	� ú
«Aª �� ZA 	� 	̄
Lp 	à@ •− ú


	kA 	JK. Z A 	� 	̄
Lp 1.2.4.11

. Qå��J
 	̄ð

. ú
¾J. ��ð I. �KQÓ ú
«Aª �� ZA 	� 	̄ é 	K

@ ø



@ •− ��
QË ZA 	� 	̄

Lp 2.2.4.11

è 	Yë 	à

@ 	áÓ Y»


A�J 	K 	à


@ A 	J 	JºÖß
ð AJ
Ê¿ ½ �� � µ , f̃ ≤ g̃ ⇔ f(x) ≤ g(x) •− : I. �KQÓ ú
«Aª �� ZA 	� 	̄ ñë

. ú
«Aª ��Ë@ ZA 	� 	®Ë@ ©Ó �éÒj. � 	�Ó �é�̄CªË@

(@) 	àA¿ @ 	X @ E úÎ« Õæ

	¢	� 	�	� é 	K @ q : E → R ��J
J.¢�� 	á« Èñ�® 	K . R úÎ« ú
«Aª �� ZA 	� 	̄

E 	áºJ
Ë 6

(�k. ) ; E 3 y , x 	àA¿ AÒêÓ q(x+ y) ≤ q(x) + q(y) (H. ) ; E 3 x 	àA¿ AÒêÓ 0 ≤ q(x)
. R 3 α 	àA¿ AÒêÓ E 3 x 	àA¿ AÒêÓ q(αx) = |α|q(x)
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. Lp 3 inf{f̃ , g̃} �ð Lp 3 sup{f̃ , g̃} 	à

@ Ð 	QÊ�J��
 Lp úÍ@ 	àAJ
Ò�J 	�K
 g̃ �ð f̃ •− : ú
¾J. �� ø
 PAª �� ZA 	� 	̄ ñë

	áÓð Lp 3 inf{f, g} �ð Lp 3 sup{f, g} 	àñ» 	áÓ l .�
�'A 	K @ 	Yë

sup{f̃ , g̃} = s̃up{f, g} �ð inf{f̃ , g̃} = ĩnf{f, g}
. 	K
QªË@ úÍ@ ¨ñk. QËAK. �é 	̄ñË


AÖÏ @ �éJ
 	®J
ºËAK. AÒîD
Ê« 	àAê 	®J. Ë @ 	áºÖß
 	àA�KC

�
Ë@ 	àA�KðA�ÖÏ @ AÒëð

: 	à

@ ��J.� AÜØ i. �J 	�K
ð

|f̃ | = |̃f |, f̃+ = |̃f |+, f− = |f̃ |−.

. ÐA�K ú
¾J. �� ZA 	� 	̄
Lp •− �é 	JëQ�.Ó 3.2.4.11

. �éJ
ËA�JË @ ©K. P

B@ �@ñ	mÌ'@ úÎ« �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë �HAJ. �K @ YÒ�JªK


ZA 	� 	®Ë@ �éJ
 	�K. ©Ó �éÒj. � 	�Ó || · || Õæ

	¢ 	JË @ �é¢�@ñK. Lp úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ AJ
k. ñËñK. ñ�JË @ •− úÍð


B@ �éJ
�A	mÌ'@

. Lp �Ë� I. �KQÖÏ @ ú
«Aª ��Ë@

. ÐA 	¢�J 	K AK. QÒ�J�Ó u 7→ |u| ��J
J.¢�JË @ , Lp ��
P ZA 	� 	̄ ú

	̄ •− �éJ
 	K A�JË @ �éJ
�A	mÌ'@

@ 	X @ , ≤ �é�̄CªËAK. l���QÖÏ @ð �éJ.k. ñÓ Qå�A 	J« 	áÓ A 	KñºÓ Lp 	áÓ AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄
E 	áºJ
Ë •− �é�JËA�JË @ �éJ
�A	mÌ'@

. E �Ë� úÎ«

B@ YmÌ'@ ù
 ë �éK
Aî 	DË @ è 	Yë 	àA

	̄
Lp ú


	̄ �éK
Aî 	E ÉJ. �®�K E ©£A�®Ó �ém���QÓ �I	KA¿

ú �æk . ≤ �é�̄CªËAK. l���QÓð �éJ.k. ñÓ Qå�A 	J« 	áÓ A 	KñºÓ Lp ú

	̄ AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄

E 	áºJ
Ë •− �éªK. @QË @ �éJ
�A	mÌ'@
. sup
u∈E
||u||p < +∞ 	àñºK
 	à


@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 Lp ú

	̄ úÎ«


@ Yg E �Ë� 	àñºK


•− AJ
Ê¿ éJ. �� � µ H. PA�®�JËAK. ð Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JËAK. ¡�ñ�JÖÏ AK. H. PA�®�JË @ A�J�̄C« 3.4.11

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ •− ù

	®J
» µ

. Lp ú

	̄ H. PA�®�JË @ 	QÊ�J��
 Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JË @ 	àA

	̄ @XðYgð µ 	àA¿ @ 	X @ •− XðYm× µ

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ A 	JK
YË 	àñºK
 Lp 	áÓ f É¿ Ég.

@ 	áÓ é 	K


B ½Ë 	Xð

|f |Lp ≤
(∫

X

|f |p dµ
)1/p

≤
(

sup
x∈X
|f(x)|

)
{µ(X)}1/p

. �éj. J
�� 	JË @ È 	QÊ�J��� fn − f úÎ« �I�®J.¢Ó @ 	X @ ú

�æË@

	áÓ �èXP@ð �éJ
�A	mÌ'@ 	à

@ · · ·→ ÑîD�Ë @ ú


	æªK
 �IJ
k , ú
ÍA�JË @ É¾ ��Ë@ ú

	̄ �é�®K. A�Ë@ �é 	KPA�®ÖÏ @ •− �J
 	jÊ�K 	áºÖß


: ¡�® 	̄ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Ég.

@



159 (∞ ≥ p ≥ 1) Lp �ð Lp 	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄ 11 É� 	®Ë@

Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JË @
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡¡ª

XðYm× µ

?

�é 	JÒJ
êËAK. H. PA�®�JË @

6

¾½ �� � µ H. PA�®�JË @

Lp ú

	̄ H. PA�®�JË @

, Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®Ë @ Lp ú

	̄ H. PA�®�JË @ 	à 	X@ Ð 	QÊ�J��
 B

@ 	Yë . ú
Î¾Ë@ éJ. �� µ H. PA�®�JË @ ú �æk A 	JK
YË ��
Ë 	X @
�ém�� 	áÒ 	���  ðQå�� Yg. ñ�K ù
 ë : È ðA���Ë @ Q�
�JK


? �ºªË@
Q�
 	« Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JË @ 	à


@ A 	Jë Èñ�® 	K 	à


@ I. m.�'
ð

	à@YJ
ÖÏ @ @ 	Yë ú

	̄ A 	J 	K @

	X @
�éÊÓA¾ÖÏ @ ÉKA�Ó ú


	̄ Õç'CÓ
�HA«ñ�Ò�j. �ÖÏ @ úÎ« B@ Ðñ�ÒªË@ ù�Ê« ÉÒª	K B

. ÐðYªÓ AÒî 	DJ
K. (ú

�GA«ñÒj. ÖÏ @) ��Q 	®Ë @ �AJ
�̄ 	á�
�JªÒm.× 	á�
K. ��Q 	® 	K B A 	J 	K


@ ø



@ ÐðYªÓ é�AJ
�̄ I. K
Q�®�JK. �é 	̄QªÖÏ @

. �éÊÓA¾ÖÏ @ úÍ@
�éJ.�	� Q��»


@ Õç'CÓ Ñ 	¢�J 	JÓ éJ. �� µ �Ë @ H. PA�®�JË @

•− L2 ZA 	� 	®Ë@ �éËAg 4.4.11

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÓ L2(X,A, µ) •− �é 	JëQ�.Ó 1.4.4.11

(u, v) 7→ (u | v) =
∫

X

uv dµ

. R úÎ« �HQ�. ÊJ
êË ZA 	� 	̄

É�JÜØ g �ð u
		J�ÊË É�JÜØ f �IJ
k

∫
X
fg dµ 	à


AK.

	¬QªÓ ∫
X
uv dµ 	à


@ A 	Jë Q» 	Y 	K 	à


@ 	á�j�J��


ù
 ÒÊ� Z@Yg. Cª 	̄ é 	K

AK. Y»


A�JË @ 	áºÖß
 . 	áK
Xñ 	k


AÖÏ @ 	á�
Ê�JÒÖÏ AK. ��Êª�JK
 B ∫

X
uv dµ ÉÓA¾�JË @ �éÒJ
�̄ð ; v 		J�ÊË

ZA 	� 	̄
L2 	à@ �Õç�' . |f |L2 = (

∫
X
f · f dµ)1/2 	à@

	X @ , | · |L2 Õæ

	¢ 	JË @ ©Ó ��J.¢ 	�K
 éË �� 	̄ @ñÖÏ @ Õæ


	¢ 	JË @ 	à

@ð

. ÐA�K

�é 	JëQ�.ÒÊË �éJ
�º« �éj. J
�� 	K Ñk. Q����K �éJ
Ë @ñÖÏ @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ •− �HQ�. ÊJ
ë �H@ZA 	� 	®Ë �é�ñÒÊÖÏ @ h.
	XAÒ 	JË @ 	�ªK. 2.4.4.11

Õç'
Y�®�JËð . (X,A, µ) �éJ
�KC�JË @ ¡�@ñK. XQm.× ú

�GQ�. ÊJ
ë ZA 	� 	®Ë " �ñÒÊÖÏ @\ ÉJ
�JÒ�JË @ 	áÓ ¨ñ	K ÐY�®�K ù
 ëð �é�®K. A�Ë@

. ú

�GQ�. ÊJ
êË @ YªJ. Ë @ Ðñê 	®Ó úÍ@ h. A�Jm� 	' Xñ��®ÖÏ @

H �Ë�
�éJ
�KQ�. ÊJ
êË @ �HA�A�


B@ É¾Ë ú
Î�


B@ XYªË@ H ú


�GQ�. ÊJ
ë ZA 	� 	®Ë ú

�GQ�. ÊJ
êË @ YªJ. Ë AK. ù
 Ò�	� •− � 	K
Qª�K

. dimhH �K.� ú

�GQ�. ÊJ
êË @ YªJ. ÊË PA ���
 . H �Ë�

�éJ
k. ñËñK. ñ�JË @ �HA�

B@ É¾Ë �é»Q�� ��ÖÏ @ �èYªË@ ø



@

	à

AK. Q» 	Y 	Kð

L∞ �ð L∞ 	à@ZA 	� 	®Ë@ 5.11

•− N∞ Õæ

	¢ 	JË @ 	�	� 1.5.11

. N∞(f) = inf{α ∈ R+ | µ(f−1(]α,+∞])) = 0} © 	�	JËð M+ 3 f 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 1.1.5.11

. f ©K. A�JÊË ú
æ�A�

B@ úÎ«


B@ YmÌ'@ ½Ë 	Y» ð


@ f ©K. A�JÊË �AJ
�®ËAK. úÎ«


B@ YmÌ'AK. N∞(f) ú«YK


	à

@ ½ 	JºÖß
ð . ½ �� � µ , f(x) ≤ α �IJ
m�'. 0 ≤ α X@Y«


CË ú 	GX


B@ YmÌ'@ ñë N∞(f) , øQ 	k


@ �èPAJ.ªK. ð

�IJ
k , 0 < µ({f > α}) 	àñºK
 �IJ
m�'. 0 < α X@Y«

CË úÎ«


B@ YmÌ'@ ñë N∞(f) 	à


@ 	áÓ Y»


A�J�K

�éËAg ú

	̄ inf ∅ = +∞ hC¢�B@ PQ�. K
 @ 	Yë ; {x ∈ X | f(x) > α} �é«ñÒj. ÖÏ @ úÍ@ Q�
 ���� {f > α}

. {α ∈ R | µ({f > α}) = 0} = ∅
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: �éJ
ËA�JË @ �@ñ	mÌ'AK. ©�JÒ�JK
 f 7→ N∞(f) 	à

AK. 	¬QªÖÏ @ R+ ú


	̄ M+
	áÓ ©K. A�JË @ •− �é 	JëQ�.Ó 2.5.11

; R 3 c 	àA¿ AÒêÓ N∞(cf) = cN∞(f) ; ½ �� � µ , f = 0 ⇐⇒ N∞(f) = 0 ; N∞(0) = 0 - 1
∀f, gM+, f ≤ g =⇒ N∞(f) ≤ N∞(g).

A 	JK
YË - 2
N∞(f + g) ≤ N∞(f) +N∞(g), ∀f, g ∈M+.

A 	JK
YË - 3
N∞(fg) ≤ N∞(f)N∞(g), ∀f, g ∈M+.

A 	JK
YË [1,+∞] 3 p 	àA¿ AÒêÓ - 4
N1(fg) ≤ Np(f)Np′(g), ∀f, g ∈M+

. 1
∞ = 0 © 	�	� �IJ
k (PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ)

. �éJ
ËA�JË @ �é 	¢kCÖÏ @ ÐY�® 	K �é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ 	á« �IK
YmÌ'@ ÉJ. �̄

0 ≤ f ≤ a 	àA¿ , a =∞ 	àA¿ @ 	X @ . a = N∞(f) © 	�	JËð M+ 3 f 	áºJ
Ë •− �é 	¢kCÓ 3.5.11

, a = inf A = inf{α ∈ R+ | µ({f > α} A 	JK
YË 	K
Qª�JË @ 	áÓ . 0 ≤ a <∞ 	à

@ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . X úÎ«

, é 	K

@ øQ 	K ú 	GX


B@ YjÊË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éJ
�A	mÌ'@ Ð @Y 	j�J�AK. . {f > α} = {x ∈ X | f(x) > α} �IJ
k

, a ≤ α1 < a+ 1 �IJ
m�'. A 3 α1 Yg. ñK
 , ε = 1 Ég.

@ 	áÓ

, a ≤ α1 < a+ 1
2

�IJ
m�'. A 3 α2 Yg. ñK
 , ε = 1
2 Ég.


@ 	áÓ

, a ≤ α1 < a+ 1
3

�IJ
m�'. A 3 α3 Yg. ñK
 , ε = 1
3 Ég.


@ 	áÓ

�IJ
m�'. A 	áÓ AëQå�A 	J« {αn}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K Aî 	E


@ øQ	� 	̄ È@ñ 	JÖÏ @ @ 	Yë úÎ« A 	JÊ�@ð @ 	X @ð

1 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ µ(Sn) = 0 	à

@ øQ	K A �é«ñÒj. ÖÏ @ 	K
Qª�K 	áÓ . lim

n→∞
αn = a @ 	YËð a ≤ αn < a+ 1

n

: @ 	YËð . Sn = {f > αn} �IJ
k ,
0 ≤ f(x) ≤ αn, ∀x ∈ cSn = X \ Sn.

	à 	X@ . 1 ≤ n 	àA¿ AÒêÓ cSn ⊃ cS =
∞⋂
n=1

cSn
	à 	X@ . S =

∞⋃
n=1

Sn
	à
�
B@ © 	�	JË

0 ≤ f(x) ≤ αn, ∀x ∈ cS = X \ S.
	à

@ Ym.�

	' +∞ ñm� 	' Èð ñK
 n Éªm.�'. ð
0 ≤ f(x) ≤ a, ∀x ∈ cS = X \ S.

: 	à

@ A 	J�
K. Y�®Ê 	̄

µ(S) = µ
( ∞⋃
n=1

Sn

)
≤

∞∑
n=1

µ(Sn) = 0 	à

@ AÖß.ð

. X úÎ« ½ �� � µ , 0 ≤ f(x) ≤ N∞(f)

2.5.11
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

. ú 	GX

B@ YmÌ'@ �@ñ 	kð 	K
Qª�JË @ úÎ« A�A�


@ �HA�KAJ. �KB @ YÒ�Jª�K
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�ð A(f) = {α ∈ R+ | µ({f > α}) = 0 © 	�	JËð M+ 3 f �ð 0 < c Ég.

@ 	áÓ é 	K


@ C�JÓ �IJ. �� 	JË

	áÓ X@Y«

B@ úÍ@ �K.� Q�
 ��	� �IJ
k , A(cf) = cA(f) A 	JK
YË é 	K @ . A(cf) = {α ∈ R+ | µ({cf > α}) = 0

, µ({cf > α}) = µ({f > α
c }) 	àA¿ , A(cf) 3 α 	àA¿ @ 	X @ , �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð . A(f) 3 α ©Ó cα É¾ ��Ë@
	à
�
B@ 	áºJ
Ë . cA(f) 3 α = cβ 	à 	X@ . A(f) 3 α

c = β @ 	YËð . {cf > α} = {f > α
c } 	à@

	X @
	áºË . µ({f > β}) = 0 	à


@ ø



@ , A(f) 3 β ©Ó α = xβ 	à 	X@ . cA(f) 3 α

. 0 = µ({f > β}) = µ({cf > cβ}) = µ({cf > α})
. N∞(cf) = cN∞(f) 	à


@ (ú 	GX


B@ YmÌ'@ �@ñ 	k Ð@Y 	j�J��.) @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K
 . A(cf) 3 α = cβ éJ
Ê«ð

{f > α} ⊂ {g > α} A 	JK
YË R+ 3 α Ég.

@ 	áÓ . 0 ≤ f ≤ g ©Ó 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
ªK. A�K g �ð f 	à

�
B@ 	áºJ
Ë

. µ({f > α}) = 0 	àA¿ 0 = µ({g > α}) 	àA¿ @ 	X @ , 	à 	X@ . µ({f > α}) ≤ µ({g > α}) (µ YK
@ 	Q�K) @ 	YËð
	àñºK
 ú
ÍA�JËAK. ð A(f) ⊃ A(g) éJ
Ê«ð A(f) 3 α 	àA¿ A(g) 3 α 	àA¿ @ 	X @ , @ 	YËð
N∞(g) = inf A(g) ≥ inf A(f) = N∞(f).

�@ñ 	kð N∞ Õæ

	¢ 	JË @ 	�	� 	K
Qª�K Ð@Y 	j�J�AK. �éJ
 	®J
ºË@ � 	® 	JK. �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ �éJ
�®J. �JÖÏ @ ¡�® 	JË @ �HA�KAJ. �K @ Õ �æ�Kð

: ÐY�® 	JË . ú 	æ 	�

B@ YmÌ'@

	áÖÞ 	� �éÓY�̄ ú

�æË@ PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ù
 ëð �é 	̄ðQªÓ �éj. J
�� 	JË @ 	àA

	̄ ]1,+∞[3 p 	àA¿ @ 	X @ � (X) �é¢�® 	JË @ �HAJ. �K @
	àA¿ p =∞ 	àA¿ @ 	X @ð . 1.1.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @

N1(fg) ≤ N∞(f)N1(g).
N1(fg) = 0 @ 	YËð ½ �� � µ , fg = 0 	àA¿ N1(g) = 0 	àA¿ð N∞(f) =∞ �I	KA¿ @ 	X @ , �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð
	à

@ 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . �é �®�®m× �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	àñº�Kð N∞(f)N1(g) =∞ 	àA¿ @ 	YKð . 0 = N(fg) =∞ · 0 = 0 éJ
Ê«ð

é 	JÓð , ½ �� � µ , 0 ≤ f(x) ≤M A 	JK
YË , 6.3.11 �é 	¢kCÒÊË A �® 	̄ð . N∞(f) = M <∞
ú
ÍA�JË @ð . ½ �� � µ , 0 ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x)

0 ≤ N1(fg) ≤MN1(g) = N∞(f)N1(g).
. ¡�ñ�JÖÏ @ �é 	JK
AK. A�JÖß. �é 	¢mÌ 	Y 	JÓ AîD
Ê« A 	JÊ�k ú


�æË@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ú«Y�K , p =∞ �éËAg ú

	̄

•− sup
x∈X
|f(x)| �ð Np(f) �ð N∞(|f |) 	á�
K. �é�̄CªË@ 4.5.11

. N∞(|f |) ≤ sup
x∈X
|f(x)| �éÓA« �é 	®��. A 	JK
YË ◦

�é«ñÒj. ÖÏ @ A 	KPAJ. �J«@ð +∞ > M ≥ 0 	àA¿ @ 	X @ð . M = sup
x∈X
|f(x)| = +∞ 	àA¿ @ 	X @ l� 	�@ð @ 	Yë

é 	JÓð . A(|f |) 3M @ 	YËð {|f | > M} = ∅ 	àA
	̄
A(|f |) = {α ∈ R+ | µ({|f | > α}) = 0

. N∞(|f |) = inf A(|f |) ≤M

�AJ
�̄ λ �ð , �é�ñJ
�®Ë@ R Z @ 	Qk.

B 	̈ ñJ
K. ñË �èQ�
 ��« , A = B̂R �ð X = R �IJ
k �é�A	mÌ'@ �éËAmÌ'@ ú


	̄ ◦
éJ
Ë @ Q�
 ��	� ø


	YË@ Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JÊË ø
 XAªË@ Õæ

	¢ 	JË @ ©Ó N∞(|f |) ��J.¢ 	�J
 	̄ ,QÒ�J�Ó f �éËAg ú


	̄ ð , 	©J
K. ñË
. |f |�Ó �K.� A 	Jë

@ 	YËð X úÎ« ½ �� � µ , |f | ≤M I. �Jº	K 	à

@ ©J
¢���	� �éêk. 	áÔ 	̄ , @XðYm× A�AJ
�̄ µ 	àA¿ @ 	X @ ◦

. lim sup
p→∞

Np(f) ≤M é 	JÓð . ]1,∞[3 p 	àA¿ AÒêÓ Np(f) ≤ µ(
µ(X)

)1/p

½Ë 	Y» A 	JK
YÊ 	̄ 0 < µ(E) ©Ó X 	áÓ E Z 	Qk. úÎ« |f | ≥M ′ 	àA¿ @ 	X @ , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓð

N∞(|f |) úÎ« @ 	Yë A 	J �®J.£ AÓ @ 	X @ð . lim inf
p→∞

Np(f) ≥M ′ ú
ÍA�JËAK. ð . Np(f) ≥M ′(µ(E)
)1/p

úÎ« É�j	J 	̄

. N∞(|f |) > M ′ 	àA¿ AÒêÓ lim inf
p→∞

Np(|f |) ≥M ′ �ð lim sup
p→∞

Np(|f |) ≤ N∞(|f |)
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�AJ
�̄ µ �éËAg ú

	̄ ð é 	K


@ 	à 	X@ A 	J�
K. . lim sup

p→∞
Np(f) = lim inf

p→∞
Np(f) = N∞(|f |) 	à


@ Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë

. N∞(|f |) = lim
p→∞

Np(f) A 	JK
YË 	àñºK
 , XðYm×

éJ
Ë @ Q�
 ��	� ø

	YË@ N∞(|f |) Q�. �Jª 	K M3 f Ég.


@ 	áÓ •− L∞ �ð L∞ 	à@ZA 	� 	®Ë @ 	K
Qª�K 5.5.11

. N∞(f) �K.� A 	��


@

: 	à

AK.

	¬QªÖÏ @ M 	áÓ ú

G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë@ A 	®K
Qª�K ñë L∞(X,A, µ)

∞ > N∞(f) �ð M3 f
Qª�K
⇐⇒ L∞

µ ©K. @ñ�K Aî 	E

AK. L∞ Qå�A 	J« 	á« Èñ�® 	K . éJ
Ê« Õæ


	¢	� 	�	� N∞ �ð M 	áÓ ú

G 	Qk. ú
«Aª �� ZA 	� 	̄ L∞ 	à@

. A�A�

@ �èXðYm× ð


@ �AJ
�®ËAK. �èXðYm× ð


@ �èXðYm× �

�K.� éJ
Ë @ Q�
 ��	� ø

	YË@ , Nµ = N−1

∞ (0) �IJ
k , L∞(X,A, µ)/Nµ É�AmÌ'@ ú
«Aª ��Ë@ ZA 	� 	®Ë@ Q�. �Jª 	Kð
. N∞ 	áÓ l .�

�'A 	K | · |L∞ éÒJ
 	¢ 	�ð ù
 ÒJ
 	¢ 	� ú
«Aª �� ZA 	� 	̄
L∞ ZA 	� 	®Ë @ . L∞ �K.� @PA��J 	k@ ð


@ L∞(X,A, µ)

. ¡��.

@ ù
 ë ÉK. �éÊ�KAÜØ �HAJ
 	®J
ºK. 	áîD.�Kð (∞ > p ≥ 1) Lp �@ñ 	k É�KAÖ �ß Aî 	E @ •− L∞ �@ñ 	k 1.5.5.11

ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë ú

	̄ ú
æ

��ñºË �éJ
ËA�J�JÓ {f̃n}∞n=1
�I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ ñë ½Ë 	X I. �. �ð . ú


	kA 	JK. Z A 	� 	̄
L∞ , �é�A 	g �é 	®��. ð

ú

	̄ �éJ
 ��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ (f̃n ñ 	̄ A¾�JË @ 	�Ë AÓ É�JÜØ fn) {fn(x)}∞n=1

	àñº�K , X 	áÓ x úÍ@
�éJ.�	� AJ
Ê¿ éJ. �� 	̄

. �éj. J
�� 	JË @ Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë . �éK. PA �®�JÓ ½Ë 	YË ù
 ëð R
. é�J 	JÓ 1 ≤ p ©Ó Lp �H@ZA 	� 	®Ë@ ú


	̄ ÉJ
�JÓ AêË ��
Ë ú

�æË@ �éJ
 	̄ A 	�B@ �éJ
�A	mÌ'@ A 	Jë A 	JK
YËð

ù
 ÒJ
 	¢ 	� ú

G 	Qk. Q�.g. ñëð . L∞ 3 fg 	àA¿ M∞ 	áÓ g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K @

	X @ . M 	áÓ ú

G 	Qk. Q�.g. L∞

. pA 	JJ. Ë Q�.g. ø


@ , ÐA�K ù
 ÒJ
 	¢ 	� Q�.g. ñë L∞ 	à 	X@ . �éK
Q�. m.Ì'@ �éJ
 	�J. Ë @ ©Ó AÒj. � 	�Ó N∞ Õæ


	¢ 	JË @ 	�	� 	àñºË

É� 	®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ . �é 	̄ A�JºË@ �HA 	JëQ�.Ó . Lp ú

	̄ I. K
Q�®�JË @ 6.11

•− �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ �é 	̄ A�J» 1.6.11

ø@ ù
 Ò�J 	��K ú

�æË @ �é¢J
��. Ë @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @ 	¬ñ 	®� 	áÓ �é 	KñºÖÏ @ S ∩ Lp �é«ñÒj. ÖÏ @ •− �é 	JëQ�.Ó 1.1.6.11

. ∞ > p ≥ 1 Ég.

@ 	áÓ ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë ú


	̄ �é 	®J
�J» Lp

�HAJ. �KB @
�é�ñJ
�®Ë @ ©K. @ñ�JË @ úÍ@ Lp+ �K.�ð

�éJ.k. ñÖÏ @ �é¢J
�Ë@ ©K. @ñ�JË @ úÍ@ S+ �K.� Q�
 �� 	�Ëð . �éJ.k. ñÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ �éËAm�'.

@YJ. 	JË

Yg. ñ�K . M+ 3 f 	áºJ
Ë . S′+ = S+ ∩ Lp+ �ð S ′+ = S+ ∩ Lp+ © 	�J
Ëð . �éËñÒ» p
�èñ�̄ �H@ 	X �éJ. m.×ñË@

: A 	JK
YËð S′+ úÍ@ ϕ̃n ù
 Ò�J 	��K AëY	J« . f ñm� 	' �é£A��. K. H. PA�®�J�K S+
	áÓ AëQå�A 	J« �èYK
@ 	Q��Ó {ϕn}∞n=1

�éJ
ËA�J�JÓ
|f − ϕn|p ≤ fp, f ∈ Lp+ .

ú

	̄
S′+

�é 	̄ A�J» é 	JÓð . lim
n→∞

|f̃ − ϕ̃n|Lp = 0 A 	JK
YË , �é 	JÒJ
êËAK. H. PA�®�JÊË 	©J
K. ñË �é 	JëQ�.Ó úÎ« @XAÒ�J«@ , éJ
Ê«ð
. Lp+

f = f+ − f− É¾ ��Ë@ úÎ« éJ. �Jº	Kð f éË C�JÜØ 	Y 	g

A 	K �éJ
 	®J
» �èPA ��@ 	áÓ èQå�A 	J« f̃

	� �éËAg ú

	̄

AëY	J« ©¢�J� 	� 	̄ Lp+ úÍ@ 	àAJ
Ò�J 	�K
 	àAJ.k. ñÓ 	àA�ñJ
�̄ 	àAªK. A�K AÒêÓð (I. ËA�Ë@ Z 	Qm.Ì'@ ��̄ A 	K I. k. ñÖÏ @ Z 	Qm.Ì'@)
A 	Jª 	�ð @ 	X@ . ú
Í@ñ�JË @ úÎ« f− �ð f+ ñm� 	' Lp+ ú


	̄ 	á�
�JK. PA �®�JÓ {ϕ−n }∞n=1
�ð {ϕ+

n }∞n=1
	á�
�JJ
ËA�J�JÓ XAm.�'
 @

Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë . f ñm� 	' Lp ú

	̄ H. PA�®�J�K �é¢J
��. ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {ϕn}∞n=1

	à

@ øQ	� 	̄

ϕn = ϕ+
n − ϕ−n
. �éj. J
�� 	JË @
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�éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ ð , Lp úÍ@ ù
 Ò�J 	��K �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ É¿ 	àA

	̄ ∞ > µ(X) 	àA¿ @ 	X @ •−
�é 	¢kCÓ 2.1.6.11

B @ 	YËð . Lp úÍ@ AêÊ¿ ù
 Ò�J 	��K �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ ��
Ê 	̄ ∞ = µ(X) 	àA¿ @ 	X @ 	áºË . Lp ú

	̄ 	J
�J» S 	àñºK


AêÊ¿ ù
 Ò�J 	��K �ék. PYË@ ©K. @ñ�JË @ 	à

@ B@ . ∞ = µ(X) �éËAg ú


	̄
Lp ú


	̄
S

�é 	̄ A�JºË �é 	JëQ�.Ó �é�®K. A�Ë@ �éj. J
�� 	JË @ Q�. �Jª�K
ú


�æË @ ©K. @ñ�JË @ Aî 	E

@ ø



@ , é�J 	JÓ é�AJ
�̄ Z 	Qk. h. PA 	g �éÓðYªÖÏ @ �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ ù
 ë �éJ
k. PYË@ ©K. @ñ�JË @ . Lp úÍ@

	áÓ �é�ñJ
�̄ Z @ 	Qk.

@ {Ai}ni=1

�ð n , . . . , 1 = i , R 3 αi �IJ
k , ϕ =
n∑
i=1

αiχAi
É¾ ��Ë@ úÎ« I. �Jº�K

. ∞ > µ
( n⋃
i=1

Ai
) ©Ó X

•− �éJ
k. PYË@ ©K. @ñ�JË @ �é 	̄ A�J» 2.6.11

Lp ú

	̄ �é 	®J
�J» ( �éJ
î �D 	JÓ �éJ
�®J
�®k Õæ


�̄ �H@ 	Xð �é�ñJ
�®Ë@) �éJ
k. PYË@ ©�®K. @ñ�JÊË ú

G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë@ •− �é 	JëQ�.Ó 1.2.6.11

. ∞ > p ≥ 1 ©Ó

�HAJ. �KB@
. �éJ.k. ñÖÏ @ ©K. @ñ�JËAK. Z A 	®�J» B@ ©J
¢���	� , I. ËA� Z 	Qk. ð I. k. ñÓ Z 	Qk. úÍ@ ©K. A�K 	J
º 	®�K Ð@Y 	j�J�AK.

: 	à@
	X @ , ∞ > µ(An) A 	JK
YË . An = {x ∈ X | 1

n ≤ f(x) ≤ n} © 	�	JËð Lp+ 	áºJ
Ë∫
X
fp dµ ≥ ∫

An
fp dµ ≥ ( 1

n )pµ(An)
. µ(An) ≤ np

∫
X
fp dµ < +∞ 	à


@ ø



@

H. PA�®�J�K {fn}∞n=1
�éJ
ªK. A�JË @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à@ . An Z 	Qj. ÊË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ ù
 ë χAn

, fn .= χAnf
	à
�
B@ © 	�	JË

: 	à@ @ 	X @ , f ñm� 	' Lp ú

	̄

. Lp+ 3 f ©Ó f ≥ fn ≥ 0 �ð lim
n→∞

fn = f

Aë 	Y 	g

@ 	áºÖß
 , {ϕnj}∞j=1

�é¢J
��. ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÖÏ �éÒ 	¢�J 	JÓ �éK
Aî 	E ñê 	̄ XðYm×ð �ñJ
�̄ fn ©K. A�JË @ 	à

@ AÖß. , 	áºË

	YKY 	J« . fn = lim
j→∞

ϕnj
	à

@ ø



@ , An h. PA 	g �éÓðYªÓ

Np(f − ϕnj) ≤ Np(f − fn) +Np(fn − ϕnj) ≤ ε.
. Lp ú


	̄ H. PA�®�JË @ Ð 	QÊ�J��
 ( é�J 	JÓ é�AJ
�̄ð) An úÎ« Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JË @ 	àñºË @ 	Yëð 	áK
Q�
J.» j �ð n Ég.

@ 	áÓ

�é 	¢kCÒÊË AªJ. �K �éÒêÓ l .�
'A�J 	K úÎ« Èñ�mÌ'@ 	áÓ ��K. A�Ë@ �HAJ. �KB @ ú


	̄ ÐY 	j�J�ÖÏ @ fn �A	mÌ'@ Q��J. Ë @ 	á
��
ºÖ �ß


. �éJ
ËA�JË @

. [1,+∞[3 p 	àA¿ AÒêÓ Lp ∩ Lq úÍ@ fn = fχAn ©J. �JË @ ù
 Ò�J 	�K
 . Lp 3 f 	áºJ
Ë •− �é 	¢kCÓ 2.2.6.11

	àñºË XP@ð @ 	Yëð . AJ
î �D 	JÓ 1 ≤ q 	àA¿ AÒêÓ Lq 3 f 	à

@ �HAJ. �K @ð 0 ≤ f �éËAg �é�@PX ù


	®ºK
 , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄ ð

@ 	YËð fqn = fqχAn A 	JK
YË . ∞ > µ(An) 	à@
	X @ , Lq ú


	̄ @ 	YË ñëð L∞ 3 fn
: �éJ
ËA�JË @ �éJ
�A	mÌ'@ �	� 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 . Nq(fn) ≤ n[µ(An)]1/q <∞

. ∞ > q ≥ 1 	àA¿ AÒêÓ , Lp ú

	̄ 	J
�J» Lq ∩ Lp ZA 	� 	®Ë@ �� �éJ
�A 	g

, ù
 �K
Pñ 	̄ ÉK
ñm��' �é�@PX Y	J« �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë ÐY 	j�J�	� 	¬ñ� . L2 ú

	̄ 	J
�J» L1 ∩ L2 , �é�A 	g �é 	®��. ð

. L2 úÍ@ (L1 úÎ« 	¬QªÖÏ @) ÉK
ñj�JË @ @ 	YêË YK
YÒ�J» éJ
Ë @ Q 	¢	J 	�� ø

	YË@

	J
�J» ZA 	� 	̄ ( �éJ
î �D 	JÓ �éJ
�®J
�®k Õæ

�̄ �H@ 	Xð �é�ñJ
�®Ë @) �éJ
k. PYË@ ©K. @ñ�JÊË ú


G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë@ •− �é 	JëQ�.Ó 3.2.6.11

Õæ

	¢ 	JÊË C�JÓ �é�® 	̄ @ñÖÏ @ ø



@ , Z @Ym.Ì'@ �éJ
k. ñËñK. ñ�K 	áÓ �ém.�

�'A 	JË @ AJ
k. ñËñK. ñ�JËAK. Xð 	QÖÏ @ , Lq ∩ Lp ú

	̄

. |f |Lq∩Lp = Nq(f) +Np(f)



164 (∞ ≥ p ≥ 1) Lp �ð Lp 	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄ 11 É� 	®Ë@

�HAJ. �KB@
H. PA�®�J�K AëY	J« . Lq ∩ Lp 3 f ©Ó fn = fχAn

Q��J. Ë @ AÖ ß @X ÐY 	j�J�	� . �é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�.ÒÊË É�KAÜØ ñëð
	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ Ð@Y 	j�J�AK. Õ �æ	m� 	' �Õç�' , �èPñ» 	YÖÏ @ �ém.�

�'A 	JË @ AJ
k. ñËñK. ñ�JËAK. Xð 	QÖÏ @ Lq ∩ Lp ú

	̄
f ñm� 	' {fn}∞n=1

. �é �®K. A�Ë@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú

	̄ A 	JÊª 	̄ AÒ» �éJ
k. PYË@ ©K. @ñ�JË @

: Z A¢«@ ©J
¢���	� �é�®K. A�Ë@ �é 	̄ A�JºË@ l .�
'A�J 	JÊË ��J
J.¢�J»ð

: A 	JK
YË . L1 3 f 	áºJ
Ë •− 	©J
K. ñËð 	àAÖß
P �éJ£ñ�K 4.2.6.11

lim
n→∞

∫

R
f(x) cosnx dλ = lim

n→∞

∫

R
f(x) sinnx dλ = 0.

�HAJ. �KB @
	áK
XY« b > a ©Ó I

.= [a, b] �ð bn(f) =
∫
R f(x) sinnx dλ �ð an(f) =

∫
R f(x) cosnx dλ © 	�	JË

. 	á�
�J
�®J
�®k
	à@

	X @
�é�®�®m× �éj. J
�� 	JË @ 	àA

	̄
f = χI

	àA¿ @ 	X @ - 1

an(χI) =
∫ b

a

cosnx dx =
sinnb− sinna

n

. bn Ég.

@ 	áÓ �éÊ�KAÜØ �èPAJ.« A 	JK
YËð

. ú
k. PX ©K. A�K É¿ Ég.

@ 	áÓ �é�®�®m× �é�A	mÌ'@ 	à


@ �é�®K. A�Ë@ �é¢�® 	JË @ 	áÓ i. �J 	�K
 - 2

	áÓ {ϕn}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÓ Xñk. ð 1.2.6.11 �é 	̄ A�JºË@ �é 	JëQ�.Ó 	áÒ 	��� . AJ
 	®J
» L1(R) 	áÓ f 	à

�
B@ 	Y 	g


A 	JË - 3

. ε
2 ≥ N1(f − ϕn) �IJ
m�'. 0 < ε Ég.


@ 	áÓ , 	à 	X@ . f ñm� 	' ¡�ñ�JÖÏ AK. H. PA�®�J�K �éJ
k. PYË@ ©K. @ñ�JË @

: éJ
Ê«ð . an(f) = an(f − ϕn) + an(ϕn) A 	JK
YË . an(f) �é�@PX ÈðA 	J�� 	K C�JÓ A 	JK. AJ
ë

|an(f − ϕn)| ≤ N1(f − ϕn) ≤ ε

2
, ∀n ∈ N?.

	áÓ ε ≥ |an(f)| A 	JK
YË é 	K

@ ÐA�J	mÌ'@ ú


	̄ øQ	� 	̄
n0 ≤ n Ég.


@ 	áÓ ε

2 > |an(ϕn)| �IJ
m�'. n0 PAJ
�J 	kAK. ð
. n0 ≤ n Ég.


@
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: ú
ÎK
 AÓ 	�Q 	® 	K A 	Jë A 	J 	K @ •−
�èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ �é 	̄ A�J» 3.6.11

. AJ
Êm× �@Q��Ó ( 	¬PðX 	PñêË� é 	K

@ ø



@) Èñ� 	®Ó ú
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	̄

X ◦

: é 	K

@ ú 	æªÖß. ú
×A 	¢ 	� �AJ
�̄ µ ◦

�IJ
m�'. �@Q��Ó éJ. �� A1 ©Ó A 	áÓ A2
�ð A1 Yg. ñK
 0 < ε É¿ð A 3 A É¿ Ég.


@ 	áÓ

. ε ≥ µ(A2 \A1) ©Ó ◦
A2 ⊃ A ⊃ A1

�èQ�
 ��« LI �ð R 	áÓ ÈAm.× I �IJ
k (I,LI , λ) ZA 	� 	®Ë@ �éËAg ú

	̄ 	á�
�J�®�®m× 	á�
�J�®K. A�Ë@ 	á�
�J�
 	�Q 	®Ë@ 	à


@ 	¡kB

I A 	J 	�ñ« @ 	X@ é� 	® 	K Zú
æ
��Ë @ A 	JK
YËð . I úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ñë λ �ð 	©J
K. ñË I. �k �AJ
�®ÊË �éÊK. A �®Ë @ I Z @ 	Qk.


@

. AîD
Ê« é�AJ
�̄ð 	©J
K. ñË �èQå��«ð RN ú

	̄ �é£CJ. K.

ú 	æªÖß. ú
×A 	¢ 	�� �AJ
�®Ë@ð (normal) ÈY�JªÓ ZA 	� 	̄
X

	Y 	g

AK. @ 	Yëð �HAJ
 	�Q 	®Ë@ AÓ Yg úÍ@ I. K
Yî�E 	áºÖß


. �@Q��Ó éJ. �� A1
	Y 	g


B�

�èPðQå 	� B �Õç�' , 	ª 	�

@

•− ú
k. ñËñK. ñ�K Q�
» 	Y�K 1.3.6.11

F1
	àA �®Ê 	ªÖÏ @ 	à@Z 	Qm.Ì'@ 	àA¿ AÒêÓ ø



@ , �HA�®Ê 	ªÖÏ @ É 	� 	̄  Qå�� ���®m�'
 	¬PðX 	PñêË� ZA 	� 	̄ ñë •− ÈY�JªÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@

�ð O1 ⊃ F1
�IJ
m�'. ð 	á�
ª£A�®�JÓ Q�
 	« O2

�ð O1
	á�
gñ�J 	®Ó 	à@Z 	Qk. Yg. ñJ
 	̄ 	á�
ª£A�®�JÖÏ @ Q�
 	«ð X ú


	̄
F2

�ð
. O2 ⊃ F2

AJ
 	̄ A¿ð AÓ 	PB A£Qå�� É¾ ���� ú

�æË@) 7Urysohn 	àñ ���
Pð


@ �éJ£ñ�K ð


@ �é 	JëQ�.Ó �HAJ. �K @ 	áºÖß
 , ÈY�JªÓ ZA 	� 	̄ ú


	̄
.(BY�JªÓ AÓ ZA 	� 	̄ 	àñºK
 ú
¾Ë

	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 BY�JªÓ X 	àñºK
 ú �æk . Bñ� 	®Ó AJ
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	̄
X 	áºJ
Ë •− 	àñ ���
Pð


@ �éJ£ñ�K

: ú
ÎK
 AÓ ���®j�JK


QÒ�J�Óð 	¬QªÓ ù

�®J
�®k ©K. A�K Yg. ñK
 	á�
ª£A�®�JÓ Q�
 	«ð X 	áÓ 	á�
�®Ê 	ªÓ 	á�
K 	Qk. G �ð F 	àA¿ AÒêÓ

: �IJ
m�'. ð X úÎ«
. X 3 x 	àA¿ AÒêÓ 1 ≥ f(x) ≥ 0 �ð f(G) = {0} �ð f(F ) = {1}

È@Y�J«CË AJ
 	̄ A¿ð AÓ 	PB A£Qå�� ½Ë 	Y» É¾ ���� ù
 ëð 8Tietze 	Q�KAJ
�JË� YK
YÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó 	àñ ���
P

@ �éJ£ñ�K 	áÓ i. �J 	��K

: AîD� 	�ð

BAm.× (a, b) 	áºJ
Ëð ( 	¬PðX 	PñêË�) Bñ� 	®Ó AJ
k. ñËñK. ñ�K ZA 	� 	̄
X 	áºJ
Ë •− 	Q�KAJ
�JË� YK
YÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó 2.3.6.11

QÒ�J�Ó ©K. A�K É¿ YK
YÖ �ß 	àA¾ÓBAK. 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 BY�JªÓ ZA 	� 	̄
X 	àñºK
 ú �æk . b > a ©Ó R 	áÓ

ú

	̄ éÒJ
�̄ 	Y 	g


AK
ð éÊÒ»


AK. X úÎ« QÒ�J�Ó ©K. A�K úÍ@ (a, b) ú


	̄ éÒJ
�̄ 	Y 	jJK
ð ��Ê 	ªÓ X 	áÓ F ù

	®J
» Z 	Qk. úÎ«

. (a, b)
. ]a, b[ , ]a, b] , [a, b[ , [a, b] �HBAj. ÖÏ @ Yg


@ úÍ@ (a, b) 	QÓQË@ Q�
 ���
 A 	Jë

ú

	̄ �é�A 	gð AJ
k. ñËñK. ñ�JË @ ú


	̄ ÈAÔ«

@ éË ú
æ�ðP ú


�GAJ
 	�AK
P (1924− 1898) Pavel Samuilowitch 7

�é 	KQ��ÒÊË �éÊK. A �®Ë @ �H@ZA 	� 	®Ë@
ú


	̄ �é�A 	gð AJ
k. ñËñK. ñ�JË @ ú

	̄ ÈAÔ«


@ éË . ø
 ðA�Ö 	ß ú


�GAJ
 	�AK
P (1964− 1880) Heinrich Frantz Friedrich 8

. �éK
Q��ÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë@
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. É�̄ 
B@ úÎ« �@Q��Ó P@ñm.�'.

�é¢�® 	K É¿ ©�JÒ�J�K �IJ
k
	¬PðX 	Pñë �H@ZA 	� 	̄ ù
 ëð •− AJ
Êm× �é�@Q��ÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë@

�H@ZA 	� 	®Ë@ �HBAg ú

	̄ ��J.�Ó Zú
æ

�� ø


AK. Ñk. 	QË @ ©J
¢���	� B A 	J 	JºË . ÈY�JªÓ ZA 	� 	̄ �@Q��Ó ZA 	� 	̄ É¿ 	à@

. 	àñ ���
P

@ �éJ£ñ�JË �éJ
ËA�JË @ �é 	ª�Ë@ A 	JK
YË é 	K


@ B@ . AJ
Êm× �é�@Q��ÖÏ @

. O ⊃ K ©Ó Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. O �ð A�@Q��Ó Z 	Qk. K 	áºJ
Ëð AJ
Êm× A�@Q��Ó ZA 	� 	̄
X 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄ 3.3.6.11

�IJ
m�'. ð X úÎ« QÒ�J�Ó f ©K. A�K 	YKY 	J« Yg. ñK

. X 3 x 	àA¿ AÒêÓ 1 ≥ f(x) ≥ 0 ©Ó cO úÎ« f(x) = 0 �ð K úÎ« f(x) = 1

. �éJ
ËA�JË @ �éÒêÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ Z A¢«

@ 	à

�
B@ ©J
¢���	�

. X Z @ 	Qk.

@ 	áÓ A �èQ�
 ��« úÎ« A 	̄QªÓ AJ
ÓA 	¢ 	�� A�AJ
�̄ µ 	áºJ
Ëð BY�JªÓ ZA 	� 	̄

X 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 4.3.6.11
�é«ñÒm.× ù
 ë Cc(X) ©Ó , Cc(X) .= Cc(X)/Nµ �IJ
k , Cc(X) ∩ Lp(X,A, µ) �é«ñÒj. ÖÏ @ 	YKY 	J«

. Lp(X,A, µ) ú

	̄ �é 	®J
�J» , X ú


	̄ �è @ñ�Jm× �é�@Q��Ó �H@Y	J� �H@ 	Xð �èQÒ�J�ÖÏ @ �éJ
�®J
�®mÌ'@ ©K. @ñ�JË @

�HAJ. �KB@
é 	K


@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ H. ñÊ¢ÖÏ @

∀f̃ ∈ Lp, ∀ε > 0, ∃g̃ ∈ Cc(X) ∩ Lp(X,A, µ)
. |g̃ − f̃ |Lp ≤ ε �IJ
m�'.

©K. A�K ϕn ©Ó ,(Lp ú

	̄ ) f = lim

n→∞
ϕn

	à

@ AÖß. . 0 ≤ f �éËAg PAJ. �J«@ ù


	®ºK
 , A 	J 	¢kB 	à

@ ��J.� AÒ»

�éË

A�ÖÏA 	̄ , �è 	Q�
ÜØ È@ðYË �éJ
î �D 	JÓ �éJ
¢ 	k �èPAJ.« ϕn 	áºË . ú
k. PX ϕn ©K. A�K �éËAg �é�@PX ù


	®ºJ
 	̄ , I. k. ñÓ ú
k. PX
. A 3 A ©Ó f = χA

�IJ
k �éËAmÌ'@ úÍ@ ©k. Q�K
�IJ
m�'. A 	áÓ A2

�ð A1 Yg. ñJ
 	̄ ú
×A 	¢ 	� �AJ
�̄ µ 	à

@ AÖß.

. µ(A2 \A1) ≤ εp ©Ó A1 ⊂ A ⊂
◦
A2

�IJ
m�'. Cc(X) 3 g ©K. A�K 	àñ ���
P

@ �éJ
£ñ�JË� A �® 	̄ð Yg. ñK


. c
◦
A2 úÎ« g(x) = 0 �ð A1 úÎ« g(x) = 1 �ð X 3 x 	àA¿ AÒêÓ 0 ≤ g(x) ≤ 1

: 	àA
	̄ , ½ �� � µ , f = g 	à


@ AÖß.ð

|f̃ − g̃|pLp =
∫

X

|f − g|p dµ ≤
∫

A2\A1

dµ,

. |f̃ − g̃|Lp ≤ ε é 	JÓð

•− �HAÓ 	PB 4.6.11

Cc = L1 	àñºË @ 	Yëð , �ém.�
�'A 	JË @ AJ
k. ñËñK. ñ�JËAK. Xð 	QÓ Cc(R) ZA 	� 	®Ë@ ÐAÖ �ß @ ñë L1(R,BR, λ) ZA 	� 	®Ë@ ◦

: A 	JK
YË Cc(R) 	áÓ 	à@Qå� 	J« g �ð f Ég.

@ 	áÓ é 	K @ �Õç�' . L1 ⊃ Cc A 	Jë . ÐA�K ZA 	� 	̄ L1 	àñºËð

|f − g|L1 =
∫ +∞

−∞
|f(t)− g(t)| dt

L1 úÎ« 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K Qê 	¢�
 @ 	Yºëð . 	àAÖß
P ÉÓA¾�K ©Ó 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K ��J.¢ 	�K
 �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ 	à


B

. Cc úÎ« 	àAÖß
P ÉÓA¾�JË ù
 ªJ
J.£ Õæ
Òª�J»

. É� 	®ÊË Lp(R,BR, λ) ZA 	� 	®Ë@ð Lp([a, b],B[a,b], λ) ZA 	� 	®Ë@ �éJ
ÊK. A�̄ ◦
�é¢�@ñK. I. K
Q�®�JË @) �@Q�� ����AJ
 	̄ð 	àñ�J� �é 	JëQ�. ÖÏ A �® 	̄ð @ 	Yëð É� 	®ÊË ÉK. A�̄ Cc([a, b]) ZA 	� 	®Ë @ 	à


@ AÖß.

. Èñ� 	̄
Lp(R) 	àA

	̄ Èñ� 	̄ Cc(R) 	à

@ AÖß. , ½Ë 	Y»ð . Èñ� 	̄

Lp([a, b]) 	àA
	̄ ,(XðYmÌ'@ �H@Q�
�J»
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. �é 	̄ A�JºÊË øQ 	k

@ �éj. J
�� 	K ◦

. Z @Ym.Ì'@ AJ
k. ñËñK. ñ�K 	áÓ �ém.�
�'A 	JË @ AJ
k. ñËñK. ñ�JËAK. Xð 	QÖÏ @ Lp ∩ Lq ú


	̄ 	J
�J» Cc ∩ (Lp ∩ Lq) ZA 	� 	®Ë@

, Lp ∩ Lq 3 f Ég.

@ 	áÓ . 1.2.6.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú


	̄ XP@ñË@ fn Q��J. Ë @ A 	��


@ ÐY 	j�J�	� @ 	Yë �éK
 ðQËð

: �IJ
m�'. Cc ∩ Lp 3 ϕ AëY	J« Yg. ñK
ð . n ≥ fn ©Ó Lp ∩ Lq ∈ fn A 	JK
YË

.Np(ϕ− fn) ≤ ε ©Ó |ϕ| ≤ n

	áÓ A 	J 	JºÖß
 @ 	Yë . q > p 	�Q 	®K. @ 	Yëð , Nq(ϕ− fn) ≤ nεp/q 	à

@ ¡J
��. PAJ.» @ 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
ð

. Lp ∩ Lq ú

	̄
fn → f 	à@

	X @ , Õ �æ	m� 	' 	à

@

A 	JK
YË , 	©J
K. ñË I. �k �ñJ
�®ÊË �éÊK. A �®Ë @ RN Z @ 	Qk.

@ �èQ�
 ��« ù
 ë LRN , (RN ,LRN , λN ) �éËAg ú


	̄

	à@ Èñ�® 	K 	à

@ ©J
¢��� 	�K
 @ 	YËð , Lp(RN ) ⊃ Cc(RN )

. Lp(RN ) ∩ Lq(Rq) ú

	̄ 	J
�J» Cc(RN )

Ω �IJ
k , Lp(Ω,LΩ, λ) �éËAg úÎ« Qå��J�® 	K A 	Jë 	ám� 	' •− C∞ 		J� 	áÓ ©K. @ñ�JË @ �é 	̄ A�J» 5.6.11

	©J
K. ñË �AJ
�̄ ñë λ �ð 	©J
K. ñË I. �k �é�ñJ
�®Ë @ RN Z @ 	Qk.

@ �èQ�
 ��« LΩ

�ð é� 	® 	K RN ð

@ RN 	áÓ hñ�J 	®Ó Z 	Qk.

: �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ A 	JK
YË . Lp(Ω) �K.� @PA��J 	k@ ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë úÍ@ Q�
 ��	�ð . Ω úÎ«

É¿ Ég.

@ 	áÓ 	YKY 	J« . 	©J
K. ñË �AJ
�̄ð �èQ�
 ��ªK. @Xð 	QÓ RN 	áÓ Z 	Qk. Ω 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.5.6.11

Ω ú

	̄ �è @ñ�Jkð �é�@Q��Ó �H@Y	J� �H@ 	Xð èA 	J�K CK. ��A�®�J ��C Ë �éÊK. A �®Ë @ ©K. @ñ�JÊË D(Ω) ZA 	� 	®Ë@ 	àñºK
 [1,+∞[3 p

. Lp(Ω) ú

	̄ 	J
�J» ,

Zø
 PA�®ÊË 	áºÖß
 . ��kB ©¢�®Ó ú

	̄ éÖß
Y�®�K ú


�G

AK
 ø


	YË@ 	
�
ÊË @ 	à


@ l .�'
ð 	Q��Ë @ Z @Yg. Ðñê 	®Ó úÎ« �HAJ. �KB @ YÒ�JªK


. éJ
Ë @ ©k. QK
 	à@ Õ �æêÖÏ @

Z A 	� 	®ËA 	̄ . p =∞ �éËAg ú

	̄ �éjJ
m�� ù�®J. �K B 3.2.6.11 �éëQ�. ÖÏ @ 	à@ •− L∞ ZA 	� 	®Ë@ �éËAg 6.6.11

ZA 	� 	̄ ÐñÒªË@ úÎ« ù
 ë ø
 Z 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë@ @ 	Yë �é�®�CÓð . L∞(X) ZA 	� 	®Ë@ ú

	̄ 	J
�J» Q�
 	« L∞(X) ∩ Cc(X)

. ú

G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë@ @ 	Yë 	Q�
�J
Ö

�ß YJ
 	®ÖÏ @ 	áÓð . L∞(X) 	áÓ ÐAÖ �ß Q 	ª�

@ ú


G 	Qk.

	¬PðX 	PñêË ZA 	� 	̄ úÎ« 	¬QªÓ ù

�®J
�®k f ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K •− " �éK
Aî 	EBAÓ Y	J« �éÓðYªÖÏ @\ ©K. @ñ�JË @ 1.6.6.11

: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @
�éK
Aî 	EBAÓ Y	J« ÐðYªÓ é 	K @ AJ
Êm× �@Q��Ó

. cK 3 x 	àA¿ AÒêÓ ε ≥ |f(x)| �IJ
m�'. X 	áÓ K �@Q��Ó Z 	Qk. Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ
. R ø
 XYªË@ Õæ


�®�J�ÒÊË �é�ÓñÊÖÏ @ �é�A	mÌ'@ �éËAmÌ'@ 	áÓ �éªK. A 	K �éJ
Ò���Ë @ @ 	Yë 	à@
	à

@ð C0(X) ⊃ C0(X) 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ . C0(X) �K.�

�éK
Aî 	EBAÓ Y	J« �éÓðYªÖÏ @ �èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ úÍ@ PA ���

. �@Q��Ó X �éËAg ú


	̄ 	á�
KA 	� 	®Ë @ 	áK

	Yë 	á�
K. ��K. A¢�� ¼A 	Jë

Cc(X) ZA 	� 	®Ë @ ÐAÖ �ß @ ñë C0(X)
	YKY 	J« . AJ
Êm× �@Q��Ó 	¬PðX 	PñêË ZA 	� 	̄

X 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 2.6.6.11

. C0(X) 3 u , |u|∞ = sup
x∈X
|u(x)| �èðP 	YË@ Õæ


	¢ 	� ø


@ , L∞ Õæ


	¢ 	� 	áÓ l .�
�'A 	JË @ Õæ


	¢ 	JÊË �éJ.�	�

�HAJ. �KB @
ZA 	� 	̄ C0(X) 	à


@ úÎ«ð C0(X) ú


	̄ 	J
�J» Cc(X) 	à

@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ ù�®J. K
 @ 	YËð ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

. ÐA�K
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	àA¿ AÒêÓ ε ≥ |u(x)| �IJ
m�'. X ⊃ K �@Q��Ó Z 	Qk. Yg. ñK
 . 0 < ε 	áºJ
Ëð C0(X) 3 u 	áºJ
Ë - 1
©Ó 1 ≥ g(x) ≥ 0 �IJ
m�'. Cc(X) 3 g ©K. A�K Xñk. ð 	àñ ���
Pð


@ �é 	JëQ�.Ó 	áÓ i. �J 	�K
 . cK 3 x

: ú
ÎK
 AÓ v = ug ©K. A�JË @ ���®m�'
 	à 	X@ . K úÎ« g(x) = 1

|u− v|∞ = |u(1− g)|∞ ≤ ε �ð Cc(X) 3 v
. �éj. J
�� 	JË @ éÓð

. C0(X) 	áÓ u ñm� 	' ÐA 	¢�J 	K AK. un H. PA�®�JK

	YKY 	J« . C0(X) ú


	̄ ú
æ
��ñºË �éJ
ËA�J�JÓ {un}∞n=1

	áºJ
Ë - 2
	àA¿ AÒêÓ |un − u|∞ ≤ 1

2
�IJ
m�'. n0 ù
 ªJ
J.£ XY	J« Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ @ 	X @ ,QÓ


B@ �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð
: @ 	YËð . cKn 3 x 	àA¿ AÒêÓ |un(x)| ≤ ε

2
�IJ
m�'. Kn �@Q��Ó Yg. ñK
 é 	K @ �Õç�' . n≤n

|u(x)| ≤ ε

2
+
ε

2
, ∀x ∈ cKn0

. �éj. J
�� 	JË @ é 	JÓð

É¿ úÎ« Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JË @ð X úÎ« Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JË @ 	á�
K. @YJ
k. ���J 	® 	K 	à

@ I. m.�'
 •− �é 	¢kCÓ 3.6.6.11

. R �éËAg ú

	̄ 	á�
K. PA �®�JË @ 	á�
K. ��Q 	®Ë @ 	àAm� 	�ñK
 	á�
�J
ËA�JË @ 	á�
ËA�JÖÏ @ 	à@ . �@Q��ÖÏ @ H. PA�®�JËAK. ú«Y�K ø


	YË@ , �@Q��Ó

6

-¡
¡

¡¡ @
@

@@¡
¡

¡¡ @
@

@@
−n n x

y

u ∈ C(R)

un ∈ Cc(R)

R ú

	̄ �@Q��ÖÏ @ H. PA�®�JË @

6

-

.
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.
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.................
....

....................

.
................
......

.................
....

.................... HHHH
n n + 1

n

©©©©
−n−n− 1

n
x

y

u ∈ C0(R)

un ∈ Cc(R)

R ú

	̄ Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA�®�JË @

Èñ� 	̄ Q�
 	« L∞(R,BR, λ) ZA 	� 	®Ë @
. In = [ 1

n+1 ,
1
n [ ÈAj. ÖÏ @ 	áºJ
Ë . L∞([0, 1),L[0,1], λ) ZA 	� 	®Ë@ ú


	̄ XA 	�Ó ÈA�JÓ �é¢�@ñK. @ 	Yë 	á�
J. 	K A 	J 	K @
�éÊK. A�̄ Q�
 	« A

�é«ñj. ÖÏ @ 	à@ . In 3 x Ég.

@ 	áÓ −1 ð


@ 1 �éÒJ
�®Ë @ 	Y 	g


A�K ú


�æË @ u ©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.× A 	áº�JËð
. YªÊË
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. 	©J
K. ñË �AJ
�̄ð �èQ�
 ��ªK. Xð 	QÓ é 	JÓ Z 	Qk. ð

@ RN úÎ« ÉÒª	K ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ A 	J 	K @

É�®�Ë@ �éJ
ÊÔ«ð ©K. @ñ�JË @ (l .�'
ð 	Q�K ð

@) 	Ë Z@Yg. 7.11

f(x) = 0 �ð 0 < |x| ≤ 1 @ 	X @ f(x) = |x|−N
2

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ f 	áºJ
Ë •− ©K. @ñ�JË @ 	Ë 1.7.11

	à 	X@ A 	J 	K @ . L1(RN ) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K B f2 = f · f 	áºË , L1(RN ) 3 f A 	JK
YË . |x| > 1 ð

@ x = 0 Ég.


@ 	áÓ

�èPAJ.ªK. ð . L1(RN ) úÍ@
�èPðQå	�ËAK. fg ©K. A�JË @ ù
 Ò�J 	�K
 C 	̄

L1(RN ) 	áÓ 	á�
ªK. A�K g �ð f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ øQ 	K

�èPAJ.« 	àñ» 	áÓ Zø
 PA�®Ë @ I. j. ª�JK
 Y�® 	̄ @ 	YËð . �èPðQå	�ËAK. �éJ
î �D 	JÓ
∫

RN

f(y)g(y) dy �èPAJ.ªË @ �I��
Ë , øQ 	k

@

. RN ú

	̄ AJ
Ê¿ éJ. �� �éJ
î �D 	JÓ , x �é¢�® 	JË @ Y 	J« g �ð f 	á�
ªK. A�JË @ 	Ë Z@Yg. (f ? g)(x) ù
 ëð Aî 	DÓ " @Yg. �éK. Q�̄\

ÉÓA¾�JË @ 	áºJ
Ëð . L1(RN ) 	áÓ 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ë : ú
ÎK
 AÓ A 	JK
YË YK
Yj�JË @ ék. ð úÎ«ð

f ? g(x) =
∫

RN

f(x− y)g(y) dy, x ∈ RN . (3.11)

ú

	̄ ÉÓA¾�K �èPA ��@ �Im��' ©K. A�JË @ 	àñºK
 , �I�. �JÓ RN 3 x Ég.


@ 	áÓ A �ëY	J« . 	á�.g. ñÓ 	àAªK. A�K g �ð f 	à


@ 	�Q 	® 	JË

RN 3 x Yg. ñK
 Éë . +∞ 	à

@ Aî �D 	KñÓ AJ.k. ñÓ AJ
�®J
�®k @XY« (f ? g)(x) 	àñºK
 @ 	YËð AJ.k. ñÓ AªK. A�K (3.11)

f ? g
	
�
ÊË @ 	à


@ 	á�
J. 	K È@ ñ�Ë@ @ 	Yë 	á« �éK. AJ.k. CË H. ñÊ�


A¿ð ? +∞ > (f ? g(x)) <∞ éÊg.


@ 	áÓ 	àñºK


: 	à

@ 	¡kC	K , �éÊÓA¾ÒÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ øQ	K ú
¾Ëð . AJ
Ê¿ éJ. �� é�J 	JÓ é 	K


@ úÍ@ ø
 X ñK
 ø


	YË@ QÓ

B@ ÈñÒ» ©K. A�K

||f ? g||L1(RN ) =
∫

RN

[∫

RN

f(x− y)g(y) dy
]
dx

úÍ@ �éJ.�	� 	©J
K. ñË ÉÓA¾�K Q�
 	ª�KB �éJ
�A 	gð ú

	æJ
K. ñ 	̄ �é 	JëQ�.Ó Ð@Y 	j�J�AK. �èPAJ.ªË @ è 	Yë �ém.Ì'AªÓ 	áºÖß
ð

: I. �JºK
 @ 	Yë , �HAK. Aj�	�B@

∫

RN

[∫

RN

f(x− y)g(y) dy
]
dx =

∫

RN

[∫

RN

f(x− y)g(y) dx
]
dy

= ||f ||L1 (RN ) ||g||L1 (RN ) .

, 	YKY 	J« . L1(RN ) 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 2.7.11
∫

RN

|f(x− y)||g(y)| dy <∞, ½ �� x ∈ RN . (4.11)

: 	¬Qª	K , (3.11) ���®m��' ú

�æË @ RN 3 x Qå�A 	JªË @ Ég.


@ 	áÓ

f ? g(x) =
∫

RN

f(x− y)g(y) dy. (5.11)

�ð L1(RN ) úÍ@ f ? g ù
 Ò�J 	�K
 	YKY 	J«

||f ? g||L1 (RN ) ≤ ||f ||L1 (RN ) ||g||L1 (RN ) .

�HAJ. �KB@
Ég.


@ 	áÓ . �ñJ
�̄ð I. k. ñÓ h(x, y) = |f(x− y)||g(y)| 	à


AK. R2N úÎ« 	¬QªÖÏ @ h ©K. A�JË @ 	à


@ Bð


@ 	¡kC	JË

: A 	JK
YË , RN 3 y É¿ éJ. ��
∫

RN

h(x, y) dx = |g(y)|
∫

RN

|f(x− y)| dx = |g(y)| ||f ||L1 (RN ) <∞
�ð
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∫

RN

dy

∫

RN

|h(x, y) dx = ||f ||L1 (RN ) ||g||L1 (RN ) <∞.
�é 	JëQ�.Ó Ð@Y 	j�J�AK. ð . L1(RN × RN ) úÍ@ h ©K. A�JË @ Z AÒ�J 	K @ (�� ù
 ëð) ú
ÎJ
 	Kñ£ �é 	JëQ�.Ó AëY	J« 	áÒ 	���

úÎ« É�m� 	' ú

	GñK. ñ 	̄

∫

RN

|h(x, y)| dy <∞, ½ �� x ∈ RN

�ð
∫

RN

dx

∫

RN

|h(x, y)| dy ≤ ||f ||L1 (RN ) ||g||L1 (RN ) .

. �é 	JëQ�. ÖÏ @ �éj. J
�� 	K ù
 ë è 	Yëð
. Lp úÍ@

�é�®K. A�Ë@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ ©J
�ñ�K 	áºÖß


, 	YKY 	J« . 1 < p ≤ ∞ ©Ó Lp(RN ) 3 g �H@ L1(RN ) 3 f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.2.7.11
∫

RN

|f(x− y)||g(y)| dy <∞, ½ �� x ∈ RN (6.11)

	à

AK. (6.11) ���®m��' ú


�æË@ RN 	áÓ x Qå�A 	JªË@ Y 	J« 	¬QªÖÏ @ , ©K. A�JË @ 	àñºK
ð

(f ? g)(x) =
∫

RN

f(x− y)g(y) dy

A 	JK
YËð Lp(RN ) úÍ@ AJ
Ò�J 	JÓ

||f ? g||Lp (RN ) ≤ ||f ||L1(RN ) ||g||Lp (RN ) .

�HAJ. �K

B@

Ég.

@ 	áÓ , 2.7.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ úÎ« @XAÒ�J«@ . 1 < p <∞ 	à@ 	à 	X@ 	��J 	® 	JË . p =∞ �éËAg ú


	̄ �ém� 	�@ð �éj. J
�� 	JË @
: 	à


@ ø



@ , RN úÎ« BñÒ» y 7→ |f(x− y)||g(y)|p ©K. A�JË @ 	àñºK
 , RN 3 x É¿ éJ. ��

|f(x− y)|1/p|g(y)| ∈ Lpy(RN ).

úÎ« É�m� 	' PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ Ð@Y 	j�J�AJ. 	̄ , |f(x− y)|1/p′ ∈ Lp′y (RN ) 	à

@ AÖß.ð

|f(x− y)||g(y)| = |f(x− y)|1/p|g(y)||f(x− y)|1/p′ ∈ L1
y(RN )

�ð
∫

RN

|f(x− y)||g(y)| dy ≤
(∫

RN

|f(x− y)||g(y)|p dy
)1/p

||f ||1/p′
L1(RN )

@ 	YËð

|(f ? g)(x)|p ≤ (|f | ? |g|p)(x). ||f ||p/p′
L1(RN )

.

	à

@ øQ	� 	̄ , 2.7.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	à

�
B@ ��J
J.¢��ð

f ? g ∈ Lp(RN ) �H@ ||f ? g||pLp (RN ) ≤ ||f ||L1 (RN ) ||g||pLp (RN ) ||f ||
p/p′

Lp (RN )

	à

@ ø



@

||f ? g||Lp (RN ) ≤ ||f ||L1(RN ) ||g||Lp (RN ) .
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	YKY 	J« . Lp′(RN ) 3 h �ð (1 ≤ p ≤ ∞) Lp(RN ) 3 g �ð L1(RN ) 3 f 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄ 2.2.7.11
∫

RN

(f ? g)h =
∫

RN

g(f̌ ? h).

. RN ú

	̄ ½ �� x , f̌(x) = f(−x) �IJ
k

�HAJ. �KB @
	à@

	X @ L1(RN )× RN úÍ@ F (x, y) = f(x− y)g(y)h(x) ©K. A�JË @ ù
 Ò�J 	�K

∫

RN

|h(x)|
(∫

RN

f(x− y)|g(x)| dy
)
dx <∞

: ú

	æJ
K. ñ 	̄ �é 	JëQ�.Ó I. �k , ú
ÍA�JË @ð . 1.2.7.11 �ð 2.7.11 	á�
�J 	JëQ�.ÒÊËð PYËñë �é 	JK
AJ. �JÖÏ� A �® 	̄ð @ 	Yëð

∫

RN

(f ? g)(x)h(x) dx =
∫

RN

dx

∫

RN

F (x, y) dy =
∫

RN

dy

∫

RN

F (x, y) dx

=
∫

RN

g(y)(f̌ ? h)(y) dy.

•− �é�ñJ
�®Ë @ ©K. @ñ�JË @ �H@Y	J� 3.2.7.11

ÐðYªÓ f �IJ
k hñ�J 	®Ó Q�.»

@ �éÒÒ�JÓ ñê 	̄ , @YJ
k.

	¬ðQªÓ f QÒ�J�Ó ©K. A�K �éÓA«X ð

@ Y 	J� Ðñê 	®Ó 	à@

úÍ@ Ðñê 	®ÖÏ @ @ 	Yë Õæ
Òª�K ¡J
��. ËAK. ��
Ë é 	K @ .({x | f(x) 6= 0} �é«ñj. ÖÏ @ , �é�®�CÓ é 	K @ , Zú

	̄ A¾Ó @ 	Yëð ,ð


@)

	à

@ Zø
 PA�®ÊË 	áºÖß
ð , Õç'CÓ Q�
 	« ��K. A�Ë@ 	K
Qª�JË @ . ¡�® 	̄ AJ
Ê¿ éJ. �� �é 	̄QªÓ ©K. @ñ�JË @ @ 	Yë 	à


B , �é�ñJ
�®Ë@ ©K. @ñ�JË @

: �éj. J
�� 	JË @ A 	JK
YË . Q �é�®£A 	JË @ X @Y«

B@ �é«ñÒj. ÖÏ χQ �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ PAJ. �J«AK. @ 	YîE. © 	J�J �®K


	áºJ
Ë . Ω úÎ« A 	̄QªÓ AJ
�®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð RN 	áÓ Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. Ω 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄ 4.2.7.11

© 	�Ëð . I 3 i É¿ Ég.

@ 	áÓ ωi úÎ« ½ �� f = 0 �IJ
m�'. ωi ⊂ Ω �HAgñ�J 	®ÖÏ @ É¿ �é«AÔg. {ωi}i∈I

. ω =
⋃
i∈I

ωi

. ω úÎ« ½ �� f = 0
	YKY 	J«

�é«ñÒj. ÖÏ @ A 	®K
Qª�K ñë f Y	J� 	à@ . 4.2.7.11 �éJ
 	��®Ë@ ú

	̄ É�JÓ ω �ð f �ð Ω 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 5.2.7.11

. supp f = Ω \ ω

•− �é 	¢kCÓ 6.2.7.11

. supp f1 = supp f2
	YKY 	J« . Ω úÎ« ½ �� f1 = f2

�IJ
m�'. 	á�
ªK. A�K f2
�ð f1

	àA¿ @ 	X @ - 1
	� ÉJ
�JÒ�JË èPA�J	m� 	' ø


	YË@ É�JÒÖÏ @ Q» 	X 	àðX @ 	Yëð � Lp 	áÓ f ©K. A�K Y 	J� 	á« �IK
YmÌ'@ 	à 	X@ ©J
¢���	�
. Zñ 	̄ A¾�JË @

. Y 	J�ÊË 	¬ñË

AÖÏ @ 	K
Qª�JË @ Zú


	̄ A¾K
 ��K. A�Ë@ 	K
Q��Ë @ 	à

@ 	áÓ Y»


A�JË @ ÉîD�Ë @ 	áÔ 	̄ @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ - 2

A 	J 	JºË . �èXðY« Q�
 	« I
�é«AÒm.Ì'@ 	à


B ω ú


	̄ ½ �� f = 0 	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ ��
Ë 4.2.7.11 �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @

: ú
ÍA�JË @ H. ñÊ�

BAK. �èXðYªË@ �éËAmÌ'@ úÍ@

�éË

A�ÖÏ @ XP ©J
¢�	�
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	Y 	g

@ C�JÓ 	áºÖß
) . ω =

⋃
n
Kn

�IJ
m�'.
�é�@Q��ÖÏ @ ω Z @ 	Qk.


B@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {Kn} 	áº�JË

XY« �é¢�@ñK. Kn ù
 ¢ 	ª 	K n É¿ Ég.

@ 	áÓ (. Kn = {x ∈ ω | d (x, cω) ≥ 1

n} ∩ {x ∈ RN | |x| ≤ n}
XðY« J

	YKY 	J« . J =
⋃
n
In 	áºJ
Ë . ⊂ I é�J 	JÓ In ©Ó Kn ⊂

⋃
i∈In

ωi Q�. �Jª 	Kð , ωi �HAgñ�J 	®ÖÏ @ 	áÓ é�J 	JÓ

. ω ú

	̄
f = 0 	à


@ i. �J 	J��� 	� 	̄ , ωi ú


	̄ ½ �� f = 0 	à

@ AÖß. . ω =

⋃
i∈J

ω A 	JK
YËð

	YKY 	J« . Lp(RN ) 3 g �ð Lp(RN ) 3 f 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄ 7.2.7.11

supp (f ? g) ⊂ supp f + supp g).

�HAJ. �KB@
�ð 2.7.11 	á�
�J 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	�


@) BñÒ» y 7→ f(x− y)g(y) ©K. A�JË @ 	àñºK
 �IJ
m�'. A�J�. �JÓ @Qå� 	J« RN 3 x 	áºJ
Ë

A 	JK
YË .( 1.2.7.11

(f ? g)(x) =
∫

RN

f(x− y)g(y) dy =
∫

(x−supp f)∩supp g

f(x− y)g(y) dy.

	à 	X@ . (f ? g)(x) = 0 �ð (x− supp f) ∩ supp g = ∅ 	àA
	̄
x 6∈ supp f 	àA¿ @ 	X @

c(supp f + supp g) úÎ« ½ �� (f ? g)(x) = 0

ú
ÍA�JËAK. ð . c(supp f + supp g) �éJ
Ê 	g@X ú

	̄ ½ �� (f ? g)(x) = 0 �ñ�	mÌ'@ ék. ð úÎ«ð

. supp (f ? g) ⊂ supp f + supp g)

�é 	®�ð 	áºË . �é�@Q��Ó f ? g 	àA
	̄ 	á�
�@Q��Ó g �ð f @Y 	J� 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ •− �é 	¢kCÓ 8.2.7.11

. �@Q��Ó Q�
 	« f ? g Y	J� 	àA
	̄ A�@Q��Ó ¡�® 	̄ 	áK
Y 	J�Ë@ Yg


@ 	àA¿ @ 	X @

�éÓA«

. C(RN ) 3 f ? g 	YKY 	J« . L1
loc(RN ) 3 g �ð Cc(RN ) 3 f 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄ 9.2.7.11

�HAJ. �KB@
©Ò�JK
ð RN úÎ« BñÒ» y 7→ f(x− y)g(y) ©K. A�JË @ 	àñºK
 , RN 3 x É¿ Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ Bð


@ 	¡kC	JË

© 	�	JË . x ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ {xn} 	áº�JË . RN 3 x É¿ Ég.

@ 	áÓ ú 	æªÖß. (f ? g)(x)

Fn(y) = f(xn − y)g(y) �ð F (y) = f(x− y)g(y).
	áÓ (xn − supp f) ⊂ K �IJ
m�'. K A�@Q��Ó Z 	Qk. 	à

�
B@ �IJ. �� 	JË . RN ú


	̄ ½ �� Fn(y)→ F (y)
	YKY 	J«

@ 	YÓð K 63 x Ég.

@ 	áÓ f(xn − y) = 0 A 	JK
YË . N ∈ n Ég.


@

.RN ú

	̄ ½ �� |Fn(y)| ≤ |f |L1(Ω)χK(y)g(y)

	à

@ Ð 	QÊ�J��� 	©J
K. ñË �é 	JëQ�.Ó 	àA

	̄ , L1 úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 �é�®K. A�Ë@ �é 	JK
AJ. �JÒÊË ú

	GA�JË @ 	¬Q¢Ë@ 	à


@ AÖß.ð

(f ? g)(xn) =
∫

RN

Fn(y) dy →
∫

RN

F (y) dy = (f ? g)(x).

�K.� 	QÓQ 	K . AJ
ªJ
J.£ @XY« k 	áºJ
Ë •− �H@ 	Q�
ÓQ�K 10.2.7.11
�éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA�®�J ��ÖÏ @ øYg@ úÍ@ Dk ◦

Dkf =
∂α1

∂α1

∂α2

∂α2
· · · ∂

αN

∂αN
∧ α1 + α2 + · · ·+ αN = k.
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© 	�	� �Õç�' Ω ú

	̄ �H@QÒ�J�BAK. �èQÓ k ��A�®�J ��CË �éÊK. A �®Ë @ ©K. @ñ�JË @ Z A 	� 	̄

Ck(Ω) ◦

Ckc (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω)

C∞(Ω) =
⋂

k∈N
Ck(Ω) D (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω).

. Ω ú

	̄ �é�@Q��Ó �H@Y	J� �H@ 	X �èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ úÍ@ Q�
 ���
 Cc(Ω) 	à


@ Q» 	Y 	JË

	YKY 	J« . L1
loc(RN ) 3 g �ð (k ∈ N?) , Ckc (RN ) 3 f 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄ 11.2.7.11

f ? g ∈ Ck(RN ) ∧ Dk(f ? g) = (Dkf) ? g.

. D(RN ) 3 f ? g 	YKY 	J« , L1
loc(RN ) 3 g �ð D(RN ) 3 f 	àA¿ @ 	X @ , �é�A 	g �é 	®��. ð

�HAJ. �KB@
	à

@ úÎ« �HAJ. �JË @ H. ñÊ¢ÖÏ @ . A�J�. �JÓ @Qå	� 	J« RN 3 x 	áºJ
Ë . k = 1 �éËAg úÍ@

�éË

A�ÖÏ @ XP l .�'
PY�JËAK. 	áºÖß


	à

@ð x úÍ@

�éJ.�	� �éÊ 	�A 	®ÒÊË ÉK. A�̄ f ? g

∇(f ? g)(x) = (∇f ? g)(x) ∧ ∇f =
(
∂f

∂x1

, ∂f
∂x2

, · · · , ∂f

∂xN

)
·

	�Q 	® 	K 	à

@ A 	J 	JºÖß
 . |h| < 1 	à


@ 	�Q 	® 	K 	à


@ ©J
¢���	� , �I 	®�Ë@ éË

�
AÓ h 	à


@ AÖß. . RN 3 h 	áºJ
Ë

|f(x+ h− y)− f(x− y)−∇f(x− y)|

=
∣∣∣∣
∫ 1

0

[h∇f(x+ sh− y)− h∇f(x− y)] ds
∣∣∣∣

≤ |h|ε(|h|), ∀y ∈ RN

©�@ðð A�J�. �JÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë . RN ú

	̄ ÐA 	¢�J 	K AK. QÒ�J�Ó ∇f 	à@

	X @ , |h| → 0 AÓY 	J« ε(|h|)→ 0 ©Ó
A 	JK
YË . x+B(O, 1)− supp f ⊂ K 	àñºK
 ú
¾Ë �éK
A 	®ºK.

f(x+ h− y)− f(x− y)− h∇f(x− y) = 0, ∀y /∈ K, ∀h ∈ B(O, 1).

@ 	YËð

|f(x+ h− y)− f(x− y)− h∇f(x− y)| ≤ |h|ε(|h|)χK(y),
∀y ∈ RN , ∀h ∈ B(O, 1).

ú
ÍA�JË @ð

|(f ? g)(x+ h)− (f ? g)(x)− h(∇f ? g)(x)| ≤ |h|ε(|h|)
∫

K

|g(y)| dy.

	à

@ð x úÍ@

�éJ.�	� �éÊ 	�A 	®ÒÊË CK. A�̄ f ? g 	à

@ ��J.� AÜØ i. �J 	�K


∇(f ? g)(x) = (∇f ? g)(x).

•− ©K. @ñ�JË @ É�®� 3.7.11
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�IJ
m�'. {ρn}∞n=1
�éJ
ªK. A�K �éJ
ËA�J�JÓ �éÊ�̄ A� �éJ
ËA�J�JÓ ù
 Ò�	� •− 	K
Qª�K 1.3.7.11

ρn ∈ D(RN ), supp ρn ⊂ B(0,
1
n

),
∫

RN

ρn = 1, ρn ≥ 0 úÎ« RN .

�IJ
m�'. ρ AªK. A�K �IJ. �� 	K @ 	Yë �éK
 ðQËð . �éÊJ
�®� ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ Xñk. ð Y»

A 	JË

ρ ∈ D(RN ), supp ρ ⊂ B(0, 1), ρ ≥ 0 úÎ« RN �ð
∫

RN

ρ > 0

	à

AK. �èA¢ªË@ {ρn} �éJ
ËA�J�JÖÏ @

	Y 	g

A 	K �Õç�'

ρn(x) = CnNρ(nx) ©Ó C =
{∫

RN

ρ

}−1

·

©K. A�JË @ PAJ
�J 	k@ 	áºÖß
 ρ ©K. A�J»

ρ(x) =





exp
{

1
|x|2−1

}
Ég.


@ 	áÓ |x| < 1

0 Ég.

@ 	áÓ |x| ≥ 1.

. �éÊ�̄ A� �éJ
ËA�J�JÓ úÍ@ {ρn}
	Q�
ÓQ��Ë @ ��	m� 	' , ú
ÎK
 AÓ É¿ ú


	̄

. RN 	áÓ �@Q��Ó É¿ úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. ρn ? f → f
	YKY 	J« . C(RN ) 3 f 	áºJ
Ë •− �éJ
 	��̄ 2.3.7.11

�HAJ. �KB@
�IJ
m�'. ð K �K.�

��Êª�JK
 , δ > 0 Yg. ñK
 , ε > 0 É¿ Ég.

@ 	áÓ . RN 	áÓ A�J�. �JÓ A�@Q��Ó Z 	Qk. K 	áºJ
Ë

|f(x− y)− f(x)| ≤ ε, ∀x ∈ K, ∀y ∈ B(0, δ).
	à 	X@

(ρn ? f)(x)− f(x) =
∫

RN

[f(x− y)− f(x)]ρn(y) dy

=
∫

B(O,1/n)

[f(x− y)− f(x)]ρn(y) dy

A 	JK
YË , K 3 x �ð 1
δ ≤ n Ég.


@ 	áÓ , éJ
Ê«ð

|(ρn ? f)(x)− f(x)| ≤ ε
∫

RN

ρn(y) dy = ε.

	YKY 	J« . 1 ≤ p ≤ ∞ ©Ó Lp(RN ) 3 f 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 3.3.7.11

ρn ? f → f ú

	̄

Lp(RN ).

�HAJ. �KB@
�IJ
m�'. Cc(RN ) 3 f1 ©K. A�K Xñm.× 4.4.9.11 �é 	̄ A�JºË@ �é 	JëQ�.Ó �éêk. 	áÓ 	áÒ 	��� . ε > 0 	áºJ
Ó
ρn ? f1 → f1

	à

@ , 2.3.7.11 �éJ
 	��®ÊË A �® 	̄ð 	¬ðQªÖÏ @ 	áÓ , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓð . ||f − f1||Lp (RN ) ≤ ε

A 	JK
YË , 7.2.7.11 �éJ
 	��®ÊË A �® 	̄ð , ½Ë 	Y»ð . �A�KQÓ É¿ úÎ« ÐA 	¢�J 	JË AK.

supp (ρn ? f1) ⊂ B
(
0,

1
n

)
+ supp f1 ⊂ K ©Ó K �I�. �JÓ �@Q��Ó.

�éJ
ËA�JË AK. ð

||ρn ? f1 − f1||Lp (RN ) −→n→∞ 0.
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	à

@ AÖß. , �èQ�
 	g


@ð

ρn ? f − f = [ρn ? (f − f1)] + [ρn ? f1 − f1] + [f1 − f ],

, 2.7.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ QK
Y�®�JË @ úÎ« @XAÒ�J«@ , i. �J 	�J
 	̄

||ρn ? f − f ||Lp (RN ) ≤ 2 ||f − f1||Lp (RN ) + ||ρn ? f1 − f1||Lp (RN ) .

	à 	X@ A 	JK
YË

lim sup
n→∞

||ρn ? f ||Lp (RN ) ≤ 2ε, ∀ε > 0

@ 	YËð

lim
n→∞

||ρn ? f − f ||Lp (RN ) = 0.

Ég.

@ 	áÓ Lp(Ω) ú


	̄ 	J
�J» D(Ω) , 	YKY 	J« . RN 	áÓ AJ
 	®J
» Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. Ω 	áºJ
Ë •− �éÓ 	PB 4.3.7.11

. 1 ≤ p <∞

�HAJ. �KB@
. 10Friedrichs �»QK
YK
Q 	̄ð 9Jean Leray ø
 PñË AêÊ 	gX


@ ú


�æË @ 	
�
ÊË @ �é¢�@ñK. É�®�Ë@ �éJ
 	J �®�K ÐY 	j�J��
 ñëð

�IJ
m�'. Cc(Ω) 3 f1 �ð 0 < ε �ð Lp(Ω) 3 f 	áºJ
Ë

||f − f1||Lp (Ω) ≤ ε.
	à

AK.

	¬QªÖÏ @ f1 ©K. A�JË @ QK. Qª 	JËð

f1(x) =

{
f1(x) 	àA¿ @ 	X @ x ∈ Ω
0 	àA¿ @ 	X @ x ∈ RN \ Ω.

: 3.3.7.11 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , A 	JK
YËð Lp(RN ) úÍ@ f1 ©K. A�JË @ ù
 Ò�J 	�K

∣∣∣∣ρn ? f1 − f1

∣∣∣∣
Lp (RN )

→ 0.

, 	áºË

. �éK
A 	®ºK. Q�
J.» n Ég.

@ 	áÓ supp (ρn ? f1) ⊂ B

(
0,

1
n

)
+ supp f1 ⊂ Ω

	à@ �Õç�' Cc(Ω) 3 un , �éK
A 	®ºK. Q�
J.» n Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J« . un = (ρn ? f1)|Ω

	à
�
B@ © 	�	JË

: �éK
A 	®ºK. Q�
J.» n Ég.

@ 	áÓ , 	à 	X@ . ||un − f1||Lp (Ω) → 0

||un − f ||Lp (Ω) ≤ 2ε.

ú

	̄ ÈAÔ«


@ éË . (Collège de Fance) A�	�Q 	̄ i. J
Ëñ» ú


	̄ @ 	XA�J�ð 	àA¿ (1998− 1906) . ú
æ� 	�Q 	̄ ú

�GAJ
 	�AK
P 9

ú

	̄ ð �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ð �éÊÓA¾�JË @ �HBXAªÖÏ @ð �éJ
ªK. A�JË @ �HBXAªÖÏ @ ú


	̄ ð ÉK
@ñ�Ë@ A¾J
 	K A¾J
Ó
. 1953 �é 	J� ÐñÊªË@ �éJ
Öß
Y»


@ É 	gX . �éK
Q�. m.Ì'@ �éJ
k. ñËñK. ñ�JË @

�HBXAªË@ ú

	̄ ð ù
 ªK. A�JË @ ú
Îj�JË @ ú


	̄ ð ÉK@ñ�Ë@ A¾J
 	K A¾J
Ó ú

	̄ ÈAÔ«


@ éË . ú


	GAÖÏ

@ ú


�GAJ
 	�AK
P Kurt Otto 10

. �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @
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Lp ú

	̄ �@Q��Ë @ Q�
�K
AªÓ 8.11

�é«AÔg. 	àñº�K ú �æÓ �é 	̄QªÓ 	àA¾Öß. ÑêÖÏ @ 	áÓ é 	K @ , �éJ
�®J
J.¢�JË @ ð

@ �éK
Q 	¢	JË @ ù
 ªK. A�JË @ ÉJ
Êj�JË @ ÉKA�Ó 	áÓ Q�
�JºË@ ú


	̄
	¬QªK
 Zø
 PA�®Ë@ 	à@ . �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ�JË @ úÍ@

�éJ.�	� ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë ú

	̄ �é�@Q��Ó éJ. �� Lp(Ω) ZA 	� 	®Ë @ ©K. A�JË @ 	áÓ

. �@Q��Ó ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄
K �IJ
k C(K) ú


	̄ �@Q��ÊË @PAJ
ªÓ É¾ ���
 ø

	YË@ Ascoli ú
Íñº�


@ �é 	JëQ�.Ó ½ �� 	àðYK.

: èQ�
»
	YK.


@YJ. 	JË , Lp ú


	̄ �é 	̄ðQªÖÏ @ �@Q��Ë @ Q�
�K
AªÖÏ �A�

@ ù
 ë �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë 	à


@ AÖß.ð

ø
 ðA���Ó K 	à

@ 	�Q 	® 	JË . C(K) 	áÓ @XðYm× Z 	Qk. K �ð A�@Q��Ó ZA 	� 	̄

K 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 5.0.8.11

ø


@ , ÐA 	¢�J 	KAK. P@QÒ�J�B@

�IJ
m�'. 0 < δ Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ (7.11)

d (x1, x2) ≤ δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| ≤ ε,∀f ∈ K.
. C(K) ú


	̄ �@Q��Ó éJ. �� K , 	YKY 	J«

�HAJ. �KB@
. [?] Yosida @YJ
 ��ñK
 ð


@ [?] Dieudonné ú


	GðXAK
X ú

	̄ C�JÓ ú
Íñº�


@ �é 	JëQ�.Ó �HAJ. �K @ XAm.�'
 @ Zø
 PA�®ÊË 	áºÖß


•− �H@ 	Q�
ÓQ�K 6.0.8.11
. h ¨Aª ��Ë@ �� 	̄ð f H. Aj�	�@ ñëð (τhf)(x) = f(x+ h) © 	�	� - 1

I. �Jº	Kð Ω ú

	̄ �èñ�®K. øñ�Jm× é 	K @ ω hñ�J 	®Ó Z 	Qk. 	á« Èñ�® 	K . RN 	áÓ Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. Ω 	áºJ
Ë - 2

. �@Q��Ó ω �I	KA¿ @ 	X @ð ω ⊂ Ω 	àA¿ @ 	X @ ω ⊂⊂ Ω

12Kolmogorov
	¬ðPñ�̄ñÖÏñ»ð 11Fréchet ú
æ

���
Q 	̄ úÍ@ Xñª�K �éj. J
�� 	K ¡ª	JË

F 	áºJ
Ëð . ω ⊂⊂ Ω �ð RN 	áÓ Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. Ω 	áºJ
Ë •− ( 	¬ðQ�̄ñÖÏñ»ð ú
æ
���
Q 	̄ ) �é 	JëQ�.Ó 7.0.8.11

: ø


@ , ø
 ðA���ËAK. �éËñÒ» F 	à


@ 	�Q 	® 	JË . 1 ≤ p <∞ ©Ó Lp(Ω) 	áÓ @XðYm× Z 	Qk.

�IJ
m�'. δ < d (ω, cΩ) , 0 < δ Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ (8.11)

∀h ∈ RN , |h| ≤ δ ⇒ ||τhf − f ||Lp (ω) ≤ ε,∀f ∈ F.

. Lp(ω) ú

	̄ �@Q��Ó éJ. �� F|ω , 	YKY 	J«

�HAJ. �KB@
© 	�	� , F 3 f Ég.


@ 	áÓ . @XðYm× Ω 	à


@ 	�Q 	® 	K 	à


@ AÖ ß @X A 	J 	JºÖß


Ω 3 x 	àA¿ @ 	X @ f(x)
.(RN \ Ω) 3 x 	àA¿ @ 	X @ 0

}
= f(x).

(1906) �éK
Q��ÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë@ 	K
Qª�K I. kA� . 1973− 1878 ú
æ� 	�Q 	̄ ú

�GAJ
 	�AK
P René Maurice 11

ÐñÊªË@ �éJ
Öß
Yº« É 	gX . �HBAÒ�JkB@ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ ð ù
 ªK. A�JË @ ÉJ
Êj�JË @ ú


	̄ ÈAÔ«

@ éË . É 	�A 	®�JÊË ú
ÍAmÌ'@ 	K
Q��Ë @ð

. 1956 �é 	J� �éJ
�	�Q 	®Ë @
�X �H@ ð �HBAÒ�JkCË �éJ
îE
YJ. �JË @ �éK
Q 	¢	JË @ © 	�@ð . (−1903) ú
æ�ðP ú


�GAJ
 	�AK
P André Nicoläıévitch 12

�éJ
 	®J
¢Ë@ �éK
Q 	¢	JË @ © 	�ð , A. Khintchine 	á�
 �� 	� 	k ©Ó 	àðAª�JËAK. ð . Markov
	¬ñ»PAÓ � �� kQK�

. �èQ�®�J�ÖÏ @ processus �HCÓAªÒÊË
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ú

	̄ 	¬Qå��J 	JË . L1(RN ) ú


	̄ ð Lp(RN ) ú

	̄ �èXðYm× F �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à


@ l� 	�@ð é 	K @ . F = {f | f ∈ F} �ð

:  @ñ¢ 	k �HC�K
A 	JK
YË - 1

∣∣∣∣ρn ? f − f
∣∣∣∣
Lp (ω)

≤ ε, ∀f ∈ F, ∀n ≥ 1
δ
·

A 	JK
YË , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄ ð

|(ρn ? f)(x)− f(x)| ≤
∫

RN

|f(x− y)− f(y)|ρn(y) dy

≤
(∫

RN

|f(x− y)− f(y)|pρn(y) dy
) 1

p

ú
ÍA�JËAK. ð

|(ρn ? f)(x)− f(x)|p ≤
∫

B(0,1/n)

|f(x− y)− f(y)|pρn(y) dy.

A 	JK
YË , (8.11) �Ë� A �® 	̄ð , n ≥ 1
δ Ég.


@ 	áÓ , 	à 	X@

∫

ω

|(ρn ? )f(x)− f(x)|p dx ≤
∫

B(0,1/n)

ρn(y) dy
∫

ω

|f(x− y)− f(y)|p ≤ εp.

A 	JK
YË , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄ ð . ú
Íñº�


@ �é 	JëQ�.Ó �HAJ
 	�Q 	̄ , n É¿ Ég.


@ 	áÓ , ���®m��' H = (ρn ? F)|ω

�é«AÒm.Ì'@ - 2

Bð

@

|ρn ? Ff |L∞(RN ) ≤ |ρn|L∞(RN )|f |L1(RN ) ≤ Cn, ∀f̄ ∈ F.

A 	JK
YË , F 3 f É¿ð RN 	áÓ x2
, x1 É¿ Ég.


@ 	áÓ ,�Õç�'

|(ρn ? f)(x1)− (ρn ? f)(x2) ≤ |x1 − x2| ||ρn||Lip(RN )

∣∣∣∣f
∣∣∣∣
L1(RN )

≤ Cn|x1 − x2|.

Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ RN úÎ« �éK
 	Q�� ���. J


�
ÊË @ ©K. @ñ�JË @ Z A 	� 	̄ ñë Lip (RN ) �IJ
k

||g||Lip(RN ) = sup
x6=y

|g(x)− g(y)|
|x− y| ·

. Lp(ω) ú

	̄ øñ�̄

@ I. �.�Ëð C(ω) ú

	̄ �@Q��Ó éJ. �� H 	à


@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


�IJ
m�'. 1
δ ≤ n �IJ. �� 	JËð . 0 < ε 	áºJ
Ë : 	àAëQ�. Ë @ �éK
Aî 	E - 3

∣∣∣∣(ρn ? f)− f ∣∣∣∣
Lp (ω)

≤ ε, ∀f ∈ F.

ú

	̄ ) �H@QºË@ 	áÓ é�J 	JÓ XY« �é¢�@ñK. H �éJ
¢ 	ª�K ©K
Q�

��� 	� 	̄ , Lp(ω) ú

	̄ �@Q��Ó éJ. �� H 	à


@ AÖß.ð

	¬A�	�

@ ø
 ðA��� ú


�æË @ éË �é�® 	̄ @ñÖÏ @ �H@QºË@ 	YKY 	J« ù
 ¢ 	ª�K 	YKY 	J« . ε èPA¢�̄
@ 	¬A�	�


@ (Lp(ω)

. Lp(ω) ú

	̄ �@Q��Ó éJ. �� F|ω

	à

@ 	á�
J. K
 @ 	Yë . F|ω

�é«ñÒj. ÖÏ @ 2ε AîE
PA¢�̄
@

. 1 ≤ p <∞ ©Ó Lp(Ω) 	áÓ XðYm× Z 	Qk. F �ð RN 	áÓ hñ�J 	®Ó Z 	Qk. Ω 	áºJ
Ë •− �éÓ 	PB 8.0.8.11
	à

@ 	�Q 	® 	JË

�IJ
m�'. δ < d (ω, cΩ) , 0 < δ Yg. ñK
 ω ⊂⊂ Ω 	àA¿ AÒêÓ , 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ (9.11)

∀h ∈ RN , |h| ≤ δ ⇒ ||τhf − f ||Lp (ω) ≤ ε,∀f ∈ F,
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�ð

.F 3 f 	àA¿ AÒêÓ ||f ||Lp (Ω\ω) ≤ ε �IJ
m�'. ω ⊂⊂ Ω Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ (10.11)

. Lp(Ω) ú

	̄ �@Q��Ó éJ. �� F , 	YKY 	J«

�HAJ. �KB@
úÎ« @XAÒ�J«@ . ∈ F 3 f 	àA¿ AÒêÓ , ||f ||Lp (Ω\ω) ≤ ε �IJ
m�'. ð ω ⊂⊂ Ω �IJ. �� 	K . 0 < ε > 0 	áºJ
Ë
	áÓ é�J 	JÓ XY« �é¢�@ñK. é�JJ
¢ 	ª�K 	YKY 	J« ©J
¢���	� . Lp(ω) ú


	̄ �@Q��Ó F|ω
	à

@ 	¬Qª	K , 7.0.8.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @
: ù
 ëð , Lp(ω) 	áÓ �H@QºË@

F|ω ⊂
k⋃

i=1

B(gi, ε) ©Ó gi ∈ Lp(ω).

© 	�	JËð

g̃i(x) =

{
gi(x) 	àA¿ @ 	X @ x ∈ ω
0 	àA¿ @ 	X @ x ∈ Ω \ ω.

. Lp(Ω) ú

	̄ ù
 ë �H@PðQºË@ ; F ⊂ ⋃k

i=1B(g̃i, 2ε) 	à

@ 	áÓ �éËñîD��. Y»


A�J 	K 	à


@ A 	J 	JºÖß


. ��XA� �é�®K. A�Ë@ 8.0.8.11 �éÓ 	PC
�
Ë@ �º« 	à@ •−

�é 	¢kCÓ 9.0.8.11

���®m�'
ð 1 ≤ p <∞ ©Ó Lp(RN ) 	áÓ @XðYm× Z 	Qk. F 	áºJ
Ë •− �é 	¢kCÓ 10.0.8.11

∀ε > 0,∃δ > 0 �IJ
m�'. ∀h ∈ RN ©Ó |h| ≤ δ, ||f ||Lp (Ω\ω) , ∀f ∈ F.

F|ω
	à@ Èñ�® 	K 	à


@ ©J
¢���	� A 	J 	K


@ B@ . Lp(RN ) ú


	̄ �@Q��Ó éJ. �� F 	à

@ i. �J 	J���	� 	à


@ �éÓA« �é 	®��. ©J
¢���	� B

©¢�®ÖÏ @ @ 	Yë ZAî 	EB ð ! ÈA�JÓ ZA ��	� @ ÈðAg . RN 	áÓ XðYm×ð hñ�J 	®Ó É¿ Ég.

@ 	áÓ , Lp(ω) ú


	̄ �@Q��Ó éJ. ��
. 7.0.8.11 �é 	JëQ�.ÒÊË YJ
 	®Ó é 	JºË A¢J
��. A �®J
J.¢�� ÐY�® 	K

�ð A�J�. �JÓ AªK. A�K L1(RN ) 3 G 	áºJ
Ë •− �éÓ 	PB 11.0.8.11

F = G ?B

	áÓ XðYm× hñ�J 	®Ó É¿ Ég.

@ 	áÓ , 	YKY 	J« . 1 ≤ p <∞ ©Ó Lp(RN ) 	áÓ XðYm× Z 	Qk. úÍ@ Q�
 ���
 B �IJ
k

. Lp(ω) ú

	̄ �@Q��Ó éJ. �� F|ω , RN

�HAJ. �KB@
, B 3 u ©Ó f = G ? u 	àA¿ @ 	X @ , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓð . Lp(RN ) ú


	̄ XðYm× F 	à

@ �éêk. 	áÓ l� 	�@ð é 	K @

A 	JK
YË

||τhf − f ||Lp (RN ) = ||(τhG−G) ? u||Lp (RN ) ≤ ||τhG−G||Lp (RN ) .

�Ë @ úÎ« @XAÓQ«@ 	àAëQ�. Ë @ ú
æî 	D 	J� A 	J 	K @

	YKY 	J« . 1 ≤ q <∞ ©Ó Lq(RN ) 3 G 	áºJ
Ë •− �éJ£ñ�K 12.0.8.11

lim
h→0
||τhG−G||Lq (RN ) = 0.
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�HAJ. �KB@
�éêk. 	áÓ A 	JK
YË . ε ≥ ||G−G1||Lq (RN )

�IJ
m�'. Cc(RN ) 3 G1
	áºJ
Ëð ù¢ªÓ 0 < ε 	áºJ
Ë

||τhG−G||Lq (RN ) ≤ ||τhG− τhG1||Lq (RN ) + ||τhG−G1||Lq (RN )

+ ||G1 −G||Lq (RN )

≤ 2ε+ ||τhG1 −G1||Lq (RN ) .

éJ
Ê«ð lim
h→0
||τhG1 −G1||Lq (RN ) = 0 	à


@ l� 	�@ñ 	̄ øQ 	k


@ �éêk. 	áÓð

lim sup
h→0

||τhG−G||Lq (RN ) ≤ 2ε.
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Lp �H@ZA 	� 	®Ë @ ú

	̄ �éK
ñ 	J�JË @ð É� 	®ÊË �éJ
ÊK. A �®Ë @ð �éJ
�A¾ª	KB@ 9.11

: �HBAg �HC�K 	Q�
Ö
	ß 	¬ñ�

. p =∞ .3 . p = 1 .2 . 1 < p <∞ .1

úÎ«ð 	á�
ë@QK. 	àðYK. AîD 	�QªK. ù

	®�Jº	Kð . �éK
YJ
êÖ

�ß l .�
'A�J 	JË @ð Õæ
ëA 	®ÖÏ @ 	�ªJ. K. (Q�
»

	Y�K) Õç'
Y�®�JK.

@YJ. 	K A 	J 	K


@ B@

. [?] ��
 	QK
QK. ð

@ [4] 	á�
Óñ 	̄ � 	¬ðPñ 	«ñÖÏñ» úÍ@ ©k. QK
 	à


@ Õ �æêÖÏ @ ZøPA�®Ë@

É¿ ZA 	� 	̄ úÍ@ E′ �K.� Q�
 ��	� . AJ
 �®J
�®k AJ
 	kA 	KAK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë •− ú


	kA 	JK. Z A 	� 	®Ë ø
 ñ�JË @ ZA 	� 	®Ë@ 13.0.9.11

�A�

B@ É�®k ú


	̄
E 	áÓ �èQÒ�J�Ó �éJ
¢ 	k �HA�®J
J.¢�� 	à 	X@ ù
 ë E′ Qå�A 	J« . E úÎ« �èQÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ ÈA¾ ��


B@

. E 3 x 	àA¿ AÒêÓ , |f(x)| ≤ c|x|E �IJ
m�'. 0 < c �IK. A�K Yg. ñK
 E′ 3 f Qå�	J« É¿ Ég.

@ 	áÓ @ 	YËð R

.(E �ð E′ 	á�
K.) �éK
ñ 	J�JË @ I. Ê 	jÖß. 〈·, ·〉 ù
 Ò�	�ð 〈f, x〉 .= f(x) I. �Jº	JË E 3 x �ð E′ 	áÓ f Ég.

@ 	áÓ

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ ñëð ø
 ñ	J�JË @ Õæ

	¢ 	JËAK. E′ Xð 	QK


|f |E′ = sup
x∈BE

|f(x)| = sup
x∈BE

f(x), f ∈ E′.

	à

@ 	¬ðQªÖÏ @ 	áÓ . BE = {x ∈ E | |x|E ≤ 1} 	à


@ ø



@ , E ú


	̄ �é�®Ê 	ªÖÏ @ �èYgñË@ �èQ» úÍ@ BE �K.� A 	Jë A 	KQå��

@

. ú

	kA 	KAK. Z A 	� 	̄ ø
 ñ	J�JË @ Õæ


	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ E′ ú
«Aª ��Ë@ ZA 	� 	®Ë@

{xn}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K . AJ
 	kA 	K AK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë •− ú

	kA 	KAK. Z A 	� 	̄ ú


	̄ 	J
ª 	�Ë@ H. PA�®�JË @ 14.0.9.11

. E′ 3 f 	àA¿ AÒêÓ , limn→∞〈f, xn〉 = 〈f, x〉 �I	KA¿ @ 	X @ x Qå�	J« ñm� 	' E ú

	̄ 	ª 	��. �éK. PA �®�JÓ Aî 	E @

èZA 	� 	̄
E′′ �ð ø
 ñ	J�JË @ èZA 	� 	̄

E′ 	áºJ
Ëð AJ
 	kA 	KAK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë •− �éJ
�A¾ª	KB@ �H@ZA 	� 	®Ë@ 15.0.9.11

AªJ. �K , �IJ
k , |ξ|E′′ = supf∈BE′
|〈ξ, f〉| Õæ


	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ , E′ ø
 ñ	J�JË @ Z A 	� 	®Ë @ ø
 ñ	J�K ø


@ , ú


	GA�JË @ ø
 ñ	J�JË @
	á�
K. �éK
ñ 	J�JË @ I. Ê 	jÖß. 〈·, ·〉 ú«YK
 . 〈ξ, f〉 .= ξ(f) �ð E′ ú


	̄ �é�®Ê 	ªÖÏ @ �èYgñË@ �èQ» ù
 ë BE′
��K. A� 	Q�
ÓQ��Ë

. E′ �ð E′′ 	á�
KA 	� 	®Ë@
��J
J.¢Ë@ É¾ ���
 . A�J�. �JÓ @Qå� 	J« E 3 x 	áºJ
Ë : ú
ÍA�JË @ ñj	JË @ úÎ« E′′ ú


	̄
E �Ë� ú


	Gñ 	KA�̄ 	á�®k 	K
Q�K 	áºÖß

: 	à 	X@ A 	JK
YË . Jx �K.� éJ
Ë @ Q�
 ��	� , E′′ 	áÓ Qå� 	J« 	à 	X@ é 	K @ , E′ úÎ« @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k C¾ �� x 7→ 〈f, x〉

〈Jx, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E , ∀x ∈ E, ∀f ∈ E′.
. E 3 x 	àA¿ AÒêÓ , |Jx|E′′ = |x|E 	à


@ ú 	æªÖß. , ��
A�®�JÓ ñëð AJ
¢ 	k A�®J
J.¢�� J 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

. J(E) = E′′ ø


@ ,QÓA 	« J 	á�®mÌ'@ 	àA¿ @ 	X @ ú
æ�A¾ª	K @ é 	K @ ú


	kA 	KAK. Z A 	� 	̄ 	á« Èñ�® 	K •− 	J
ª�K
: Aî 	DÓ Q» 	Y 	K �é 	JJ
Ö

�ß �@ñ	m�'.
�éJ
�A¾ª	KB@ �H@ZA 	� 	®Ë @ ©�JÒ�J�K

	áºÖß
 . E ú

	̄ �èXðYm× �éJ
ËA�J�JÓ {xn}∞n=1

	áº�JËð AJ
�A¾ª	K @ AJ
 	kA 	KAK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 16.0.9.11

. x ¨Aª �� ñm� 	' E ú

	̄ 	ª 	��. �éK. PA �®�JÓ {xnk

}∞k=1
�éJ
ÓA�J�JÓ Aî 	DÓ h. @Q 	j�J�@ 	YKY 	J«

h. A�Jm� 	' �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë È@ðA 	J�JË ñm� 	' . �éJ
�A¾ª	K @ 	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄ �I	KA¿ @ 	X @ AÓ �é�@PX , A 	J 	®Ê�

@ AÒ» ,ñë A 	J 	̄ Yë

. ú
ÍA�JË @ ú
æ�Y 	JêË @ Ðñ 	®ÖÏ @ úÍ@

•− ÐA 	¢�J 	K AK. �éK. YjÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë @ 1.9.11
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: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ ÐA 	¢�J 	K AK. H. Ym× é 	K @ E pA 	KAJ. Ë Z A 	� 	̄ 	á« Èñ�® 	K •− 	K
Qª�K 1.1.9.11

i. �J 	�K
 é 	KA
	̄ 1 ≥ |y| �ð 1 ≥ |x|E ©Ó E 	áÓ y �ð x 	àA¿ AÒêÓ �IJ
m�'. 0 < δ Yg. ñK
 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ

. 1− δ > |x+y2 |E 	à

@ ε > |x− y|E 	àñ» 	áÓ

. ÐA 	¢�J 	KAK. �éK. Ym× (1 < p <∞) `p(R) �H@ZA 	� 	®Ë @ 	à

@ úÎ« 	áëQK. •− 	áK
QÖ �ß

�éJ
k. ñËñK. ñ�K �I��
Ëð �éJ
�Y	Jë �éªJ
J.£ ð 	X ��K. A�Ë@ 	K
Qª�JË @ 	à

@ úÍ@ èAJ. �� 	KB@ I. m.�'
 •− �é 	¢kCÓ 2.1.9.11

ú

�æË@ �éJ
�A	mÌ'@ ù
 ëð " �èP@Y�J�B@ �èYJ
k. \ 	àñº�K 	à


@ ù


	ªJ. 	�K
 ú

�æË @ E ú


	̄ �èYgñË@ �èQºË �éJ
�A 	g ÈðA 	J��K
 é 	K

B

. �é¢�® 	JË @ è 	Yë l� 	�ñK
 ú
ÍA�JË @ ÈA�JÖÏ @ . Zú 	̄ A¾Ó Õæ

	¢	� 	Y 	g


@ Y 	J« Y�® 	®��K 	à


@ 	áºÖß


�YJ
Ê�̄ @ Õæ

	¢ 	JË @ úÍ@

�éJ.�	� ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× ZA 	� 	®Ë @ @ 	Yë . E = R2 	áºJ
Ë •− ÈA�JÓ 3.1.9.11

ú

�GPñ� �IÊÓ


A�K 	X @ð . |x|1 = |x1|+ |x2| Õæ


	¢ 	JË @ úÍ@
�éJ.�	� ½Ë 	Y» ��
Ë é 	JºË |x|2 = (|x1|2 + |x2|2) 1

2

. AJ
Êg. @ 	Yë øQ�� 	̄ 	á�
ÒJ
 	¢ 	JË @ 	áK

	Yë úÍ@

�éJ.�	� �èYgñË@ ú

�GQ»

-

6

-

6
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¡@
@

@

@
@

@

| · |2 Õæ

	¢ 	JË @ úÍ@

�éJ.�	� R2 ú

	̄ �èYgñË@ �èQ» | · |1 Õæ


	¢ 	JË @ �éJ.�	� R2 ú

	̄ �èYgñË@ �èQ»

: �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ �HAJ. �K @ 	àðYK. É�® 	K ú
ÎK
 AÒJ
 	̄

. ú
æ�A¾ª	K @ ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× ú

	kA 	KAK. Z A 	� 	̄ É¿ •− �é 	JëQ�.Ó 2.9.11

E 	áÓ AëQå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ {xn}∞n=1
	áº�JËð . ÐA 	¢�J 	K AK. AK. Ym× AJ
 	kA 	KAK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë •− 	áK
QÖ �ß 1.2.9.11
	à

@ 	�Q 	® 	JËð E ú


	̄
x ñm� 	' 	ª 	��. �éK. PA �®�JÓ

lim sup
n
|xn|E ≤ |x|E .

: x ñm� 	' E ú

	̄ �èñ�®K. H. PA�®�J�K �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë 	à


@ �I�. �K


@

lim
n→∞

|xn − x|E = 0.

XY« �IJ
k 	áÓ �HBAmÌ'@ 	á�k

@ �éËAmÌ'@ è 	Yë Q�. �Jª�K •− 1 < p <∞ �éËAg ú


	̄
Lp �é�@PX 3.9.11

�IJ
k , Lp′ ñë Lp ø
 ñ	J�Kð É� 	®ÊË �éÊK. A�̄ð �éJ
�A¾ª	K @ Aî 	E @ : Lp 	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄ AîE. ©�JÒ�J�K ú

�æË @ �@ñ	mÌ'@

. p �Ë� PYËñë �� 	̄ @QÓ ñë p′

. ∞ > p > 1 Ég.

@ 	áÓ ú
æ�A¾ª	K @ Lp(Ω) ZA 	� 	®Ë @ •− �é 	JëQ�.Ó 4.9.11

, ∞ > p > 1 Ég.

@ 	áÓ é 	K


@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ � 2.9.11 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð � ù


	®ºK
 , �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë �IJ. �� 	K ú
¾Ë
. ÐA 	¢�J 	KAK. AK. Ym× Lp(Ω) pA 	KAK. Z A 	� 	̄ 	àñºK


. ∞ > p > 1 Ég.

@ 	áÓ ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× Lp(Ω) ZA 	� 	®Ë@ •− �é 	JëQ�.Ó 1.4.9.11

1.4.9.11 �èQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
: Clarkson 	àñ�»PC¿ ú


�æ 	JK
AJ. �JÓ úÎ« YÒ�JªK
 é 	K @
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: A 	JK
YË , ∞ > p ≥ 2 Ég.

@ 	áÓ � úÍð


B@ 	àñ�»PC¿ �é 	JK
AJ. �JÓ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
f + g

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

Lp (Ω)

+
∣∣∣∣
∣∣∣∣
f − g

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

Lp (Ω)

≤ 1
2

{
||f ||pLp (Ω) + ||g||pLp (Ω)

}
, (11.11)

∀f, g ∈ Lp(Ω).

: A 	JK
YË , 2 ≥ p > 1 Ég.

@ 	áÓ � �éJ
 	K A�JË @ 	àñ�»PC¿ �é 	JK
AJ. �JÓ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
f + g

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

Lp (Ω)

+
∣∣∣∣
∣∣∣∣
f − g

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

Lp (Ω)

≤ 1
2

{
||f ||pLp (Ω) + ||g||pLp (Ω)

} 1
p−1

, (12.11)

∀f, g ∈ Lp(Ω).

: [2,∞[3 p Ég.

@ 	áÓ �é�®�®jÖÏ @ , �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ÐY 	j�J�	� , úÍð


B@ 	á�»PC¿ �é 	JK
AJ. �JÓ �HAJ. �KB∣∣∣∣

a+ b

2

∣∣∣∣
p

+
∣∣∣∣
a− b

2

∣∣∣∣
p

≤
[
1
2
|a|p +

1
2
|b|p

] 1
p−1

, ∀a, b ∈ R. (13.11)

: 2 ≥ p > 1 Ég.

@ 	áÓ �é�®�®jÖÏ @ , �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ÐY 	j�J�	� , �éJ
 	K A�JË @ 	á�»PC¿ �é 	JK
AJ. �JÓ �HAJ. �KB ð

∣∣∣∣
a+ b

2

∣∣∣∣
p′

+
∣∣∣∣
a− b

2

∣∣∣∣
p′

≤
[
1
2
|a|p +

1
2
|b|p

] 1
p−1

, ∀a, b ∈ R. (14.11)

. 	áK
PAÒ�JË @ úÍ@
�èXñªË@ 	áºÖß
 14.11 �ð 13.11 	á�
�J 	�K
AJ. �JÖÏ @ ú


�GAJ. �K @ Ég.

@ 	áÓ

Lp(Ω) 	áÓ g �ð f Ég.

@ 	áÓ . A�J�. �JÓ 0 < ε 	áºJ
Ëð . [2,∞[3 p 	à


@ Bð


@ 	�Q 	®Ë 4.9.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

�IJ
m�'. 	á�
ªK. A�K
||f ||Lp (Ω) ≤ 1, ||g||Lp (Ω) ≤ 1, �ð ||f − g||Lp (Ω) > ε,

: úÎ« Èñ�mÌ'@ 	áÓ (13.11) �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	áºÖ �ß∣∣∣∣
∣∣∣∣
f + g

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lp (Ω)

< 1−
(ε

2

)p
.

: é 	JÓð∣∣∣∣
∣∣∣∣
f + g

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lp (Ω)

< 1− δ �ð δ = 1−
[
1−

(ε
2

)] 1
p

> 0,

. ∞ > p ≥ 2 Ég.

@ 	áÓ ÐA 	¢�J 	K AK. H. Ym× Lp(Ω) 	à


@ �IJ. ��K
 ø


	YË@ QÓ

B@

: �IJ
m�'. Lp(Ω) 	áÓ g �ð f Ég.

@ 	áÓ . �I�. �JÓ 0 < ε 	áºJ
Ëð . 2 > p > 1 	à


@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

||f ||Lp (Ω) ≤ 1, ||g||Lp (Ω) ≤ 1, ©Ó ||f − g||Lp (Ω) > ε,

úÎ« Èñ�mÌ'@ 	áÓ (14.11) �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	áºÖ �ß
∣∣∣∣
∣∣∣∣
f + g

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p′

Lp (Ω)

< 1−
(ε

2

)p′
.

: é 	JÓð
∣∣∣∣
∣∣∣∣
f + g

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lp (Ω)

< 1− δ ©Ó δ = 1−
[
1−

(ε
2

)p′] 1
p′

> 0,

. 2 > p > 1 Ég.

@ 	áÓ ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× Lp(Ω) 	à


@ �IJ. ��K
 ø


	YË@ QÓ

B@

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . ∞ > p > 1 Ég.

@ 	áÓ ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× Lp(Ω) 	à


@ úÎ« 	àAëQ�. Ë @ ú
æî 	DK
 @ 	Yë

. ∞ > p > 1 Ég.

@ 	áÓ ú
æ�A¾ª 	K @ Lp(Ω) ZA 	� 	®Ë @ 	à


@ 2.9.11
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©K. A�K
	YKY 	J« Yg. ñK
 . (Lp(Ω)′ 3 ϕ �ð ∞ > p > 1 	áºJ
Ë •− (��
QË ÉJ
�JÒ�JË @) �é 	JëQ�.Ó 2.4.9.11

�IJ
m�'. YJ
kð Lp
′
(Ω) 3 u

〈ϕ, f〉 =
∫

Ω

uf, ∀f ∈ Lp(Ω).

	à@ �Õç�'
||u||Lp′ (Ω) = ||ϕ||(LpΩ)′ .

�HAJ. �KB@
	à

AK.

	¬QªÖÏ @ Lp′(Ω) 3 u 7→ Tu ∈ (
Lp(Ω)

)′ Q�K ñÖÏ @ 	áºJ
Ë
〈Tu, f〉 =

∫

Ω

uf, ∀f ∈ Lp(Ω).

úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ÈA¾ �� É¿ 	à@ Èñ�®�K Aî 	E @. @Yg. ÑêÓ 2.4.9.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	à@ •−
�é 	¢kCÓ 3.4.9.11

É¿ A ���� ϕ 7→ u Q�K ñÖÏ @ 	à@ �Õç�' . Lp′(Ω) 	áÓ ©K. A�K �é¢�@ñK. �èYJ
kð �éJ
 	®J
ºK. ð É�JÖ �ß
 ∞ > p > 1 ©Ó Lp(Ω)

è 	YîE. 	Y 	g

A 	K , ú
ÎK
AÓ É¿ ú


	̄ A 	J 	K @ . Lp′(Ω) ZA 	� 	®ËAK. Lp(Ω) ø
 ñ	J�K �é�®K. A¢Öß. iÒ��
 ø

	YË@ QÓ


B@ , ��
A�®�JÓ

: ��K. A¢�JË @(
Lp(Ω)

)′ = Lp
′
(Ω).

. Lp(Ω) ú

	̄ 	J
�J» Cc(Ω) ZA 	� 	®Ë @ , ∞ > p ≥ 1 Ég.


@ 	áÓ •− ( �é 	̄ A�JºË@) �é 	JëQ�.Ó 4.4.9.11

. �éJ£ñ�Kð A 	®K
Qª�K ÐY�® 	K �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë �HAJ. �KB

�IJ
m�'. f : Ω→ R ©K. @ñ�JË @ Z A 	� 	̄ úÍ@ Lploc(Ω) �K.� Q�
 ��	� . ∞ > p ≥ 1 	áºJ
Ë •− 	K
Qª�K 5.4.9.11

. K �Ë�
�è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ ù
 ë χK , Ω ⊃ K �@Q��Ó É¿ Ég.


@ 	áÓ ∈ Lp(Ω) 3 fχK

�IJ
m�'. L1
loc(Ω) 3 f 	áºJ
Ë •− �éJ£ñ�K 6.4.9.11∫

Ω

fu = 0, ∀u ∈ Cc(Ω). (15.11)

. Ω ú

	̄ ½ �� f = 0

	YKY 	J«

: 	á�
�JÊgQÓ úÍ@ A 	JÊÔ« Õæ��® 	JË 6.4.9.11 �éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @

. ∞ > |Ω| ©Ó L1(Ω) 	à

@ 	�Q 	® 	JË (@

�IJ
m�'. Cc(Ω) 3 f1 Yg. ñK
 , ù¢ªÓ 0 < ε Ég.

@ 	áÓ , L1(Ω) ú


	̄ 	J
�J» Cc(Ω) 	à

@ AÖß.

	à

@ (15.11) 	áÓ i. �J 	�K
 . ||f − f1||L1(Ω) ≤ ε∣∣∣∣

∫

Ω

f1u

∣∣∣∣ ≤ ε ||u||L∞(Ω) , ∀u ∈ Cc(Ω). (16.11)

© 	�	JË
K1 = {x ∈ Ω | f1(x) ≤ ε} �ð K2 = {x ∈ Ω | f1(x) ≤ −ε}·

©K. A�K ZA ��	� � 	àñ ���
Pð

@ð 	Q�KAJ
�K �é 	JëQ�. ÖÏ A �® 	̄ð � ©J
¢��� 	� 	̄ , 	á�
ª£A�®�JÓ Q�
 	«ð 	àA�@Q��Ó 	àAK 	Qk. K2

�ð K1
	à

@ AÖß.

�IJ
m�'. Cc(Ω) 3 u0

|u0(x)| ≤ 1, ∀ x ∈ Ω ∧ u0(x) =
{

+1, x ∈ K1

−1, x ∈ K2
.

A 	JK
YË . K = K1 ∪K2
	áºJ
Ë
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∫

Ω

f1u0 =
∫

Ω\K
f1u0 +

∫

K

f1u0

: (16.11) �Ë� A �® 	̄ð , @ 	YËð∫

K

|f1| =
∫

K

f1u0 ≤ ε+
∫

Ω\K
|f1u0| ≤ ε+

∫

Ω\K
|f1|.

	à 	X@∫

Ω

|f1| =
∫

K

|f1| ≤ +
∫

Ω\K
|f1| ≤ ε+ 2

∫

Ω\K
|f1| ≤ ε+ 2ε|Ω|

é 	JÓð . Ω \K úÎ« f1| ≤ ε 	à@
	X @

||f ||L1 (Ω) ≤ ||f − f1||L1 (Ω) + ||f1||L1 (Ω) ≤ 2ε+ 2ε|Ω|.
. Ω ú


	̄ ½ �� f = 0 	à

@ i. �J 	J��� 	� 	̄ , 0 < ε 	àA¿ AÒêÓ �é�®�®m× �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë 	àñºËð

	Y 	g

@ 	áºÖß
 . Ωn ⊂ Ω �ð �@Q��Ó Ωn �ð hñ�J 	®Ó Ωn ©Ó Ω =

⋃
n

Ωn I. �Jº	K , �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ ú

	̄ (H.

Ωn = {x ∈ Ω | dist(x, cΩ) >
1
n
quad ∧ |x| < n}·

Ω ú

	̄ ½ �� f = 0 	à


@ Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë . Ωn ú


	̄ ½ �� f = 0 	à

@ øQ	� 	̄ , f|Ωn

�ð Ωn úÎ« ��J.� AÓ ��J
J.¢��K. ð
.

Cc(Ω) 	à

@ úÎ« 	àAëQ�. ÊË . ∞ > p > 1 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . �é 	̄ðQªÓ p = 1 �éËAmÌ'@ 4.4.9.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	áÓ Y»


A�JË @ ù


	®ºK
 , Lp(Ω) ú

	̄ 	J
�J»

.h = 0 	àA
	̄
Cc(Ω) 3 u 	àA¿ AÒêÓ

∫

Ω

hu = 0 ���®m�'
 Lp
′
(Ω) 3 h
	à@

	X @ L1
loc(Ω) 3 h 	áºË∫

Ω

|hχK | ≤ ||h||Lp′ (Ω) |K|1/p <∞

. Ω ú

	̄ ½ �� h = 0 úÎ« Èñ�jÊË 6.4.9.11 �éJ£ñ�JË @ ��J
J.¢�� AëY	J« ©J
¢���	�ð

. É� 	®ÊË ÉK. A�̄ Lp(Ω) ZA 	� 	®Ë @ , ∞ > p ≥ 1 Ég.

@ 	áÓ •− �é 	JëQ�.Ó 7.4.9.11

É¾ ��Ë@ 	áÓ P �èXðYªË@ �HA£CJ. Ë @ �é«AÔg. {Pi}i∈I 	áº�JË ��Q�

P =
N∏

k=1

]ak, bk[, ak, bk ∈ Q, P ⊂ Ω.

�H@ 	X �éJ
î �D 	JÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ �H@PAJ.ªË @ ø


@) χPi ©K. @ñ�JË @ �é¢�@ñK. YËñÖÏ @ R úÎ« ú
«Aª ��Ë@ ZA 	� 	®Ë@ úÍ@ E �K.� ø
 Qå�� 	JË

Lp(Ω) 3 f 	áºJ
Ë . Lp(Ω) ú

	̄ 	J
�J» E 	à


@ �IJ. �� 	JË . XðY« E 	à 	X@ .(χPi ©K. @ñ�JË @ ú


	̄ �é�®£A 	K �HCÓAªÓ
	áºJ
Ë . ||f − f1||Lp(Ω)

�IJ
m�'. Cc(Ω) 3 f1 ©K. A�K , 4.4.9.11 �é 	JëQ�.ÒÊË A �® 	̄ð , Yg. ñK
 . A�JJ. Ê�JÓ 0 < ε 	áºJ
Ëð
ZA ��	� @

�éËñîD��. ©J
¢��� 	� 	̄ , Cc(Ω′) 3 f1 	à

@ AÖß. . supp f1 ⊂ Ω′ ⊂ Ω �IJ
m�'. @XðYm×ð Agñ�J 	®Ó Z 	Qk. Ω′

�IJ
m�'. E 3 f2 ©K. A�K
supp f1 ⊂ Ω′, |f2(x)− f1(x)| ≤ ε

|Ω′|1/p , ½ �� Ω′.

f1 H.
	YK.

	Y�K 	àñºK
 �IJ
k Pi
�HA£CJ. Ë @ 	áÓ é�J 	JÓ XY« �é¢�AK. ð supp f1 �@Q��ÖÏ @ �éJ
¢ 	ª�JK. ZYJ. Ë @ 	áºÖß
]

. ||f2 − f ||Lp (Ω) ≤ 2ε @ 	YËð ||f2 − f1||Lp (Ω) ≤ ε 	à

@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K
 [. ε

|Ω′|1/p
	áÓ É�̄

@

C(K) ZA 	� 	®Ë@ 	àñ» Ð@Y 	j�J�@ ½Ë 	Y» 	àA¾ÓBAK. 	àA¿ , 7.4.9.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �KB •− �é 	¢kCÓ 8.4.9.11
. K �@Q��Ó É¿ É¿


@ 	áÓ É� 	®ÊË ÉK. A�̄



185 (∞ ≥ p ≥ 1) Lp �ð Lp 	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄ 11 É� 	®Ë@

•− L1(Ω) ZA 	� 	®Ë @ �é�@PX 5.9.11

�IJ
m�'. YJ
kð L∞(Ω) 3 u Yg. ñK
 , 	YKY 	J« . (
L1(Ω)

)′ 3 ϕ 	áºJ
Ë •− �é 	JëQ�.Ó 1.5.9.11

〈ϕ, f〉 =
∫

Ω

uf, ∀f ∈ L1(Ω).

: A 	JK
YË é 	K @ �Õç�'
||u||L∞(Ω) = ||ϕ||(L1 (Ω))′ .

�HAJ. �KB@
A 	JK
YÓ , Ω ⊃ k �@Q��Ó É¿ Ég.


@ 	áÓ , �IJ
m�'. L2(Ω) 3 w �I��J. �� 	JË . u ©K. A�JË @ Xñk. ð �HAJ. �KAK.


@YJ. 	JË

úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k É¾ �� L2(Ω) 3 f 7→ 〈ϕ,wf〉 ∈ R ��J
J.¢�JË @ 	à@ . 13K úÎ« ½ �� w ≥ εK > 0

�IJ
m�'. L2(Ω) 3 v ©K. A�K Xñk. ð ,(p = 2 Ég.

@ 	áÓ) 2.4.9.11 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J. J
¢�� 	áÓ 	YKY 	J« i. �J 	�K
 . L2(Ω)

〈ϕ,wf〉 =
∫

Ω

vf, ∀ ∈ L2(Ω). (17.11)

L∞(Ω) ú

	̄
u ©K. A�JË @ ù
 Ò�J 	�K
 . Ω 3 x É¿ Ég.


@ 	áÓ w(x) > 0 	àñºË 	áºÜØ @ 	Yë . u(x) =

v(x)
w(x)

© 	�	JË
: (17.11) �Ë� A �® 	̄ð A 	JK
YË , �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ ð . ||u||L∞(Ω) ≤ ||ϕ||L1(Ω) A 	JK
YËð
∣∣∣∣
∫

Ω

vf

∣∣∣∣ ≤ ||ϕ||(L1 (Ω))′ ||wf ||L1 (Ω) , ∀f ∈ L2(Ω). (18.11)

�é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ �IJ. �� 	JËð C > ||ϕ||(L1 (Ω))′

	Y 	j	JË
A = {x ∈ Ω | |u(x)| > C}

ñË . 	Ê	mÌ'AK. ÈY�J� 	�Ë . ||u||L∞(Ω) ≤ ||ϕ||(L1 (Ω))′
	à

@ð L∞(Ω) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 u 	à


@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�J
 	̄ � �éÊÒêÓ

(18.11) ú

	̄ A 	K 	Y 	g


@ @ 	X @ð . 0 < |Ã| <∞ �IJ
m�'. ð

�é�ñJ
�̄ A ⊃ Ã �é«ñÒm.× �HYg. ñË ÉÒêÓ Q�
 	« A 	àA¿
©K. A�JË @

f(x) =





+1, x ∈ Ã ∧ u(x) > 0
−1, x ∈ Ã ∧ u(x) < 0

0, x ∈ Ω \ Ã
Yj. 	J 	̄

∫
eA
|u|w ≤ ||ϕ||(L1 (Ω))′

∫
eA
w

ú
ÍA�JËAK. ð

C

∫
eA
w ≤ ||ϕ||(L1 (Ω))′

∫
eA
w

. ∫
eA w > 0 	àñºË ÈAm× @ 	Yëð

©Ó L∞(Ω) 3 u ©K. A�K Zúæ�� 	J 	K : �é�C	mÌ'@
||u||L∞(Ω) ≤ ||ϕ||(L1(Ω))′

�IJ
m�'.
〈ϕ,wf〉 =

∫

Ω

uwf, ∀f ∈ L2(Ω). (19.11)

	à

@ @ 	Yë 	áÓ i. �J 	�K


Ég.

@ 	áÓ w(x) = αn , 	Y 	g


@ , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ« , ©J
¢���	� : Xñk. ñÓ ©K. A�JË @ @ 	Yë É�JÓ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ 13

. L2(Ω) úÍ@ w ù
 Ò�J 	�K
 ú
¾Ë αn �IK. @ñ�JË @ 	Y 	g ñ�K �IJ
k n ≤ |x| < n+ 1 �ð Ω 3 x
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〈ϕ, g〉 =
∫

Ω

ug, ∀g ∈ Cc(Ω). (20.11)

úÎ« w ≥ ε > 0 	à@
	X @) L2(Ω) úÍ@ AJ
Ò�J 	JÓ f = g

w ©K. A�JË @ 	àñºK
 Cc(Ω) 3 g 	àA¿ @ 	X @ , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄ ð

	à

@ (20.11) 	áÓ i. �J 	�J
 	̄

L1(Ω) ú

	̄ 	J
�J» Cc(Ω) 	à


@ AÖß. . (19.11) ú


	̄
f

	Y 	g

@ 	áºÖß
ð (supp g

〈ϕ, g〉 =
∫

Ω

ug, ∀g ∈ L1(Ω).

A 	JK
YË , @Q�
 	g

@ð

|〈ϕ, g〉| ≤
∫

Ω

|ug| ≤ ||u||L∞(Ω) ||g||L1 (Ω) , ∀g ∈ L1(Ω)

ú
ÍA�JËAK. ð
||ϕ||(L1 (Ω))′ ≤ ||g||L∞(Ω) .

	à 	X@
||u||L∞(Ω) = ||ϕ||(L1 (Ω))′ .

. 6.4.9.11 �éJ£ñ�JË @ 	áÓ �ém.�
�'A 	K u �éJ
 	K @Ygðð
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	©J
K. ñË �H@ZA 	� 	̄ Èñk 	áK
PAÖ �ß

úÍ@ ù
 Ò�J 	��K �éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JË @ 	à

@ 	á�
K. . λ 	©J
K. ñË �AJ
�̄ð �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ é�KQ�
 ��ªK. Xð 	QÓ R 	áºJ
Ë 49.11

: ù

�®J
�®k 1 ≤ p 	àA¿ AÒêÓ Lp(R, λ)

. I = [0, 1] ÈAj. ÒÊË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ ù
 ë χI , R 3 x , f(x) = x(1− x)χI(x) - 1

. R 3 x , g(x) = e−x
2 - 2

. ÐðYªÓ Q�
 	« ù
 ªJ
J.£ XY« n �ð R 3 x , h(x) = xne−x
2 - 3

]1,+∞[3 α 	áºJ
Ëð R úÎ« 	©J
K. ñË �AJ
�̄ ñë λ , (R,B(R), λ) ��
�®ÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ 	áºJ
Ë 50.11
: �éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JË @ R úÎ« Q�. �Jª 	K . AJ
 �®J
�®k @XY«

. fα(x) .= x−1/αχ]0,1[(x) - 1

. gα(x) .= x−1/αχ[1,+∞[(x) - 2

. hα(x) .=
(
x(1 + ln2 x)

)−1/α
χ]0,1[(x) - 3

. lα(x) .=
(
x(1 + ln2 x)

)−1/α
χ]1,+∞[(x) - 4

úÍ@ ©K. A�JË @ @ 	Yë ù
 Ò�J 	�K
 ú
¾Ë p Õæ

�̄ , α �éËBYK. , 	á�
�J
ª�K �é�®K. A�Ë@ �éªK. P


B@ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ É¿ Ég.


@ 	áÓ H. ñ¢ÖÏ @

(. y = 1
x

Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �K úÍ@ ñj.
�
ÊË @ 	áºÖß
 , 	àAÖß
P ÉÓA¾�K úÍ@ È ��ñj�JË @ YªK. ð hα

�éËAg ú

	̄ ) . Lp

: 	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÓ �I�. �K

@ . AJ
 �®J
�®k @XY« 1 < p 	áºJ
Ë 51.11

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′
, ∀a, b ≥ 0 (p′ = p/(p− 1)).

[. t = ab1−p′ �é¢�® 	JË @ Y 	J« é�JÒJ
�̄ H. A�k �Õç�' , R+ 3 t 7−→ tp

p
+ 1

p′ − t ∈ R ©K. A�JË @ �H@Q�
 	ª�K �é�@PX ½	JºÖß


52.11

. 0 ≤ t 	àA¿ AÒêÓ tp + 1 ≤ (t+ 1)p 	à

@ úÎ« 	áëQK. . AJ
 �®J
�®k @XY« 1 ≤ p 	áºJ
Ë - 1

. (1 ≤ p) 0 ≤ b , 0 ≤ a 	àA¿ AÒêÓ ap + bp ≤ (a+ b)p 	à

@ i. �J 	J���@

. [0, 1] 3 t 	àA¿ AÒêÓ (t+ 1)p ≤ 2p−1(tp + 1) 	à

@ úÎ« ½Ë 	Y» 	áëQK.

. 0 ≤ b , 0 ≤ a 	àA¿ AÒêÓ (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp) 	à

@ i. �J 	J���@

. 0 ≤ t 	àA¿ AÒêÓ tp + 1 ≥ (t+ 1)p 	à

@ úÎ« 	áëQK. . 1 > p > 0 	áºJ
Ë - 2

. (0 < p < 1) 0 ≤ b , 0 ≤ a 	àA¿ AÒêÓ ap + bp ≥ (a+ b)p 	à

@ i. �J 	J���@

ú

	̄ (X,A) 	áÓ 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
�J
�®J
�®k 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ëð A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 53.11

	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	̄ 0 ≤ f ≤ g 	àA¿ @ 	X @ . AJ
 �®J
�®k @XY« 1 ≤ p 	áºJ
Ëð . (R,BR)

(
Np(f)

)p +
(
Np(g − f)

)p ≤ (
Np(g)

)p
.

ú

	̄ (X,A) 	áÓ 	á�
�ñJ
�̄ 	á�
�J
�®J
�®k 	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ëð A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 54.11

	à

@ úÎ« 	áëQK. . AJ
 �®J
�®k @XY« 1 > p > 0 	áºJ
Ëð . (R,BR)
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Np(f + g) ≤ 2
1
p−1{Np(f) +Np(g)}·

© 	�	JËð 	á�
�J
�®J
�®k 	áK
XY« 0 < q �ð 0 < p 	áºJ
Ëð . A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 55.11
: A 	JK
YË , Lq 3 g �ð Lp 3 f É¿ Ég.


@ 	áÓ , é 	K


@ �I�. �K


@ . 1

r = 1
p + 1

q

.Nr(fg) ≤ Np(f)Nq(g) �ð Lr 3 fg

AÓAÖ �ß �éJ.k. ñÓ �éJ
�®J
�®k X@Y«

@ �éJ
ËA�J�JÓ {pj}kj=1

	áº�JËð . A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 56.11
�IJ
m�'. ð

k∑

j=1

1
pj

= 1

: 	à

@ �I�. �K


@ . Lpj (X,A, µ) 3 fj �IJ
m�'. ð

�é�ñJ
�̄ �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {fj}kj=1
	áº�JËð

.|f1 · · · fk|L1 ≤
k∏

j=1

|fj |Lpj
�ð L1 3 f1 · · · fk

57.11
	à

@ �I�. �K


@ . 	àAJ
�®J
�®k 	à@XY« y �ð x - 1

2 ≥ p ≥ 1 	àA¿ @ 	X @ |x+ y|p + |x− y|p ≤ 2(|x|p + |y|p) (21.11)

	à

@ð

+∞ > p ≥ 2 	àA¿ @ 	X @ |x+ y|p + |x− y|p ≥ 2(|x|p + |y|p) (22.11)

. 	á�
�JÓA�K 	àA�J 	�K
AJ. �JÖÏ @ 	àA�KAë A 	Kñº�K �IJ
k �éËAmÌ'@ �é�@PX ©Ó
	á�
ªK. A�K g �ð f 	áºJ
Ëð p 6= 2 �ð +∞ > p ≥ 1 ©Ó AJ
�®J
�®k @XY« p 	áºJ
Ë . ��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) - 2

A 	JK
YË 	àñºK
 ú �æk é 	K

@ �I�. �K


@ . Lp 	áÓ

|f + g|pLp + |f − g|pLp = 2(|f |pLp + |g|pLp) (23.11)

. X úÎ« ½ �� � µ , fg = 0 	àñºK
 	à

@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK


	áëQK. . 1 ≤ p 	áºJ
Ëð , +∞ > µ(X) ©Ó ø


@ , AJ
î �D 	JÓ A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 58.11

: ñ 	̄ A¾�JË @

.En = {x ∈ X | n− 1 ≤ |f(x)| ≤ n} �IJ
k
∞∑
n=1

npµ(En) �ð �ñJ
�̄ f ⇐⇒ Lp(X,A, µ) 3 f

	áº�JËð AJ
�®J
�®k @XY« 1 ≤ p 	áºJ
Ëð , +∞ > µ(X) ©Ó A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 59.11

ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {fn}∞n=1
	à

@ 	á�
K. . f ©K. A�K ñm� 	' ZA 	� 	®Ë @ @ 	Yë ú


	̄ �éK. PA �®�JÓ Lp(X,A, µ) 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

. p > q ≥ 1 	àA¿ AÒêÓ Lq(X,A, µ) ZA 	� 	̄ É¿ ú

	̄
f ©K. A�JË @ � 	® 	K

	áº�JËð AJ
�®J
�®k @XY« 1 ≤ p 	áºJ
Ëð . +∞ > µ(X) ©Ó A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 60.11
�éK. PA �®�JÓ {fn}∞n=1

	à

@ 	�Q 	® 	JË . f ©K. A�K ñm� 	' ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë ú


	̄ �éK. PA �®�JÓ Lp(X,A, µ) 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

? g �ð f 	á�
K. �é�̄C« Yg. ñ�K Éë . g ©K. A�K ñm� 	' X úÎ« ½ �� � µ
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AJ
 �®J
�®k @XY« [1,∞[3 p 	áºJ
Ëð . +∞ > µ(X) ©Ó A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 61.11
�éJ
ËA�J�JÓ úÎ« ø
 ñ�Jm��'ð Lp 	áÓ f ©K. A�K ñm� 	' ½ �� � µ �éK. PA �®�JÓ Lp(X,A, µ) 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

	áº�JËð
{fn}∞n=1

	à

@ úÎ« 	áëQK. . |f |Lp ñm� 	' {|fnk

|Lp}∞n=1
�HAÒJ
 	¢ 	JË @ �éJ
ËA�J�JÓ H. PA�®�J�K �IJ
m�'. {fnk

}∞k=1
�éJ
K 	Qk.

. Lp ú

	̄
f ñm� 	' H. PA�®�J�K

AJ
 �®J
�®k @XY« ]1,∞[3 p 	áºJ
Ëð . +∞ > µ(X) ©Ó A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 62.11
, Lp′(X,A, µ) 3 g 	áºJ
Ëð . Lp 	áÓ f ©K. A�K ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ Lp(X,A, µ) 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ {fn}∞n=1

	áº�JËð
ú


	̄
fg ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ {fng}∞k=1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à

@ �I�. �K


@ . p′ = p/(p− 1) ø



@ , p XYªÊË PYËñë �� 	̄ @QÓ ñë p′

. L1(X,A, µ) ZA 	� 	®Ë@

. ∞ > p > q ≥ 1 �ð Lp 3 f 	áº�JËð . µ(X) = 1 ©Ó A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 63.11
. |f |Lp ≥ |f |Lq

	à

@ �I�. �K


@

:(Jensen 	á� 	�k. �é 	JK
AJ. �JÓ) ©Ó ∞ > p > q ≥ 1 	àA¿ AÒêÓ `p(R) ⊃ `q(R) 	à

@ �I�. �K


@ 64.11

|x|`q ≤ |x|`p , ∀x ∈ `q.

@ 	X @ . A 3 Q 	áºJ
Ëð X úÎ« A�ñJ
�̄ AJ
 �®J
�®k AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 65.11
úÎ« 	áëQ�. 	̄ , [α,+∞[ ÈAj. ÖÏ @ úÎ« AK. Ym× AJ
�®J
�®k AªK. A�K Φ 	àA¿ð (ù¢ªÓ ù


�®J
�®k XY« α) α ≤ f 	àA¿
: Jensen 	á� 	�k. �é 	JK
AJ. �JÓ

Φ
( 1
µ(Q)

∫

Q

f dµ
)
≤ 1
µ(Q)

∫

Q

Φ(f) dµ.

: H. Ym× Φ Ég.

@ 	áÓ �éjJ
j�Ë@ �éJ
ËA�JË @ �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ ÐY 	j�J��� 	à


@ ½ 	JºÖß


Φ(u)− Φ(β)
u− β ≥ Φ(u)− Φ(α)

u− α ≥ Φ(β)− Φ(α)
β − α , u > β > α.

: ú
ÎK
 AÓ ���®m��' @ 	X @ ÐA 	¢�J 	K AK. H. Ym× é 	K @ E ú

	kA 	JK. Z A 	� 	̄ 	á« Èñ�® 	K 66.11

�IJ
m�'. 0 < δ = δ(ε) Yg. ñK
 ]0, 2] 3 ε 	àA¿ AÒêÓ

(∀x, y ∈ E, ||x|| = ||y|| = 1, ||x− y|| ≥ ε) =⇒
∣∣∣
∣∣∣x+ y

2

∣∣∣
∣∣∣ ≤ 1− δ.

. ÐA 	¢�J 	K AK. �éK. Ym× , +∞ > p > 1 ©Ó Lp �H@ZA 	� 	®Ë @ 	à

@ �I�. �K


@

Clarkson 	àñ�»PC¿ ú

�æ 	JK
AJ. �JÓ Q

�
» 	Y�K

∣∣∣f + g

2

∣∣∣
p

Lp
+

∣∣∣f − g
2

∣∣∣
p

Lp
≤ 1

2
|f |pLp +

1
2
|g|pLp , ∀p ∈ [2,∞[

∣∣∣f + g

2

∣∣∣
p′

Lp
+

∣∣∣f − g
2

∣∣∣
p′

Lp
≤

[1
2
|f |pLp +

1
2
|g|pLp

] 1
p−1

, ∀p ∈ ]1, 2[.

, εj = ±1 X@Y«

@ �éJ
ËA�J�JÓ Xñk. ð �I�. �K


@ . Lp 3 fk , . . . , f1 	áº�JËð 2 > p > 1 	áºJ
Ë 67.11

: �IJ
m�'. , k , . . . , 1 = j

|ε1f1 + · · ·+ εkfk|pLp ≤
k∑

j=1

|fj |pLp .

. 	àñ�»PC¿ �é 	JK
AJ. �JÓ Ð@Y 	j�J�AK. ð l .�'
PY�JËAK. ÈBY�J�B@ ½	JºÖß
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ε′j = ±1 �éJ
ËA�J�JÓ A 	��


@ Yg. ñ�K Aî 	E @ �Õç�' ; p = 2 Ég.


@ 	áÓ �éjJ
m�� ù�®J. �K �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë 	à


@ �èQå��AJ.Ó �I�. �K


@

: �IJ
m�'. , k , . . . , 1 = j ,

|ε′1f1 + · · ·+ ε′kfk|2L2 ≥
k∑

j=1

|fj |2L2 .

Aî 	E @ +∞ > p > 1 ©Ó Lp(X,A, µ) ZA 	� 	®Ë@ 	áÓ {fn}∞n=1 ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ 	á« Èñ�® 	K 68.11
	àA¿ @ 	X @ Lp ú


	̄
f ©K. A�K ñm� 	' 	ª 	��. �éK. PA �®�JÓ

lim
n→∞

∫

X

fng dµ =
∫

X

fg dµ, ∀g ∈ Lp′(X,A, µ).

. ø
 ñ�®Ë@ H. PA�®�JË @ é 	K

AK. , | · |Lp Õæ


	¢ 	JÊË A �® 	̄ð , Lp ú

	̄ H. PA�®�JË @ 	á« Èñ�® 	K AëY	J«ð

. 	J
ª 	�Ë@ H. PA�®�JË @ Ð 	QÊ�J��
 ø
 ñ�®Ë@ H. PA�®�JË @ 	à

@ �I�. �K


@ - 1

: XA 	�ÖÏ @ ÈA�JÖÏ @ �m 	̄ ½ 	JºÖß
 , �ºªË@ �é�@PX 	¬YîE. ð
	©J
K. ñË �AJ
�̄ λ , Lp = L2([0, 2π], B̂[0,2π])

. [0, 2π] 3 x , fn(x) = sinnx ©Ó {fn}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ð

: ø
 ñ�®Ë@ H. PA�®�JË @ 	àAÓ 	QÊ�J��
 	á�
�J
Ë @ñÖÏ @ 	á�
£Qå��Ë @ 	à

@ 	á�
K. , p = 2 �éËAg ú


	̄ - 2

. ∞ ñm�' n Èð ñK
 AÓY 	J« 	ª 	��. fn ⇀ f ◦
. ∞ ñm�' n Èð ñK
 AÓY 	J« |fn|L2 −→ |f |L2 ◦

. 0 < |f |L∞ �IJ
m�'. ð A�ñJ
�̄ R ú

	̄
X �Ë� A �®J
J.¢�� f 	áºJ
Ëð A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 69.11

© 	�	JË . ϕ(p) .=
∫
X
|f |p dµ 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ R+ ú

	̄ [1,+∞[ ÈAj. ÒÊË ϕ ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	K

. Ep .= {p ≥ 1 | ϕ(p) < +∞}
. R 	áÓ ÈAm.× Ep

	à

@ �I�. �K


@ - 1

. Ef úÎ« QÒ�J�Ó ϕ ©K. A�JË A 	̄ @ 	YËð , Ef �éJ
Ê 	g@X ◦
Ef ú


	̄ H. Ym× ©K. A�K lnϕp 	à

@ �I�. �K


@ - 2

. I = Ef
�IJ
m�'. f

��J
J.¢�� Yg. ñK
 , [1,+∞[ ú

	̄ øñ�Jm× I ÈAm.× É¿ Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ �I�. �K


@ - 3

(. ��K. A�Ë@ 2.2 	áK
QÒ�JË @ ©K. @ñ�K Ð@Y 	j�J�@ ½	JºÖß
)

A 	JK
YË +∞ > s > p > r ≥ 1 Ég.

@ 	áÓ é 	K


@ �I�. �K


@ - 4

. Lp(µ) ⊃ Lr(µ) ∩ Ls(µ) �ð |f |Lp ≤ max{|f |Lr , |f |Ls}

q �ð p 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ .(∞ > µ(X) 	à


@ ø



@) AJ
î �D 	JÓ A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 70.11

 Qå��Ë @ 	à

@ 	á�
J. K
 BA�JÓ ¡«


@ . L∞ ⊂ Lq ⊂ Lp ⊂ L1 	àA¿ p < q ©Ó [1,+∞[ 	áÓ 	á�
�J
�®J
�®k 	áK
XY«

. ø
 PðQå 	� +∞ > µ(X)

. ⋃
p∈]1,+∞[

Lp 6= L1 	à

@ð ⋂
p∈[1,+∞[

Lp 6= L∞ ÐñÒªË@ úÎ« A 	JK
YË é 	K

@ �éÊ�JÓ


@ �é¢�@ñK. ½Ë 	Y» 	á�
K.
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	áÓ 	á�
�J
�®J
�®k 	áK
XY« q �ð p 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ �I�. �K


@ . AJ
î �D 	JÓ A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 71.11

	à

@ð L∞ ⊂ Lq ⊂ Lp ⊂ L1 	àA¿ p < q ©Ó [1,+∞]

|f |Lp ≤ [µ(X)]
1
p− 1

q |f |Lq , ∀f ∈ Lq(X,µ).
. 1
∞ = 0 hC¢�BAK. ÉÒª	K �IJ
k

. Lq úÎ« Lp AJ
k. ñËñK. ñ�K Q�K

@ 	Y 	g


AK. éJ
Ê« É�jÖÏ@ ½Ê�K ©Ó Lq ú


	̄ AJ
k. ñËñK. ñ�JË @ 	àPA�̄

úÍ@ Ep �K.� Q�
 �� 	�Ëð . A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ëð AJ
�®J
�®k @XY« [1,+∞[3 p 	áºJ
Ë 72.11
	à

@ ø



@) R 	áÓ é�J 	JÓ Z 	Qk. f(X) �èPñ�Ë@ 	àñº�K �IJ
m�'. Lp 3 f ©K. @ñ�JÊË , (µ) �� 	̄ð , 	¬ñ 	®�Ë@ É¿ �é«ñÒm.×

©Ó Lp 	áÓ f̃ 	¬ñ 	®�Ë@ I. K
Q�®�JK.

@YJ. �K 	à


@ ½ 	JºÖß
) . Lp ú


	̄ 	J
�J» Ep 	à

@ �I�. �K


@ .(Lp ú


	̄ ú
k. PX ©K. A�K f
(. 0 ≤ f

úÍ@ Sp �K.� Q�
 �� 	�Ëð . A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ëð AJ
�®J
�®k @XY« [1,+∞[3 p 	áºJ
Ë 73.11
µ({ϕ 6= 0}) < +∞ �IJ
m�'. ð (X,A) úÎ« ϕ

�é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JÊË , (µ) �� 	̄ð , 	¬ñ 	®�Ë@ É¿ �é«ñÒm.×

© 	�	� , N? 3 n �ð 0 ≤ f ©Ó Lp 3 f Ég.

@ 	áÓ .(X úÎ« ú
k. PX � µ , ϕ 	à


@ Èñ�® 	J 	̄ )

. An .= { 1
n ≤ f ≤ n}

. N? 3 n 	àA¿ AÒêÓ µ(An) < +∞ 	à

@ úÎ« 	áëQK. - 1

. lim
n→∞

|f̃n − f̃ |Lp = 0 	à

@ð N? 3 n 	àA¿ AÒêÓ Lp úÍ@ ù
 Ò�J 	��K fn .= fχAn

	à

@ 	á�
K. - 2

�éJ.k. ñÖÏ @ð , �é¢J
��. Ë @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ {ϕn,k}∞k=1
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K , N? 3 n É¿ Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ úÎ« 	áëQK. - 3

lim
n→∞

|f̃n − ϕ̃n,k|Lp = 0 	à

@ i. �J 	J���@ . fn ñm� 	' X úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. H. PA�®�J�K , An h. PA 	g �éÓðYªÖÏ @ð

. N? 3 n 	àA¿ AÒêÓ
. ε > |f̃ − ϕ̃|Lp

�IJ
m�'. Sp 3 ϕ Yg. ñK
 , 0 < ε É¿ Ég.

@ 	áÓ é 	K


@ úÎ« 	áëQK. - 4

. Lp ú

	̄ 	J
�J» Sp 	à


@ úÎ« 	áëQK. - 5

. 1 > p > 0 ©Ó Lp �H@ZA 	� 	̄ 74.11

Lp(X,A, µ) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 é 	K @ f �ñJ
�̄ ù

�®J
�®k ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K . A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë

	à

AK.

	¬QªÖÏ @ d ©K. A�JË @ 	à

@ úÎ« 	áëQK. . ∞ >

∫
X
|f |p dµ 	àA¿ @ 	X @ (1 > p > 0)

d(f, g) =
∫

X

|f − g|p dµ, f, g ∈ Lp(X,A, µ)

. ÐA�K ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ (Lp(X,A, µ), d
) �éJ
KA 	J�JË @ 	à


@ð ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë úÎ« �é 	̄ A�Ó É¾ ���


	áº�JËð . L1(X,µ) 3 f 	à

@ ø



@ , A«ñÔg. AªK. A�K f 	áºJ
Ëð A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë 75.11

©K. A�K ñm� 	' X úÎ« (½ ��) AJ
Ê¿ éJ. �� � µ
�éK. PA �®�JÓð �é�ñJ
�̄ , R ú


	̄
X 	áÓ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ {un}∞n=1

© 	�	� , 	á�
�J
ªJ
J.£ 	áK
XY« n , m Ég.

@ 	áÓ . AJ
 �®J
�®k @XY« % > 0 	áºJ
Ëð . u : X → R

�ð E%nm = {x ∈ X | |un(x)− um(x)| ≤ %} ∩ L%n �ð L%n = {x ∈ X | |un(x)− u(x)| < %}
. Y %n = {x ∈ X | |un(x)− u(x)| = %}

. lim
m→∞

∫
X
χE%

nm
f dµ =

∫
X
χL%

n
f dµ 	à


@ �I�. �K


@ - 1

. lim
n→∞

∫
X
χL%

n
f dµ =

∫
X
f dµ 	à


@ �I�. �K


@ - 2

. lim
n→∞

∫
X
χY %

n
f dµ = 0 	à


@ �I�. �K


@ - 3
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¡�ñ�JÖÏ AK. ð �AJ
�®ËAK. ð ú
Î¾Ë@ éJ. ��Ë@ H. PA�®�JË @ 	á�
K. �é 	KPA �®ÖÏ @
ÈAj. ÖÏ @ úÍ@ I �K.� Q�
 ��	�ð , 	©J
K. ñË �AJ
�®K. ð �éJ
ÊK
PñJ. Ë @ é�KQ�
 ��ªK. , é 	JÓ ÈAm.× ø



@ ð


@ , R Xð 	Q 	K ú
ÎK
 AÓ É¿ ú


	̄

. X �éJ
 	®J
» �é«ñÒm.× 	áÓ E Z 	Qj. ÊË �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éË @YË @ úÍ@ χE �K.�ð [0, 1]
A 	J 	K @ . �é�ñJ
�̄ , R ú


	̄
X 	áÓ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J��JÓ {ψn}∞n=1

	áº�JËð A��
 �®Ó ZA 	� 	̄ (X,A, µ) 	áºJ
Ë :Q�
»
	Y�K

. ψ : X → R �ñJ
�̄ ©K. A�K ñm� 	' �éJ
ËA�J��JÖÏ @ è 	Yë H. PA�®�JË �HAJ
 	®J
» �èY« 	¬Qª	K
: (½ ��) ú
Î¾Ë@ éJ. ��Ë@ H. PA�®�JË @ ◦

ψn
½ ��
−→ψ ⇐⇒ µ({x ∈ X | ψn(x) 6−→ ψ(x)}) = 0.

:(�AJ
�̄) �AJ
�®ËAK. H. PA�®�JË @ ◦

ψn
�AJ
�̄−→ ψ ⇐⇒

{
∀% > 0, lim

n→∞
µ({x ∈ X | |ψn(x)− ψ(x)| > %}) = 0

}
·

:(L1 ú

	̄
ψ �ð ψn Ég.


@ 	áÓ) L1(X,µ) ú


	̄ ð

@ ¡�ñ�JÖÏ AK. H. PA�®�JË @ ◦

ψn
|| ||1−→ψ ⇐⇒ lim

n→∞

∫

X

|ψn(x)− ψ(x)| dµ = 0.

:(L1 ú

	̄
ψ �ð ψn Ég.


@ 	áÓ) éJ
Ê« 	áÒJ
êÖÏ @ H. PA�®�JË @ ◦

. X ú

	̄ ½ �� � µ , |ψn| ≤ |θ| �IJ
m�'. L1(X,µ) 3 θ Yg. ñK
ð ψn

½ ��
−→ψ ⇐⇒ ψn

	áÒJ
êÓ−→ ψ

�HAÓ@ 	QÊ�J�B@ 	áÓ 	�ªJ. Ë @ 	à

@ ú
Í@ñÖÏ @ 	áK
QÒ�JË @ 	áÓ 	á�
J. ��K
ð . �é 	̄ðQªÓ è 	Yë H. PA�®�JË @ �HAJ
 	®J
» 	á�
K. �HA�̄CªË@ 	à@

. �èXP@ð Q�
 	« Aî 	DJ
K.

76.11

I ú

	̄
x Ég.


@ 	áÓ , © 	�	�ð 0 ≤ m < 2k ©Ó n = 2k +m É¾ ��Ë@ úÎ« n ù
 ªJ
J.£ XY« É¿ I. �Jº	JË - 1

:

vn(x) =

{
1 	àA¿ @ 	X @ m/2k ≤ x ≤ (m+ 1)/2k,
0 ½Ë 	X @Y« .

? i. �J 	J����� @ 	XAÓ . vn(x) 6→ 0 , I 3 x É¿ Ég.

@ 	áÓ 	áºË , vn

�AJ
�̄−→ 0 �ð vn
|| ||1−→ 0 	à


@ �I�. �K


@

: I 	áÓ x Ég.

@ 	áÓ , © 	�	�ð , ��K. A�Ë@ 	Q�
ÓQ��Ë @ YÒ�Jª 	K - 2

wn(x) =

{
2k 	àA¿ @ 	X @ m/2k ≤ x ≤ (m+ 1)/2k,
0 ½Ë 	X @Y« .

? i. �J 	J����� @ 	XAÓ . wn
|| ||1
6−→ 0 	áºË , wn

�AJ
�̄−→ 0 	à

@ �I�. �K


@

H 	àA¿ð AJ
�®J
�®k AJ
�KQ�. ÊJ
ë ZA 	� 	̄ (H, (·|·)) 	àA¿ @ 	X @ : ��
P �é 	JëQ�. Öß. ZøPA�®Ë@ Q�
»
	Y�JK.


@YJ. 	JË 77.11

. H 3 x 	àA¿ AÒêÓ ϕ(x) = (x|y) �IJ
m�'. H 3 y ¨Aª �� Yg. ñJ
 	̄ , H úÎ« @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k C¾ ��
µ(A) = 0 �IJ
m�'. (X,A) úÎ« 	á�
�J
î �D 	JÓ 	á�
J.k. ñÓ 	á�
�AJ
�̄ ν �ð µ 	áºJ
Ëð A�ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ (X,A) 	áºJ
Ë

. A 3 A 	àA¿ AÒêÓ ν(A) = 0 Ð 	QÊ�J��
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I. k. ñÓ �AJ
�̄ τ 	à

@ 	á�
K. . A 3 A 	àA¿ AÒêÓ τ(A) .= µ(A) + ν(A) 	à


@ ø



@ , τ .= µ+ ν 	áºJ
Ë - 1

: M+(X,A) 3 f ©K. A�K É¿ Ég.

@ 	áÓ é 	K


@ð (X,A) úÎ« é�J 	JÓð

∫

X

f dτ =
∫

X

f dµ+
∫

X

f dν.

. L1(X,A, ν) ⊃ L2(X,A, τ) 	à

@ �I�. �K


@ (@) - 2

ϕ(f̃) .=
∫
X
f dν © 	�ñK. @ 	Yëð L2(X,A, τ) úÎ« ϕ AJ
¢ 	k C¾ �� 	K
Qª�K 	áºÖß
 é 	K


@ PQK. (H. )

. L2(X,A, τ) úÎ« QÒ�J�Ó ϕ 	à

@ �IJ. ���JË PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ÐY 	j�J�@ . L2(X,A, τ) 3 f̃ 	àA¿ AÒêÓ

: �IJ
m�'. L2(X,A, τ) 3 g ©K. A�K Xñk. ð i. �J 	J���@
∫

X

f dν =
∫

X

fg dτ, ∀f ∈ L2(X,A, τ).

	à

@ð 0 ≤ ∫

X
χAg dµ ≤

∫
X
χA dτ A 	JK
YË , A 3 A É¿ Ég.


@ 	áÓ é 	K


@ úÎ« 	áëQK. (�k. )

. AJ
Ê¿ éJ. �� � τ , 0 ≤ g < 1 	à

@ i. �J 	J���@ . ν(g = 1) = τ(g = 1) = 0

É¿ Ég.

@ 	áÓð X 3 x 	àA¿ AÒêÓ 1 > h(x) ≥ 0 �IJ
m�'. L2(X,A, τ) 3 h Xñk. ð �I�. �K


@ (@) - 3

A 	JK
YË L2(X,A, τ) 3 f
∫

X

f(1− h) dν =
∫

X

fh dµ. (24.11)

. M+(X,A) É¿ Ég.

@ 	áÓ �éjJ
m�� (24.11) �è @ðA�ÖÏ @ 	à


@ �I�. �K


@ (H. )

: �éJ
î �D 	JÖÏ @ �HA�AJ
�®Ë @ �éËAg ú

	̄ Õç'
XñºJ
 	Kð 	àðX@P �é 	JëQ�.Ó �é�®K. A�Ë@ �éÊJ�


B@ 	áÓ i. �J 	J���@ - 4

	à

@ Ð 	QÊ�JK
 µ(A) = 0 �IJ
m�'. (X,A) �ñJ
�̄ ZA 	� 	̄ úÎ« 	á�
�J
î �D 	JÓ 	á�
J.k. ñÓ 	á�
�AJ
�̄ ν �ð µ 	àA¿ @ 	X @

�IJ
m�'. YJ
kð � µ , L1(X,A, ν) 3 % I. k. ñÓ ©K. A�K Yg. ñJ
 	̄ , A 3 A 	àA¿ AÒêÓ ν(A) = 0
. A 3 A 	àA¿ AÒêÓ ν(A) =

∫
X
%χA dµ

�éJ.�	� �é 	̄ A�Jº» % ©K. A�JË @ ÉJ. �®K
 µ �AJ
�®Ë@ 	à@ Èñ�® 	Kð dν(x) = % dµ(x) ð

@ ν = % · µ �èXA« I. �Jº	Kð

. µ �AJ
�®Ë @ úÍ@
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Lp(R?+) 3 f �ð ∞ > p > 1 	áºJ
Ëð . 	©J
K. ñË �AJ
�̄ð �èQ�
 ��ªK. Xð 	QÓ R?+ .=]0,+∞[ 	áºJ
Ë 78.11
. R?+ 3 x , F (x) = 1

x

∫ x
0
f(t) dt 	à


AK.

	¬QªÖÏ @ F ©K. A�JË @ 	áºJ
Ëð

Lp(R?+) É�®	JK
 f 7→ F
��J
J.¢�JË @ 	à


@ ú


	æª�K ú

�æË@ |F |Lp ≤ p

p−1 |f |Lp Hardy ø
 XPAë �é 	JK
AJ. �JÓ �I�. �K

@ - 1

. é� 	® 	K ú

	̄

. ½ �� f = 0 Ég.

@ 	áÓ ¡�® 	̄ �èXP@ð �è@ðAÖÏ @ 	à


@ �I�. �K


@ - 2

. Q 	ª�

@ �IK. A�JK. 	�ñªK
 	à


@ 	áºÖß
 B p

p−1
�IK. A�JË @ 	à


@ �I�. �K


@ - 3

. L1 63 F 	à

@ 	á�
J. 	̄ L1 3 f ©Ó 0 < f 	àA¿ @ 	X @ - 4

�é�̄CªË@ úÍ@
�éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ ø
 X ñ�K . Cc(R?

+) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
ð 0 ≤ f 	à

@ Bð


@ 	�Q 	̄ @ .1 : XA ��P@

. R F p−1f úÎ« PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ��J.£ð xF ′ = f − F 	à

@ 	¡kB . R∞

0
F p(x) dx = −p

R∞
0

F p−1(x)xF ′(x) dx

. ½Ë 	X @Y« f(x) = 0 �ð , �éK
A 	®ºK. Q�
J.» a ©Ó , [1, a] ÈAj. ÖÏ @ úÎ« f(x) = x−1/p 	Y 	g .3 . �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ 	YKYªK. l .Ì'A«

	à

@ �I�. �K


@ . �éJ.k. ñÓ X@Y«


@ �éJ
ËA�J�JÓ {an}∞n=1

	áº�JË 79.11
∞∑
m=1

( 1
m

m∑
n=1

an

)p
≤

( p

p− 1

)p ∞∑
n=1

apn, 1 < p <∞.

i. �J 	J���@ . ��K. A�Ë@ 	áK
QÒ�JË @ úÎ« @XAÒ�J«@ �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë úÎ« Èñ�mÌ'@ 	áºÒJ
 	̄ �é��̄ A 	J�JÓ {an}∞n=1
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ : XA ��P@

. è 	Yë �é�A	mÌ'@ �éËAmÌ'@ 	áÓ �éÓAªË@ �éÊmÌ'@


