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�®�J�K ψn

�	à

@ ø



@

: A 	JK
YË . Suppψn “ Suppφ
�	à

@ 	¡kC	K ‚

, Suppψn Ă K p1
, Suppψ “ H Ă K p2
: A 	JK
YË . α P N 	áºJ
Ë p3

lim
nÑ`8

sup
xPK

|Dαψnpxq ´ Dαψpxq| “ lim
nÑ`8

1
n

sup
xPK

|Dαφpxq| “ 0.

. ψ “ 0 ÐðYªÖÏ @ ©K. A�JË @ ñm�
	' DpRq ú


	̄ H. PA
�®�J�K ψn

�	à

@ i. �J 	J

���	� 3 ð 2 , 1 	áÓ
. DpRq ú


	̄
pηnq

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�K �é�@PX .2
: A 	JK
YË . M “ sup

yPR
|φpyq| © 	�	� . R ú


	̄ A�J�. �JÓ x 	áºJ
Ë . ηn �Ë ¡J
��. Ë @ H. PA
�®�JË @ �é�@PX ‚

0 ď lim
nÑ`8

|ηnpxq| ď
M

n
ÝÑ
nÑ`8

0.

. η “ 0 ñm� 	' �é£A��. K. H. PA
�®�J�K ηn é 	JÓð
: A 	JK
YË ‚

: A 	JK
YË . α P N 	áºJ
Ë p3 , Suppψ “ H Ă K p2 , Supp ηn Ă

”

´
a

n
,
a

n

ı

Ă K p1

lim
nÑ`8

sup
xPK

|Dαηnpxq ´ Dαηpxq| “ lim
nÑ`8

nα´1 sup
xPK

|Dαφpnxq| “ `8, @α ą 1.

. DpRq ú

	̄ H. PA

�®�J�K B ηn
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
. DpRq ú


	̄
pθnq

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�K �é�@PX .3
: A 	JK
YË . R ú


	̄ A�J�. �JÓ x 	áºJ
Ë . θn �Ë ¡J
��. Ë @ H. PA
�®�JË @ �é�@PX ‚

lim
nÑ`8

θnpxq “ lim
nÑ`8

1
n
φ
´x

n

¯

“

ˆ

lim
nÑ`8

1
n

˙

φ
´

lim
nÑ`8

x

n

¯

“ φp0q lim
nÑ`8

1
n

“ 0.

. θ “ 0 ñm� 	' �é£A��. K. H. PA
�®�J�K θn é 	JÓð

. Supp θn Ă r´an, ans : A 	JK
YË ‚
�	à

@ 	¡kC	K . φpx0q ‰ 0 �IJ
m�'. x0 P R‹ Yg. ñK
 ,Q 	®�ÊË ��K. A¢Ó Q�
 	« φ 	àA¿ @ 	X @

θnpnx0q “
1
n
φpx0q ‰ 0.

ñê 	̄ XðYm× Q�
 	« Supp θn 	à 	X@ .
�èXñk. ñÓ Q�
 	« nx0  A�® 	JË @ �é«ñÒm.×ð n 	àA¿ AÒêÓ nx0 P Supp θn 	à 	X@

.�@Q��Ó Q�
 	«
. DpRq ú


	̄ H. PA
�®�J�K B pθnq

�éJ
ËA�J�JÖÏ @
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
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Suites régularisantes الصاقلة المتتاليات 1.2
حققت: إذا صاقلة إنها φj P DpRnq متتالية عن نقول 1.4 يف φj,تعر ě 0, @j P N p1

,
ż

Rn

φjpxq dx “ 1 p2

. lim
jÑ`8

rj “ 0 مع Suppφj Ă Bp0, rjq p3

. �éÊ�̄ A� �éJ
ËA�J�JÓ ZA ��	� @
�éJ
 	®J
»

.Q 	®�ÊË ��K. A¢Ó Q�
 	«ð I. k. ñÓ ψ P DpRnq 	áºJ
Ë

.Suppψ Ă Bp0, aq �IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 é 	JÓð
© 	�	�

ψ0pxq “
ψpxq

ż

Rn

ψpxq dx
.

�ð Suppψ0 Ă Bp0, aq
�	à

@ 	¡kC	K

ż

R
ψ0pxq dx “ 1, @x : ψ0pxq ě 0.

© 	�	�

φjpxq “
1
εnj
ψ0

ˆ

x

εj

˙

,

. limjÑ`8 εj “ 0 ð εj ą 0 ©Ó
: A 	JK
YË

, @j P N, φj ě 0 p1

,
ż

R
φjpxq dx “

1
εnj

ż

R
ψ0

ˆ

x

εj

˙

p2

.
ż

R
φjpxq dx “ 1

�	à

@ Ym.�

	' , y “
x

εj
Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. ��K.

. lim
jÑ`8

εj “ 0 ©Ó Suppφj Ă Bp0, εjaq p3

. �éÊ�̄ A� φj
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ é 	JÓð . 	K
Qª�JË @ ú


	̄
rj “ εja © 	�	� 	à


@ ù


	®ºK


Suites exhaustives المعمقة المتتاليات 1.3
,Ω تغطي pKjqjPN المتراصات من معمقة متتالية توجد .Rn من مفتوحا Ω ليكن 1.1 ية نظر

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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تحقق: متتالية أنها أي
,@j P N, Kj Ă Ω p1

,( Kj ĂĂ Kj`1 عموما ونكتب ) @j P N, Kj Ă
˝

Kj`1 p2
.Ω “

ď

jPN
Kj p3

: �éK
Q 	¢	JË @ �HAJ. �K @
. Kj “ Bp0, jq Q�. �Jª 	K : Ω “ Rn �éËAg ú


	̄
.1

© 	�	� : Ω ‰ Rn �éËAg ú

	̄
.2

Aj “

"

x P Ω : dpx,CRnΩq ą
1
j

*

.

: �	à

@ 	¡kC	K

QÒ�J�ÖÏ @ ©K. A�JË @ �� 	̄ð
ȷ

1
j
,`8

„

hñ�J 	®Ë @ ÈAj. ÒÊË �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ É�JÖß
 é�	K

B hñ�J 	®Ó Aj -

f : x P Ω ÞÝÑ fpxq “ dpx,CRnΩq Ps0,`8r,

, Aj Ă Ω -
. @j P N, Aj Ă Aj`1 -

: A 	JK
YË . Ωj “ Aj ∩Bp0, jq © 	�	�
. hñ�J 	®Ó Ωj p


@

. Kj “ Ωj © 	�	� .�@Q��Ó Ωj

�	à

@ ø



@ , Ωj “ Aj ∩Bp0, jq Ă Bp0, jq p H.

.
ď

jPN
Kj Ă Ω A 	JK
YË , A 	®K
Qª�K . Ω “

ď

jPN
Kj

�	à

@ �HAJ. �K @ ù


�®K. p �k.

: A 	JK
YË . x P Ω 	áºJ
Ë

Dj1 P N : x P Bp0, j1q,

Dj2 P N : dpx,CRnΩq ą
1
j2

ñ x P Aj2 .

: A 	JK
YË . j0 “ minpj1, j2q © 	�	�

x P Aj0 ∩Bp0, j0q Ă Aj0 ∩Bp0, jq “ Kj0 .

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
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1.1 ملاحظة

Aî 	E

@ ø



@ , Ω ù
 ¢

	ª�K pΩjq
�HAgñ�J 	®ÖÏ @ 	áÓ �é�®ÒªÓ �éJ
ËA�J�JÓ ÉJ. �®K
 Rn 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« Ω hñ�J 	®Ó É¿

: ���®m��' �éJ
ËA�J�JÓ
.
ď

jPN
Ωj “ Ω p3 .�@Q��Ó Ωj p2 , Ωj ĂĂ Ωj`1 p1

يوجد .Ω تغطي المتراصات من معمقة متتالية pKjq ولتكن ,Ω من متراصا K ليكن 1.1 توطئة
.K Ă Kj0 بحيث pKjq المتتالية من عنصرا Kj0

أورشون) (توطئة 1.1 مبرهنة
φ P DpRnq Yg. ñK
 é�	K A

	̄ , K ∩ F “ H �IJ
m�'. Rn 	áÓ A�@Q��Ó K ð Rn 	áÓ A�®Ê 	ªÓ F 	àA¿ @ 	X @�IJ
m�'.
, 0 ď φ ď 1 p1

, K P@ñm.�'. φ “ 1 p2

. F P@ñm.�'. φ “ 0 p3

: �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ A 	JK
YË

1.1 نتيجة
ø
 PAJ.

�J 	k@ ©K. A�K Yg. ñK

	YKY 	J« .Ω ú


	̄ øñ�Jm× A�@Q��Ó K 	áºJ
Ëð Rn 	áÓ Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë
: �IJ
m�'. φ P DpΩq

. 0 ď φ ď 1 p1
.(A�@Q��Ó P@ñm.Ì'@ @

	Yë PAJ
�J 	k@ 	áºÖß
 ) K P@ñk. ú

	̄
φ “ 1 p2

: �éj. J
�� 	JË @ �HAJ. �K @
. ��Ê 	ªÓ F �	à


@ 	¡kC	Kð F “ CRnΩ © 	�	� . Ω 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ëð , Rn 	áÓ Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë

: �IJ
m�'. φ P DpRnq ©K. A�K Yg. ñK
 , 	àñ ��Pð

@ �éJ£ñ�K I. �k

. F �Ë W P@ñk. ú

	̄
φ “ 0 , K �Ë V P@ñk. ú


	̄
φ “ 1 , 0 ď φ ď 1

: A 	JK
YË . Suppφ Ă Ω
�	à

@ �HAJ. �K @ ù


�®K.

CRnΩ “ F Ă W Ă CRnSuppφ.

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð . Suppφ Ă Ω
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
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[ Fonctions plateaux - المنبسطة [التوابع 1.5 يف تعر
	áÓ φ ©K. A�K É¿ A¢��. 	JÓ AªK. A�K ù
 Ò�

	� .Ω ú

	̄ øñ�Jm× A�@Q��Ó K ð Rn 	áÓ Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë

: ���®m�'
 C8pΩq
		J�Ë@

, Suppφ Ă Ω p1
. @x P Ω : 0 ď φpxq ď 1 p2

. @x P K : φpxq “ 1 p3

Suites tronquantes - الباترة المتتاليات 1.4
1.6 يف تعر

	á« Èñ�® 	K .Ω ù
 ¢
	ª�K �HAgñ�J 	®Ó 	áÓ �é�®ÒªÓ �éJ
ËA�J�JÓ pΩjq 	áº�JËð , Rn 	áÓ Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë

: �I�®�®k @ 	X@
�èQ�KAK. �éJ
ËA�J�JÓ Aî�	E @ DpΩq 	áÓ φj �éJ
ËA�J�JÓ

. @j, 0 ď φj ď 1 p1
. Ωj P@ñk. ú


	̄
φj “ 1 p2

1.2 ية نظر
. AÓðX �èXñk. ñÓ �èQ�KAJ. Ë @ �éJ
ËA�J�JÖÏ @

: �éK
Q 	¢	JË @ �HAJ. �K @
˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ Yj. 	J

	̄ . 	àñ ��Pð

@ �éJ£ñ�K ��J.¢	�ð Kj “ Ωj �@Q��ÖÏ @ Q�. �Jª 	K

1.3 ية نظر
.K Ă

n
ď

j“1
Ωj

�IJ
m�'. A�@Q��Ó K 	áºJ
Ëð , Rn 	áÓ �HAgñ�J 	®ÖÏ @ 	áÓ �éÊKA« pΩjqj“1,...,n 	áº�JË

ð j “ 1, . . . , n É¾Ë Kj Ă Ωj
�IJ
m�'. pKjqj“1,...,n

�HA�@Q��ÖÏ @ 	áÓ �éÊKA« Yg. ñ�K
	YKY 	J«

. K Ă

n
ď

j“1
Kj

1.2 ملاحظة
. �é�@Q��Ó �é�®Ê 	ªÓ �èQ» É¿ �I��
Ë
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[ Théorème de la partition d'unité - الوحدة تجزئة ية [نظر 1.4 ية نظر
�IJ
m�'. Rn 	áÓ �HAgñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× pΩjqj“1,...,n 	áº�JËð Rn 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë

.K Ă

n
ď

j“1
Ωj “ Ω

�IJ
m�'. j “ 1, . . . , n ©Ó φj P DpΩjq Yg. ñK

	YKY 	J«

. @j “ 1, . . . , n, 0 ď φj ď 1 p1

.K P@ñk. ú

	̄ n
ÿ

j“1
φj “ 1 p2

: �èYgñË@ �éK 	Qm.�
�' �éK
Q 	¢	� �HAJ. �K @

.K Ă

n
ď

j“1
Kj ð j “ 1, . . . , n É¿ Ég.


@ 	áÓ Kj Ă Ωj

�IJ
m�'. pKjqj“1,...,n
�HA�@Q��Ó Yg. ñ�K

ð 0 ď ψj ď 1 �IJ
m�'. ψj P DpΩjq Yg. ñK
 é�	K

@ Ym.�

	'ð Kj úÎ« 	àñ ��Pð

@ �éJ£ñ�K �éj. J
�� 	K ��J.¢	�
.Kj �Ë K 1

j P@ñm.�'. ψj “ 1

. V úÎ«
n
ÿ

j“1
ψj ą 0

�	à

@ 	¡kC	Kð K �Ë hñ�J 	®Ó P@ñk. V “

n
ď

j“1
K 1
j

�	àA
	̄ , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

�	à

@ 	¡kB . K �Ë W P@ñk. ú


	̄
θ “ 1 �IJ
m�'. θ P DpV q Yg. ñK
 é 	K @ Õç�'

ψ0pxq “ 1 ´ θpxq “

$

&

%

1 : x P CV ;

0 : x P W,

. AK
PAJ. �J 	k@ AªK. A�K ��
Ë ψ0
�	à

@ð

	à
�
B@ © 	�	�

φj “
ψj
n
ÿ

i“0
ψi

P DpΩjq; j “ 1, . . . , n.

: A 	JK
YË x P V Ég.

@ 	áÓ é�	K


B

n
ÿ

i“0
ψi ą 0

�	à

@ 	¡kB

n
ÿ

j“0
ψj “

n
ÿ

j“1
ψj ` ψ0 ą 0.

. @YJ
k.
	¬QªÓ

n
ÿ

j“1
φj “

n
ÿ

j“1
ψj

n
ÿ

i“0
ψi

é 	JÓð ψ0 “ 1 	àA
	̄
x P CRnV 	àA¿ @ 	X @ AÓ


@

: A 	JK
YË , x P W Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ 	¡kC	K
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ψ0 “ 0 ñ

n
ÿ

j“1
φj “ 1,

.K �Ë P@ñk. W
�	à

@ ÕÎªË@ ©Ó

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

محلولة تمارين 1.5
1.1 تمرين

α “ p2, 3q , x “ pt, sq P R2 �éËAg ú

	̄ ( α P Nn , x P Rn �IJ
k) xα 	QÓQË@ I. �JºK


	J
» .1

?
α “ p1, 0, 3q , x “ pu, v, wq

�éËAg ú

	̄ ( α P Nn , x P Rn �IJ
k) xα 	QÓQË@ I. �JºK


	J
» .2
?

1.1 التمرين حل
. xα “ t2s3 .1

u.w3 .2

1.2 تمرين
? 0 P@ñm.�'. 10 ø
 ðA��
ð I. k. ñÓ φ P DpRq ø
 PAJ.

�J 	k@ ©K. A�K ZA ��	� @ 	áºÖß
 Éë

1.2 التمرين حل
. φ “ 10.ψ © 	�ð �Õç�' , 0 P@ñm.�'. 1 ø
 ðA��
 ψ P DpRq ø
 PAJ.

�J 	k@ ©K. A�K PAJ. �J«@ ù

	®ºK
 , Ñª	K

1.3 تمرين
? 0 P@ñm.�'. x2 ø
 ðA��
ð I. k. ñÓ φ P DpRq ø
 PAJ.

�J 	k@ ©K. A�K ZA ��	� @ 	áºÖß
 Éë

1.3 التمرين حل
© 	�ð Õç�' .0 P@ñm.�'. 1 ø
 ðA��
 η P DpRq ©K. A�K Xñk. ð Y»ñ�K ú


�æË@ 1.1 �éj. J
�� 	JË @ ��J
J.¢�� ù

	®ºK


.x P R É¿ Ég.

@ 	áÓ φpxq “ x2ηpxq
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1.4 تمرين

	àA¿ AÒêÓ ψ1pxq ě 0 	àñºK
 �IJ
m�'. ψ P Dps ´ 1, 1rq ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�K ZA ��	� @ 	áºÖß
 Éë

? x Ps ´ 1, 1r

1.4 التمرين حل
.ψp´1q “ ψp1q “ 0

�	à

@ AÒÊ« , YK
@ 	Q��Ó ψ

�	à

@ ú


	æªK
 ψ1 ě 0  Qå��Ë @ �	à

B ψ ” 0 	àA¿ @ 	X @ B

�
@ , B

.ψ ” 0 �éËAg ú

	̄ B

�
@

���®j�JK
 B @ 	Yëð

1.5 تمرين
? f P DpRq Éë .fpxq “ |x|φpxq �K.

	¬QªÖÏ @ f : R Ñ R ©K. A�JË @ð , φ P DpR‹q 	áºJ
Ë

1.5 التمرين حل
.f “ g.φ 	àñºJ
 	̄ , gpxq “ |x| © 	�	�

éJ
Ê«ð .g.φ P DpR‹q é 	JÓð .φ P C8pR‹q ð g P C8pR‹q , R‹ hñ�J 	®ÖÏ @ ú

	̄ �	à


@ 	¡kC	K

.f P DpRq
	à 	X@ .f P DpR‹q

1.6 تمرين
: �K.

	¬QªÖÏ @ ψ : R Ñ R
�	à

@ 	áÓ Y»


A�K .1

ψptq “

$

&

%

e´1{t : t ą 0;

0 : t ď 0,

.C8pRq
		J�Ë@ 	áÓ

�K.
	¬QªÖÏ @ φ : Rn Ñ R

�	à

@ i. �J 	J

���@ .2

φpxq “

$

’

’

&

’

’

%

e
´

1
1 ´ |x|2 : |x| ă 1;

0 : |x| ě 1,

.φjpxq “ j
φpjxq

φp0q

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ Qå�A 	J« ½Ë 	Y»ð ,ø
 YJ
Ê
�̄B @ Õæ


	¢ 	JÊË | ¨ | 	QÓQK
 �IJ
k DpRnq úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K


.n “ 1 	àñºK
 AÓY 	J« È@ðYË@ è 	Yë É�JÓ 	�ªK. �HA 	KAJ
K. Õæ�P@ .3

1.6 التمرين حل

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.1

.R úÎ« ψ P@QÒ�J�@
�é�@PX ‚

ú
æ�

B@ ©K. A�JË @ AÒë s0,`8r úÎ« 	áK
QÒ�J�Ó 	á�
ªK. A�K I. J
»Q�K ñëð ψptq “ e´1{t : t ą 0 Ég.


@ 	áÒ

0,`8r úÎ« QÒ�J�Ó ñê 	̄ t ÞÑ ´
1
t

©K. A�JË @ð
.s ´ 8, 0r úÎ« QÒ�J�Ó ñê 	̄ , �IK. A�K ψptq “ 0 : t ă 0 Ég.


@ 	áÒ

: A 	JK
YË .t “ 0 Y	J« P@QÒ�J�B @
�é�@PX �IJ
�®K. -

lim
tÑ0`

ψptq “ lim
tÑ0`

e´1{t “ 0 “ lim
tÑ0´

ψptq “ ψp0q.

.t “ 0 Y	J« QÒ�J�Ó ψ �	à

@ ø



@

.R úÎ« QÒ�J�Ó ψ �	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð

. ��A�®�J ��C Ë ψ
�éJ
ÊK. A�̄ �é�@PX ‚

AJ
KAî 	E B ��A�®�J ��C Ë
	á�
ÊK. A�̄ 	á�
ªK. A�K I. J
»Q�K 	á« �èPAJ.« ψptq “ e´1{t A 	JK
YË : t ă 0 Ég.


@ 	áÓ -

.s0,`8r ÈAj. ÖÏ @ úÎ« AJ
KAî 	E B ��A�®�J ��B @ ÉJ.
�®K
 ñê 	̄ ú
ÍA

�JËAK. ð .s0,`8r ÈAj. ÖÏ @ úÎ«
.s ´ 8, 0r ÈAj. ÖÏ @ úÎ« AJ
KAî 	E B ��A�®�J ��B @ ÉJ.

�®K
 ñê 	̄ , ψptq “ 0 A 	JK
YË : t ă 0 Ég.

@ 	áÓ -

: A 	JK
YË .t “ 0 Y	J« ��A�®�J ��B @
�éJ
ÊK. A�̄ �é�@PX �IJ
�®K. -

lim
tÑ0

ψptq ´ ψp0q

t
“ lim

tÑ0

ψptq

t
,

ð

lim
tÑ0´

ψptq

t
“ lim

tÑ0

0
t

“ 0, lim
tÑ0`

ψptq

t
“ lim

tÑ0

e´1{t

t
“ 0.

.ψ1p0q “ 0 ð R úÎ« ��A�®�J ��B @ ÉJ.
�®K
 ψ

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
.n P N É¿ Ég.


@ 	áÓ ψpnqp0q “ 0

�	à

@ 	à

�
B@ 	á��
J. 	JË

: A 	JK
YË , t ą 0 AÖÏ

ψp1qptq “
1
t2
e´1{t, ψp2qptq “

ˆ

´
2
t3

`
1
t4

˙

e´1{t,

ψp3qptq “

ˆ

6
t4

´
6
t5

`
1
t6

˙

e´1{t.

: É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 ψpnqptq
�	à

@ ©k. @Q��ËAK. Y»


A�J 	JË

ψpnqptq “ Pn

ˆ

1
t

˙

e´1{t,(1.1)
. 2n �ék. PYË@ 	áÓ XðYg Q�
�J» Pn ©Ó

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦿ أساسية ونتائج فضاءات .ᦷ باب

. �é �®�®m× p1.1q
�é�̄CªË@ , n “ 1 Ég.


@ 	áÓ

: A 	JK
YË .n ` 1 Ég.

@ 	áÓ Aî �Dm�� 	áëQ�. 	Kð n Ég.


@ 	áÓ �é�®�®m× p1.1q

�	à

@ 	�Q 	® 	K

ψpn`1qptq “ P 1
n

ˆ

1
t

˙

e´1{t ` Pn

ˆ

1
t

˙

pe´1{tq1

“ P 1
n

ˆ

1
t

˙

`
1
t2
Pn

ˆ

1
t

˙

e´1{t “ Qn`1

ˆ

1
t

˙

e´1{t.

. �éjJ
m�� p1.1q
�é�̄CªË@ é 	JÓð

: A 	JK
YË .ψpnqp0q “ 0
�	à

@ , ©k. @Q��ËAK. ½Ë 	X YªK. 	á�
J. 	K

lim
tÑ0

ψpnqptq ´ ψpnq

t
“ lim

tÑ0

1
t
Pn

ˆ

1
t

˙

e´1{t “ 0 “ ψpn`1q.

YK
YÖ
�ß �éK
Q 	¢	� 	áÓ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð .t “ 0 Y	J« AJ
KAî 	E B ��A�®�J ��B @ ÉJ. �®K
 ψ

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð
.ψ P C8pRq

�	à

@ �é�®�J ��Ó
.2

AÒ» .f P C8pRnq ð f : R2 Ñ R; x ÞÑ 1 ´ |x|2 �IJ
k φ “ ψ ˝ f
�	à

@ ½Ë 	X φ P C8pRnq ‚

.φ P DpRnq
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð .Suppφ Ă Bp0, 1q �IJ
k ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó é�	K

@

: C8 		J�Ë@ 	áÓ 	á�
ªK. A�K I. J
»Q�K 	á« �èPAJ.« φj ‚

φj : x ÞÑ jx ÞÑ
j

φp0q
φpjxq.

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð .Suppφj Ă B
´

0, 1
j

¯ �IJ
k ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó φj
�	à

@ AÒ» .φj P C8pRnq é 	JÓð

.φj P DpRnq

: n “ 1 Ég.

@ 	áÓ A 	JK
YË : �é 	¢kCÓ

ż

R
φjpxq dx “

j

φp0q

ż `8

´8

φpjxq dx jx“y
“

1
φp0q

ż `8

´8

φpyqdy, @j.

. AîD� 	® 	K ù
 ë É�@ñ 	®Ë @ Pñm×ð ©K. A�JË @ 	àAJ
K. AëQå�m�'
 ú

�æË @ �ékA�ÖÏ @ �	à


@ ú


	æªK
 @ 	Yëð j �K. ��Êª�JK
 B ÉÓA¾�JË @
: © 	�ñK. @

	Yëð φj 	áÓ A�̄C¢	�@
�éÊ�̄ A� �éJ
ËA�J�JÓ 	K
Qª�K A 	J 	JºÖß


ψjpxq “
φjpxq

ż

R
φjpxq dx

.

.3

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶ أساسية ونتائج فضاءات .ᦷ باب

φ1, φ2, φ3 �Ë �éJ
 	K AJ
J. Ë @ �HAÓñ�QË@ : 1 É¾ ��Ë@

1.7 تمرين
: �K.

	¬QªÖÏ @ φ : R Ñ R ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë

φpxq “

$

’

&

’

%

exp
ˆ

´
1

1 ´ |x|2

˙

: |x| ă 1,

0 : |x| ě 1.

.φ P DpRq
�	à

@ 	áÓ Y»


A�K - 1

.ψpxq “

ż x

´8

φpyqdy © 	�	� - 2

. éÊÓAg XYg ? ψ P C8pRq Éë
.gpxq “

ż x

´8

fpyqdy ð fpxq “ φpxq ´ φpx ´ 3q © 	�	� - 3

. éÊÓAg XYg ? g P C8pRq Éë

1.7 التمرين حل
�IJ
k �@Q��Ó éÊÓAg �	à


@ AÒ» , C8 		J�Ë@ 	áÓ 	á�
ªK. A�K I. J
»Q�K é�	K


B φ P C8pRq - 1

.( ��K. A�Ë@ 	áK
QÒ�JË @ ú

	̄ ÉJ
�A 	®�JË @ Q 	¢ 	�


@) φ P DpRnq

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð .Suppφ “ r´1, 1s

: �éJ
ËA�JË @ �HBAmÌ'@ 	Q�
Ö
	ß .ψ ÉÓAg 	à

�
B@ XYj	JË .ψ P C8pRq é 	JÓð ψ1 “ φ P C8pRq A 	JK
YË - 2

.ψpxq “ 0 é 	JÓð φpxq “ 0 : x ă ´1 	àA¿ @ 	X @ ‚

: ´1 ă x ă 1 	àA¿ @ 	X @ ‚

ψpxq “

ż x

´8

φpyqdy “

ż x

´1
φpyqdy ą 0.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷ أساسية ونتائج فضاءات .ᦷ باب
: x ě 1 	àA¿ @ 	X @ ‚

ψpxq “

ż x

´8

φpyqdy “

ż x

´1
φpyqdy “

ż 1

´1
φpyqdy `

ż x

1
φpyqdy “

ż 1

´1
φpyqdy ą 0.

.Suppψ “ r´1,`8r
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
. AK
PAJ. �J 	k@ ��
Ë ñê 	̄ ,�@Q��Ó ��
Ë Suppψ

�	à

@ 	¡kB

Qå��AJ. ÖÏ @ H. A�mÌ'AK. 	¡kC	K .g ÉÓAg 	à
�
B@ XYj	JË .g P C8pRq é 	JÓð .g1 “ f P C8pRq A 	JK
YË - 3

.x ą 4 ø


@ x ´ 3 ą 1 ð


@ x ă ´1 AÖÏ gpxq “ 0

�	à

@ð gpxq “

ż x

x´3
φptq dt

�	à

@

é 	JÓð

Supp g Ă r´1, 4s.

Õç�'

@x P r´1, 4s, rx ´ 3, xs Ă r´1, 1s.
	à 	X@

x P r´1, 4s ñ gpxq ‰ 0.
é 	JÓð

r´1, 4s Ă Supp g.
.Supp g “ r´1, 4s . �é�C	mÌ'@

1.8 تمرين
: n P N˚ É¿ Ég.


@ 	áÓ © 	�	� .φ P DpRq 	áºJ
Ë

φnpxq “ n

„

φ

ˆ

x `
1
n

˙

´ φpxq

ȷ

.

.n P N˚ É¿ Ég.

@ 	áÓ φn P DpRq

�	à

@ �I�. �K @ .1

. é 	J�
J
ª�K I. Ê¢�
 ©K. A�K ñm� 	' �é£A��. K. H. PA
�®�J�K φn

�	àA
	̄

`8 úÍ@ Èð ñK
 n A�ÜÏ é�	K

@ �I�. �K @ .2

1.8 التمرين حل
.n P N˚ É¿ Ég.


@ 	áÓ φn P DpRq

�	à

@ �HAJ. �K @ .1

.n P N˚ 	áºJ
Ë�	àA
	̄ , C8 		J�Ë@ 	áÓ ñë C8 		J�Ë@ 	áÓ 	á�
ªK. A�K 	á�
K. ��Q 	®Ë @ð , φ P C8pRq

�	à

@ AÖß. ‚

.φn P C8pRq

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦸ أساسية ونتائج فضاءات .ᦷ باب

: A 	JK
YËð . ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó x ÞÑ φ

ˆ

x `
1
2

˙

©K. A�JË A 	̄ @ 	YËð ,ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó φ ‚

Supp φn Ă Supp
ˆ

x ÞÑ φ

ˆ

x `
1
n

˙˙

Y Supppx ÞÑ φpxqq,

. 	á�
�@Q��Ó XAm��' @ ú

	̄ øñ�Jm× é 	®�ñK. Suppφn �@Q�K �IJ. ��K
 AÓ ñëð

. é 	J�
J
ª�K I. Ê¢�
 ©K. A�K ñm�
	' H. PA

�®�J�K φn
�	àA
	̄

`8 úÍ@ Èð ñK
 n A�ÜÏ é�	K

@ �HAJ. �K @ .2

: A 	JK
YË

lim
nÑ`8

φnpxq “ lim
nÑ`8

n

„

φ

ˆ

x `
1
n

˙

´ φpxq

ȷ

“ lim
1{nÑ0

φ

ˆ

x `
1
n

˙

´ φpxq

1{n
“ φ1pxq,

. ` 8 úÍ@ Èð ñK
 n A�ÜÏ φ1 ©K. A�JË @ ñm�
	' �é£A��. K. H. PA

�®�J�K φn
�	à

@ ø



@

1.9 تمرين
.φ ‰ 0 ©Ó φ P DpRq 	áºJ
Ë

.k P Z ©Ó ψnpxq “ pn ` 1qkφpnxq �K. �é 	̄QªÖÏ @ ψn �éJ
ËA�J�JÒÊË DpRq ú

	̄ H. PA

�®�JË @ �PX@

1.9 التمرين حل
.a ą 0 �IJ
k Suppφ Ă r´a, as �IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 .φ ‰ 0 ©Ó φ P DpRq 	áºJ
Ë

: �HBAg �HC�K 	Q��
Ö
	ß .R ú


	̄ A�J�. �JÓ x 	áºJ
Ë .ψn �Ë ¡J
��. Ë @ H. PA
�®�JË @ �é�@PX ‚

: 	á�
�JËAg 	Q�
Ö
	ß : k “ 0 A�ÜÏ .1

.φp0q ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ ψn �éK
XYªË@ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ : x “ 0 	àA¿ @ 	X @ - (

@

Z @Y�JK. @
�éÓYª	JÓ Aî�	E


B ÐðYªÖÏ @ ©K. A�JË @ ñm�

	' �éK. PA �®�JÓ ψn
�éK
XYªË@ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ : x ‰ 0 	àA¿ @ 	X @ - (H.

. �é 	JJ
ªÓ �éJ. �KP 	áÓ
: �K.

	¬QªÖÏ @ ψ ©K. A�JË @ ñm�
	' �é£A��. K. H. PA

�®�J�K ψn ©K. @ñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ
�	àA
	̄ , k “ 0 A�ÜÏ é�	K


@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð

ψpxq “

$

&

%

0 : x ‰ 0,

φp0q : x “ 0.

.ψ “ 0 ÐðYªÖÏ @ ©K. A�JË @ ñm�
	' �é£A��. K. �éK. PA �®�JÓ ψn �éK
XYªË@ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ .k ă 0 A�ÜÏ .2

: 	á�
�JËAg 	Q�
Ö
	ß .k ą 0 A�ÜÏ .3

. �èY«AJ. �JÓ ψnp0q
�	àA
	̄
φp0q ‰ 0 	àA¿ @ 	X @ð

�éK. PA �®�JÓ ψnp0q
�	àA
	̄
φp0q “ 0 	àA¿ @ 	X @ ‚

AîD
	̄ Yg. ñK
 B ú

�æË@ �HBAmÌ'@ .DpRq ú


	̄
ψn H. PA

�®�K �é�@PX ú

	̄ �éJ
Ë @ñÖÏ @ �éÊgQÖÏ @ úÍ@ 	à

�
B@ É�®�J 	� 	K ‚

.DpRq ú

	̄ H. PA

�®�K AîD
	̄ Yg. ñK
 B ,¡J
��. H. PA
�®�K
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: �éJ
ËA

��JË @ �HBAmÌ'@ A 	JK
YË
ø


@ , x “ 0 Y	J« ��A�®�J ��B @ ÉJ.

�®K
 B ψ ©K. A�JË @
�	àA
	̄
φp0q ‰ 0 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ 	¡kC	K .k “ 0 A�ÜÏ .1

.ψ ©K. A�JË @ ñm�
	' H. PA

�®�J�K 	à

@ ψn �Ë 	áºÖß
 B é 	JÓð .ψ R DpRq

�	à

@

.ψ “ 0 ÐðYªÖÏ @ ©K. A�JË @ ñm�
	' DpRq ú


	̄ �éK. PA �®�JÓ ψn
�	à

@ l� 	�@ð é�	K A

	̄
φp0q “ 0 	àA¿ @ 	X @ A

�Ó

@

: A 	JK
YË .k ă 0 A�ÜÏ .2
, Suppψn Ă K - (


@

: A 	JK
YË .( j ą k C�JÓ) j P N 	áºJ
Ë - (H.
lim

nÑ`8
sup
xPK

|ψpjq
n pxq ´ ψpjqpxq| “ lim

nÑ`8
npjqpn ` 1qk sup

xPK
|φpjqpnxq|.

.DpRq ú

	̄ �éK. PA �®�JÓ �I��
Ë ψn @ 	YËð . ÐA 	¢�J 	KAK.

�éK. PA �®�JÓ �I��
Ë ψpjq
n

	à 	X@

1.10 تمرين
.φ1paq ‰ 0 ���®m�'
 a P R‹ Yg. ñK
 �IJ
m�'. φ P DpRq 	áºJ
Ë

.DpRq ú

	̄
fjpxq “ j´1φpjxq

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA
�®�K �PX


@

1.10 التمرين حل
�IK. PA�®�K @ 	X @ , fj �èPAJ.« I. �k .Suppφ Ă r´a, as �IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 .φ P DpRq 	áºJ
Ë

pf 1
jq

�HA�®�J ��ÖÏ @ �éJ
ËA�J�JÓ 	à

AK. ÉKA �®Ë @ Ð 	PCË@  Qå��Ë @ �	à


@ 	¡kB .0 ñm� 	' H. PA

�®�J��� 	̄ DpRq ú

	̄

pfjq

: 	à

@ 	X @ ,

���®m× Q�
 	« ÐA 	¢�J 	K AK. H. PA
�®�J�K

sup
xPK

|f 1
jpxq ´ 0| “ sup

xPK
|φ1pjxq| ě |φ1paq| ą 0.

.DpRq ú

	̄ �éK. PA �®�JÓ Q�
 	« fj é 	JÓð . lim

jÑ`8
sup
xPK

|f 1
jpxq| ‰ 0 	à


@ 	X @

.j É¿ Ég.

@ 	áÓ Supp fj Ă

„

´a

j
,
a

j

ȷ

	à

B ���®m× H. PA

�®�JÊË Èð

B@  Qå��Ë @ 	à


@ 	¡kB : �é 	¢kCÓ

1.11 تمرين
ε ą 0 ð .Rn 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë

: ���®m�'
 φε ©K. A�K Xñk. ð �I�. �K @

, φε ě 0 (

@

.@x P K, φεpxq “ 1 (H.
.Suppφε Ă

ď

xPK

Bpx, εq (�k.
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ᦸᦺ أساسية ونتائج فضاءات .ᦷ باب
1.11 التمرين حل

.H. ñÊ¢ÖÏ @ Ym.�
	' 	àñ ��Pð


@ �éJ£ñ�K ú


	̄ Ω “
ď

xPK

Bpx, εq PAJ. �J«AK.

1.12 تمرين
	áÓ È@ðX pfjqj“1,...,p 	áº�JËð , Rn 	áÓ ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« �HA�@Q��Ó pKjqj“1,...,p 	áº�JË

.Kj É¿ P@ñm.�'. fpxq “ fjpxq �IJ
m�'. f P DpRnq Xñk. ð �I�. �K @ .C8pRq
		J�Ë@

1.12 التمرين حل
pUjqj“1,...,p

�HAgñ�J 	®Ó Yg. ñ�K é�	K A
	̄ , ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	« pKjqj“1,...,p

�HA�@Q��ÖÏ @ �	à

@ AÖß.

χj P DpUjq ©K. @ñ�K Yg. ñ�K , 	àñ ��Pð

@ �éJ£ñ�K I. �k é	JÓð .Kj Ă Uj

�IJ
m�'. ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ Q�
 	«
.Kj P@ñk. úÎ« χj “ 1 �IJ
m�'. r0, 1s ú


	̄ AêÒJ
�̄
	Y 	g


A�K

ð , �éK
PAJ. �J 	k@ ©K. @ñ�K ¨ñÒm.× Aî�	E

B fpxq “ fjpxq ð f P DpRnq A 	JK
YË .f “

ÿ

j “ 1nχjfj © 	�	�
.Kj É¿ P@ñm.�'. fpxq “ fjpxq

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

1.13 تمرين
DpRq 	áÓ Φ @Qå� 	J« Zú
æ

�� 	� @ .Suppφ Ă r´M,M s �IJ
m�'. M ą 0 	áºJ
Ëð , φ P DpRq 	áºJ
Ë
.@x Ps ´ 8,M |, Φ1pxq “ φpxq �IJ
m�'.

1.13 التمرين حل
Φ P DpRq

�	à

@ ú


	æªK
 @x Ps ´ 8,M r, Φ1pxq “ φpxq �IJ
m�'. Φ P DpRq
	á�
J
ª�K

�	à@ ���®m�'
ð

@x Ps ´ 8,M r, Φpxq “

ż x

´8

φptqdt “

ż x

´M

φptqdt.

�@Q��Ó Φ 	àñºK
 �IJ
m�'. rM,`8r úÎ« Φ 	á�
J
ª�K 	à
�
B@ A 	JJ
Ê«ð s ´ 8,M r úÎ« Φ �èPAJ.« ù
 ë ½Ê�K

�IJ
k χ P DpRq ¡��. 	JÖÏ @ ©K. A�JË @ ÉÒª�J�	� ½Ë 	YË .R úÎ« C8 		J�Ë@ 	áÓð ÉÓAmÌ'@

@x P R, 0 ď χpxq ď 1;

@x P K “ r´M,M s, χpxq “ 1,

© 	�	�ð

@x ě M, Φpxq “ χpxq

ż x

´M

φptqdt.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦻ أساسية ونتائج فضاءات .ᦷ باب
.H. ñÊ¢ÖÏ @

���®m�'
 Φ 	à 	X@

1.14 تمرين
.φ1 ` φ “ ψ �IJ
m�'. φ P DpRq Yg. ñK
 ú
¾Ë ψ Èñk A£Qå�� Yg. ð@ .ψ P DpRq 	áºJ
Ë

1.14 التمرين حل
M ą 0 Yg. ñK
 ú
ÍA

�JËAK. ð ψ P DpRq ø


@ PAJ. �J«AK. φ1 ` φ “ ψ

�éJ
¢	mÌ'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ Ém� 	'
: É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK


�éËXAªÖÏ @ Ég .Suppψ Ă r´M,M s �IJ
m�'.

φpxq “ e´x

ż x

´M

etψptqdt.

@ 	X @ �Õç�' .( Suppψ Ă r´M,M sq
�	à

B) x ă ´M AÖÏ φpxq “ 0

�	à

@ð φ P C8pRq

�	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

.M ă x A�ÜÏ φpxq “ 0 úÍ@ ø
 X
ñK
 @ 	Yê 	̄

ż M

´M

etψptqdt “ 0
�	à

@ A 	J 	�Q�� 	̄ @

ñëð DpRq ú

	̄
φ1 ` φ “ ψ �Ë Ég Xñk. ð 	áÒ 	��


ż M

´M

etψptqdt “ 0  Qå��Ë @ �	à

@ ù
 ë

�é�C	mÌ'@
. Ð 	PB  Qå��

1.15 تمرين
.Suppφ Ă r´M,M s �IJ
m�'. M ą 0 	áºJ
Ëð , φ P DpRq 	áºJ
Ë

.@x P R, Φ1pxq “ φpxq
���®m�'
 Φ P DpRq Yg. ñK
 �IJ
m�'. φ Èñk  Qå��Ë @ ñë AÓ

1.15 التمرين حل
É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 	à


@ YK. C 	̄ Φ P DpRq

	àA¿ @ 	X

@

Φpxq “

ż x

´8

φptqdt.

.C8pRq
		J�Ë@ 	áÓ é�	K


@ð Φ1pxq “ φpxq

���®m�'
 Φ
�	à

@ 	¡kC	J 	̄

I. m.�'
 ,�@Q��Ó Y	J� @ 	X Φ 	àñºK
 ú
¾Ë

lim
xÑ´8

Φpxq “ lim
xÑ`8

Φpxq “ 0.

@x P R,Φ1pxq “ φpxq
���®m�'
 Φ ø
 PAJ.

�J 	k@ ©K. A�K Yg. ñK
 ,
ż `8

´8

φptqdt “ 0  Qå��Ë @ �Im��' é�	K

@ ø



@

.@x P R, Φpxq “

ż x

´8

φptqdt �K. ù¢ªÓ ñëð ,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦼ أساسية ونتائج فضاءات .ᦷ باب
ż x

´M

φptqdt “ 0
�	à

B Φ P DpRq

	àñºK
 ú
¾Ë
	¬A¿ ñëð

ż M

´M

φptqdt “ 0 Zú

	̄ A¾K
  Qå��Ë @ @ 	Yë

ż x

´M

φptqdt “ 0
�	à

@ Ð 	QÊ�J��
 Suppφ Ă r´M,M s ð

ż M

´M

φptqdt “ 0  Qå��Ë @ �	à

@ AÒ» .x ă 0 A�ÜÏ

.Supp Φ Ă r´M,M s
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë .x ą 0 A�ÜÏ

.

ż M

´M

φptqdt “ 0 ñë ú

	̄ A¾Ë@ð Ð 	PC

�
Ë@  Qå��Ë @ : �é�C	mÌ'@

1.16 تمرين
. . .Suppφ Ă r´M,M s �IJ
m�'. M ą 0 	áºJ
Ëð , φ P DpRq 	áºJ
Ë���®m�'
 ψ P DpRq Yg. ñK
 �IJ
m�'. ù


	®J
» φ Èñk  Qå��Ë @ ñë AÓ

@x Ps ´ 8,M r, ψ2pxq “ φpxq.

1.16 التمرين حل
A 	JK
YË

ψ1pxq “

ż x

´8

φpsqds.

	àñº�K 	à

@ I. m.�'
 , Suppψ1 Ăs ´ M,M r

	àñºK
 ú �æk

lim
xÑ`8

ψ1pxq “

ż `8

´8

φpsqds “

ż M

´M

φpsqds “ 0.

�	à

@ �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ AK. A 	JK
YË

ψpxq “

ż x

´8

ψ1psqds “ rsψ1psqsx´8 ´

ż x

´8

sφpsqds

	àñºK
 	à

@ I. m.�'
 ,�@Q��Ó Y	J� @ 	X ψ 	àñºK
 ú �æk

lim
xÑ`8

ψpxq “ 0 “ ´

ż M

´M

sφpsqds.

:ñë ψ Xñk. ñË φ úÎ« Ð 	PC
�
Ë@  Qå��Ë @ é 	JÓð

ż M

´M

φpsqds “ 0 ð
ż M

´M

sφpsqds “ 0.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð . 	¬A¿  Qå��Ë @ @ 	Yë �	à

@ �éËñîD��. ���®j�J 	Kð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦽ

2 باب
Distributions يعات التوز

يعات التوز إلى مدخل 2.1
.Rn 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« Agñ�J 	®Ó Ω ú


�G

AK
 AÓ É¿ ú


	̄ Q�. �Jª 	K

2.1 يف تعر
.QÒ�J�Óð ù
 ¢

	k T : DpΩq Ñ C ��J
J.¢�� É¿ Ω úÎ« AªK
 	Pñ�K ù
 Ò�
	�

.DpΩq úÎ« QÒ�J�Óð ù
 ¢
	k É¾ �� ©K
 	Pñ�JË @

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë

2.1 مبرهنة
ø
 ñ

	J�JË @ ñëð , D1pΩq �K. éË 	QÓQ 	K AJ
«Aª �� ZA 	� 	̄ É¾ ���� Ω úÎ« �HAªK
 	Pñ�JË @ �é«ñÒm.×
.DpΩq �Ë ú
k. ñËñK. ñ¢Ë@

.xT, φyD1,D �K. DpΩq 	áÓ φ Y	J« T
�éÒJ
�®Ë 	QÓQ 	K T P D1pΩq

	àA¿ @ 	X @

يع) توز (استمرار 2.1 ية نظر
: @ @ 	X @ @QÒ�J�Ó T 	àñºK
 . AJ
¢ 	k C¾ �� T : DpΩq Ñ C 	áºJ
Ë

�IJ
m�'. m P N Yg. ñK
ð C ě 0 �IK. A�K Yg. ñK
 , Ω 	áÓ A�@Q��Ó K 	àA¿ AÒêÓ

@φ P DKpΩq : |xT, φy| ď C sup
|α|ďm,xPK

|Dαφpxq|.(ᦸ.ᦷ)

.Suppφ Ă K و φ P DpΩq أن يعني φ P DKpΩq

ترميز.
: © 	�	�

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦾ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

pK,mpφq “ sup
|α|ďm,xPK

|Dαφpxq|.

: ú
ÎK
 AÒ» , �éK
Q 	¢	JË @ ú

	̄

p2.1q
�é�̄CªË@ I. �Jº	Kð

@φ P DKpΩq : |xT, φy| ď CpK,mpφq.

: �HA 	¢kCÓ
. �èYK
@ 	Q��Ó ppK,mpφqqmPN

�éJ
�®J
�®mÌ'@ �éJ
ËA�J�JÖÏ @
�	à

@ 	¡kC	K p1

	àA¿ DpΩq ú

	̄

pφnq Ñ φ 	àA¿ AÒÊ¿ : �HAJ
ËA�J�JÖÏ @ ÈAÒª�J�AK. T ©K
 	Pñ�K P@QÒ�J�@ �HAJ. �K @ 	áºÖß
 p2

.C ú

	̄

pT pφnqq Ñ T pφq

	àA¿ DpΩq ú

	̄

pφnq Ñ 0 	àA¿ AÒÊ¿ : ú
ÎK
 AÒ» èP@QÒ�J�@ �HAJ. �K @ 	áºÖß
 ù
 ¢
	k T

�	à

@ AÖß. p3

.C ú

	̄

pT pφnqq Ñ 0

: ©K
 	Pñ�K �éJ. �KP
©K
 	Pñ�K é�	K @ T 	á« Èñ�® 	K , K 	á« C�®�J�Ó P@QÒ�J�B @

	K
Qª�K 	áÓ p2.1q
�é�̄CªË@ ú


	̄
m 	àA¿ @ 	X @
. �éJ. �K�QË @ ú
æî

�D 	JÓ
q ě m �IJ
k q P N É¿ Ég.


@ 	áÓ �é�®��®m× Aî�	EA

	̄ ù
 ªJ
J.£ m Ég.

@ 	áÓ p2.1q

�é�̄CªË@ �I�®��®m��' @ 	X @
.( q ă m Ég.


@ 	áÓ �é�®��®m× �èPðQå	�ËAK. �I��
Ë Aî 	DºË)

يع] توز رتبة يف تعر ] 2.2 يف تعر
.p2.1q

�éJ
�A	mÌ'@ ���®m�'
 m XY« Q 	ª�

@ T �éJ. �KP ù
 Ò�

	� , �éJ. �KQË @ ú
æî
�D 	JÓ T ©K
 	Pñ�K 	àA¿ @ 	X @

[ Mesure de Radon - رادون قياس يف [تعر 2.3 يف تعر
. �éÓðYªÓ é�J�. �KP ©K
 	Pñ�K É¿ ñë 	àðX@P �AJ
�̄

أمثلة:
: �K. a Y	J« ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K

	¬Qª	K .Ω Q a 	áºJ
Ë : Dirac ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K ‚1

DpΩq Q φ ÞÝÑ δapφq “ φpaq P C.

. Xñk. ñÓ φpaq
�	à

B @YJ
k.

	¬QªÓ δa (

@

. ù
 ¢
	k δa ( H.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦿ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: A 	JK
YË .φ P DKpΩq 	áºJ
Ëð , Ω 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë : δa P@QÒ�J�@ ( �k.

|xδa, φy| “ |φpaq| ď sup
xPK

|φpxq| “ 1 × pK,0pφq.

. QÒ�J�Ó δa 	à 	X@
�AJ
�̄ ñê 	̄ @ 	YËð .m “ 0 é�J�. �KPð �éJ. �K�QË @ ú
æî

�D 	JÓ Ω úÎ« ©K
 	Pñ�K δa
�	à

@ i. �J 	J

���	� (�k. ð (H. ,(

@ 	áÓ
. 	àðX@P

: �é 	¢kCÓ
δ : �K. 0 �é¢�® 	JË @ Y 	J« ¼@QK
X ©K
 	Pñ�JË 	QÓQ 	K , a “ 0 	àA¿ @ 	X @

DpΩq Q φ ÞÝÑ δpφq “ φp0q P C.

: �K. Tf AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 L1

locpΩq 	áÓ f Qå�	J« É¿ : L1
loc ©K. A�JK. �é 	̄QªÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JË @ ‚2

DpΩq Q φ ÞÝÑ xTf , φy “

ż

Ω
fpxqφpxqdx P C.

.Suppφ �@Q�K É 	� 	®K. Xñk. ñÓ
ż

Ω
fpxqφpxq dx ÉÓA¾�JË @ �	à


B @YJ
k.

	¬QªÓ Tf (

@

. ù
 ¢
	k Tf (H.

: A 	JK
YË .φ P DKpΩq 	áºJ
Ëð , Ω 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë .Tf P@QÒ�J�@ (�k.

|xTf , φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
fpxqφpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

fpxqφpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
xPK

|φpxq|

ż

K

|fpxq|dx ď CK sup
xPK

|φpxq| ď CK pK,0pφq,

�IJ
m�'. m “ 0 Yg. ñK
ð CK
�IK. A�K Yg. ñK
 @ 	Yºëð . �IK. A�K CK “

ż

K

|fpxq| dx �IJ
k
.( 	àðX@P �AJ
�̄ ñê 	̄ ) 0 é�J�. �KP Ω úÎ« ©K
 	Pñ�K Tf ú
ÍA

�JËAK. ð . |xTf , φy| ď CK pK,0pφq

ملاحظة:
.Tf ” f

	Q�
ÓQ��Ë @ ÈAÒª�J�@ 	áºÖß


: © 	�	� .vp1
x

ú
æ
��ñºË �éJ
��
KQË @ �éÒJ
�®Ë@ ‚3

@φ P DpRq : xvp1
x
, φy “ lim

εÑ0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦹᦶ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: A 	JK
YË é�	K


@ ø



@ , Suppφ Ă r´a, as �IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 .φ P DpRq 	áºJ
Ë

B

vp1
x
, φ

F

“ lim
εÑ0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx “ lim

εÑ0

"
ż ´ε

´a

φpxq

x
dx `

ż a

ε

φpxq

x
dx

*

.

�	à

@ ÕÎª 	K . @YJ
k.

	¬QªÓ vp1
x

(

@

φpxq “ φp0q `

ż x

0
φ1puqdu.

: Ym.�
	' , t P r0, 1s ©Ó u “ tx Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �K ÈAÒª�J�AK.

φpxq “ φp0q ` x

ż 1

0
φ1ptxqdt.

: A 	JK
YËð , ψpxq “

ż 1

0
φ1ptxqdt © 	�	�

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx “

ż

|x|ąε

φp0q

x
dx `

ż

|x|ąε

ψpxq dx.

�	à

@ ø



@

lim
εÑ0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx “ lim

εÑ0

„
ż a

ε

φp0q

x
dx `

ż ´ε

´a

φp0q

x
dx

ȷ

`lim
εÑ0

„
ż a

ε

ψpxq dx `

ż ´ε

´a

ψpxq dx
ȷ

.

: A 	JK
YË ,ø
 XQ
	̄
x ÞÑ

1
x

©K. A
��JË @ �	à


@ AÖß. , �éêk. 	áÓ

ż a

ε

φp0q

x
dx `

ż ´ε

´a

φp0q

x
dx “

ż a

ε

φp0q

x
dx ´

ż a

ε

φp0q

x
dx “ 0.

: @ 	YËð , R úÎ« QÒ�J�Ó ©K. A�K ψ ,øQ 	k@ �éêk. 	áÓð

lim
εÑ0

„
ż ´ε

´a

ψpxq dx `

ż a

ε

ψpxq dx
ȷ

“

ż 0

´a

ψpxq dx `

ż a

0
ψpxq dx “

ż a

´a

ψpxq dx.

é 	JÓð

lim
εÑ0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx “

ż a

´a

ψpxq dx.

. @YJ
k.
	¬QªÓ vp1

x
, ú
ÍA

�JËAK. ð

. l� 	�@ð . ù
 ¢
	k vp1

x
(H.

�IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 .φ P DKpRq 	áºJ
Ëð , R 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë .vp1
x

P@QÒ�J�@ (�k.
.K Ă r´a, as

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦹᦷ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: é 	JÓð

|xvp1
x
, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż a

´a

ψpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż a

´a

|ψpxq| dx

ď

ż a

´a

ˆ
ż 1

0
|φ1ptxq| dt

˙

dx

ď sup
yPK

|φ1pyq|

ż a

´a

ˆ
ż 1

0
dt
˙

dx

ď 2apK,1pφq.

. QÒ�J�Ó vp1
x

	à 	X@
.m ď 1 é�J�. �KPð �éJ. �K�QË @ ú
æî

�D 	JÓ R úÎ« ©K
 	Pñ�K vp1
x

�	à

@ ��J.� AÜØ i. �J 	J

���	�

ø


@ .0 ø
 ðA�

�� B vp1
x

�éJ. �KP
�	à

@ �HAJ. �K @ ½Ë 	YË ù


	®ºK
 .m “ 1 ù
 ë vp1
x

©K
 	Pñ
��JË @ �éJ. �KP

�	à

@ 	á��
J. 	JË ‚

: A 	JK
YË C ě 0 �IK. A�K É¿ Ég.

@ 	áÓ �IJ
m�'. Ω 	áÓ K �@Q��Ó Yg. ñK
 é�	K


@ 	á��
J. 	K

Dφ P DKpΩq :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

vp1
x
, φ

Fˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą C||φ||8.

: ���®m��' pφqn P DpRq
�é¢��. 	JÓ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ Q�. �Jª 	K

, Suppφn Ă r´2, 2s ‚

, 0 ď φn ď 1 ‚

, φnpxq “ 1, @x P

„

1
n
, 1
ȷ

‚

.φnpxq “ 0, @x P

ȷ

´2, 1
2n

„

‚

: A 	JK
YË ,øQ 	k

@ �éêk. 	áÓð .||φn||8 “ 1 A 	JK
YË �éêk. 	áÓ

xvp1
x
, φny “ lim

εÑ0

ż

|x|ěε

φnpxq

x
dx

“ lim
εÑ0

„
ż ´ε

´2

φnpxq

x
dx `

ż 2

ε

φnpxq

x
dx

ȷ

“

ż 1{n

1{2n

φnpxq

x
dx `

ż 1

1{n

φnpxq

x
dx `

ż 2

1

φnpxq

x
dx

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦹᦸ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

ě

ż 1

1{n

1
x

dx “ lnpnq.

. lim
nÑ`8

B

vp1
x
, φn

F

“ `8
�	àA
	̄ �Õç�' 	áÓð

.1 ø
 ðA�
�� 	à 	X@ ú
æê

	̄ ,Q 	®�Ë@ ø
 ðA�
�� B vpp1{xq

�éJ. �KP
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð

©K
 	Pñ
��JË @ Q�. �Jª 	K ‚4

T : DpRq Ñ C
φ ÞÑ xT, φy “ φ1p0q.

.1 ø
 ðA�
�� T �éJ. �KP

�	à

@ �HAJ. �K @ -

©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓð K �@Q��Ó XAm.�'
 @ úÍ@ XñªK
 @ 	Yëð ,Q 	®�Ë@ ø
 ðA�
�� B T

�éJ. �KP
�	à

@ �HAJ. �K @ ù


	®ºK
 ½Ë 	YË
.||φn||8 ă `8 ð xT, φny “ φnp0q Ñ `8 �IJ
m�'. pφnq P DKpRq

�éK
PAJ. �J 	k@
�K. �é 	̄QªÖÏ @ pφnq

�éK
PAJ. �J 	kB @ ©K. @ñ
��JË @ �éJ
ËA�J�JÓ Q�. �Jª 	K

pφnq “ pfnχq

.@x P r´1, 1s : χpxq “ 1 ���®m�'
 ¡��. 	JÓ ©K. A�K χ ð fnpxq “ sinpnxq �IJ
k
.Suppφn Ă Suppχ “ K

�	à

@ 	¡kC	K

: A 	JK
YË

φ1
np0q “ f 1

np0qχp0q ` fnp0qχ1p0q “ n.

.0 ø
 ðA�
�� B T

�éJ. �KP
�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð . supx |φn| “ 1 ð xT, φny “ n : é 	JÓð

D1pΩq في التقارب 2.2
2.4 يف تعر

D1pΩq ú

	̄ H. PA

�®�J�K Aî 	E @ pTjq 	á« Èñ�® 	K .T P D1pΩq 	áºJ
Ëð , �HAªK
 	Pñ�K �éJ
ËA�J�JÓ pTjq 	áº�JË
@ @ 	X @ T ñm� 	'

@φ P DpΩq, xTj, φy
jÑ`8
ÝÑ xT, φy.

.pTjq
D1pΩq
ÝÑ T I. �Jº	Kð

: �éJ
ËA
��JË @ �éK
Q 	¢	JË @ A 	JK
YË

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦹᦹ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

2.2 ية نظر
: ���®m��' fj P L1pRnq

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	áº�JË
.εj Ñ 0 ©Ó Supp fj Ă Bp0, εjq p1

.@j P N :
ż

Rn

fjpxq dx “ 1 p2

.@j P N : fj ě 0 p3
: 	YKY 	J«

fj
D1pRnq
ÝÑ δ.

: �éK
Q 	¢	JË @ �HAJ. �K @ -
: ú


	æª�K fj D1pRnq
ÝÑ δ

�é�̄CªË@

@φ P DpRnq : xfj, φy
C

ÝÑxδ, φy “ φp0q,

: �	à

@ ø



@

ż

Rn

fjpxqφpxq dx Ñ φp0q “

ż

Rn

φp0qfjpxqdx.

	áÓ ú

�G

AK
 ½Ë 	X 	àA

	̄ , Supp fj Ă Bp0, εjq
�	à

@ AÖß.ð

ż

Bp0,εjq

fjpxq|φpxq ´ φp0q| dx C
ÝÑ 0.

. �èQ�
 	g

B@ �é�̄CªË@ �HAJ. �K @ 	à 	X@ ù


	®ºK
 �éK
Q 	¢	JË @ �HAJ. �KB
éK
Yg ¼PYK
ð XðYm× ñê 	̄ , Bp0, εjq �@Q��ÖÏ @ úÎ« QÒ�J�Ó x ÞÑ |φpxq ´ φp0q| ©K. A

��JË @ �	à

@ 	¡kC	K

�Õç�' 	áÓð . ú 	GX

B@ð úÎ«


B@

Dyj P Bp0, εjq : sup
xPB̄p0,εjq

|φpxq ´ φp0q| “ |φpyjq ´ φp0q|,

: ú
ÍA
�JËAK. ð .( j Ñ `8 A�ÜÏ εj Ñ 0

�	à

B) j Ñ `8 A�ÜÏ yj Ñ 0

�	à

@ �IJ
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Bp0,εjq

fjpxq|φpxq ´ φp0q| dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
xPBp0,εjq

|φpxq ´ φp0q|

ż

Bp0,εjq

fjpxq dx

“ |φpyjq ´ φp0q|
jÑ`8
ÝÑ |φp0q ´ φp0q| “ 0.

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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2.3 ية نظر
.Tf P D1pΩq ð f P L1

locpΩq 	áºJ
Ë
: 	àA�JJ 	̄ A¾�JÓ 	àA�JJ
ËA�JË @ 	àA�J�
 	��®Ë@ �	à@

.( @φ P DpΩq, xTf , φy “

ż

Ω
fφ “ 0 ø



@) Tf “ 0 p1

.Ω úÎ« ½ �� f “ 0 p2

: h. A�J 	J
���@ð

�é 	¢kCÓ
ù
 ¢

	mÌ'@ ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K

L1
locpΩq Ñ D1pΩq

f ÞÑ Tf .

: �é�®K. A ��Ë@ �éK
Q 	¢	JË @ I. �k A 	JK
YË

Tf “ 0 ñ ½ �� f “ 0,

. 	áK
AJ. �JÓ ��J
J.¢�JË @
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð
: ú
ÍA

��JË @ Ð @ 	QÊ�J�B @ A
	JK
YË Éë ø



@ ?QÒ�J�Ó ©K. A

��JË @ @ 	Yë Éë : È@ ñ�

fj
L1

locÝÑ 0 ñ Tfj

D1

ÝÑ 0?

.Suppφ Ă K Ă Ω �IJ
m�'. K �@Q��Ó Yg. ñK
 é 	JÓð .φ P DpΩq 	áºJ
Ë
: A 	JK
YË

0 ď |xTfj
, φy| ď

ż

Ω
|fjpxqφpxq| dx

ď

ż

K

|fjpxqφpxq| dx

ď sup
xPK

|φpxq|

ż

K

|fjpxq| dx.

	à 	X@ .
��J
J.¢�JË @ P@QÒ�J�@ é 	JÓð .xTfj

, φy
jÑ`8
ÝÑ 0

�	à

@ ,

ż

K

|fjpxq| dx jÑ`8
ÝÑ 0 	�Q 	®Ë @ 	áÓ i. �J 	J

���	�ð
. QÒ�J�Óð 	áK
AJ. �JÓð ù
 ¢

	k ��J
J.¢�JË @
:I. �Jº	Kð , D1pΩq ú


	̄ �Ò 	ª 	JÓ é�	K @ L1
locpΩq 	á« Èñ�® 	K ½Ë 	YË

L1
locpΩq ãÑ D1pΩq.

.p ě 1 	áºK
 AÒêÓ LppΩq ãÑ D1pΩq
�	à

@ i. �J 	J

���	�
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2.1 à	�قضية

@ 	�Q 	® 	K .L1

locpRnq 	áÓ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ pfjq 	áº�JË
. ½ �� fj Ñ f .1

Dg P L1
locpRnq : |fjpxq| ď gpxq. .2

, 	YKY 	J«

Tfj
” fj

D1pRnq
ÝÑ f P L1

loc.

:I. �Jº	Kð .D1pΩq ú

	̄ �Ò 	ª 	JÓ ñë ø


	YË@ð L1
locpΩq ú


	̄ �Ò 	ª 	JÓ DpΩq : �é 	¢kCÓ

DpΩq ãÑ L1
locpΩq ãÑ D1pΩq.

D1pΩq في الإشتقاق 2.3
2.5 يف تعر

: A 	JK
YË .T P D1pΩq 	áºJ
Ë

@φ P DpΩq : xBiT, φy “ ´ xT, Biφy .

: �é 	¢kCÓ

BiT : DpΩq Ñ C
φ ÞÑ xBiT, φy

: �	à

B , ©K
 	Pñ�K

ù
 ªK

	Pñ��JË @ �ñ�®Ë@ ú
ÍA

��JËAK. ð .ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�K ñë ø
 PAJ.

�J 	k@ ©K. A�K ���J ��Ó �	à

B @YJ
k.

	¬QªÓ BiT .1

. ú 	æªÓ éË xT, Biφy

. �ém� 	�@ð �éJ
¢	mÌ'@ .2
é�	KA

	̄ ©K
 	Pñ�K T
�	à

@ AÖß. .DKpΩq 	áÓ φ 	áºJ
Ëð Ω ú


	̄ øñ�Jm× A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë : P@QÒ�J�B @ .3
�IJ
m�'. m P N ð C ě 0 Yg. ñK


|xBiT, φy| ď CpK,m`1pφq.

. QÒ�J�Ó BiT é 	JÓð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦹᦼ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
.Ω úÎ« ©K
 	Pñ�K BiT

�	à

@ i. �J 	J

���	� 3 ð 2 , 1 	áÓ

: �é�C 	g
.( �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß.) AJ
KAî 	E B ��A�®�J ��B @ ÉJ.

�®K
 ©K
 	Pñ�K ø


@ .1

. �éJ. �K�QË @ �éJ
î �D 	JÓ é�KA �®�J ��Ó É¿ �	àA
	̄ �éJ. �K�QË @ ú
æî

�D 	JÓ AªK
 	Pñ�K T 	àA¿ @ 	X @ .2
.m ` 1 ø
 ðA�

�� ð

@ É�̄


@ é �®�J ��Ó �éJ. �KP

�	àA
	̄
m ø
 ðA�

�� ©K
 	Pñ�K �éJ. �KP �I	KA¿ @ 	X @ 3

: Õæ
Òª
�K

: A 	JK
YË .T P D1pΩq 	áºJ
Ë

xDαT, φy “ p´1q|α|xT,Dαφy, @φ P DpΩq.

: �éJ
ËA
��JË @ �éK
Q 	¢	JË @ A 	JK
YË

2.4 ية نظر
: A 	JK
YË .D1pΩq 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ pTjq 	áº�JËð , T P D1pΩq 	áºJ
Ë

Tj
D1pΩq
ÝÑ T ñ DαTj ÝÑ DαT, @α P Nn.

: �HAJ. �KB @
.D1pΩq 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ pTjq 	áº�JËð T P D1pΩq 	áºJ
Ë�	à


@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 DαTj

D1pΩq
ÝÑ DαT

�	à

@ �HAJ. �K @

@φ P DpΩq : lim
jÑ`8

xDαTj, φy “ xDαT, φy.

: A 	JK
YË .φ P DpΩq 	áºJ
Ë

lim
jÑ`8

xDαTj, φy “ lim
jÑ`8

p´1q|α|xTj, D
αφy

“ p´1q|α|xT,Dαφy

“ p´1q|αp´1q|αxDαT, φy “ xDαT, φy.

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

: �éÊ�JÓ

@

: �K.
	¬QªÖÏ @ H YK
A� 	®J
ë ©K. A�K Q�. �Jª 	K .1

Hpxq “

#

1 : x ą 0,

0 : x ď 0

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦹᦽ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 H é 	JÓð .H P L1
locpRq A 	JK
YË

@φ P DpRq : xH,φy “

ż `8

´8

Hpxqφpxq dx “

ż `8

0
φpxq dx.

: A 	JK
YË .φ P DpRq 	áºJ
Ë : D1pRq ú

	̄
H 1 H. A�k

xH 1, φy “ ´xH,φ1y

“ ´

ż `8

0
φ1pxq dx

“ ´rφpxqs`8
0

“ ´φp`8q ` φp0q “ φp0q “ xδ, φy,

.D1pRq ú

	̄
H 1 “ δ

�	à

@ ø



@

: �é 	¢kCÓ
. �HAªK
 	Pñ

��JË @ Ðñê 	®Öß. ��A�®�J ��B @ ÉJ.
�®K
 é 	JºË R úÎ« @QÒ�J�Ó ��
Ë H ©K. A

��JË @

A 	JK
YË .f 1 P L1
locpRq �IJ
m�'. R úÎ« ��A�®�J ��B @ ÉJ.

�®K
 AªK. A�K f 	áºJ
Ë .2

pTf q1 “ Tf 1 .

, Éª 	®ËAK.

xT 1
f , φy “ ´xTf , φ

1y

“ ´

ż `8

´8

fpxqφ1pxq dx

“ ´rfφs`8
´8 `

ż `8

´8

f 1pxqφpxq dx “ xf 1, φy.

.D1pRq ú

	̄
T 1
f “ Tf 1

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð

القفزات] ية [نظر 2.5 ية نظر
.R 	áÓ  A�® 	K a1, . . . , ap

�IJ
k C1

˜

Rz

p
ď

i“1
ai

¸

		J�Ë@ 	áÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë

.paiqi“1,...,p É¿ Y	J« 	àA�JJ
î �D 	JÓð 	àA�KXñk. ñÓ lim
xÑa`

i

fpxq ð lim
xÑa´

i

fpxq
�	à

@ 	�Q 	® 	K

	YKY 	J« .σi “ lim
xÑa`

i

fpxq ´ limxÑa´
i
fpxq © 	�	�
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ᦹᦾ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

pTf q1 “ Tf 1 `

p
ÿ

i“1
σiδai

,

. ø
 XAJ

�J«B @ Ðñê

	®ÖÏ AK. f ���J ��Ó ñë f 1 �IJ
k
.ai Y	J« f

�è 	Q 	®�̄ σi ùÒ���

2.1 ملاحظة
©Ó �éK
Q 	¢	JË @  ðQå�� ���®j�J�K B

�
@ 	áºÖß
 é 	K


@ ú 	æªÖß. . �éÓ 	PB �I��
Ëð �éJ
 	̄ A¿ �éK
Q 	¢	JË @  ðQå�� 	à


@ 	¡kC	K
. Aî �Dj. J
�� 	K �ém��

	àA¿ @ 	X @ , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�.� úÎ« . È@ñk

B@ É¿ ú


	̄ AjJ
m�� ��
Ë �H@ 	Q 	®�®Ë@ Pñ�J�Y 	̄ ,øQ 	k

@ �éêk. 	áÓð

: ú
ÍA
�JË @ XA 	�ÖÏ @ ÈA�JÖÏ @ 	á��
J. K
 AÒ» �éK
Q 	¢	JË @ �éj. .J
�� 	K ¡�®��� Y�® 	̄ é�J 	JÓ Q�
 	« ©¢�®�JË @  A�® 	K XY«

: �K. �é 	̄QªÖÏ @ f : r´1, 1s Ñ R �éË @YË@ Q�. �Jª 	K

fpxq “

$

’

&

’

%

0 : x P r´1, 0s,

´nx ` 1 : x P

ȷ

1
n ` 1

,
1
n

ȷ

, @n P N‹.

¡Ò	JË @ 	áÓ ©¢�®�K  A�® 	K AêÊ¿ panqnPN‹  A�® 	JË @ 	à

@ 	¡kC	K .n P N‹ É¿ Ég.


@ 	áÓ an “

1
n

© 	�	�
	à

@ð Èð


B@

lim
xÑa´

n

fpxq “ 0 ð lim
xÑa`

n

fpxq “
1
n
.

ù
 ë an
�é¢�® 	K É¿ Y	J« σan

�è 	Q 	®�®ËA 	̄ ½Ë 	YËð

σan “ lim
xÑa`

n

fpxq ´ lim
xÑa´

n

fpxq “
1
n
.

.f P C1

˜

r´1, 1s ´
ď

nPN‹

an

¸

	à

@ 	¡kC	K AÒ»

YmÌ'@ 	àA¾Ë ©¢�®�JË @  A�® 	K 	áÓ é�J 	JÓ Q�
 	« XY« �éËAg ú

	̄ �é�®�®m× �éK
Q 	¢	JË @ �éj. J
�� 	K �I	KA¿ ñË Õç�' 	áÓð

�éÊ�Ê�Ë@ 	àñº�K 	à

@ I. m.�'
 é 	K


@ ø



@ , �éK. PA �®�JÓ �éÊ�Ê� �H@ 	Q 	®�®Ë @ Pñ�J�X 	áÓ ú


	GA�JË @ 	¬Q¢Ë@ ú

	̄ ú


	G A�JË @
. �éK. PA �®�JÓ

ÿ

nPN‹

σanδan

�@Q��ÖÏ @ ÈAj. ÖÏ @ ú

	̄ 1 �Ë �éK
ðA�Ó φ P Dp´1, 1q

�éK
PAJ. �J 	k@ �éË @X PAJ. �J«@ Y 	J« é 	K

AK. 	¡kC	K A 	J 	JºË

Ym.�
	' A 	J 	K A

	̄
„

0, 1
2

ȷ

ÿ

nPN‹

σanxδan , φy “
ÿ

nPN‹

1
n
φ

ˆ

1
n

˙

“
ÿ

nPN‹

1
n
.
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ᦹᦿ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

. �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ lÌ'A� Q�
 	« �H@ 	Q 	®�®Ë @ Pñ�J�X 	à 	X@ .

�èY«AJ. �JÓ �éÊ�Ê�Ë@ è 	Yëð

: �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË

2.2 مبرهنة
�IJ
k , T P D1pRnq 	áºJ
Ë

@i “ 1, . . . , n, BiT “ 0.

. A�JK. A�K AªK
 	Pñ�K T 	àñºK

	YKY 	J«

: �éÊ�JÓ

@

�	à

@ ø



@ , fpxq “ χs0,1s ` p2 ´ xqχs1,2s �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A

��JË @ Q�. �Jª 	K .1

fpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 : x Ps ´ 8, 0sYs2,`8r

1 : x Ps0, 1s

2 ´ x : x Ps1, 2s.

.1 ø
 ðA�
�� x “ 0 Y	J« �è 	Q 	®�̄ éËð R úÎ« QÒ�J�Ó Q�
 	« f ©K. A

��JË @ �	à

@ 	¡kB

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 ñê 	̄ f P L1

locpRq
�	à

@ 	¡kC	K : D1pRq ú


	̄
T 1
f H. A�k

@φ P DpRq : xTf , φy “

ż `8

´8

fpxqφpxq dx

“

ż 1

0
φpxq dx `

ż 2

1
p2 ´ xqφpxq dx.

: A 	JK
YË

xpTf q1, φy “ ´xTf , φ
1y “ ´

ż 1

0
φ1pxq dx ´

ż 2

1
p2 ´ xqφ1pxq dx,

ż 1

0
φ1pxq dx “ rφpxqs1

0 “ φp1q ´ φp0q,

: Ym.�
	' �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ ÈAÒª�J�AK. ð

ż 2

1
p2 ´ xqφ1pxqdx “ ´φp1q `

ż 2

1
φpxq dx.

, é 	JÓð
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xpTf q1, φy “ φp0q ´ φp1q ` φp1q ´

ż 2

1
φpxq dx “ φp0q ´

ż 2

1
φpxqdx “ xδ ´ χr1,2s, φy.

.D1pRq ú

	̄
T 1
f “ δ ´ χr1,2s

�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
��JËAK. ð

. �H@ 	Q 	®�®Ë@ �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�AK. T 1
f H. A�k

�IJ
k x “ 0 �é¢�® 	JË @ Y 	J« �è 	Q 	®�̄ éK
YË f ©K. A
��JË @ �	à


@ 	¡kC	K

σ1 “ lim
xÑ0`

fpxq ´ lim
xÑ0´

fpxq “ 1 ´ 0 “ 1.

: A 	JK
YË �H@ 	Q 	®�®Ë @ �éK
Q 	¢	� I. �k é	JÓð

T 1
f “ Tf 1 ` δ,

�	à

@ ø



@ .f 1pxq “ ´χs1,2s

�IJ
k

T 1
f “ ´χs1,2s ` δ,

. A 	® 	K
�
@ AîD
Ê« É�jÖÏ@ �éj. J
�� 	JË @ ù
 ëð

gpxq “ x|x| �K. .R úÎ« 	¬QªÖÏ @ g ©K. A
��JË @ Q�. �Jª 	K .2

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 g é 	JÓð g P L1

locpRq
�	à

@ 	¡kC	K

@φ P DpRq : xg, φy “

ż

R
x|x| dx.

, pTgq
1 “ Tg1 A 	JK
YË , �H@ 	Q 	®�®Ë@ �éK
Q 	¢	� I. �k é	JÓð R úÎ« QÒ�J�Ó g �	à


@ 	¡kC	K : pTgq

1 H. A�k
: �IJ
k

g1pxq “

$

&

%

´2x : x Ps ´ 8, 0r,

2x : x P r0,`8r.

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 ñê 	̄ g1 P L1

locpRq
�	à@ Õç�'

@φ P DpRq : xTg1 , φy “ ´2
ż 0

´8

xφpxq dx ` 2
ż `8

0
xφpxq dx.

	à 	X@ ,QÒ�J�Ó g1
�	à

@ 	¡kC	K : �H@ 	Q 	®�®Ë@ ÈAÒª�J�AK. : pTgq

2 H. A�k

pTgq
2 “ pTg1q1 “ Tg2 ,
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ð

g2pxq “

$

&

%

´2 : x ă 0,

2 : x ą 0.

é 	JÓð

pTgq
2 “ ´2χs´8,0r ` 2χs0,`8r.

: A 	JK
YË �H@ 	Q 	®�®Ë@ �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�AK. : pTgq
3 H. A�k

pTgq
3 “ pTg2q1 “ Tg3 ` 4δ,

é 	JÓð , Tg3 “ 0 	áºË

pTgq
3 “ 4δ.

.plog |x|q1 H. A�k .3

. log |x| P L1
locpRq

�	à

@ B�ð


@ 	á��
J. 	JË�	à


@ �HAJ. �K @ ù�®J. K
 .s0,`8r úÎ«ð s ´ 8, 0r úÎ« QÒ�J�Ó log |x|

�	à

B log |x| P L1

locpR‹q A 	JK
YË
: a ą 0 É¿ Ég.


@ 	áÓ A 	JK
YË . Q 	®�Ë@ P@ñm.�'. ÈñÒ» log |x|

ż a

0
log |x| dx “ rx logpxq ´ xsa0 “ a logpaq ´ a ă `8.

.

ż 0

´a

log |x| dx ă `8
�	à

@ 	á��
J. 	K É�JÖÏ AK. ð

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 ñê 	̄ . log |x| P L1

locpRq é 	JÓð

@φ P DpRq : xlog |x|, φy “

ż `8

´8

log |x|φpxq dx.

: É¾ ��Ë@ úÎ« ÉÓA¾�JË @ @ 	Yë �éK. A�J» 	áºÖß
 	à 	X@

xlog |x|, φy “ lim
εÑ0

"
ż ´ε

´8

logp´xqφpxq dx `

ż `8

ε

logpxqφpxq dx
*

: A 	JK
YË

xplog |x|qq1, φy “ lim
εÑ0

"
ż ´ε

´8

φpxq

x
dx `

ż `8

ε

φpxq

x
dx

*

“ xvp1
x
, φy.
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: �éÒêÓ �é 	¢kCÓ
èPA��
 úÎ«ð Q 	®�Ë@ 	á�
Öß
 úÎ« 	á�
�JK
Aî 	DË @

�	à

B plog |x|q1 H. A�mÌ �H@ 	Q 	®�®Ë @ �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�@ 	áºÖß
 B

. 	á�
�KXñk. ñÓ Q�
 	«

يعات التوز على العمليات 2.4
©K
 	Pñ�K PA��J�̄ @

: ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�K YK
YÖ �ß

DpΩq 	áÓ φ Qå�	J« YK
YÖ
�ß 	áºÖß
 .Ω Ă Ω1 �IJ
k Rn 	áÓ 	á�
J
ËA 	g Q�
 	« 	á�
gñ�J 	®Ó Ω1 ð Ω 	áºJ
Ë

: �éJ
ËA
��JË @ �é�®K
Q¢ËAK. DpΩ1q 	áÓ φ̃ Qå�	J« úÍ@

φ̃pxq “

$

&

%

φpxq : x P Suppφ,

0 : x P Ω1zSuppφ.

.φ|Ω P DpΩq
�	àA
	̄ Suppφ Ă Ω ©Ó φ P DpΩ1q

	àA¿ @ 	X @ , AJ
�º«

يع] توز إقتصار يف [تعر 2.6 يف تعر
T PA��J�̄ @

	¬Qª	K A 	J 	K A
	̄ Ω 	áÓ Agñ�J 	®Ó U 	àA¿ @ 	X @ .T P D1pΩq ð Rn 	áÓ Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë

�K. , T|U éË 	QÓQ 	K ø

	YË@ð , U úÎ«

@φ P DpUq, xT|U , φy “ xT, φy.

: �éJ
ËA�JË @ �éK
Q 	¢	JË @ A 	JK
YË

2.6 ية .�é�̄CªËAKنظر fT
	¬Qª	K .f P C8pΩq ð T P D1pΩq 	áºJ
Ë

@φ P DpΩq : xfT, φy “ xT, fφy.

.fT P D1pΩq : 	YKY 	J«

: �HAJ. �KB @��J
J.¢�JË @
�	à

@ 	á��
J. 	JË

fT : DpΩq Ñ C
φ ÞÑ xfT, φy “ xT, fφy

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.Ω úÎ« ©K
 	Pñ�K

. Xñk. ñÓ xfT, φy é 	JÓð . ©K
 	Pñ�K T ð ψ “ fφ P DpΩq
�	à

B @YJ
k.

	¬QªÓ fT p1

. �ém� 	�@ð . �éJ
¢	mÌ'@ p2

: A 	JK
YË .φ P DKpΩq 	áºJ
Ëð , A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë . P@QÒ�J�B@ p3

|xfT, φy| “ |xT, fφy| ď CpK,mpfφq.
�	à

@ ÕÎª 	K

pK,mpfφq “ sup
xPK,|α|ďm

|Dαpfφqpxq|

ð

Dαpfφq “
ÿ

βďα

Cβ
αpDα´βfqpDβφq.

: �IJ
m�'. ( f �K. ��Êª�JK
) M ą 0 �IK. A�K Yg. ñK
 é 	JÓð

sup
xPK,|α|ďm

|Dαpfφqpxq| ď M
ÿ

βďα

sup
xPK

|Dβφpxq|

ď CpK,mpφq.

: éJ
Ê«ð

|xfT, φy| ď CpK,mpφq.

. QÒ�J�Ó fT é 	JÓð
˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð .Ω úÎ« ©K
 	Pñ�K fT

�	à

@ i. �J 	J

���	� p3 ð p2 ð p1 	áÓ
: �é 	¢kCÓ

. 	á�
ªK. A�K Z @Yg. �@ñ	m�'. ©
��JÒ�JK
 	á�
ªK
 	Pñ�K Z @Ym.Ì 	K
Qª�K Yg. ñK
 B

Support d'une distribution - يع توز حامل 2.5
يع] توز إنعدام مفتوح يف [تعر 2.7 يف تعر

.Ω 	áÓ Agñ�J 	®Ó w 	áºJ
Ëð , T P D1pΩq 	áºJ
Ë
: T éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»


@ w 	àA¿ @ 	X @ T Ð@Yª	K @ hñ�J 	®Ó w �	à@ Èñ

�® 	K

@φ P Dpwq, xT, φyD1pwq,Dpwq “ 0.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦺᦺ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

نقطة] ـ نقطة يع توز حامل يف [تعر 2.8 يف تعر
, x �Ë V P@ñk. É¿ Ég.


@ 	áÓ 	àA¿ @ 	X @ T ©K
 	Pñ�K ÉÓAg úÍ@ ù
 Ò

�J 	��K Aî 	E @ x
�é¢�® 	K 	á« Èñ�® 	K

.xT, φy ‰ 0 ð Suppφ Ă V �IJ
m�'. φ ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�K Yg. ñK


: �éJ
ËA
��JË @ �éK
Q 	¢	JË @ A 	JK
YË

2.7 ية نظر
.ω Ð@Yª	K @ hñ�J 	®Ó ÉJ. �®K
 T P D1pΩq ©K
 	Pñ�K É¿ 	à@

: �HAJ. �KB @
: A 	JK
YË .w “

ď

iPI

Ui © 	�	� .T AîD
Ê« ÐYª	JK
 ú

�æË@ Ω 	áÓ �HAgñ�J 	®ÖÏ @ pUiqiPI 	áº�JË

@φ P DpUiq : xT, φy “ 0.

: �	à

@ ø



@ , w ñë T Ð@Yª	K @ hñ�J 	®Ó �	à


@ �IJ. �� 	JË

@φ P Dpwq : xT, φy “ 0.
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë .φ P Dpwq 	áºJ
Ë

Suppφ “ K Ă ω “
ď

iPI

Ui.

: �	àA
	̄ A�@Q��Ó K 	àA¿ A�ÜÏð

DpUiqi“1,...,N : K Ă

N
ď

i“1
Ui.

ú

	̄ N
ÿ

i“1
ψi “ 1 ð 0 ď ψi ď 1 �IJ
m�'. DpUiq 	áÓ pψiq Yg. ñK
 é�	K


@ Ym.�

	' �èYgñË@ �éK 	Qm.�
�' �éK
Q 	¢	� ��J
J.¢��K.
	à 	X@ .K �Ë P@ñk.

N
ÿ

i“1
φpxqψipxq “ φpxq, @x P Ω.

é 	JÓð

xT, φyD1pΩq,DpΩq “

C

T,
N
ÿ

i“1
φpxqψipxq

G

“

N
ÿ

i“1
xT, φψiyD1pUiq,DpUiq “

N
ÿ

i“1
0 “ 0.
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. xT, φyD1pΩq,DpΩq “ 0 	à 	X@

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
.Supp δ 	á�
J
ª�K : ÈA�JÓ

: A 	JK
YË éÊg.

@ 	áÓ ø


	YË@ ø


@ , w Ð@Yª	KB @ hñ�J 	®Ó 	á�
ª 	K Supp δ 	á�
J
ª�JË

@φ P Dpwq : xδ, φy “ 0,

. �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë ���®m�'
 hñ��J 	®Ó Q�.»

@ w 	àñºK
ð

. Ð@Yª	KB @ hñ�J 	®Ó ñë ω “ R‹
�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ ½Ë

	X XñªK
 .Supp δ “ F
�	à

@ 	á�
J. 	Kð F “ t0u © 	�	�

.R ú

	̄ hñ�J 	®Ó ñê 	̄ R 	áÓ 	á�
gñ�J 	®Ó 	á�
ËAm.× XAm��' @ É�JÖß
 R‹

�	à

@ 	¡kC	K p1

úÍ@
�èPðQå	�ËAK. ø


�X ñK
 ½Ë 	X �	à

@ 	¡kC	K .φ P DpR‹q 	áºJ
Ë p2

xδ, φy “ φp0q “ 0.

. δ éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»

@ ñë ω

�	à

@ �HAJ. �K @ p3

ú
ÍA
��JËAK. ð .R ñë hñ�J 	®ÖÏ @ @ 	Yê 	̄ .δ éJ
Ê« ÐYª	JK
 R‹ 	áÓ Q�.»


@ R 	áÓ hñ�J 	®Ó Yg. ñK
 é�	K


@ 	�Q 	® 	K

	àñºJ
�

@φ P DpRq, xδ, φy “ 0,

C�JÓ 	Y 	g

A 	K . 	áºÜØ Q�
 	« @ 	Yëð

φpxq “

$

&

%

expp1{px2 ´ 1qq |x| ă 1,

0 |x| ě 1.

Yj. 	J 	̄

xδ, φy “ φp0q “
1
e

‰ 0.

. Supp δ “ t0u , ú
ÍA
�JËAK. ð .δ éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»


@ ñë ω “ R‹

�	àA
	̄ @ 	YËð

2.8 ية نظر
.xT, φy “ 0 	àA

	̄ SuppT P@ñm.�'. φ “ 0 	àA¿ @ 	X @ . T P D1pΩq ð φ P DpΩq 	áºJ
Ë

: �HAJ. �KB @
: A 	JK
YË .SuppT �Ë V hñ�J 	®Ó P@ñm.�'. φ “ 0

�	à

@ 	�Q 	® 	K .T P D1pΩq ð φ P DpΩq 	áºJ
Ë

Suppφ Ă CΩV Ă CΩSuppT “ w.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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˝ .xT, φy “ 0 é 	JÓð .φ P Dpwq

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë

: �é 	¢kCÓ
.xT, φy “ 0

�	à

@ Ð 	QÊ�J��
 B SuppT úÎ« φ “ 0

: XA 	�Ó ÈA�JÓ
.xδ1, φ ą“ ´φ1p0q �K. δ1 ©K
 	Pñ�JË @

	¬Qª	K .φ P DpRq 	áºJ
Ë
.φpxq “ xψpxq © 	�	� .x “ 0 P@ñk. ú


	̄
ψ “ 1 �IJ
m�'. ψ P DpRq 	áºJ
Ë .Supp δ1 “ t0u A 	JK
YË

.xδ1, φy ‰ 0 é 	JÓð .φ1p0q “ ψp0q “ 1 	áºË , Supp δ1 úÎ« φ “ 0
�	à

@ ø



@ φp0q “ 0

�	à

@ 	¡kC	K

[ Théorème du recollement - اللصق ية [نظر 2.9 ية نظر
j É¿ Ég.


@ 	áÓ Tj P DpΩjq 	áºJ
Ëð .Ω “

ď

jPJ

Ωj © 	�	� .Rn 	áÓ �HAgñ�J 	®Ó pΩjqjPJ
	áº�JË

Yg. ñK

	YKY 	J« .Ti|Ωi∩Ωj

“ Tj |Ωi∩Ωj

	àA
	̄ Ωi ∩ Ωj ‰ H

	àA¿ AÒÊ¿ é 	K

@ 	�Q 	® 	K . J 	áÓ

.T|Ωj
“ Tj

�IJ
m�'. T P D1pΩq

Distributions à sup- - الحامل المتراصة يعات التوز 2.6
port compact

2.10 ية نظر
.Ω úÎ« ÉÓAmÌ'@ �é�@Q��ÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JË @ ZA 	� 	®Ë E 1pΩq �K. ð C8pΩq ZA 	� 	®ÊË EpΩq �K. 	QÓQ 	K

.T P E 1pΩq 	áºJ
Ë
. �éJ. �KQË @ ú
æî

�D 	JÓ T �	à@ p1

C �IK. A�K Yg. ñK
 , SuppT �Ë K �@Q��Ó P@ñk. É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K A

	̄
T

�éJ. �KP m �I	KA¿ @ 	X @ p2
: �IJ
m�'

@φ P DpΩq : |xT, φy| ď CpK,mpφq.

: �HAJ. �KB @
ú

	̄
χ “ 1 �IJ
m�'. χ P DpΩq 	áºJ
Ëð , Supp T �Ë A�@Q��Ó @P@ñk. K 	áºJ
Ëð φ P DpΩq 	áºJ
Ë

.K P@ñk.�	àA
	̄ �é �®K. A�Ë@ �éK
Q 	¢	JË @ I. �k é	JÓð , SuppT P@ñk. ú


	̄
p1 ´ χqφ “ 0

�	à

@ 	¡kC	K

.xT, p1 ´ χqφy “ 0
�	à

@ ø



@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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@φ P DpΩq : xT, φy “ xT, χφy.

: �IJ
m�'. m ð CK Yg. ñK
 é�	KA
	̄ , Ω úÎ« ©K
 	Pñ�K T

�	à

@ AÖß.

|xT, φy| ď CpK,mpχφq.

: A 	JK
YË

pK,mpφq “ sup
|α|ďm,xPK

|Dαpχφqpxq| ,

ð

|Dαpχφq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

βďα

Cβ
αD

α´βχpxqDβφpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

�IJ
m�'. c ą 0 Yg. ñK
 é 	JÓð

|xT, φy| ď C 1pK,mpφq.

¡�® 	̄ T �K. ��Êª�JK
 m é 	JÓð , |xT, φy| ď C 1pK,mpφq A 	JK
YË DpRq 	áÓ φ É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ A 	J�J�. �K


@

.DpRq 	áÓ ù

	®J
» φ 	áºK
 AÒêÓ �éjJ
m�� �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ð ,¡�® 	̄ T �K. ��Êª�JK
 Q�
�J 	k


@ ø


	YË@ K �@Q��ÖÏ @ �	à

B

. p1 H. ñÊ¢ÖÏ @ é 	JÓð pK,mpφq ď pK1,mpφq
	àA
	̄
φ P Dk1pΩq

	àA¿ @ 	X @ é�	K

@ 	¡kC	K . p2 �IJ. ��K
 AÓ @ 	Yëð

˝

2.9 يف تعر
© 	�	� .φ P EpΩq ð T P E 1pΩq 	áºJ
Ë

xT, φyE 1,E “ xT, χφyD1,D ,

.SuppT P@ñk. ú

	̄ 1 ø
 ðA��
ð χ P DpΩq �IJ
k

: �HA 	¢kCÓ
é�®�®m�'
 ø


	YË@ 	�Q 	®Ë@ 	àA�®�®m�'
 	á�
ªK. A�K χ2 ð χ1 	áºJ
Ë : χ PAJ
�J 	k@ 	á« �éÊ�®�J�Ó 	K
Qª�JË @ �éj. J
�� 	K .1
	à 	X@ .xT, pχ1 ´ χ2qφy “ 0 é 	JÓð .SuppT P@ñm.�'. χ1φ ´ χ2φ “ pχ1 ´ χ2qφ “ 0 : A 	JK
YË .χ

. xT, χ1φy “ xT, χ2φy

.EpΩq ø
 ñ
	J��K. E 1pΩq ZA 	� 	®Ë @ �é�®K. A¢Öß. ��K. A�Ë@ ��J
J.¢�JË @ iÒ��
 .2

(ú

	Gñ 	KA �®Ë @ 	áK
AJ. �JËAK. ù�Ò�ÖÏ @) ��J
J.¢�JË @ .3

E 1pΩq Ñ D1pΩq

T ÞÑ T

.QÒ�J�Óð 	áK
AJ. �JÓ
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محلولة تمارين 2.7

2.1 تمرين
: ½Ë 	X PQK. ð , �éJ
ËA�JË @ �HA�®J
J.¢�JË @ 	á�
K. 	áÓ �èQÒ�J�ÖÏ @ �HA�®J
J.¢�JË @ Q» 	X@

p1

, Dα : DpRnq Ñ DpRnq

T ÞÑ DαT

p2

, Dα : DpRnq Ñ EpRnq

T ÞÑ DαT

p3

.Dα : EpRnq Ñ EpRnq

T ÞÑ DαT

2.1 التمرين حل
.DpRnq ú


	̄ 0 ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ �éJ
 	®J
» �éJ
ËA�J�JÓ Tj P DpRnq 	áº�JË .1
DαTj P DpRnq H. PA

�®�K �HAJ. �K @ ù

	®ºK
 Èð


B@ ��J
J.¢�JË @ P@QÒ�J�@ �HAJ. �KC

	̄ ù
 ¢
	k Dα ��J
J.¢�JË @

�	à

@ AÖß.

.DpRnq ú

	̄ H. PA

�®�JË @ 	K
Qª�K �éK. A�J» ù

	®ºK
 ½Ë 	X Ég.


@ 	áÓ .DpRnq ú


	̄ 0 ñm� 	'

ù
 ¢
	k Dα ��J
J.¢�JË @

�	à

@ AÖß. .DpRnq ú


	̄ 0 ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ �éJ
 	®J
» �éJ
ËA�J�JÓ Tj P DpRnq 	áº�JË .2
ù

	®ºK
 ½Ë 	X Ég.


@ 	áÓ .EpRnq ú


	̄ 0 ñm� 	' DαTj H. PA
�®�K �HAJ. �K @ ù


	®ºK
 ú

	GA�JË @ ��J
J.¢�JË @ P@QÒ�J�@ �HAJ. �KC

	̄
�	à

B ú
æîE
YK. @ 	Yëð .�@Q��Ó É¿ úÎ« Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA

�®�JË @ ú

	æªK
 ø


	YË@ EpRnq ú

	̄ H. PA

�®�JË @ 	K
Qª�K �éK. A�J»
ÉÓ@ñk ©J
Ôg. ø
 ñm�'
 ø


	YË@ �@Q��ÖÏ @ ú

	̄ �HA�®�J ��ÖÏ @ ©J
Òm.Ì Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA

�®�JË @ ú

	æªK
 DpRnq ú


	̄ H. PA
�®�JË @
.Tj

ñm� 	' Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA
�®�JË @ ú


	æªK
 @ 	Yëð .EpRnq ú

	̄ 0 ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ �éJ
 	®J
» �éJ
ËA�J�JÓ Tj P EpRnq 	áº�JË .3

DαTj P EpRnq
�éJ
ËA�J�JÖÏ @

�	à

@ Ð 	QÊ�J��� �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë .�@Q��Ó É¿ úÎ« Tj P EpRnq �HA�®�J ��Ó ©J
Òm.Ì 0

. �IËA�JË @ ��J
J.¢�JË @ P@QÒ�J�@ é 	JÓð .�@Q��Ó É¿ úÎ« Aî�EA �®�J ��Ó ©J
Ôg. @ 	Y»ð 0 ñm� 	' ÐA 	¢�J 	KAK. A
	��


@ H. PA

�®�J�K

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦺᦿ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.2 تمرين

ð xT, φy “ 1 `

ż 1

0
φptqdt : �K. φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ H. A

	̄QªÖÏ @ S ð T 	àA �®J
J.¢�JË @ Éë .1

? R úÎ« 	àAªK
 	Pñ�K xS, φy “ φp0q ×
ż `8

´8

φptqdt

2.2 التمرين حل
. 	á�
ªK
 	Pñ�K 	àA 	̄QªK
 B ú
ÍA

�JËAK. ð . 	á�
J
¢ 	k Q�
 	« S ð T 	àA �®J
J.¢�JË @

2.3 تمرين
: f P L1

locpRnq ð T P D1pRnq �IJ
k 	á�
�J�
 	��®Ë@ Q�. �Jª 	K
p1q @a “ p0, 0, . . . , 0, aj, 0, . . . , 0q P Rn, τaT “ T.

p2q @a “ p0, 0, . . . , 0, aj, 0, . . . , 0q P Rn, τaf “ f.

? p2q ñ p1q ? p1q ñ p2q Éë : T “ Tf PAJ. �J«AK.
.( j ÉJ
ËYË@ ø


	X Q�
 	ª�JÖÏ @ 	á« É�®�J�Ó T P DpRnq ©K
 	Pñ�JË @
�	à

@ Èñ�® 	K p1q

���®j�J�K AÓY 	J«)

2.3 التمرين حل
¨Aª ��Ë@ 	àA¿ AÒêÓ p2q ñ p1q ð p1q ñ p2q

	á�
Ó@ 	QÊ�J�B @ ÐAJ
�̄ 	á��
J. �K �èQå��AJ. ÖÏ @ �éK. A�JºË@
. �éÓYª	JÓ Q�
 	« ð


@ �I	KA¿ �éÓYª	JÓ é�KAJ.»QÓ �I	KA¿ AÒêÓ ø



@ , a “ pa1, . . . , anq

2.4 تمرين
.x.vp1

x
©K
 	Pñ�JË @ 	á��
« .1

?i. �J 	J
����� @ 	XAÓ .vp1

x
.px.δq ð ppvp1

x
q.xq.δ 	áK
Z @Ym.Ì'@ I. �k@ .2

2.4 التمرين حل
: A 	JK
YË .DpRq 	áÓ φ 	áºJ
Ë .x.vp1

x
	á�
J
ª�K .1

xx.vp1
x
, φy “ lim

εÑ0

ż

|x|ěε

x
φpxq

x
dx “

ż `8

´8

1.φpxq dx “ x1, φy.

.x.vp1
x

“ 1 	à 	X@
.vp1

x
.px.δq ð ppvp1

x
q.xq.δ 	áK
Z @Ym.Ì'@ H. A�k .2

(©K. @ñ�JË @ Z @Yg. ú

	̄ ÈAmÌ'@ ñë AÒ») ú
ÎK
YJ.

�Kð ù
 ªJ
Òm.
��' é�	K


@ð �HAªK
 	Pñ�JÊË Z @Yg. Xñk. ñK. A 	JÒÊ� @ 	X @

ð pvp1
x

q.x “ x.vp1
x

“ 1
�	à

@ PAJ. �J«AK. , ÐYª	JÓ ú


	GA�JË @ð δ ø
 ðA��
 Èð

B@ Z @Ym.Ì'@

�	à

@ úÎ« É�j	J� 	̄

. ÉK
YJ. �JË @ð ©J
Òj. �JË @ ú

�æJ
�A	m�'. ©�JÒ�JK
 �HAªK
 	Pñ�K Z @Ym.Ì 	K
Qª�K Yg. ñK
 B 	à 	X@ .x.δ “ 0

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦻᦶ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.5 تمرين

.a “ 2020 �IJ
k
ˆ

d
dx

´ a

˙

Hpxqeax ð δ ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K 	á�
K. 	àPA�̄

2.5 التمرين حل
: A 	JK
YË

ˆ

d
dx

´ a

˙

Hpxqeax “ H 1eax ` aHeax ´ aHpxqeax “ H 1eax “ eaxδ.

øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

xeaxδ, φy “ xδ, eaxφy “ ea.0φp0q “ φp0q “ xδ, φy,

.

ˆ

d
dx

´ 2020
˙

Hpxqe2020x “ δ 	à 	X@ .φ P DpRq É¿ Ég.

@ 	áÓ

2.6 تمرين
δ|R‹ : .R‹ úÎ« ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K Qå��J�®Ó ©K
 	Pñ�K 	á�
« .1

: �IJ
m�'. f P L1
locpRq Yg. ñK
 é�	K


@ 	�Q 	® 	K .2

@φ P DpRq, xδ, φy “

ż `8

´8

fpxqφpxq dx.

Éë .R ú

	̄ 	àA¿ AÒ�JJ
k AJ. K
Q�®�K f “ 0

�	à

@ i. �J 	J

���@ð , R‹ ú

	̄ 	àA¿ AÒ�JJ
k AJ. K
Q�®�K f “ 0

�	à

@ �I�. �K @

? 	��̄ A 	J�K ¼A 	Jë

2.6 التمرين حل
	à 	X@ .0 Y	J« ÐYª	JÓ ñê 	̄ ú
ÍA

�JËAK. ð 0 P@ñm.�'. ÐYª	JÓ φ
�	à

@ 	¡kC	K .φ P DpR‹q 	áºJ
Ë .1

xδ|R‹ , φy “ φp0q “ 0,

.δ|R‹ “ 0 éJ
Ê«ð
: A 	JK
YË .φ P DpR‹q 	áºJ
Ë .2

xδ, φy “

ż

R‹

fpxqφpxq dx “ 0.

é 	JÓð .R úÎ« 	àA¿ AÒ�JJ
k f “ 0
�	àA
	̄ ÐðYªÓ t0u �AJ
�̄

�	à

@ AÖß.ð .R‹ úÎ« AJ
Ê¿ éJ. �� f “ 0 é 	JÓð

. 	áºÜØ Q�
 	« @ 	Yëð .δ “ 0

.L1
locpRq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 ©K. A�JK. ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K ÉJ
�JÖ
�ß 	áºÖß
 B é�	K


@ i. �J 	J

���	�

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦻᦷ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.7 تمرين

AªK
 	Pñ�K É�JÖß
 (YK
A��
 	®J
ë ©K. A�JË H 	QÓQK
 �IJ
k) , fpxq “ Hpxq ln |x| �K.
	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ Éë

? R úÎ«

2.7 التمرين حل
: Q 	®�ÊË sa, brĂs ´ 1, 1r P@ñm.�'. 	à


@ 	¡kB .f P L1

locpRq
	à

B : Ñª	K

ż b

a

|fpxq| dx “

ż 0

a

|fpxq| dx `

ż b

0
|fpxq| dx “ ´

ż b

0
ln x dx “ b ´ b ln b.

2.8 تمرين
: φ P DpRq �IJ
k , AªK
 	Pñ�K É�JÖ �ß �éJ
ËA�JË @ ÈA¾ ��


B@ 	áÓ ù
 ¢

	k É¾ �� É¿ �	à

@ 	á��
K.

.xT, φy “

`8
ÿ

n“1
n!φpnq .1

.xT, φy “ lim
nÑ`8

#

n
ÿ

k“1
φ

ˆ

1
k

˙

´ nφp0q ´ φ1p0q lnn

+

.2

.(PAÓ@YêË ú
æî
�D 	JÖÏ @ Z 	Qm.Ì'@)

B

Pf
ˆ

1
x2

˙

, φ

F

“ limεÑ0

„
ż

|x|ěε

φpxq

x2 dx ´ 2φp0q

ε

ȷ

.3

©K. A�K H É�JÖß
 �IJ
k ,
B

Pf
ˆ

H

x2

˙

, φ

F

“ limεÑ0

„
ż `8

ε

φpxq

x2 dx ´
φp0q

ε
` φ1p0q ln ε

ȷ

.4

. YK
A��
 	®J
ë

2.8 التمرين حل

.xT, φy “

`8
ÿ

n“1
n!φpnq .1

�IJ
m�'. n0 Yg. ñ�K é 	JÓð , DpRq 	áÓ φ 	áºJ
Ë . @YJ
k.
	¬QªÓ T p


@

@n ě n0 : φpnq “ 0.
�	à

@ ø



@

xT, φy “

n0
ÿ

n“1
n!φpnq

. @YJ
k.
	¬QªÓ T ú
ÍA

�JËAK. ð . é�J 	JÓ ¨ñÒm.× ��K. A�Ë@ ¨ñÒj. ÖÏ @ð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦻᦸ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: A 	JK
YË .DpRq �A�


@ É�®k ñë K �IJ
k α, β P K 	áºJ
Ëð φ1, φ2 P DpRq 	áºJ
Ë . �éJ
¢	mÌ'@ p H.

xT, αφ1 ` βφ2y “

n0
ÿ

n“1
n!pαφ1 ` βφ2qpnq

“ α
n0
ÿ

n“1
n!φ1pnq ` β

n0
ÿ

n“1
n!φ2pnq “ αxT, φ1y ` βxT, φ2y.

. ù
 ¢
	k T é 	JÓð

: A 	JK
YË .DKpΩq 	áÓ φ ð R 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë . P@QÒ�J�B @ p �k.

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n0
ÿ

n“1
n!φpnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
xPK

|φpxq|

n0
ÿ

n“1
n! ď CpK,0pφq,

. QÒ�J�Ó T é 	JÓð .C “

n0
ÿ

n“1
n! �IJ
k

. 	àðX@P �AJ
�̄ ñê 	̄ m “ 0 é�J�. �KP R úÎ« ©K
 	Pñ�K T
�	à

@ i. �J 	J

���	� �k. ð H. ,

@ 	áÓ

.xT, φy “ lim
nÑ`8

#

n
ÿ

k“1
φ

ˆ

1
k

˙

´ nφp0q ´ φ1p0q lnpnq

+

.2

: © 	�	� .φ P DpRq 	áºJ
Ë . @YJ
k. 	¬QªÓ T p

@

un “

n
ÿ

k“1
φ

ˆ

1
k

˙

´ nφp0q ´ φ1p0q lnn.

. �éJ
î �D 	JÓð �èXñk. ñÓ lim
nÑ`8

un
�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 @YJ
k.

	¬QªÓ T �	à

@ �HAJ. �K @

Ð 	PC
�
Ë@  Qå��Ë @ð , lnpnq

nÑ`8
ÝÑ `8 ð nφp0q

nÑ`8
ÝÑ `8

�	àA
	̄
φp0q ‰ 0 �éËAg ú


	̄ �	à

@ 	¡kC	K

ÕÎª 	K 	ám� 	'ð .φ �K. ��Êª�JK
 @ 	Yëð φ

ˆ

1
k

˙

kÑ`8
ÝÑ 0 	àñºK
 	à


@ ñë �éK. PA �®�JÓ

`8
ÿ

k“1
φ

ˆ

1
k

˙

�éÊ�Ê�Ë@ 	àñº�JË

H. A�mÌ øQ 	k

@ �é�®K
Q£ ú


	̄ Qº 	® 	K ½Ë@ 	YË . AK. PA �®�JÓ Yg É¿ 	áºK
 ÕË @ 	X @
�éK
Aî 	DË @ ©K
 	Pñ�K 	áºÖß
 B é�	K


@

. �éK
Aî 	DË @
: Ym.�

	' Q 	®�Ë@ P@ñk. ú

	̄ 1
k

�é¢�® 	JË @ Y 	J« φ �Ë 2 �éJ. �KQË @ 	áÓ PñÊK
A�K Qå�� 	� �éK. A�JºK.

φ

ˆ

1
k

˙

“ φp0q `
1
k
φ1p0q `

1
2k2φ

2pξkq, ξk P

ˆ

0, 1
k

˙

.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦻᦹ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
é 	JÓð

un “

n
ÿ

k“1
φp0q `

n
ÿ

k“1

1
k
φ1p0q `

n
ÿ

k“1

1
2k2φ

2pξkq ´ nφp0q ´ φ1p0q lnpnq

“ nφp0q `

n
ÿ

k“1

1
k
φ1p0q `

n
ÿ

k“1

1
2k2φ

2pξkq ´ nφp0q ´ φ1p0q lnpnq

“

˜

n
ÿ

k“1

1
k

´ lnpnq

¸

φ1p0q `

n
ÿ

k“1

1
2k2φ

2pξkq.

.wn “

n
ÿ

k“1

1
2k2φ

2pξkq ð vn “

n
ÿ

k“1

1
k

´ lnpnq © 	�	�

: �	à

@ �IJ
k , A�®Ê¢Ó �éK. PA �®�JÓ ù
 ëð

1
2k2φ

2pξkq ÐAªË@ YmÌ'@ �H@ 	X �éÊ�Ê�Ë ú

G 	Qk. ¨ñÒm.× wn ‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2k2φ

2pξkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď M

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
k2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, M “
1
2

sup
x

|φ2pxq|.

.w ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ wn é 	JÓð
�	à

@ 	¡kB

|w| ď

˜

1
2

`8
ÿ

k“1

1
k2

¸

. sup
x

|φ2pxq|

ď C.pK,2pφq,

.C “
1
2

`8
ÿ

k“1

1
k2

�IJ
k

ùÒ��� γ Aî �DK
Aî 	Eð �éK. PA �®�JÓ vn
�éJ
ËA�J�JÖÏ @

�	à@ .Sn “

n
ÿ

k“1

1
k

´ lnpnq © 	�	� .vn H. PA
�®�K �PY	JË ‚

: QËð

@ �IK. A�JK.

lim
nÑ`8

vn “ γ » 0.5.

ú
ÍA
��JËAK. ð

lim
nÑ`8

un “ γφ1p0q ` w.

. @YJ
k.
	¬QªÓ T ��J
J.¢�JË @

�	à

@ ø



@

. �ém� 	�@ð . �éJ
¢	mÌ'@ p H.
: A 	JK
YË .φ P DKpRq ð R 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë . P @QÒ�J�B @ p �k.
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ᦻᦺ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

|xT, φy| “ |γφ1p0q ` w|

ď γ|φ1p0q| ` w

ď γpK,1pφq ` CpK,2pφq

ď C1pK,2pφq,

.C1 “ γ ` C �IJ
k
.2 ø
 ðA�

�� ð

@ É�̄


@ é�J�. �KP , �éJ. �KQË @ ú
æî

�D 	JÓ ©K
 	Pñ�K T
�	à

@ i. �J 	J

���	� �k. ð H. ,

@ 	áÓ

.

B

Pf
ˆ

1
x2

˙

, φ

F

“ lim
εÑ0

„
ż

|x|ěε

φpxq

x2 dx ´ 2φp0q

ε

ȷ

.3

. @YJ
k. 	¬QªÓ Pf
ˆ

1
x2

˙

(

@

.Suppφ Ă r´a, as �IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 é 	JÓð φ P DpRq 	áºJ
Ë
© 	�	�

uε “

ż ´ε

´a

φpxq

x2 dx `

ż a

ε

φpxq

x2 dx ´ 2φp0q

ε
.

: Q 	®�Ë@ P@ñk. ú

	̄
φ �Ë 2 �éJ. �KQË @ 	áÓ PñÊK
A�K Qå�� 	� I. �Jº	K

φpxq “ φp0q ` xφ1p0q `
x2

2
φ2pξxq, ξx Ps0, xr.

φpxq “ φp0q ` xφ1p0q `
x2

2
φ2pηxq, ηx Ps ´ x, 0r.

é 	JÓð

uε “

ż ´ε

´a

φp0q

x2 dx `

ż ´ε

´a

φ1p0q

x
dx `

1
2

ż ´ε

´a

φ2pηxq dx `

ż a

ε

φp0q

x2 dx `

ż a

ε

φ1p0q

x
dx

`
1
2

ż a

ε

φ2pξxq dx ´ 2φp0q

ε
.

x ÞÑ
1
x

©K. A�JË @
�	à

@ AÖß.ð ,

ż ´ε

´a

φp0q

x2 dx “

ż a

ε

φp0q

x2 dx
�	àA
	̄ ú
k. ð

	P x ÞÑ
1
x2 ©K. A�JË @

�	à

@ AÖß.

.

ż ´ε

´a

φp0q

x
dx “ ´

ż a

ε

φp0q

x
dx

�	àA
	̄ ø
 XQ

	̄

é 	JÓð

uε “
1
2

ż ´ε

´a

φ2pηxq dx `
1
2

ż a

ε

φ2pξxq dx ´ 2φp0q

a
.
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ᦻᦻ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
ú
ÍA

�JËAK. ð

B

Pf
ˆ

1
x2

˙

, φ

F

“ ´2φp0q

a
`

1
2

lim
εÑ0

"
ż ´ε

´a

φ2pηxq dx `

ż a

ε

φ2pξxq dx
*

“ ´2φp0q

a
`

1
2

"
ż 0

´a

φ2pηxq dx `

ż a

0
φ2pξxq dx

*

“ A ă `8.

. @YJ
k.
	¬QªÓ Pf

ˆ

1
x2

˙ �	à

@ ø



@

. �ém� 	�@ð . �éJ
¢	mÌ'@ (H.
. P @QÒ�J�B@ (�k.

: �IJ
m�'. C “ CK
�IK. A�K Yg. ñK
 φ P DKpRq ð .R 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xPf
ˆ

1
x2

˙

, φy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď CpK,2pφq.

. QÒ�J�Ó Pf
ˆ

1
x2

˙

é 	JÓð

.2 ø
 ðA�
�� ð


@ É�̄


@ é�J�. �KP �éJ. �KQË @ ú
æî

�D 	JÓ ©K
 	Pñ�K Pf
ˆ

1
x2

˙ �	à

@ i. �J 	J

���	� �k. ð H. ,

@ 	áÓ

.xPf
ˆ

H

x2

˙

, φy “ lim
εÑ0

„
ż `8

ε

φpxq

x2 dx ´
φp0q

ε
` φ1p0q ln ε

ȷ

.4

. @YJ
k. 	¬QªÓ Pf
ˆ

H

x2

˙

(

@

© 	�	�

uε “

ż `8

ε

φpxq

x2 dx ´
φp0q

ε
` φ1p0q ln ε.

: Q 	®�Ë@ P@ñk. ú

	̄
φ �Ë 2 �éJ. �KQË @ 	áÓ PñÊK
A�K Qå�� 	� I. �Jº	K

φpxq “ φp0q ` xφ1p0q `
x2

2
φ2pξxq, ξx Ps0, xr.

é 	JÓð

uε “

ż a

ε

φp0q

x2 dx `

ż a

ε

φ1p0q

x
dx `

ż a

ε

x2

2
φ2pξxqdx ´

φp0q

ε
` φ1p0q lnpεq

“ ´
φp0q

a
` φ1p0q lnpaq `

ż a

ε

1
2
φ2pξxq dx.

: ú
ÍA
��JËAK. ð
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ᦻᦼ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

lim
εÑ0

uε “ ´
φp0q

a
` φ1p0q lnpaq `

1
2

ż a

0
f2pξxq dx ă `8.

. @YJ
k.
	¬QªÓ Pf

ˆ

H

x2

˙ �	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð

. �ém� 	�@ð . �éJ
¢	mÌ'@ ( H.

: A 	JK
YË .φ P DKpRq ð R 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë . P @QÒ�J�B@ (�k.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xPf
ˆ

H

x2

˙

, φy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
φp0q

a
` φ1p0q lnpaq `

ż a

0

1
2
φ2pξxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C1pK,0pφq ` C2pK,1pφq ` C3pK,2pφq

ď CpK,2pφq.

.2 ø
 ðA�
�� ð


@ É�̄


@ é�J�. �KP �éJ. �KQË @ ú
æî

�D 	JÓ ©K
 	Pñ�K Pf
ˆ

H

x2

˙ �	à

@ i. �J 	J

���	� �k. ð H. ,

@ 	áÓ

2.9 تمرين
.fpxq “ x ln |x| ©K. A�JÊË �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. Èð


B@ ���J ��ÖÏ @ I. �k@

2.9 التمرين حل
Tf AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 ñë 	à 	X@ .L1
locpRq ñê 	̄ R úÎ« QÒ�J�Ó f ©K. A�JË @

�	à

@ 	¡kC	K , fp0q “ 0 © 	�ñK.

�K. R úÎ«

@φ P DpRq, xTf , φy “

ż `8

´8

fpxqφpxqdx,

ú

	̄
f 1pxq “ 1 ` ln |x|

�	à

@ ø



@ . ú
¾J
�C¾Ë@ Ðñê 	®ÖÏ AK. f ���J ��Ó ñë f 1 �IJ
k , T 1

f “ Tf 1 A 	JK
YËð
.D1pRq

2.10 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JÊË �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. �éJ
 	K A�JË @ð úÍð


B@ �HA�®�J ��ÖÏ @ I. �k@ .1

.fpxq “ | cospxq| �K. R 	áÓ x É¿ Ég.

@ 	áÓ 	¬QªÖÏ @ f ©K. A

��JË @ -

@

.r0, 2πr 	áÓ x É¿ Ég.

@ 	áÓ gpxq “ x �IJ
k ø
 PðX - 2π g ©K. A

��JË @ - H.
ÈAj. ÖÏ @ úÎ« φpxq “ x ©Ó r´π, πs ú


	̄ øñ�Jm× èY 	J� φ P DpRq �IJ
k xg2, φy I. �k@ .2
.
”

´
π

2
,
π

2

ı
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ᦻᦽ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.10 التمرين حل

.fpxq “ | cosx| �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A
��JË @ Q�. �Jª 	K .1

: �HAªK
 	Pñ
��JË @ Ðñê 	®Öß. f 1 H. A�k

: A 	JK
YË

fpxq “

$

’

&

’

%

cosx : x P

ı

´
π

2
` 2kπ, π

2
` 2k, π

”

;

´ cosx : x P

ȷ

π

2
` 2kπ, 3π

2
` 2k.π

„

.k P Z ©Ó
é 	JÓð . �H@ 	Q 	®�̄ Yg. ñ�K Bð R úÎ« QÒ�J�Ó f �	à


@ 	¡kC	K

pTf q1 “ Tf 1 ,

�K.
	¬QªÓ f 1 �IJ
k

f 1pxq “

$

’

&

’

%

´ sin x : x P

ı

´
π

2
` 2kπ, π

2
` 2kπ

”

;

sin x : x P

ȷ

π

2
` 2kπ, 3π

2
` 2kπ

„

,

.k P Z ©Ó
: �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. f2 H. A�k

: ��J.� AÓ I. �k A 	JK
YË

pTf q2 “ ppTf q1q1 “ pTf 1q1.

.p2k ` 1q
π

2
É¾ ��Ë@ 	áÓ  A�® 	JË @ Y 	J« �H@ 	Q 	®�̄ éK
YË f 1

�	à

@ 	¡kC	K

: A 	JK
YË é 	JÓð

pTf q2 “ Tf2 ` 2
ÿ

kPZ
δp2k`1qπ{2,

.f2 “ ´f �IJ
k
, ú
ÍA

�JËAK. ð

pTf q2 “ T´f ` 2
ÿ

kPZ
δp2k`1qπ{2.

: �HA 	¢kCÓ
	àA¿ @ 	X @ ,

�éÓAªË @ �éËAmÌ'@ ú

	̄
.1

pTf q1 “ Tf 1 `

n
ÿ

i“1
σiδi,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦻᦾ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
�	àA
	̄

pTf q2 “ ppTf q1q1 “ pTf 1 `

n
ÿ

i“1
σiδiq

1 “ pTf 1q1 `

n
ÿ

i“1
σiδ

1
i.

�IJ
k , AÓðX �éK. PA �®�JÓ
`8
ÿ

i“1
aiδi

�	à

@ 	¡kBð

x

`8
ÿ

i“1
aiδi, φyD1,D “

`8
ÿ

i“1
aiφpiq “

N
ÿ

i“1
aiφpiq,

. ø
 PAJ.
�J 	k@ φ

�	à

B

. AK. PA �®�JÓ ��
Ë
`8
ÿ

j“1
Tj , �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ ú


	̄
.2

: A 	JK
YË , Q 	®�Ë@ P@ñk. ú

	̄
φ “ 1 ð δ1{n ©K
 	Pñ

��JË @ �éËAg ú

	̄ : ÈA�JÓ

C

`8
ÿ

n“1
δ1{n, φ

G

D1,D

“

`8
ÿ

n“1
φ

ˆ

1
n

˙

“ 1 ` 1 ` . . . “ 8.

AÒêÓ card pK ∩ Zq ă `8 A 	JK
YË 	àñºK
 �é 	JJ
ªÓ �éJ. �KP 	áÓ Z@Y�JK. @ é 	K

B é�J 	JÓ ¨ñÒj. ÖÏ @ , 	áK
QÒ

��JË @ ú

	̄ 	áºË

.K �@Q��ÖÏ @ 	àA¿
�	à

@ 	¡kC	K .x P r0, 2πr É¿ Ég.


@ 	áÓ gpxq “ x �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ g ©K. A

��JË @ Q�. �Jª 	K .2
: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 ñê 	̄ é 	JÓð .g P L1
locpRq

@φ P DpRq : xg, φy “

ż `8

´8

gpxqφpxq dx “
ÿ

kPZ

ż 2pk`1qπ

2kπ
gpxqφpxqdx.

�IJ
m�'. YJ
kð k P Z Yg. ñK

	YKY 	J« .R 	áÓ x 	áºJ
Ë .r2kπ, 2pk ` 1qπr úÎ« g

�éÒJ
�̄ 	á��
ª 	JË -
0 ď x ´ 2kπ ă 2π é 	JÓð ,( k “

” x

2π

ı

ñëð) 2kπ ď x ă 2pk ` 1qπ

: �	àA
	̄ , ø
 PðX ´2π g

�	à

@ AÖß. .y “ x ´ 2kπ © 	�	�

gpy ` 2πq “ gpyq “ y.

:ð , gpxq “ x ´ 2kπ
�	à

@ ø



@

xg, φy “
ÿ

kPZ

ż 2pk`1qπ

2kπ
px ´ 2kπqφpxq dx.

: g1 H. A�k -
. lim
xÑp2kπq`

gpxq ´ lim
xÑp2kπq´

gpxq “ 2π
�	à

@ 	¡kC	Kð , 2kπ  A�® 	JË @ Y 	J« �H@ 	Q 	®�̄ éË g �	à


@ 	¡kC	K

, ú
ÍA
��JËAK. ð
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ᦻᦿ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

pTgq
1 “ Tg1 ` 2π

ÿ

kPZ
δ2πk.

: é 	JÓð .x ‰ 2kπ A�ÜÏ g1pxq “ 1 A 	JK
YË

pTgq
1 “ 1 ` 2π

ÿ

kPZ
δ2kπ.

: g2 H. A�k -
: A 	JK
YË

pTgq
2 “ ppTgq

1q1 “ p1 ` 2π
ÿ

kPZ
δ2kπq1.

é 	JÓð

pTgq
2 “ 2π

ÿ

kPZ
δ1

2kπ.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

2.11 تمرين
: �K.

	¬QªÖÏ @ f : R Ñ R ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë

fpxq “

$

’

&

’

%

sin x
2

: x P

ı

´8,
π

2

”

,

0 : x P

”π

2
,`8

”

.

AêË Cg Tf
	àñºK
 �éJ
Ê 	�A 	®�K �éËXAªÓ i. �J 	J

���@ð , pTf q2 ð pTf q1 �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. 	á�
�®�J ��ÖÏ @ I. �k@
.f �K.

	¬QªÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ ñë Tf
�IJ
k

2.11 التمرين حل
x P

ı

´8,
π

2

”

AÖÏ f2pxq “ ´
sin x

2
ð f 1pxq “

cosx
2

�	à

@ �é 	¢kCÓð �H@ 	Q 	®�®Ë @ �éK
Q 	¢	� Ð@Y 	j�J�AK.

úÎ« É�m� 	' f2 “ ´f ð QÒ�J�Ó f 1
�	à

@ð x P

ıπ

2
,`8

”

AÖÏ f 1pxq “ f2pxq “ 0 ð

pTf q1 “ Tf 1 `
1
2
δπ{2,

ð

.pTf q2 “ pTf 1q1 `
1
2
δ1
π{2 “ Tf2 `

1
2
δ1
π{2 “ ´Tf `

1
2
δ1
π{2.
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ᦼᦶ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ ���®m�'
 Tf

�	à

@ i. �J 	J

���	� Õç�' 	áÓð

.pTf q2 ` Tf “
1
2
δ1
π{2.

2.12 تمرين
.f : x ÞÑ |x| �Ë �HAªK
 	Pñ

��JË @ Ðñ 	®Öß. ú

	G A�JË @ð È �ð


B@ ���J ��ÖÏ @ I. �k@ .1

.h : x ÞÑ |x| cosx ð g : x ÞÑ |x| sin x 	á�
ªK. A
��JË @ Q�. �Jª 	K .2

.R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 	á�
ªK. A

��JË @ 	áÓ C¿ �	à

@ 	á��
K. (


@)

. 	á�
ªK
 	Pñ
��JË @ 	áK


	YêË ú

	GA�JË @ð È �ð


B@ ���J ��ÖÏ @ I. �k@ (H. )

2.12 التمرين حل
: A 	JK
YË .fpxq “ |x| �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A

��JË @ Q�. �Jª 	K .1

fpxq “

$

&

%

´x : x Ps ´ 8, 0r,

x : x Ps0,`8r.

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 ú
ÍA

��JËAK. ð , L1
locpRq ñê 	̄ R úÎ« QÒ�J�Ó f ©K. A

��JË @

@φ P DpRq : xf, φy “ ´

ż 0

´8

xφpxq dx `

ż x

0
xφpxq dx.

.pTf q1 H. A�k -
�	àA
	̄ , �H@ 	Q 	®�̄ éK
YË �I��
Ë f

�	à

@ AÖß.

pTf q1 “ Tf 1 ,

: �K.
	¬QªÓ f 1 �IJ
k

f 1pxq “

$

&

%

´1 : x Ps ´ 8, 0r,

1 : x Ps0,`8r.

.pTf q2 H. A�k -
: A 	JK
YË

pTf q2 “ ppTf q1q1 “ pTf 1q1.

: A 	JK
YËð , x “ 0 �é¢�® 	JË @ Y 	J« �è 	Q 	®�̄ f 1 �Ë �	à

@ 	¡kC	K

σ0 “ lim
xÑ0`

f 1pxq ´ lim
xÑ0´

f 1pxq “ 2.
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ᦼᦷ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: é 	JÓð

pTf q2 “ Tf2 ` 2δ,

: �	à

@ ø



@ , Tf2 “ 0 é 	JÓð f2 ” 0 	áºË

pTf q2 “ 2δ.

.hpxq “ |x| cosx ð gpxq “ |x| sin x 	á�
ªK. A
��JË @ Q�. �Jª 	K .2

p

@

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 g é 	JÓð , L1

locpRq AÒê 	̄ , R úÎ« 	à@QÒ�J�Ó h ð g
�	à

@ AÖß.

@φ P DpRq : xg, φy “

ż `8

´8

|x| sin xφpxq dx,

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 h ð

@φ P DpRq : xh, φy “

ż `8

´8

|x| cosxφpxq dx,

( H.
.pTgq

1 H. A�k -
: A 	JK
YË

pTgq
1 “ Tg1 ,

: �K.
	¬QªÓ g1 �IJ
k

g1pxq “

$

&

%

sin x ` x cosx : x ą 0,

´ sin x ´ x cosx : x ă 0.

.pTgq
2 H. A�k -

: A 	JK
YË é 	JÓð , �H@ 	Q 	®�̄ éK
YË �I��
Ë g1
�	à

@ 	¡kC	K

pTgq
2 “ Tg2 ,

: �K.
	¬QªÓ g2 �IJ
k

g2pxq “

$

&

%

2 cos x ´ x sin x : x ą 0,

´2 cos x ` x sin x : x ă 0.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
: pThq1 H. A�k -

: �	à

@ , �H@ 	Q 	®�®Ë@ �éK
Q 	¢	� I. �k A 	JK
YË
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ᦼᦸ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

pThq1 “ Th1 ,

: �IJ
k

h1pxq “

$

&

%

cosx ´ x sin x : x ą 0,

´ cosx ` x sin x : x ă 0.

.pThq2 H. A�k -
: A 	JK
YË

pThq2 “ ppThq1q1 “ pTh1q1.

: A 	JK
YËð , x “ 0 �é¢�® 	JË @ Y 	J« �è 	Q 	®�̄ éË h1 ©K. A
��JË @ �	à


@ 	¡kC	K

lim
xÑ0`

hpxq “ 1ð lim
xÑ0´

hpxq “ ´1.

: é 	JÓð

pThq2 “ Th2 ` 2δ,
�IJ
k

h2pxq “

$

&

%

´2 sin x ´ x cosx : x ą 0,

2 sin x ` x cosx : x ă 0.

2.13 تمرين
.Tf �K. éË 	QÓQ 	K AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 ©K. A�JË @ @
	Yë .R úÎ« fpxq “ |x2 ´ 4x ` 3| ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	K

.pTf q1 ´ Tf 1 ©K
 	Pñ�JË @ I. �k@ .1
.pTf q2 ´ Tf2 ©K
 	Pñ�JË @ I. �k@ .2

2.13 التمرين حل
éJ
Ê«ð . �H@ 	Q 	®�̄ éË ��
Ê 	̄ ú
ÍA

�JËAK. ð .(AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 Õç�' 	áÓð) QÒ�J�Ó ù¢ªÖÏ @ ©K. A�JË @

�	à

@ 	¡kC	K .1
.pTf q1 ´ Tf 1 “ 0

ð p1, 3q ÈAj. ÖÏ @ ú

	̄
fpxq “ ´px ´ 1qpx ´ 3q É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 f

�	à

@ 	¡kC	K .2

ð p1, 3q ÈAj. ÖÏ @ ú

	̄

f 1pxq “ ´2x ` 4
�	àA
	̄ éJ
Ê«ð . ék. PA 	g fpxq “ px ´ 1qpx ´ 3q

�è 	Q 	®�̄ ¼A 	Jë �	à

@ð 4 ø
 ðA�

�� 1 �é¢�® 	JË @ Y 	J« f 1 �Ë �è 	Q 	®�̄ ¼A 	Jë �	à

@ 	¡kC	K AÒ» . ék. PA 	g f 1pxq “ 2x ´ 4

: �H@ 	Q 	®�®Ë @ Pñ�J�X I. �k ú
ÍA
�JËAK. ð . 4 A 	��



@ ø
 ðA�

�� 3 �é¢�® 	JË @ Y 	J« øQ 	k

@

.pTf q2 ´ Tf2 “ 4pδ1 ` δ3q
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ᦼᦹ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.14 تمرين

: �K.
	¬QªÖÏ @ T P D1pRq ©K
 	Pñ�JË @ Q�. �Jª 	K

@φ P DpRq, xT, φy “

ż

R
pHp´xqea|x| ` Hpxqeb|x|qφpxq dx,

. YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K É�JÖß
 H ð b ă 0 ð a ă 0 �IJ
k
? T

���J ��Ó ñë AÓ

2.14 التمرين حل
�	à

@ð QÒ�J�Ó f �	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

f 1pxq “

$

&

%

´ae´ax : x ă 0,

bebx : x ą 0.

.T 1 “ pTf q1 “ Tf 1 A 	JK
YËð , f ©K. A�JÊË �H@ 	Q 	®�̄ ¼A 	Jë �I��
Ë é 	JÓð
: A 	JK
YË , φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ éJ
Ê«ð

xT 1, φy “ xf 1, φy

“ ´a

ż 0

´8

e´axφpxq dx ` b

ż `8

0
ebxφpxq dx

“

ż `8

´8

´aHp´xqe´axφpxqdx `

ż `8

´8

bHpxqebxφpxq dx

“

ż `8

´8

r´aHp´xqe´ax ` bHpxqebxsφpxq dx.

.T 1 “ ´aHp´xqe´ax ` bHpxqebx : 	à 	X@

2.15 تمرين
: �K.

	¬QªÖÏ @ T ©K
 	Pñ�JË @ 	áºJ
Ë

@φ P DpR2q, xT, φy “

ż `8

´8

φpx,´xqdx.

.BxT ´ ByT
�èPAJ.ªË @ I. �k@
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ᦼᦺ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.15 التمرين حل

�IJ
k) t P R É¿ Ég.

@ 	áÓ Yj. 	J 	̄ É 	�A 	® 	K Õç�' .fpxq “ px,´xq �IJ
k ψpxq “ φ ˝ fpxq © 	�	�

:( a Y	J« f �Ë 	á�
�J�
K 	Qm.Ì'@ 	á�
�JJ
Ê 	�A 	®�JÊË D2fpaq , D1fpaq �Ë 	QÓQ 	K

ψ1paqt “ Dψpaqptq

“ Dφpfpaqq ˝ Dfpaqptq

“ DφpfpaqqpD1fpaqptq, D2fpaqptqq

“ Dφpfpaqqpt,´tq

“ Bxφpfpaqqt ´ Byφpfpaqqt,

É�m� 	' t “ 1 PAJ. �J«AK. .I. �

�KQ��Ë @ úÎ« y ð x Q�
 	ª�JÒÊË �éJ.� 	�ËAK. ���J ��ÖÏ @ úÎ« 	àBYK
 By ð Bx

�	à

@ AÒÊ«

úÎ«

@z P R, ψ1pzq “ Bxφpz,´zq ´ Bypz,´zq.

ÐYª	JK
 ú
ÍA
�JËAK. ð ø
 PAJ.

�J 	k@ φ
�	à

@ Q» 	Y�K) φ P DpR2q É¿ Ég.


@ 	áÓ I. �Jº	K BxT ´ ByT H. A�mÌ , é 	JÓð

:( �éK
Aî 	EC
�
Ë@ P@ñm.�'.

xBxT ´ ByT, φy “ ´xT, Bxφ ´ Byφy

“ ´

ż `8

´8

pBxφpz,´zq ´ Byφpz,´zqqdz

“ ´

ż `8

´8

ψ1pzqdz

“ ψp´8q ´ ψp`8q

“ φp´8,`8q ´ φp`8,´8q

“ 0 ´ 0 “ 0.

.BxT ´ ByT “ 0 	à 	X@

2.16 
��JتمرينJ.¢�JË @
	¬�QªK
 ú ��æk panq

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ úÎ« AJ
 	̄ A¿ A£Qå�� ¡«@
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ᦼᦻ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

φ P DpRq ÞÑ
ÿ

nPZ‹

anφ

ˆ

1
n

˙

.R úÎ« AªK
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2.16 التمرين حل
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YË , n P Z‹ É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K
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ÿ
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“
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2.17 تمرين
.C ñm� 	' DpRq 	áÓ xT, φy “

`8
ÿ
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ˆ

φ
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1
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˙
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. �éJ. �KQË @ ú
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2.17 التمرين حل
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	¬QªÓ T p
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ÿ
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ÿ
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	¬QªÓ T é 	JÓð

. �ém� 	�@ð . �éJ
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ᦼᦼ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

|xT, φy| ď c sup
yPR

|φ1pyq| ď cpK,1pφq,

. QÒ�J�Ó T é 	JÓð .( 	àAÖß
P I. �k �éK. PA �®�JÓ �éÊ�Ê�Ë@) c “
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ÿ
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1
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�IJ
k

.1 ø
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�	à
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	̄
φ P DpRzr0, 1sq

	àA¿ AÒêÓ �	à
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`8
ÿ
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��Ê 	ªÓ é�	KB ) ÉÓAmÌ'@ �@Q�K 	á��
J. K
 AÓ ñëð . SuppT Ă r0, 1s é 	JÓð .Rzr0, 1s úÎ« ÐYª	JK
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��Ê 	ªÖÏ @ h. PA 	g ÐYª	JK
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�	à
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Ť
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"

1
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*
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2.18 تمرين
.xT, φy “

`8
ÿ

n“0
φpnq

ˆ

1
n2 ` 1

˙

: �K. C ú

	̄ DpR‹q 	áÓ T ��J
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Ë
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2.18 التمرين حل
.R‹ úÎ« ©K
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�	à
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1
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�JËAK. ð .xT, φy “

Nφ
ÿ

n“0
φpnq

ˆ

1
n2 ` 1

˙
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 .φ P DKpR‹q ð R‹ 	áÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë : P@QÒ�J�B @ p �k.

: �IJ
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ÿ

n“0
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1
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ᦼᦽ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
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ˇ

ˇ
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2.19 تمرين
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2.19 التمرين حل
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ᦼᦾ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
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2.20 تمرين
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ȷ
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2.20 التمرين حل
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ˇ

ˇ
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2.21 التمرين حل

: φ P DpRqq Ég.
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ˇ
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ˇ
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ˇ

ˇ

ˇ

ď
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2.22 تمرين
: R úÎ« pfnq ©K. @ñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ Q�. �Jª 	K
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ȷ
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„
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. �éK
Aî 	DË @ X
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�®�J�K AêÊg.
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	̄ �éJ
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�̄ XYg .2

2.22 التمرين حل
: Aî �DK
Aî 	E YK
Ym�

�'ð , �é£A��. K. pfnq H. PA�®�J�K AêÊg.

@ 	áÓ ú


�æË @ α Õæ

�̄ YK
Ym�

�' .1
	àA¿ AÒêÓð α P R 	àA¿ AÒêÓ lim
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�	à

@ 	¡kC	K

.x ď 0
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n ě n0 A�ÜÏ �IJ
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fnpxq “ 0
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ËA�J�JÖÏ A 	̄ ½Ë 	YËð .x Rs0, 1r A�ÜÏ fnpxq “ 0 ð x Ps0, 1r A�ÜÏ fnpxq “ 1 : α “ 0 �éËAmÌ'@
A�ÜÏ fpxq “ 0 ð x Ps0, 1r A�ÜÏ fpxq “ 1 �K.

	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ ñm� 	' �éK. PA �®�JÓð �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄
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. lim
nÑ`8

fnpxq “ lim
nÑ`8

nα “ 0 : @ 	YËð .fnpxq “ nα 	àñºK
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	̄
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�æË@ α Õæ
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.n P N 	àA¿ AÒêÓ
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�	à
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: �	à


B fn Ñ 0 : α ă 0 �éËAmÌ'@

xfn, φy “ nα
ż 1{nα

0
φpxq dx Ñ 0.

ż `8

0
φpxq dx “ 0

. AK. PA �®�JÓ
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0
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2.23 تمرين
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?
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ËA�J�JÖÏ @
	¬Qª	K

.D1pRq ú

	̄

pfnq H. PA
�®�K �PX@

.

ż `8

´8

e´x2 dx “
?
π : XA ��P@

2.23 التمرين حل
: �é�̄CªËAK. AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 ñê 	̄ fn P L1
locpRq

@φ P DpRq : xfn, φy “

ż `8

´8

?
ne´nx2

φpxqdx.

I. �j	JËð , φ P DpRq 	áºJ
Ë

lim
nÑ`8

ż `8

´8

fnpxqφpxq dx “ lim
nÑ`8

ż `8

´8

?
ne´nx2

φpxqdx.

: úÎ« É�j	J 	̄ y “
?
nx Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. ��K. Ðñ�® 	K

lim
nÑ`8

xfn, φy “ lim
nÑ`8

ż `8

´8

e´y2
φ

ˆ

y
?
n

˙

dy.

: �	à

@ 	¡kC	K .gnpyq “ e´y2

φ

ˆ

y
?
n

˙

© 	�	�
. ½ �� gn Ñ e´y2

φp0q ‚

.C “ Suppφ �IJ
k |gnpyq| ď Ce´y2
P L1pRq ‚

: �	à

@ 	©J
K. ñÊË �é 	JÒJ
êËAK. H. PA

�®�JË @ �éK
Q 	¢	� I. �k i. �J 	J
���	� Õç�' 	áÓð

lim
nÑ`8

ż `8

´8

gnpyqdy “

ż `8

´8

e´y2
φp0qdy “

?
πφp0q.

.fn
nÑ`8
ÝÑ

?
πδ

�	à

@ ø



@

2.24 �Q	تمرين
ÒÖÏ @ ©K. A�JÊË χr0,1{ns
	QÓQK
 �IJ
k D1pRq ú


	̄
Tn “ nxχr0,1{ns

�HAªK
 	Pñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ �éK
Aî 	E I. �k@
.r0, 1{ns ÈAj. ÒÊË

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦽᦹ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.24 التمرين حل

: φ P DpRq É¿ Ég.

@ 	áÓ A 	JK
YË

0 ď |xTn, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż `8

´8

nxχr0,1{nsφpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1{n

0
nxφpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
yPR

|φpyq|n

ż 1{n

0
x dx “ sup

yPR
|φpyq|

1
2n

nÑ`8
ÝÑ 0.

é 	JÓð

Tn “ nxχr0,1{ns
D1

ÝÑ 0.

2.25 تمرين
: �éJ
ËA

��JË @ �HAªK
 	Pñ
��JË @ �HAJ
ËA�J�JÓ �HAK
Aî 	E I. �k@

.x ÞÑ
n

1 ` n2x2 .1

.x ÞÑ sinpnxq .2

.x ÞÑ
sinpnxq

x
.3

.x ÞÑ n sinpnxqHpxq .4

2.25 التمرين حل
: �éJ
ËA

��JË @ �HAªK
 	Pñ�JË @ �HAK
Aî 	E H. A�k
.x ÞÑ fnpxq “

n

1 ` n2x2 .1

: ©K
 	Pñ�JË @
	¬Qª�K é 	JÓð , L1

locpRq ú
æê
	̄ , R úÎ« �èQÒ�J�Ó ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ pfnq

@φ P DpRq : xfn, φy “

ż `8

´8

n

1 ` n2x2φpxqdx.

. limnÑ`8xfn, φy I. �j	JË
: úÎ« É�m� 	' é 	JÓð .y “ nx Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. ��K. Ðñ�® 	K

ż `8

´8

n

1 ` n2x2φpxq dx “

ż `8

´8

1
1 ` y2φ

´y

n

¯

dy.

: A 	JK
YË .R ú

	̄ A�J�. �JÓ y 	áºJ
Ë ‚

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦽᦺ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

lim
nÑ`8

„

1
1 ` y2φ

´y

n

¯

ȷ

“
1

1 ` y2φp0q.

.
1

1 ` y2φp0q ñm� 	' �é£A��. K. H. PA
�®�J�K 1

1 ` y2φ
´y

n

¯

ú
ÍA
�JËAK. ð

A 	��


@ A 	JK
YËð ‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
1 ` y2φ

´y

n

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

1 ` y2 sup
y

|φ| P L1pRq.

: �	à

@ i. �J 	J

���	� , 	©J
K. ñÊË �é 	JÒJ
êËAK. H. PA
�®�JË @ �éK
Q 	¢	� I. �k é	JÓð

lim
nÑ`8

xfn, φy “

ż `8

´8

1
1 ` y2φp0qdy.

.a “

ż `8

´8

1
1 ` y2 dy “ π �IJ
k D1pRq ú


	̄
fn Ñ aδ éJ
Ê«ð

.x ÞÑ gnpxq “ sinpnxq .2
: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K

	¬Qª�Kð L1
locpRq ú
æê

	̄ R úÎ« �èQÒ�J�Ó gn ©K. @ñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ

@φ P DpRq : xgn, φy “

ż `8

´8

sinpnxqφpxqdx.

: �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ ÈAÒª�J�AK. A
	JK
YË . limnÑ`8xgn, φy I. �j	JË

lim
nÑ`8

xgn, φy “ lim
nÑ`8

1
n

ż `8

´8

cospnxqφ1pxq dx “ 0,

.

ż `8

´8

cospnxqφ1pxq dx ă `8
�	à

B

.D1pRq ú

	̄
gn Ñ 0 ú
ÍA

�JËAK. ð

.x ÞÑ hnpxq “
sinpnxq

x
.3

úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
ð , L1

loc ñê 	̄ @ 	YêËð hnp0q “ n P@QÒ�J�B AK. 0 Y	J« 	¬Q« @ 	X@ QÒ�J�Ó hn ©K. A�JË @
: �K. R

@φ P DpRq : xhn, φy “

ż `8

´8

sinpnxq

x
φpxqdx.

. limnÑ`8xhn, φy I. �j	JË
.L1 ©K. A�JK. hn Yg 	áºÖß
 B �IJ
k �èQå��AJ.Ó 	©J
K. ñË ÈAÒª�J�@ 	áºÖß
 B é�	K


AK. 	¡kC	K B�ð


@

χ “ 1 ð Suppχ Ă r´2a, 2as
�	à

@ 	�Q 	® 	K . Q 	®�Ë@ P@ñk. ú


	̄ 1 ø
 ðA��
 A¢��. 	JÓ AªK. A�K χ 	áºJ
Ë
: �HCÓA¾�JË @ ©J
Ôg. H. PA

�®�K É 	� 	®K. A 	JK
YË .a ą 0 ©Ó r´a, as úÎ«
ż `8

´8

sinpnxq

x
φpxq dx “

ż `8

´8

sinpnxq
φpxq ´ χpxqφp0q

x
dx ` φp0q

ż `8

´8

sinpnxq

x
χpxq dx.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦽᦻ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: �éJ
ËA

��JË @ �éK
Q 	¢	JËAK. Q»
	Y 	K

	àA
	̄ , ra, bs ÈAj. ÖÏ @ úÎ« BñÒ» AªK. A�K f 	àA¿ @ 	X @ : 	©J
K. ñË - 	àAÖß
P �éK
Q 	¢	�

lim
nÑ`8

ż `8

´8

fpxq cospnxq dx “ 0, lim
nÑ`8

ż `8

´8

fpxq sinpnxq dx “ 0.

. limnÑ`8

ż `8

´8

sinpnxq
φpxq ´ χpxqφp0q

x
dx B�ð


@ I. �j	JË ‚

é 	JÓð .R úÎ« ÈñÒ» ñê 	̄ XðYm×ð R úÎ« QÒ�J�Ó x ÞÑ
φpxq ´ χpxqφp0q

x
©K. A�JË @

�	à

@ 	¡kC	K

: A 	JK
YË , 	©J
K. ñË - 	àAÖß
P �éK
Q 	¢	� I. �k

lim
nÑ`8

ż `8

´8

sinpnxq
φpxq ´ χpxqφp0q

x
dx “ 0.

.φp0q limnÑ`8

ż `8

´8

sinpnxq
χpxq

x
dx 	à

�
B@ I. �j	JË ‚

: A 	JK
YË
ż `8

´8

sinpnxq
χpxq

x
dx “

ż ´a

´2a
sinpnxq

χpxq

x
dx `

ż a

´a

sinpnxq

x
dx `

ż 2a

a

sinpnxq
χpxq

x
dx.

: �	à

@ 	©J
K. ñË - 	àAÖß
P �éK
Q 	¢	� I. �k A 	JK
YË , �éêk. 	áÓ

lim
nÑ`8

ż ´a

´2a
sinpnxq

χpxq

x
dx “ 0 ð lim

nÑ`8

ż 2a

a

sinpnxq
χpxq

x
dx “ 0.

: t “ nx © 	�ñK. A 	JK
YË ,øQ 	k

@ �éêk. 	áÓð

ż a

´a

sinpnxq

x
dx “

ż na

´na

sinpntq

t
dt,

�	à

@ ø



@

lim
nÑ`8

ż a

´a

sinpnxq

x
dx “

ż `8

´8

sinptq

t
dt “ π.

, ú
ÍA
�JËAK. ð

lim
nÑ`8

φp0q

ż `8

´8

sinpnxq
χpxq

x
dx “ πφp0q “ πxδ, φy.

.D1pRq ú

	̄
hn Ñ πδ

�	à

@ i. �J 	J

���	�
.x ÞÑ ηnpxq “ n sinpnxqHpxq .4

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬Qª�K ú
æê

	̄
L1
locpRq ú


	̄
pηnq

�éJ
ËA�J�JÖÏ @

@φ P DpRq : xηn, φy “

ż `8

0
n sinpnxqφpxq dx.
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ᦽᦼ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

: Yj. 	J 	̄ �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ ÈAÒª�J�AK.
ż `8

0
n sinpnxqφpxq dx I. �m� 	'

ż `8

0
n sinpnxqφpxq dx “ φp0q `

ż `8

0
cospnxqφ1pxq dx.

: é 	JÓð

lim
nÑ`8

xηn, φy “ φp0q ` lim
nÑ`8

ż `8

0
cospnxqφ1pxq dx.

�	à

@ ø



@ , limnÑ`8

ż `8

0
cospnxqφ1pxq dx

�	àA
	̄ 	©J
K. ñË � 	àAÖß
P �éK
Q 	¢	� I. �k

lim
nÑ`8

xηn, φy “ φp0q “ xδ, φy.

.D1pRq ú

	̄
ηn Ñ δ ú
ÍA

�JËAK. ð
.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

2.26 تمرين
.Tj “ Tfj

@PA��J 	k@ © 	�	� .I “s0,`8r úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ fjpxq “
ln x

1 ` x2 `
1
j

©K. @ñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ Q�. �Jª 	K

.I úÎ« AªK
 	Pñ�K Tj
�	à

@ 	áÓ Y»


A�K .1

: �K. �é 	̄QªÖÏ @ T �éK
Aî 	DË @ ñm�
	' D1pIq ú


	̄ �éK. PA �®�JÓ pTjq
�HAªK
 	Pñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ

�	à

@ �I�. �K @ .2

xT, φy “

ż `8

0

ln x
1 ` x2φpxq dx, @φ P DpIq.

2.26 التمرين حل
.I úÎ« ©K
 	Pñ�K Tj

�	à

@ 	áÓ Y»


A�JË @ .1

.Tj “ Tfj
P D1pIq é 	JÓð .I ú


	̄ �@Q��Ó É¿ úÎ« QÒ�J�Ó ©K. A�K é�	K

B fj P L1

locpIq A 	JK
YË
. �éK. PA �®�JÓ pTjq

�	à

@ �HAJ. �K @ .2

ú
Î¾Ë@ éJ. �� H. PA
�®�JË @ é 	JÓð .x P I É¿ Ég.


@ 	áÓ fnpxq Ñ fpxq A 	JK
YË .fpxq “

ln x
1 ` x2 © 	�	�

.D1 ú

	̄
fj Ñ f

�	à

@ 	©J
K. ñË �éK
Q 	¢	� 	áÓ ú


�G

AK
 ½Ë 	YËð .f P L1

locpIq
�	à

@ AÒÊ« |fj| ď |f |

�	à@ Õç�' .I úÎ«
. 	áK
QÒ�JË @ �	� ú


	̄ 	á�
J. ÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ ñë T �IJ
k D1 ú

	̄
Tj Ñ T

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð
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ᦽᦽ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.27 تمرين

�éK. PA �®�JÓ pfnq
�éJ
ËA�J�JÖÏ @

�	à

@ 	á��
K. .fnpxq “ 2 cos2pnxq �K. �é 	̄QªÖÏ @ fn : R Ñ R ©K. @ñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ Q�. �Jª 	K

. é 	J�
J
ª�K I. Ê¢�
 f P D1pRq ©K. A�K ñm� 	' D1pRq ú

	̄

2.27 التمرين حل
: A 	JK
YË , φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ é 	JÓð .fnpxq “ 2 cos2pnxq “ 1 ` cosp2nxq A 	JK
YË

xfn, φy “ x1, φy `

ż `8

´8

cosp2nxqφpxq dx.

, éJ
Ê«ð

xfn, φy “ x1, φy `
1

2n
rsinp2nxqφpxqs`8

´8 ´

ż `8

´8

sinp2nxqφ1pxq dx

“ x1, φy ` 0 ´
1

2n

ż `8

´8

sinp2nxqφ1pxqdx.

. lim
nÑ`8

1
2n

ż `8

´8

sinp2nxqφ1pxq dx
�	àA
	̄ H. PA

�®�JÓ
ż `8

´8

sinp2nxqφ1pxqdx ÉÓA¾�JË @ �	à

@ AÖß.ð

AJ
Êm× �éÊÓA¾ÒÊË ÉK. A �®Ë @ ©K. A�JË @ ù
 ë f P D1pRq
�éK. ñÊ¢ÖÏ @ �éK
Aî 	DË @ 	à 	X@ . lim

nÑ`8
xfn, φy “ x1, φy ½Ë 	YËð

.R 	áÓ x É¿ Ég.

@ 	áÓ fpxq “ 1

2.28 تمرين
: �K. �é 	̄QªÖÏ @ fj �éJ
ËA�J�JÖÏ @ Q�. �Jª 	K

fjpxq “

$

’

’

&

’

’

%

ln |x| : |x| ą
1
j
,

´ ln j : |x| ď
1
j
.

.f1, f2, f3
�HA 	KAJ
K. Õæ�P@ .1

.D1pRq ú

	̄
fj Ñ ln |x|

�	à

@ �I�. �K @ .2

.pln |x|q1 “ vp1
x

�	à

@ �I�. �K @ .3

2.28 التمرين حل
.1

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦽᦾ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

.f1, f2, f3 : �HA 	KAJ
K. : 2 É¾ ��Ë@

.D1pRq ú

	̄
fj Ñ ln |x|

�	à

@ �HAJ. �K @ .2

: �K. R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 é 	JÓð .L1

locpRq ñê 	̄ , R úÎ« QÒ�J�Ó fj
�	à

@ 	¡kC	K

@φ P DpRq, xTfj
, φy “

ż `8

´8

fjpxqφpxq dx “

ż

|x|ą1{j

ln |x|φpxq dx ´

ż 1{j

´1{j

lnpjqφpxqdx.

: A 	JK
YË �éêk. 	áÓ

lim
jÑ`8

ż

|x|ą1{j

ln |x|φpxq dx “

ż

R
ln |x|φpxqdx.

: A 	JK
YË øQ 	k

@ �éêk. 	áÓð

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1{j

´1{j

lnpjqφpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2
j

lnpjq sup
xPK

|φpxq|
jÑ`8
ÝÑ 0.

.D1pRq ú

	̄
fj Ñ ln |x|

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð

.pln |x|q1 “ vp1
x

�	à

@ �HAJ. �K @ .3

.D1pRq ú

	̄
T 1
fj

jÑ`8
ÝÑ pln |x|q1 é 	JÓð .D1pRq ú


	̄
Tfj

jÑ`8
ÝÑ ln |x| , �éêk. 	áÓ A 	JK
YË

: �IJ
k , T 1
fj

“ Tf 1
j

�	àA
	̄ R úÎ« QÒ�J�Ó fj

�	à

@ AÖß. , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ
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ᦽᦿ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

f 1
j “

$

’

’

&

’

’

%

1
x

: |x| ą
1
j
,

0 : |x| ă
1
j
.

: A 	JK
YË , φ P DpRq É¿ Ég.

@ 	áÓ é 	JÓð

lim
jÑ`8

xTf 1
j
, φy “ lim

jÑ`8

ż

|x|ą1{j

φpxq

x
dx “ xvp1

x
, φy.

.D1pRq ú

	̄

pln |x|q1 “ vp1
x

�	à

@ ø



@

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

2.29 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ �HAªK
 	Pñ�JË @ 	áÓ É¿ ÉÓAg 	á�
«

.T1 “ δ .1

.@φ P DpRq : xT2, φy “

ż 1

´1
xφ1pxqdx .2

.@φ P DpRq : xT3, φy “

ż `8

´8

cospxqφpxqdx .3

.@φ P DpRq : xT4, φy “

ż `8

´8

exppxqφ1pxqdx .4

.@φ P DpRq : xT5, φy “

ż 1

´1
sgnpxqφ1pxqdx .5

.@φ P DpR2q : xT6, φy “

ż `8

´8

φpx,´xqdx .6

2.29 التمرين حل
: �éJ
ËA�JË @ �HAªK
 	Pñ�JË @ 	áÓ É¿ ÉÓAg 	á�
J
ª�K

.T1 “ δ .1
.SuppT1 “ t0u

.@φ P DpRq : xT2, φy “

ż 1

´1
xφ1pxqdx .2

.SuppT2 “ F
�	à

@ 	á��
J. 	Kð F “ r´1, 1s © 	�	�

.T2 �Ë Ð@Yª	KB @ hñ�J 	®Ó ñë w “s ´ 8,´1rYs1,`8r
�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 @ 	Yë
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ᦾᦶ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
. 	á�
gñ�J 	®Ó XAm��' @ 	á« �èPAJ.« é�	K


B :hñ�J 	®Ó w ‚

.xT2, φy “ 0 éJ
Ê«ð .Supp pφq Ă w
�	à

@ ø



@ .φ P Dpwq 	áºJ
Ë : w úÎ« ÐYª	JK
 T2 ‚

A 	JK
YË . �éK 	Qj. �JËAK. xT2, φy I. �j	JË .T2 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»

@ ñë w ‚

ż 1

´1
xφ1pxq dx “ φp1q ´ φp´1q ´

ż 1

´1
φpxqdx.

: é 	JÓð

D1pRq ú

	̄
T2 “ δ1 ´ δ´1 ´ Tf ,

: ©K. A
��JËAK. �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ ñë Tf

�IJ
k

fpxq “

$

&

%

1 : x P r´1, 1s,

0 : x R r´1, 1s.

©Ó φ ą 0 �IJ
m�'. φ P DpU∩s ´ 1, 1rq AªK. A�K Yg. ñK
 .w 	áÓ Q�.»

@ð R 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« Agñ�J 	®Ó U 	áºJ
Ë

: A 	JK
YË , U ∩ r´1, 1s úÎ« T2 PA��J�̄ @ PAJ. �J«AK. é 	JÓð .φp1q “ φp´1q “ 0

xT2, φy “ φp1q ` φp´1q ´

ż 1

´1
φpxqdx “ ´

ż 1

´1
φpxqdx ă 0.

.T2 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»

@ w �	à


@ ø



@

.SuppT2 “ r´1, 1s
�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð

.@φ P DpRq : xT3, φy “

ż `8

´8

cospxqφpxqdx .3

ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»

@ w “ H

�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 @ 	Yëð , SuppT3 “ F

�	à

@ 	á�
J. 	Kð F “ R © 	�	�

.T3 éJ
Ê«
. hñ�J 	®Ó w ‚

.w úÎ« ÐðYªÓ T3 ‚

U hñ�J 	®ÖÏ @ .w 	áÓ Q�.»

@ ÈA 	g Q�
 	« R 	áÓ Agñ�J 	®Ó U 	áºJ
Ë : T3 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»


@ w ‚

�	à

@ 	¡kC	K . AÓAÖ �ß I. k. ñÓ φ P Dpsa, brq Yg. ñK
 . �é�JK. A�K �èPA ��@ @ 	X cosx éJ
Ê« 	àñºK
 ra, bs ø
 ñm�'


hñ�J 	®Ó Q�.»

@ ñë w 	à 	X@ . ÈA 	g Q�
 	« hñ�J 	®Ó ø



@ úÎ« ÐYª	JK
 B T3

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð .xT3, φy ‰ 0

.T3 éJ
Ê« ÐYª	JK

.SuppT3 “ R

�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð

.@φ P DpRq : xT4, φy “

ż `8

´8

exppxqφ1pxqdx .4

: é 	JÓð .x ÞÑ ´ exppxq ©K. A�JËAK. �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ T´ exppxq
�IJ
k T4 “ T´ exppxq

�	à

@ 	¡kC	K

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦷ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

SuppT “ Supp ´ exppxqq.

: A 	JK
YË

Supp ´ exppxq “ tx P R; ´ exppxq ‰ 0u.

, ú
ÍA
�JËAK. ð

SuppT4 “ R.

.@φ P DpRq : xT5, φy “

ż 1

´1
sgnpxqφ1pxqdx .5

: �K. R úÎ« 	¬QªÓ sgn �èPA ��B @ ©K. A
�K �	à


@ Q» 	Y 	K

sgnpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1 : x ą 0;

´1 : x ă 0,

0 : x “ 0.

: A 	JK
YË

xT5, φy “ φp´1q ´ 2φp0q ` φp1q.

�	à

@ ø



@

T5 “ δ´1 ´ 2δ0 ` δ1.

Q�.»

@ w “ Rzt´1, 0, 1u

�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 @ 	Yëð .SuppT5 “ F

�	à

@ 	á��
J. 	Kð F “ t´1, 0, 1u © 	�	�

.T5 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó
. �ékñ�J 	®Ó �HBAm.× XAm��' @ 	á« �èPAJ.« é�	K


B hñ�J 	®Ó w ‚

.w úÎ« ÐðYªÓ T5 ‚

AªK. A�K Yg. ñK
 .w 	áÓ Q�.»

@ ÈA 	g Q�
 	« R 	áÓ Agñ�J 	®Ó U 	áºJ
Ë .T5 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»


@ w ‚

ú

	æªK
 @ 	Yëð , xT5, φy ‰ 0 é 	JÓð .φp´1q “ φp1q “ 0 ð φp0q ‰ 0 �IJ
m�'. φ P DpU ∩ F q AK
PAJ. �J 	k@

.T5 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»

@ w �	à


@

.SuppT5 “ t´1, 0, 1u
�	à

@ i. �J 	J

���	� , ú
ÍA
�JËAK. ð

.@φ P DpR2q : xT6, φy “

ż `8

´8

φpx,´xqdx .6
�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 @ 	Yëð , SuppT6 “ F

�	à

@ 	á��
J. 	JËð F “ tpx,´xq : x P Ru © 	�	�
.T6 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»


@ ñë w “ R2zF

. hñ�J 	®Ó w é�JÒÒ�JÓð ��Ê 	ªÓ ñê 	̄ R2 ú

	̄ ù


�®J
�®k Õæ

�®�J�Ó ñë F

�	à

B hñ�J 	®Ó w ‚

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦸ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
.px,´xq R Suppφ

�	à

@ ø



@ , Suppφ Ă w

�	à

@ ø



@ .φ P Dpwq 	áºJ
Ë : w úÎ« ÐYª	JK
 T6 ‚

.xT6, φy “ 0 é 	JÓð
U hñ�J 	®ÖÏ @ .w 	áÓ Q�.»


@ð R2 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« Agñ�J 	®Ó U 	áºJ
Ë .T6 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»


@ w ‚

.x P R ©Ó apx,´xq
�é¢�® 	K úÎ« É�̄


B@ úÎ« ø
 ñm�'


ú

	̄ AÓAÖ �ß �éJ.k. ñÓð �éJ.k. ñÓ �éK
PAJ. �J 	k@ ©K. @ñ�K Yg. ñ�K �èQ» É¿ ú


	̄
.r ą 0 ©Ó U ∩ F “ Bpa, rq Q�. �Jª 	K

.φpx,´xq ą 0 ð φ ě 0 �IJ
m�'. φ P DpBpa, rqq Yg. ñK
 é�	K

@ ø



@ . �èQºË@ 	Q»QÓ P@ñk.

.T6 éJ
Ê« ÐYª	JK
 hñ�J 	®Ó Q�.»

@ ñë w

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð .xT6, φy “

ż `8

´8

φpx,´xq dx ą 0 , é 	JÓð

.SuppT6 “ F
�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð

2.30 تمرين
ú
æî

�D 	JÓ ? ©K
 	Pñ�K ñë Éë .xT, φy “

`8
ÿ

n“1
|φpn2q| �K. R` ú


	̄ DpRq 	áÓ 	¬QªÖÏ @ T ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K

?ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó ? �éJ. �KQË @

2.30 التمرين حل
ÐAªË@ YmÌ'@ ú


	̄ �èQëA 	¢Ë@ �é�®Ê¢ÖÏ @ �éÒJ
�®Ë @ I. �.��.) AJ
¢ 	k ��
Ë é 	JºË , @YJ
k.
	¬QªÓ T

��J
J.¢�JË @
. AªK
 	Pñ�K ��
Ë ñê 	̄ @ 	YË .( �éÊ�Ê�ÊË

2.31 تمرين
.φ P DpR2q É¿ Ég.


@ 	áÓ xT, φy “

ż 1

0
φpx, x ` 1q dx �K.

	¬QªÖÏ @ T ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K

. �éJ. �KQË @ ú
æî
�D 	JÓ ©K
 	Pñ�K T

�	à

@ �I�. �K @ .1

?ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó T Éë .SuppT 	á��
« .2

2.31 التمرين حل
. �éJ. �KQË @ ú
æî

�D 	JÓ ©K
 	Pñ�K T
�	à

@ �HAJ. �K @ .1

: A 	JK
YË , φ P DKpR2q ð K Ă R2 �@Q��Ó É¿ Ég.

@ 	áÓ

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0
φpx, x ` 1q dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

0
|φpx, x ` 1q| dx ď sup

px,yqPK

|φpx, yq| “ pK,0pφq.

.0 ø
 ðA�
�� é�J�. �KPð �éJ. �KQË @ ú
æî

�D 	JÓ ©K
 	Pñ�K T é 	JÓð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦹ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
.SuppT 	á�
ª�K .2

© 	�	�

K “ tpx, x ` 1q : 0 ď x ď 1u “
��Ê 	ªÓ,

w “ CR2K © 	�	�ð
: A 	JK
YËð hñ�J 	®Ó w �	à@

xT, φy “

ż 1

0
φpx, x ` 1q dx “

ż 1

0
0 dx “ 0.

.SuppT Ă w “ K é 	JÓð
.a R SuppT

�	à

@ 	�Q 	® 	K

.@φ P DpBpa, rqq, xT, φy “ 0 	à 	X@ .Bpa, rq Ă CR2SuppT �IJ
m�'. Bpa, rq
�èQ» Yg. ñ�K

Yg. ñK
 é 	JÓð .B
´

a,
r

2

¯

ú

	̄
φ “ 1 ð φ ě 0 �IJ
m�'. φ P DpBpa, rqq Yg. ñK
 :


A¢ 	k @ 	Yë �	à


@ �IJ. �� 	JË

�IJ
m�'. α ą 0

@x P ra ´ α, a ` αs, φpx, x ` 1q “ 1.
é 	JÓð

xT, φy ě

ż a`α

a´α

φ “ 2α ą 0.

.K “ SuppT 	à 	X@ .a P SuppT
�	à

@ �IJ. ��K
 	��̄ A 	J�K é 	JÓð

2.32 تمرين
. é�J�. �KP 	á��
«ð ©K
 	Pñ�K xT, φy “

ż `8

´8

φpx2q dx �K.
	¬QªÖÏ @ T : DpRq Ñ C

�	à

@ 	á��
K.

2.32 التمرين حل
�	à

@ �éJ
Ë @ñÖÏ @ �é�̄CªË@ 	á�
J. �K

	YKY 	J« .Suppφ Ă r´A,As �IJ
m�'. A ą 0 Yg. ñK
 , φ P DpRq
	àA¿ @ 	X @

:(
ż A

0

1
?
y

dy ă `8
�	à

@ 	¡kB) ��J
J.¢�� T

xT, φy “ 2
ż `8

0
φpx2q dx “

ż `8

0

φpyq
?
y

dy “

ż A

0

φpyq
?
y

dy ă `8.

	áÓ @ 	YËð .K Ă r´A,As �IJ
m�'. A ą 0 Yg. ñK
 é 	KA
	̄ A�@Q��Ó K Ă R 	àA¿ @ 	X @ ð , ù
 ¢

	k T
�	à@ Õç�'

: 	àñºK
 φ P DKpRq Ég.

@

|xT, φy| ď

ż A

0

|φpyq|
?
y

dy ď

ˆ
ż A

0

1
?
y

dy
˙

sup
yPK

|φpyq| “ C ¨ pK,0pφq.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦺ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
.0 ø
 ðA�

�� é�J�. �KPð , �éJ. �KQË @ ú
æî
�D 	JÓ ©K
 	Pñ�K T

�	à

@ �IJ. ��K
 AÓ ñëð

2.33 تمرين
: �K.

	¬QªÖÏ @ T : DpRq Ñ C ��J
J.¢�JË @ 	áºJ
Ë

T : φ ÞÑ xT, φy “

`8
ÿ

m“1

ˆ

φ

ˆ

1
m

˙

´ φp0q ´
φ1p0q

m

˙

.

. ©K
 	Pñ�K T
�	à

@ �I�. �K @ .1

.SuppT “ t0u
Ť

"

1
m

: m P N‹

* �	à

@ �I�. �K @ .2

2.33 التمرين حل
. ©K
 	Pñ�K T

�	à

@ �HAJ. �K @ .1

.Suppφ Ă r´a, as �IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 .φ P DpRq 	áºJ
Ë
: Q 	®�Ë@ P@ñk. ú


	̄ 1
m

�é¢�® 	JË @ Y 	J« φ �Ë 2 �éJ. �KQË @ 	áÓ PñÊK
A�K Qå�� 	� I. �Jº	K . @YJ
k.
	¬QªÓ T p


@

φ

ˆ

1
m

˙

“ φp0q `
1
m
φ1p0q `

1
2m2φ

2pξmq, ξm P

ˆ

0, 1
m

˙

.

: é 	JÓð

xT, φy “

`8
ÿ

m“1

1
2m2φ

2pξmq.

: A 	JK
YË
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

m“1

1
2m2φ

2pξmq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
2

sup
xPR

|φ2pxq|

`8
ÿ

m“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
m2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă `8.

. @YJ
k.
	¬QªÓ T é 	JÓð . �éK. PA �®�JÓ ú
æê

	̄ , A �®Ê¢Ó �éK. PA �®�JÓ �éÊ�Ê�Ë@ 	à 	X@
. �ém� 	�@ð T

�éJ
¢ 	k p H.
: A 	JK
YË .φ P DKpRq 	áºJ
Ëð A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë .T P@QÒ�J�@ p �k.

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

m“1

1
2m2φ

2pξmq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
2

˜

`8
ÿ

m“1

1
m2 sup

xPK
|φ2pxq|

¸

ď CpK,2.

.T P@QÒ�J�@ é 	JÓð
.2 ø
 ðA�

�� ð

@ Q 	ª�


@ é�J�. �KP ©K
 	Pñ�K T

�	à

@ i. �J 	J

���	� �k. ð H. ,

@ 	áÓ

.SuppT “ t0u Y

"

1
m

: m P N‹

* �	à

@ �HAJ. �K @ .2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦻ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
© 	�	�

K “

"

1
m

;m P N‹

*

,

.K Ă SuppT ð SuppT Ă K
�	à

@ �HAJ. �K @ ù


	®ºK
ð
�	à

@ B�ð


@ 	á��
J. 	JË ‚

SuppT Ă K.

.CRK Ă CRSuppT
�	à

@ �HAJ. �K @ ù


	®ºK
 @ 	YêË

é 	JÓð .φp0q “ φ1p0q “ φ

ˆ

1
m

˙

“ 0
�	àA
	̄ 0, 1

m
R CRK

�	à

@ AÖß. .φ P DpCRKq 	áºJ
Ë

.SuppT Ă K ú
ÍA
�JËAK. ð .CRK Ă CRSuppT

�	à

@ ø



@ .xT, φy “ 0

�	à

@ 	à

�
B@ 	á��
J. 	JË ‚

K Ă SuppT.
�é¢�® 	JË @ ø
 ñm�'
 U hñ�J 	®Ó É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK


1
m

P SuppT
�	à

@ �HAJ. �K @ .m P N‹ 	áºJ
Ë

.xT, φy ‰ 0 �IJ
m�'. φ P DpUq ©K. A�K Yg. ñK
 , 1
m

.Uε “ r
1
m

´ ε,
1
m

` εs Ă W �IJ
m�'. ε ă
1
m

´
1

m ` 1
Yg. ñK
 .

1
m

ÉÒ ���
 Agñ�J 	®Ó W 	áºJ
Ë
�	à

@ 	¡kC	K .0 ď φ ď 1 ð Uε úÎ« φ “ 1 �IJ
m�'. φ P DpW q 	áºJ
Ë

xT, φy “ φ

ˆ

1
m

˙

‰ 0.

. �è @ðA�ÖÏ @ i. �J 	J
���	� é 	JÓð .

1
m

P SuppT
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð

2.34 تمرين
.SuppT 	á��
« .(¼@QK
Xð YK
A� 	®ë ù
 ªK


	Pñ�K ¨ñÒm.× ø


@) T “ H ` δ ©K
 	Pñ�JË @ Q�. �Jª 	K

2.34 التمرين حل
ú

	̄ øñ�Jm× s ´ 8, 0r

	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë .xT, φy “ 0
�	àA
	̄
φ P Dps ´ 8, 0rq

	àA¿ @ 	X @ é�	K

@ 	¡kC	K

.SuppT Ă r0,`8r
	à 	X

@ .T Ð@Yª	K @ hñ�J 	®Ó

ú

	̄ 1 ø
 ðA��
ð I. k. ñÓ φ P Dpsa ´ ε, a ` εrq Yg. ñK
 é 	KA

	̄
a Ps0,`8r

	àA¿ @ 	X @ Õç�'
�	à

@ 	YKY 	J« 	¡kC	K . AÓAÖ �ß I. k. ñÓ Q�
 	ª� XY« ε �IJ
k sa ´ ε

2 , a ` ε
2r

xT, φy ě

ż a` ε
2

a´ ε
2

φpxq dx “ ε ą 0.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦼ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
	àA
	̄ ��Ê 	ªÓ SuppT 	à


@ AÖß.ð .s0,`8rĂ SuppT @ 	YËð .a P SuppT é 	JÓð .xT, φy ‰ 0 	à 	X@

.r0,`8r“ s0,`8r Ă SuppT
.SuppT “ r0,`8r : �é�C	mÌ'@

2.35 تمرين
.R ú


	̄ éÒJ
�̄
	Y 	g


AK
 R úÎ« C8 		J�Ë@ 	áÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ëð Rn úÎ« AªK
 	Pñ�K T 	áºJ
Ë

�	àA
	̄
fT “ 0 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ �I�. �K @ .1

SuppT Ă Zpfq “ tx P Rn, fpxq “ 0u.

.fδ1 “ 0 �IJ
m�'. R úÎ« C8 		J�Ë@ 	áÓ f ©K. @ñ�JË @ 	á��
« .2

2.35 التمرين حل
.SuppT Ă Zpfq

�	àA
	̄
fT “ 0 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ �HAJ. �K @ .1

�IJ
m�'. x �Ë V P@ñk. Yg. ñK
ð fpxq ‰ 0
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë .x R Zpfq �IJ
m�'. x P SuppT 	áºJ
Ë
.ψ “

φ

f
© 	�	� .xT, φy ‰ 0 �IJ
m�'. φ P DpV q Yg. ñK
 , x P SuppT

�	à

@ AÖß.ð .@x P V : fpxq ‰ 0

�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð .fT “ 0 	�Q 	®Ë @ ©Ó 	��̄ A 	J�K @ 	Yëð xfT, ψy ‰ 0 ð ψ P DpV q

�	à

@ 	¡kC	K

.SuppT Ă Zpfq
�	à

@ ø



@ .x P Zpfq

.fδ1 “ 0 �IJ
m�'. R úÎ« C8 		J�Ë@ 	áÓ f ©K. A�JË @ 	á�
J
ª�K .2
	àñºK


xfδ1, φy “ ´rf 1p0qφp0q ` fp0qφ1p0qs “ 0, @φ P DpRq,

.fp0q “ f 1p0q “ 0 @ @ 	X @

2.36 تمرين
É¿ Ég.


@ 	áÓ fpxq “ 0 �IJ
m�'. R úÎ« C8 		J�Ë@ 	áÓ AªK. A�K f ð R úÎ« AªK
 	Pñ�K T 	áºJ
Ë

? fT “ 0 Éë .x P SuppT

2.36 التمرين حل
. B : ù
 ë

�éK. Ag. B @
: A 	JK
YË .DpRq 	áÓ φ 	áºJ
Ë .Supp δ1 “ t0u

�	à

@ 	¡kB .xδ1 I. �j	JË : XA 	�Ó ÈA�JÓ

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦽ Distributions يعات التوز .ᦸ باب

xxδ1, φy “ xδ1, xφy “ ´xδ, pxφq1y “ ´pxφq1p0q “ ´φp0q.

.D1pRq ú

	̄
xδ1 ‰ 0 é 	JÓð .xxδ1, φy ‰ 0

�	àA
	̄
φp0q ‰ 0 	àA¿ @ 	X @

.fT “ 0 AÖ ß @X A 	JK
YË ��
Ë , 	áK
QÒ�JË @ �HAJ
¢ªÖß. é
�	K

@ 	á�
J. K
 ÈA�JÖÏ @ @ 	Yëð

2.37 تمرين
.D1pRq ú


	̄
fT 1 “ 0 �éËXAªÖÏ @ Ég . @YK.


@ ÐYª	JK
 B f �IJ
k f P C8pRq 	áºJ
Ë

2.37 التمرين حل
.ψ “

φ

f
P DpRq

�	à

@ 	¡kC	J 	̄ ψ “

φ

f
© 	�	� .φ P DpRq 	áºJ
Ë

é 	JÓð

0 “ x0, ψy “ xfT 1, ψy “ xT 1, fψy “ xT 1, φy.

. ù

	®J
» ø
 Y

�®« �IK. A�K c �IJ
k T “ c é 	JÓð .φ P DpRq
	àA¿ AÒêÓ xT 1, φy “ 0

�	à

@ ø



@

2.38 تمرين
.T P D1pRq 	áºJ
Ë

	á��
« .gpxq “

ż x

a

fptqdt © 	�	� .QÒ�J�Ó ©K. A�K f �IJ
k T 1 “ f
�	à

@ (¡�® 	̄ A 	Jë) 	�Q 	® 	K .1

.T éJ
Ë @ ù
 Ò
�J 	�K
 ø


	YË@ ZA 	� 	®Ë @ 	á��
« Õç�' .pg ´ T q1

.T 	á��
« .( T3 “ 0 ø


@) ÐYª	JÓ T P D1pRq �Ë �IËA�JË @ ���J ��Ó@ �	à


@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	K .2

2.38 التمرين حل
.T P D1pRq 	áºJ
Ë

: A 	JK
YË .1

pg ´ T q1 “ g1 ´ T 1 “ f ´ f “ 0.

QÒ�J�Ó T 1
�	à

@ AÒÊ« ,QÒ�J�Ó T

�	à

@ ú 	æªÖß. .T “ g ´ c 	à 	X@ . ù


	®J
» �IK. A�K c �IJ
k g ´ T “ c é 	JÓð
.T P C1pRq é 	JÓð . 	�Q 	®Ë @ I. �k A 	��



@

	à 	X@ .pT 1 ´ cxq1 “ 0 Õç�' 	áÓð . �IK. A�K c �IJ
k T 2 “ c úÍ@ ø
 X
ñK
 T3 “ 0

�	à

@ 	¡kC	K .2

pT ´ bx2 ´ axq “ d éJ
Ê«ð .pT ´ bx2 ´ axq1 “ 0 é 	JÓð . ù

	®J
» �IK. A�K a �Ik pT 1 ´ cxq “ a

. �éJ
 	®J
» �IK. @ñ�K a, b, d �IJ
k T “ bx2 ` ax ` d ú
ÍA
�JËAK. ð . ù


	®J
» �IK. A�K d �IJ
k
.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦾ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
2.39 تمرين

.1

.φp0q “ 0 �IJ
m�'. φ P DpRq 	áºJ
Ë (

@)

.@x P R, φpxq “ x

ż 1

0
φ1ptxqdt

�	à

@ 	áÓ Y»


A�K -

.φ “ xψ �IJ
m�'. DpRq 	áÓ ψ Yg. ñK
 é�	K

@ i. �J 	J

���@ -
�	à

@ �I�. �K @ .φ0p0q “ 1 �IJ
m�'. φ0 P DpRq 	áºJ
Ë (H. )

@φ P DpRq, Dψ P DpRq : φ “ φp0qφ0 ` xψ.

.R úÎ« AªK
 	Pñ�K T 	áºJ
Ë .2
.T “ Cδ �IJ
m�'. C ø
 Y

�®« �IK. A�K Yg. ñK
 é�	K

@ 	á��
K. .xT “ 0

�	à

@ 	�Q 	® 	K (


@)

.T “ αδa
�IJ
m�'. α ø
 Y

�®« �IK. A�K Yg. ñK
 é�	KA 	̄ , px ´ aqT “ 0 	àA¿ @ 	X @ é�	K

@ i. �J 	J

���@ (H. )
�I�. �K @ .


@ px ´ aqpx ´ bqT “ .0 �IJ
m�'. 	á�
 	®Ê�J 	j.Ó 	á�
J
�®J
�®k 	á�
�JK. A�K b ð a Yg. ñK
 é�	K


@ 	�Q 	® 	K (�k. )

.T “ αδa ` βδb
�IJ
îE. β ð α 	á�
K
Y�®« 	á�
�JK. A�K Yg. ñK
 é�	K


@

2.39 التمرين حل
.1

.φp0q “ 0 �IJ
m�'. φ P DpRq 	áºJ
Ë (

@)

.@x P R, φpxq “ x

ż 1

0
φ1ptxqdt

�	à

@ Y»


A�JË @ -

.x “ 0 Ég.

@ 	áÓ �éÖ ßA�̄ �é�̄CªË@ è 	Yë

: A 	JK
YË .dt “
1
x

dy é 	JÓð .y “ tx © 	�	�ð Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. ��K. Ðñ�® 	K , x ‰ 0 A�ÜÏ

x

ż 1

0
φ1ptxqdx “ x

1
x

ż x

0
φ1pyqdy “ φpxq ´ φp0q “ φpxq.

.φ “ xψ �IJ
m�'. DpRq 	áÓ ψ Yg. ñK
 é�	K

@ h. A�J 	J

���@ -

: A 	JK
YË .ψpxq “

ż 1

0
φ1ptxqdt © 	�	�

. ÉJ
Êj�JÊË �éJ
�A�

B@ �éK
Q 	¢	JË @ I. �k ψ P C8pRq ‚

.Suppψ “ Suppφ �IJ
k �@Q��Ó Y	J� ð 	X ψ ‚

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
.φ0p0q “ 1 �IJ
m�'. φ0 P DpRq 	áºJ
Ë (H. )

: @φ P DpRq, Dψ P DpRq : φ “ φp0qφ0 ` xψpxq
�	à

@ �HAJ. �K @ -

.H. ñÊ¢ÖÏ @ Ym.�
	' φpxq ´ φp0qφ0pxq ©K. A�JË @ úÎ« .1 È@ ñ�Ë@ �éj. J
�� 	K ��J
J.¢��K.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦾᦿ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
.R úÎ« AªK
 	Pñ�K T 	áºJ
Ë .2

.T “ cδ �IJ
m�'. c �IK. A�K Yg. ñK
 é�	K

@ �HAJ. �K @ .xT “ 0

�	à

@ 	�Q 	® 	K (


@)

: A 	JK
YË ,(H. ) È@ ñ�Ë@ 	áÓ .DpRq 	áÓ φ 	áºJ
Ë

xT, φy “ φp0qxT, φ0y ` xT, xψy.

ð

xT, xψy “ xxT, ψy “ 0.

.c “ xT, φ0y �IJ
k T “ cδ
�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð

.T “ αδ �IJ
m�'. α ø
 Y
�®« �IK. A�K Yg. ñK
 é�	K A

	̄
px ´ aqT “ 0 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ h. A�J 	J

���@ (H. )
: �IJ
m�'. , ψ P DpRq Yg. ñK
 , DpRq 	áÓ φ É¿ Ég.


@ 	áÓ .φapaq “ 1 �IJ
m�'. φa P DpRq 	áºJ
Ë

φpxq “ φpaqφapxq ` px ´ aqψpxq,

: A 	JK
YË

xT, φy “ φpaqxT, φay ` xpx ´ aqT, ψy.

.c “ xT, φay ©Ó T “ cδ
�	àA
	̄ , px ´ aqT “ 0

�	à

@ AÖß.

é�	K

@ �HAJ. �K @ .px ´ aqpx ´ bqT “ 0 �IJ
m�'. 	á�
 	®Ê�J 	j.Ó 	á�
J
�®J
�®k b ð a Yg. ñK
 é�	K


@ 	�Q 	® 	K (�k. )

.T “ αδa ` βδb
�IJ
m�'. β ð α 	á�
�JK. A�K Yg. ñK


ð φbpbq “ 1 �IJ
m�'. φb P DpRq 	áºJ
Ëð , φapbq “ 0 ð φapaq “ 1 �IJ
m�'. φa P DpRq 	áºJ
Ë
.φbpaq “ 0

: �IJ
m�'. ψ P DpRq Yg. ñK
 é 	JÓð .φ P DpRq 	áºJ
Ë

φpxq “ φpaqφapxq ` φpbqφbpxq ` px ´ aqpx ´ bqψpxq.

: A 	JK
YË

xT, φy “ xT, φpaqφay ` xT, φpbqφby ` xT, px ´ aqpx ´ bqψy .

: é 	JÓð .px ´ aqpx ´ bq “ 0
�	à

@ A 	�Q 	̄ A 	JK
YË

xT, φy “ φpaq xT, φay ` φpbq xT, φby .

.T “ αδa ` βδb
�IJ
m�'. , β “ xT, φby ð α “ xT, φay

	á�
K
Y�®« 	á�
�JK. A�K Yg. ñK
 ø


@

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

2.40 تمرين
.ex

2{2δ ©K
 	Pñ�JË @ð δ ¼@QK
X ©�K 	Pñ�K 	á�
K. 	àPA�̄ .1
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ᦿᦶ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
�éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÒÊË Ég é�	K


@ �I�. �K @ .pex2{2T q1 “ δ

���®m�'
 T P D1pRq AªK
 	Pñ�K
�	à

@ 	�Q 	® 	K .2
.T 1 ` xT “ δ

.T 1 ` xT “ δ
�éËXAªÖÏ @ ÈñÊg É¿ i. �J 	J

���@ .3

2.40 التمرين حل
: A 	JK
YË .φ P DpRq 	áºJ
Ë .1

xex
2{2δ, φy “ xδ, ex

2{2φy “ 1.φp0q “ xδ, φy.

.D1pRq ú

	̄
δ “ e1{x2

δ
�	à

@ ø



@

��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ I. �k A 	JK
YË øQ 	k.

@ �éêk. 	áÓð pex

2{2T q1 “ ex
2{2pT 1 ` xT q : �éêk. 	áÓ 	áK
YË .2

: A 	JK
YË é 	JÓð .δ “ ex
2{2δ 	àA

	̄

ex
2{2pT 1 ` xT q “ ex

2{2δ.

.T 1 ` xT “ δ é 	JÓð
é 	JÓð .pex

2{2T q1 “ δ “ H 1 ���®m�'
 ø

	YË@ð , ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ ú


	̄ XP@ñË@ T P D1pRq 	áÓ ��Ê¢	J 	K .3
. �IK. A�K c �IJ
k , ex2{2T ´ H “ c éJ
Ê«ð .pex

2{2T ´ Hq1 “ 0
: É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 T 1 ` xT “ δ

�éËXAªÖÏ @ Ég 	à 	X@
T “ e´x2{2pH ` cq,

. �IK. A�K c �IJ
k

2.41 �éËXAªÒÊËتمرين ÐAªË@ ÉmÌ'@ D1pRq ú

	̄ Yg. ð@ .1

T 2 ´ 4T “ 0.(2.3)
.r P C ©Ó T “ erx ú


	̄ Q
�
º 	̄ : XA ��P@

�éËXAªÒÊË Cg Yg. ð@ .2

T 2 ´ 4T “ δ1(2.4)
�éËXAªÖÏ @ Ég i. �J 	J

���@ .g P C2pRq ð YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K ñë H �IJ
k , T “ gH É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK

.p2.4q

2.41 التمرين حل
.p2.3q

�éËXAªÒÊË ÐAªË@ ÉmÌ'@ D1pRq ú

	̄ XAm.�'
 @ .1

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦿᦷ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
: Ym.�

	' , p2.3q ú

	̄ 	��
ñª�JËAK. .r P C ©Ó T “ erx É¾ ��Ë@ 	áÓ ÐAªË@ ÉmÌ'@ 	á« �Ij�. 	K

erxpr2 ´ 4q “ 0.
:ñë p2.3q �Ë ÐAªË@ ÉmÌ'@ ú
ÍA

�JËAK. ð .r “ ˘2 é 	JÓð

T “ C1e
2x ` C2e

´2x,

. 	á�
J
 	®J
» 	á�
K
Y�®« 	á�
�JK. A�K C2 ð C1
�IJ
k

.p2.4q
�éËXAªÒÊË �A 	g Ég 	á�
J
ª�K .2

.g P C2pRq ð YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K ñë H �IJ
k Tp “ gH É¾ ��Ë@ 	áÓ �A 	g Ég 	á« �Ij�. 	K
: A 	JK
YË

T “ gH, T 1 “ g1H ` gH 1, T 2 “ g2H ` 2g1H 1 ` gH2.

: A 	JK
YË .φ P DpRq 	áºJ
Ë

xT 2, φy “ xg2H,φy ` 2xg1H 1, φy ` xgH2, φy.

: A 	JK
YË

xg1H 1, φy “ xH 1, g1φy “ ´xH, pg1φq1y “ ´

ż `8

0
pg1φq1pxq dx “ g1p0qφp0q “ g1p0qxδ, φy.

.D1pRq ú

	̄
g1H 1 “ g1p0qδ

�	à

@ ø



@

: A 	JK
YËð

xgH2, φy “ xH2, gφy “ xH, pgφq2y “

ż `8

0
pgφq2pxq dx “ ´pgφq1p0q “ ´g1p0qφp0q´gp0qφ1p0q.

.D1pRq ú

	̄
gH2 “ ´g1p0qδ ` gp0qδ1

�	à

@ ø



@

é 	JÓð

T 2 “ g2H ` 2g1p0qδ ´ g1p0qδ ` gp0qδ1 “ g2H ` g1p0qδ ` gp0qδ1.

, ú
ÍA
�JËAK. ð

T 2 ´ 4T “ g2H ` g1p0qδ ` gp0qδ ´ 4gH.
�	à

@ ø



@

pg2 ´ 4gqH ` g1p0qδ ` gp0qδ1 “ δ1.

: �éK
YmÌ'@ �éË

A�ÖÏ @ ���®m�'
 g é 	JÓð

$

’

’

’

&

’

’

’

%

g2 ´ 4g “ 0;

g1p0q “ 0;

gp0q “ 1,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦿᦸ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
ñë AêÊg

gpxq “
e2x ` e´2x

2
“ coshp2xq.

ñë p2.4q �Ë ÐAªË@ ÉmÌ'@ �	à

@ i. �J 	J

���	�ð .p2.4q
�éËXAªÒÊË �A 	g Ég Tp “ coshp2xqH é 	JÓð

T “ C1e
2x ` C2e

´2x ` coshp2xqH.

2.42 تمرين
.2xT 2 ´ T 1 “ 0 �éËXAªÒÊË D1pRq ú


	̄ ÐAªË @ ÉmÌ'@ Yg. ð@ .1
.xr É¾ ��Ë@ 	áÓ Ég 	á« �IjJ. Ë @ 	áºÖß
 : XA ��P@

.2xT 2 ´ T 1 “ δ
�éËXAªÒÊË ÐAªË@ ÉmÌ'@ 	á�
« .2

©K. A�K H ð ù

�®J
�®k �IK. A�K a �IJ
k a ¨ H É¾ ��Ë@ 	áÓ �A 	g Ég 	á« �IjJ. Ë @ 	áºÖß
 : XA ��P@

. YK
A��
 	®J
ë

2.42 التمرين حل
ð

@ r “ 0

�	à

@ Ym.�

	' XA ��PB @ ¨AJ. �KAK. .2xT 2 ´ T 1 “ 0 �éËXAªÒÊË D1pRq ú

	̄ ÐAªË @ ÉmÌ'@ XAm.�'
 @ .1

ð α ð fpxq “ |x|3{2 �IJ
k T “ α ` βf É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 H. ñÊ¢ÖÏ @ ÉmÌ'A 	̄ ú
ÍA
�JËAK. ð , r “

3
2

. 	àA�JK. A�K β�	à

@ð , f 1pxq “ |x|1{2 ð , éÊÒ»


AK. R úÎ« ��A�®�J ��B @ ÉJ. �®�K fpxq “ |x|3{2 �	à


@ 	¡kB : �é 	¢kCÓ

.f2pxq “
3
4

|x|´1{2 ¨ sgn x P L1
locpRq

.2xT 2 ´ T 1 “ δ
�éËXAªÒÊË ÐAªË@ ÉmÌ'@ 	á�
J
ª�K .2

�	à

@ I. �Jº	K φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ : a “ ´

1
3

Ym.�
	' 	��
ñª�JËAK.

x2xT 2 ´ T 1, φy “ xδ, φy,

é 	JÓð

´axδ, xφ1 ` φy “ p1 ` aqφp0q,

�	à

@ ø



@

´2aφp0q “ p1 ` aqφp0q,

.a “ ´
1
3

�éÒJ
�®Ë@ é 	JÓð
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ᦿᦹ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
ÐAªË@ ÉmÌ'@ ©Ó ´1

3
H �A	mÌ'@ ÉmÌ'@ @ 	Yë ¨ñÒm.× ø
 ðA��
 �èQ�. �JªÖÏ @ �éËXAªÒÊË ÐAªË@ ÉmÌ'A 	̄ éJ
Ê«ð

T “ α ` βf ´
1
3
H ñë H. ñÊ¢ÖÏ @ ÉmÌ'@ �	à


@ ø



@ , ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ ú


	̄ éJ
Ê« É�jÖÏ@ T “ α ` βf

.fpxq “ |x|3{2 ð 	àA�JK. A�K β ð α �IJ
k

2.43 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ �HBXAªÖÏ @ D1pRq ú


	̄ Ég
.ù


�®J
�®k �IK. A�K c �IJ
k xT “ c .1

.xvp
ˆ

1
x

˙

“ 1
�	à

@ ÈAÒª�J�@ : XA ��P@

.@x P R : fpxq ‰ 0 �IJ
k f P C8pRq 	áºJ
Ë .2
.fT “ 0 p


@

.fT “ c p H.
.f 1T ` fT 1 “ 0 p �k.

.T 1 ` xT “ 0 .3

2.43 التمرين حل
.xT “ c

�éËXAªÖÏ @ D1pRq ú

	̄ Ég .1

.xT “ 0 �é�	�Aj. �JÖÏ @ �éËXAªÒÊË ÐAªË@ ÉmÌ'@ 	á��
ª 	JË , B�ð

@

�IJ
k φpxq “ φp0qφ0pxq ` xψpxq �IJ
m�'. ψ P DpRq Yg. ñK
 é 	JÓð .φ P DpRq 	áºJ
Ë
: A 	JK
YË .φ0p0q “ 1 ©Ó φ0 P DpRq

xT, φy “ xT, φp0qφ0 ` xψy “ φp0qxT, φ0y ` xxT, ψy.

é 	JÓð , xxT, ψy “ 0 A 	JK
YËð α “ xT, φ0y © 	�	�

xT, φy “ αxδ, φy,

.T “ αδ
�	à

@ ø



@

.xT “ c �Ë A�A 	g Cg 	à
�
B@ 	á��
ª 	K

.xpcvp1
x

q “ c ø


@ cxvp1

x
“ c I. �Jº	K , xvp1

x
“ 1

�	à

@ AÖß.

xpT ´ cvp1
x

q “ 0 úÍ@ ø

�X ñK
 xT “ c

�	à@ Õç�' , xT “ c
�éËXAªÒÊË �A 	g Ég T “ cvp1

x
	à 	X@

. 	á�
K
Y�®« 	á�
�JK. A�K c ð α �IJ
k T “ αδ ` cvp1
x

�	à

@ �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ ÕÎª 	K 	ám� 	'ð

. 	á�
K
Y�®« 	á�
�JK. A�K c ð α �IJ
k T “ αδ ` cvp1
x

ñë ÐAªË@ ÉmÌ'@ �	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð
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ᦿᦺ Distributions يعات التوز .ᦸ باب
.2

.@x : fpxq ‰ 0 ð f P C8pRq �IJ
k fT “ 0 �éËXAªÖÏ @ D1pRq ú

	̄ Ég -


@

: A 	JK
YËð DpRq 	áÓ ψ “
φ

f
© 	�	�

xT, φy “ xT, fψy “ xfT, ψy “ 0, @φ P DpRq,

T “ 0. é 	JÓð
�é�®K. A ��Ë@ �éËXAªÖÏ @ �º« @YK.


@ ÐYª	JK
 B T ÉÓAªÓ �	à


B @YJ
kð Cg ÉJ. �®�K �éËXAªÖÏ @ è 	Yë �	à


@ 	¡kB

. ÈñÊmÌ'@ 	áÓ �éK
Aî 	E B AÓ ÉJ. �®�K ú

�æ
�
Ë @

. ø
 Y
�®« �IK. A�K c �IJ
k fT “ c

�éËXAªÖÏ @ D1pRq ú

	̄ Ég - H.

A 	JK
YË

f

ˆ

T ´
c

f

˙

“ 0 ñ T ´
c

f
“ 0 ñ T “

c

f

f 1T ` fT 1 “ 0 �éËXAªÖÏ @ D1pRq ú

	̄ Ég - �k.

: A 	JK
YË

f 1T ` fT 1 “ 0 ñ pfT q1 “ 0 ñ fT “ c ñ T “
c

f
,

. ø
 Y
�®« �IK. A�K c �IJ
k

.T 1 ` xT “ 0 �éËXAªÖÏ @ D1pRq ú

	̄ Ég .3

: A 	JK
YË

T 1 ` xT “ 0 ñ pxT q1 “ 0 ñ xT “ c ñ T “ αδ ` vp1
x
,

. 	àAK
Y�®« 	àA�JK. A�K c ð α �IJ
k
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3 باب
Espaces de سوبولاف فضاءات

Sobolev

ú

	̄ ÉKA�ÖÏ @ 	áÓ YK
YªË@ Ég ú


	̄ ÉÒª�J��� �éJ
ÒJ
 	¢ 	� �éJ
«Aª �� �H@ZA 	� 	̄ ù
 ë
	¬BñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄

. �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @
.Rn 	áÓ ÈA 	g Q�
 	« hñ�J 	®ÖÏ Ω �K. 	QÓQ 	K ú


�G

AK
 AÓ É¿ ú


	̄

[ سوبولاف فضاءات يف تعر ] 3.1 يف تعر
�K. HmpΩq

	¬Qª	K .m P N 	áºJ
Ë

HmpΩq “ tu P L2pΩq;Dαu P L2pΩq : |α| ď mu.

: Õæ
Òª
�K

: �K.
	¬QªÖÏ @ Z A 	� 	®ÊË Wm,ppΩq �K. ð


@ Wm

p pΩq �K. 	QÓQ 	K

Wm
p pΩq “ tu P D1pΩq;Dαu P LppΩq : |α| ď mu,

.1 ď p ď `8 �IJ
k
: A 	JK
YË �é�A 	g �é 	®��. ð

Wm,2pΩq “ HmpΩq.

.LppΩq 	©J
K. ñË ZA 	� 	̄ ñë Wm,p ZA 	� 	®Ë @ , m “ 0 Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ 	¡kB

: L2pΩq ú

	̄ ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Yj. ÊË p¨|¨q �K. 	QÓQ 	K

pu|vqL2 “

ż

Ω
uv dx,

: LppΩq úÎ« Õæ

	¢	JÊË || ¨ ||Lp �K. ð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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||u||Lp “

ˆ
ż

Ω
|u|p dx

˙1{p

.

: �éJ
ËA
��JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË

[ شعاعي فضاء بنية ] 3.1 مبرهنة
ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. AëXð 	Q 	K AÖÏ �éJ
�KQ�. ÊJ
ë �H@ZA 	� 	̄

HmpΩq �H@ZA 	� 	®Ë@

pu, vqHm “
ÿ

|α|ďm

pDαu,DαvqL2 .

: �K. Wm,ppΩq úÎ« ù
 ªJ
J.¢Ë@ Õæ

	¢ 	JË @ 	¬Qª	K

||u||Wm,p “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

˜

ÿ

0ď|α|ďm

||Dαu||
p
Lp

¸1{p

: 1 ď p ă `8,

max
0ď|α|ďm

||Dαu||L8 : p “ `8.

(3.1)

. pA 	JJ. Ë Z A 	� 	̄
Wm,ppΩq ZA 	� 	®Ë@ 	àñºK
 , Õæ


	¢ 	JË @ @ 	YîE. @Xð 	QÓ
Õæ


	¢ 	JË @ �	à

@ �HAJ. �K @ 	áºÖß


||u||m,p “

$

’

’

&

’

’

%

ÿ

0ď|α|ďm

||Dαu||Lp : 1 ď p ă `8;
ÿ

0ď|α|ďm

||Dαu||L8 : p “ `8.
(3.2)

�IJ
k Rq ú

	̄ �HAÒJ
 	¢ 	JË @ ñ 	̄ A¾�JË �éj. J
�� 	K @ 	Yëð , p3.1q ú


	̄ 	¬QªÖÏ @ Õæ

	¢ 	JÊË Zú


	̄ A¾Ó
.q “ cardptα P Nn : |α| ă muq

�éJ
 	�J. Ë @ Hm �Ë ù
 ¢ªK
 , p “ 2 �éËAg ú

	̄ é�	K


@ ù
 ë p3.1q ú


	̄ 	¬QªÖÏ @ Õæ

	¢ 	JË @ 	áÓ �èYKA 	®Ë @

.p3.2q ú

	̄ 	¬QªÖÏ @ Õæ


	¢ 	JË @ ©Ó 	áºÜØ Q�
 	« Zú
æ
��Ë @ @ 	Yëð . �éJ
�KQ�. ÊêË @

[ والإستمرار سوبولاف فضاءات ] 3.1 ملاحظة
W 1,ppsa, brq 	áÓ Qå�	J« É¾Ë , a, b P R, a ă b, 1 ď p ď `8 ©Ó ,( n “ 1 ) 1 YªJ. Ë @ ú


	̄

u É¿ �éK. A�J» 	áºÖß
 , 1 YªJ. Ë @ ú

	̄ é�	K


@ I. �.�Ë@ð . YJ
kð QÒ�J�Ó É�JÜØ , ñ 	̄ A¾�K 		J� 	á« �èPAJ.« ñë ø


	YË@
é�®�J ��Ó ÉÓA¾�K É¾ �� úÎ« W 1,ppsa, brq 	áÓ

u P W 1,ppsa, brq ñ tDũ P Cpra, bsq, Dv P Lppsa, brq;u “ ũ ½ ��, ũpxq “ ũpaq `

ż x

a

vpsqdsu.

.( p3.1q 	áK
QÒ�JË @ Q 	¢ 	� @)
ÈA�JÖÏ @ ú


	̄ @ 	Yë �éK
 ðP A 	J 	JºÖß
 .H1pΩq Ć CpΩq
�é�A 	g �é 	®��. ð .n ą 1 YªJ. Ë @ ú


	̄ iJ
m�� Q�
 	« @ 	Yë
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	áºJ
Ë

Ω “

"

x “ px1, x2q P R2, |xi| ă
1
2
, i “ 1, 2

*

,

.γ Ps0, 1{2r ©Ó upxq “ p´ lnp|x|qqγ �K. Ω úÎ« 	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ u ð
.( p3.12q 	áK
QÒ�JË @ Q 	¢ 	� @) .u R CpΩq , �é�A 	g �é 	®��. é 	JÓð .u R L8pΩq 	áºË u P H1pΩq A 	JK
YË

3.2 مبرهنة
.HmpRnq

	J
�J» DpRnq

DpRnq 	áÓ pφnq
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K , HmpRnq 	áÓ u Qå�	J« É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �	à


@ ú


	æªK
 @ 	Yëð
I. �Jº	Kð .HmpRnq ú


	̄
φn Ñ u �IJ
m�'.

DpRnq
HmpRnq

“ HmpRnq.

3.2 ملاحظة
.HmpΩq ú


	̄ A 	®J
�J» ��
Ë DpΩq , AÓñÔ«

[ Hm
0 pΩq الفضاء يف تعر ] 3.2 يف تعر

: HmpΩq ú

	̄ DpΩq

�é�®�CÖÏ Hm
0 pΩq �K. 	QÓQ 	K

DpΩq
HmpΩq

“ Hm
0 pΩq.

3.3 ملاحظة
.Hm

0 pΩq ‰ HmpΩq AÓñÔ«ð .Hm
0 pΩq Ă HmpΩq A 	JK
YË

. �éJ. Ë A� �éJ. �KP �H@ 	X 	¬BñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄ 	à
�
B@ 	¬Qª	JË

3.3 يف تعر
: 	àA¿ @ 	X @ ¡

�® 	̄ð @ 	X @ u P H´mpRnq .m P N 	áºJ
Ë
.u P D1pRnq - 1

.DC ě 0, @φ P DpRnq : |xu, φyD1,D| ď C||φ||HmpRnq - 2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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ú

	æªK
 u P H´mpRnq �IJ
k , H´mpRnq ð HmpRnq

	á�
K. �é�̄C« Yg. ñ�K 	K
Qª�JË @ @ 	Yë I. �k
.HmpRnq AJ
k. ñËñK. ñ£ 	áÓ �éj. �J 	J���ÖÏ @ AJ
k. ñËñJ.¢ËAK. @Xð 	QÓ DpRnq úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢

	k É¾îD�� u �	à

@

.x¨, ¨yH´m,Hm úÍ@ x¨, ¨yD1,D
�éK
ñ 	J�JË @ �ñ�̄ YK
YÒ�JK. A 	JË iÒ��
 AÓ @ 	Yëð

ية] الثنو تمديد ية [نظر 3.1 ية نظر
��J
J.¢�JË @

�	à@ .u P H´mpRnq 	áºJ
Ë - 1

DpRnq Ñ C
φ ÞÑ xu, φyD1,D

: HmpRnq úÎ« QÒ�J�Óð ù
 ¢
	k É¾ �� úÍ@

�èYJ
kð �é�®K
Q¢�. XYÖß


HmpRnq Ñ C
v ÞÑ xu, vyH´m,Hm .

: 3.1 �é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. xu, vyH´m,Hm
	K
Qª�K úÍ@

�èPA ��B @ ÑêÖÏ @ 	áÓ

u P H´mpΩq ñ u P D1pΩq,

v P HmpRnq ñ Dφj P DpRnq : φj Hm

ÝÑ v.

: A 	JK
YË é 	JÓð

xu, vyH´m,Hm :“ lim
jÑ`8

xu, φjyD1,D.

.HmpRnq ZA 	� 	®Ë@ ø
 ñ
	J��K. H´mpRnq ZA 	� 	®Ë @ �é�®K. A¢Öß. A 	® 	K

�
@ 	¬QªÖÏ @ YK
YÒ�JË @ iÒ��
 - 2

�	à

@ ø



@

@L P pHmpRnqq1, D!u P H´mpRnq, @v P HmpRnq : Lpvq “ xu, vyH´m,Hm .

3.4 à	�ملاحظة

@ 	¡kC	K

. . . Ă H2 Ă H1 Ă H0 ” L2 Ă H´1 Ă H´2 Ă . . . Ă H´m Ă . . .

�IJ
k W´m,p1 ZA 	� 	®Ë @ ñë W 1,ppRnq ZA 	� 	®Ë @ ø
 ñ
	J�K 	àA

	̄
p ą 1 É¿ Ég.


@ 	áÓ : Õæ
Òª

�K
.
1
p

`
1
p1

“ 1

.H´mpRnq ø
 ñ
	J�JË @ Z A 	� 	®Ë@ Qå�A 	J« 	Q�
Ö

�ß ú

�æË @ �éJ
ËA�JË @ �éÒêÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ ½J
Ë @
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3.2 ية نظر
.u P H´mpRnq 	áºJ
Ë

.u “
ÿ

|α|ďm

Dαfα
�IJ
m�'. , pfαq|α|ďm P L2pRnq Qå�A 	JªË@ 	áÓ é�J 	JÓ XY« Yg. ñK


	áÓ é�J 	JÓ ¨ñÒm.× É¾ �� úÎ« I. �JºK
 H´mpRnq ø
 ñ
	J�JË @ Z A 	� 	®Ë @ 	áÓ Qå� 	J« É¿ 	à


@ ú


	æªK
 @ 	Yë
. �éÊÓA¾ÒÊË �éÊK. A�̄ Aî�EAªK. QÓ È@ðX �HA�®�J ��Ó

: ÈA�JÓ
.u “ f0 ` f 1

1
�IJ
m�'. f0, f1 P L2pRq Yg. ñK
 , �éK
Q 	¢	JË @ I. �k .u P H´1pRq 	áºJ
Ë

: �éJ
ËA
��JË @ �éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA�®�J ��ÖÏ @ �H@ 	X �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ Rn ú


	̄ Q�. �Jª 	K
n
ÿ

i,j“1
DipaijDjuq ´ λu “ Au ´ λu “ f,

: ���®m��'ð j ð i É¿ Ég.

@ 	áÓ aij “ aji ©Ó �èXðYm× �éJ
�®J
�®k ©K. @ñ�K paijqi,j“1,...,n , λ ą 0 �IJ
k

DC ě 0, @ξ P Cn, @x P Rn :
n
ÿ

i,j“1
aijpxqξiξj ě C|ξ|2.

. ÐA 	¢�J 	KAK. �éJ.k. ñÓ paijq
�é 	̄ñ 	®�ÖÏ @ �	à


@ Èñ�® 	Kð

úÎ« É�j	J 	̄ .( Kronecker ) QºJ
 	KðQ» 	QÓQË δij Q�
 ���
 �IJ
k aij “ δij PAJ. �J«@ A 	J 	JºÖß
 , C�JÓ
.∆u ´ λu “ f

�éËXAªÖÏ @
: �éJ
ËA

��JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË

3.3 مبرهنة
.pA ´ λqu “ f �IJ
m�'. , YJ
kð u P H1pRnq Yg. ñK
 , f P H´1pRnq É¾Ëð λ ą 0 É¾Ë

: �HAJ. �KB @
: �éJ
ËA

��JË @ �éJ£ñ�JË @ úÍ@ h. A�Jm�
	' , �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �KB
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3.1 
��JتوطئةJ.¢�JË @

H1pRnq ×H1pRnq Ñ C
pu, vq ÞÑ pu, vq˚

�IJ
k

pu, vq˚ “

n
ÿ

i,j“1

ż

Rn

aijpxqDiuDjvdx ` λ

ż

Rn

uvdx,

.H1pRnq úÎ« XA�JªÖÏ @ Õæ

	¢ 	JË @ Zú


	̄ A¾K
 éÒJ
 	¢ 	� H1pRnq úÎ« AJ
ÒÊ� Z@Yg. É�JÖß


.f P H´1pRnq 	áºJ
Ë
: ù
 ¢

	mÌ'@ É¾ ��Ë@ Q�. �Jª 	K

H1pRnq Ñ C
v ÞÑ xf, vyH´1,H1 .

: �	à

@ , ( Riesz ) ��
P ÉJ
�JÖ

�ß �éK
Q 	¢	� 	áÓ A 	JK
YË

D!w P H1pRnq, @v P H1pRnq : xf, vyH´1,H1 “ pw, vq˚.

: φ P DpRnq É¿ Ég.

@ 	áÓ A 	JK
YË , �é�A 	g �é 	®��.

xf, φyH´1,H1 “

ż

Rn

n
ÿ

i,j“1
aijpxqDiwpxqDjφ dx ` λ

ż

Rn

wφ dx

“ ´

ż

Rn

n
ÿ

i,j“1
DjpaijpxqDiwqφ dx ` λ

ż

Rn

wφ dx.

�	à

@ ø



@

xf, φyD1,D “

˜

´

n
ÿ

i,j“1
DjpaijpxqDiwq ` λw, φ

¸

L2,L2

.

: Ym.�
	' , u “ ´w © 	�ñK.

n
ÿ

i,j“1
DjpaijpxqDiq ´ λu “ f.
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˝ . �éJ
 	K @YgñË@ð Xñk. ñË@ é 	JÓð

.2m �éJ. �KQË @ 	áÓ �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ AK. �é�A 	g øQ 	k

@ �éj. J
�� 	K A 	JK
YË

3.4 مبرهنة
ú
Î

	�A 	®�JË @ Q�K ñÖÏ @ . AJ
 	®J
» m P N‹ 	áºJ
Ë

ÿ

|α|ďm

p´1q|α|D2α : HmpRnq Ñ H´mpRnq

u ÞÑ Au,

. ú
ÎK. A
�®�K ��
A�®�K

: �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË

3.5 مبرهنة
.H´mpRnq

	J
�J» DpRnq

: �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
Q�K ñÒÊË A �K. 	QÓQK
 �IJ
k) Au “ T �IJ
m�'. YJ
kð u P HmpRnq Yg. ñK
 .T P H´mpRnq 	áºJ
Ë
	áÓ pφjq

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é�	KA
	̄ , HmpRnq ú


	̄ 	J
�J» DpRnq
�	à

@ AÖß.ð .(

ÿ

|α|ďm

p´1q|α|D2α ú
Î
	�A 	®�JË @

�	à

@ AÒÊ« H´mpRnq ú


	̄
Aφj Ñ Au

�	àA
	̄ ,QÒ�J�Ó A �	à


@ AÖß.ð .HmpRnq ú


	̄
φj Ñ u �IJ
m�'. DpRnq

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð .Aφj P DpRnq

: �é 	¢kCÓ
ú

	̄ A 	®J
�J» ��
Ë DpΩq , ÐñÒªË@ úÎ« é�	K


@ 	áÓ Ñ 	«QË@ úÎ« , Ω Ă Rn É¾Ë �éÖ ßA�̄ �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë É 	¢��

.m P N‹ A�ÜÏ HmpΩq

محلولة تمارين 3.1
3.1 تمرين

.u P W 1,pps0, 1r,Rq ð 1 ď p ď `8 	áºJ
Ë
.x Ps0, 1r É¿ AJ. K
Q�®�K Ég.


@ 	áÓ , upxq “ c `

ż x

0
u1ptq dt �IJ
m�'. c P R Yg. ñK
 é�	K


@ �I�. �K


@ -


@

úÎ« ½ �� u “ v �IJ
m�'. v P Cpr0, 1s,Rq Yg. ñK
 é�	K

@ ú 	æªÖß. q u P Cpr0, 1s,Rq

�	à

@ i. �J 	J

���@ Õç�'
.W 1,pps0, 1rq Ă Cpr0, 1s,Rq

�	à

@ h. A�J 	J

���@ A 	J 	JºÖß
 v ð u
�é�®K. A¢Öß.ð ps0, 1r

.||u||8 ď ||u||W 1,pps0,1rq

�	à

@ �I�. �K


@ - H.
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.1 ´

1
p

é ��

@ PYËñêË ©K. A�K u

�	àA
	̄
p ą 1 A�ÜÏ é�	K


@ �I�. �K


@ - �k.

.u P Cpr0, 1s,Rq 	áºJ
Ë .2
.x Ps0, 1r É¿ Ég.


@ 	áÓ , upxq “ up0q `

ż x

0
wptq dt �IJ
m�'. w P Lpps0, 1rq Yg. ñK
 é�	K


@ 	�Q 	® 	K

u1 “ w ð .u P W 1,pps0, 1rq
�	à

@ �I�. �K


@

3.1 التمرين حل
.1

.F pxq “

ż x

0
u1ptq dt © 	�	� .x P r0, 1s 	áºJ
Ë -


@

. F 1 “ u1
�	à

@ 	à

�
B@ 	á��
J. 	JË .F P Cpr0, 1s,Rq

�	àA
	̄
u1 P L1ps0, 1rq

�	à

@ AÖß.

A 	JK
YË .φ P Dps0, 1rq 	áºJ
Ë

xF 1, φyD1,D “ ´

ż 1

0
F pxqφ1pxq dx “ ´

ż 1

0

ˆ
ż 1

0
1s0,xrptqu

1ptq dt
˙

φ1pxq dx.

Ym.�
	' , ú


	æJ
K. ñ 	̄ �éK
Q 	¢	� Ð@Y 	j�J�AK. ð t, x Ps0, 1r É¿ Ég.

@ 	áÓ 1s0,xrptq “ 1st,1rpxq

�	à

@ �é 	¢kCÖß.

xF 1, φyD1,D “ ´

ż 1

0
p

ż 1

0
1st,1rpxqφ1ptq dxqu1ptq dt “

ż 1

0
φptqu1ptq dt,

.F 1 D1

“ u1
�	à

@ 	á��
J. K
 AÓ @ 	Yëð

�	à

@ ø



@ . AJ
Ê¿ éJ. �� u ´ F “ c �IJ
m�'. c P R Yg. ñK
 	à 	X@ .pu ´ F q1 “ 0 A 	JK
YË é 	JÓð

.x Ps0, 1r É¿ Ég.

@ 	áÓ AJ
Ê¿ éJ. �� upxq “ c `

ż x

0
u1ptq dt

x P r0, 1s É¿ Ég.

@ 	áÓ A 	JK
YË é 	JÓð .QÒ�J�Ó É�JÜØ u �Ë PA�J	m� 	' - H.

upxq “ up0q `

ż x

0
u1ptq dt.

x, y P r0, 1s É¿ Ég.

@ 	áÓ ½Ë 	Y» A 	JK
YË é 	JÓð

upxq “ upyq `

ż x

y

u1ptq dt,

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð

|upxq| ď |upyq| `

ż 1

0
|u1ptq| dt.

x P r0, 1s É¿ Ég.

@ 	áÓ Ym.�

	' ,( y �Ë �éJ.� 	�ËAK.) r0, 1s úÎ« �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë ú

	̄ Q£ �éÊÓA¾Öß.

|upxq| ď ||u||L1 ` ||u1||L1 “ ||u||W 1,1 ,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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Ym.�

	' ,PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ Ð@Y 	j�J�AK. ð x úÎ« úÎ«

B@ 	Y 	g


AK. é 	JÓð

||u||L8 ď ||u||L1 ` ||u1||L1 ď ||u||Lp ` ||u1||Lp “ ||u||W 1,p .

A 	JK
YË .x, y P r0, 1s : y ą x 	áºJ
Ë .u �Ë @QÒ�J�Ó C�JÜØ PA�J	m� 	' - �k.

upyq ´ upxq “

ż y

x

u1ptq dt,

Ym.�
	' PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ Ð@Y 	j�J�AK. é 	JÓð

|upyq ´ upxq| ď

ˆ
ż y

x

|u1ptq|p dt
˙1{p

|y ´ x|
1´ 1

p ď ||u||W 1,p |y ´ x|
1´ 1

p .

�	à

@ ø



@ u1 “ w

�	à

@ �HAJ. �K @ ù


	®ºK
 u P W 1,pps0, 1rq
�	à

@ �HAJ. �KB .u P Lpps0, 1rq

�	à

@ l� 	�@ð .2

xu1, φyD1,D “

ż 1

0
wptqφptq dt, @φ P Dps0, 1rqq.

A 	JK
YË .φ P Dps0, 1rq 	áºJ
Ë

xu1, φyD1,D “ ´

ż 1

0
uptqφ1ptq dt “ ´

ż 1

0
p

ż t

0
wpxq dxqφ1ptq dt “ ´

ż 1

0
p

ż 1

0
1s0,trpxqwpxq dxqφ1ptq dt.

x, t Ps0, 1r É¿ Ég.

@ 	áÓ) 1s0,trpxq “ 1sx,1rptq

�è @ðA�ÖÏ @ ð ú

	æJ
K. ñ 	̄ �éK
Q 	¢	� øQ 	k


@ �èQÓ ÐY 	j�J�	�

Ym.�
	' .(

xu1, φyD1,D “ ´

ż 1

0
p

ż 1

0
1sx,1rptqφ

1ptqqwpxq dxqdt “ ´

ż 1

0
p

ż 1

x

φ1ptq dtqwpxq dx “

ż 1

0
φpxqwpxq dx.

.u1 “ w
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð

3.2 تمرين
? δ P L2pRq Éë .1

.φp0q “ 1 �IJ
k φ P DpRq ©Ó φjpxq “ φpjxq �K. �é 	̄QªÖÏ @ φj �éJ
ËA�J�JÖÏ @ ÈAÒª�J�@ 	áºÖß
 : XA ��P@
? δ P H´1pRq Éë .2

: A 	JK
YË , φ P DpRq É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ ÉÒª�J�@ : XA ��P@

pφpxqq2 “

ż x

´8

2φptqφ1ptqdt.

3.2 التمرين حل
? δ P L2pRq Éë .1

: 	àA¾Ë δ P L2pRq ” H0pRq
	àA¿ ñË

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.δ P D1pRq ‚

. Dc ě 0, @φ P DpRq : |xδ, φy| “ |φp0q| ď c||φ||H0pRq ‚

.φjpxq “ φpjxq © 	�	� . φp0q “ 1 �IJ
m�'. φ P DpRq 	áºJ
Ë
: �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ A 	JK
YË

@j, |φjp0q| “ 1 ď c||φj||L2pRq.

	à 	X@

1 ď c

ż

R
pφpjxqq2 dx,

. ù

�®J
�®k �IK. A�K c �IJ
k

: Ym.�
	' y “ jx Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. ��K.

1 ď
c

j

ż `8

´8

φ2pyqdy,

�	à

@ ø



@

j ď c

ż `8

´8

φ2pyqdy, @j.

.δ R L2pRq é 	JÓð . 	áºÜØ Q�
 	« @ 	Yëð . �IK. A�JË @ � 	® 	JK. �èXðYm× �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«

B@ �é«ñÒm.×

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë

? δ P H´1pRq Éë ‚

é�	K

@ �HAJ. �K @ úÍ@ ½Ë 	X XñªK
 δ P H´1pRq

�	à

@ �HAJ. �K @

Dc ě 0 : pφp0qq2 ď c||φ||2H1pRq “ cp||φ||2L2pRq ` ||φ1||2L2pRqq.

A 	JK
YË

pφpxqq2 “

ż x

´8

2φptqφ1ptqdt.

é 	JÓð

|pφp0qq2| ď 2
ż 0

´8

|φptqφ1ptq| dt.

�Õç�' 	áÓð

|pφp0qq2| ď 2
`

||φ||2L2 ` ||φ1||2L2

˘

.

.δ P H´1pRq
	à 	X@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦶᦻ Espaces de Sobolev سوبولاف فضاءات .ᦹ باب
3.3 تمرين

.upxq “
x ` |x|

2
�K.

	¬QªÖÏ @ ù

�®J
�®mÌ'@ ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë

.u P H1ps ´ 1, 1rq
�	à

@ �I�. �K @ .1

.u R H2ps ´ 1, 1rq
�	à

@ �I�. �K @ .2

.u P H1pRq Éë .3

3.3 التمرين حل
	á��
J. K
 AÓ ñëð .s ´ 1, 0s ÈAj. ÖÏ @ ú


	̄
upxq “ 0 ð r0, 1r ÈAj. ÖÏ @ ú


	̄
upxq “ x

�	à@ Èñ�®Ë@ 	áºÖß
 .1
�	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ é 	K @ Õç�' .u P L2pIq

�	à

@

u1pxq “

#

1 x Ps0, 1r,

0 x Ps ´ 1, 0r.

.u P H1pIq
	à 	X@ .u1 P L2pIq

	à

@ 	á�
J. K
AÓ ñëð

: A 	JK
YË .φ P DpRq 	áºJ
Ë .2

xu2, φy “ ´xu1, φ1y “ ´

ż 1

0
φ1pxq dx “ φp0q “ xδ, φy.

.u R H2pΩq
�	à

@ ø



@ .u2 R L2pΩq

�	àA
	̄
δ R L2pΩq

	àA¿ AÖÏð
.H R L2pRq

	à

@ 	¡kC	Kð . YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K ñë H �IJ
k , u1 “ H 	à


@ Èð


B@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ ÕÎª 	K .3

.u R H1pRq
	àA
	̄ @ 	YËð

3.4 تمرين
? H1pRq ú


	̄ 	àAJ
ËA�JË @ 	àAªK. A�JË @ Éë .1

x ÞÑ fpxq “

$

&

%

1 : |x| ď 1,

0 : |x| ą 1.

x ÞÑ gpxq “

$

’

’

&

’

’

%

x ` 1 : ´1 ď x ď 0,

´x ` 1 : 0 ď x ď 1,

0 : x Ps ´ 8,´1rYs1,`8r.

�K.
	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ Éë .2

hpxq “

#

1 : x Ps0, 1r;

0 : x Ps ´ 1, 0r,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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? H2ps ´ 1, 1rq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K

ú

	̄ ©K. A�JË @ 	àñºK
 AêÊg.


@ 	áÓ ú


�æË@ α Õæ

�̄ 	á��
« .α P R ©Ó x ÞÑ ηpxq “ xα ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	K .3

. H2ps1,`8rq ú

	̄ Õç�' , H2ps0, 1rq

3.4 التمرين حل
- 1

. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. f 1 P L2pRq ð f P L2pRq
	àA¿ @ 	X @ ¡

�® 	̄ð @ 	X @ f P H1pRq
�	à@ Èñ

�® 	K ‚

A 	JK
YË
ż `8

´8

|fpxq|2 dx “

ż 1

´1
dx “ 2 ă `8.

.f P L2pRq é 	JÓð
: x “ ´1 Y	J« �è 	Q 	®�̄ð x “ 1 Y	J« �è 	Q 	®�̄ éË f �	à


@ 	¡kC	K ,øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

lim
xÑ1`

fpxq ´ lim
xÑ1´

fpxq “ ´1 ð lim
xÑ´1`

fpxq ´ lim
xÑ´1´

fpxq “ 1.

é 	JÓð

pTf q1 “ Tf 1 ´ δ1 ` δ´1.

.f R H1pRq
�	àA
	̄

pTf q1 “ ´δ1 ` δ´1 R L2pRq
�	à

@ AÖß.ð .Tf 1 “ 0

�	àA
	̄
f 1 “ 0

�	à

@ AÖß.ð

A 	JK
YË ‚

ż `8

´8

|gpxq|2 dx “

ż 0

´1
px ` 1q2 dx `

ż 1

0
p´x ` 1q2 dx ă `8.

.g P L2pRq é 	JÓð
. �H@ 	Q 	®�̄ éK
YË �I��
Ë g

�	à

@ 	¡kC	K ,øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

�IJ
k , pTgq “ Tg1 é 	JÓð

g1pxq “

$

’

’

&

’

’

%

1 : ´1 ă x ă 0,

´1 : 0 ă x ă 1,

0 : x Ps ´ 8,´1rĂs1,`8r.

.g P H1pRq
�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
��JËAK. ð .g1 P L2pRq éJ
Ê«ð

.½ �� h1pxq “ 0 ð , h P L2ps ´ 1, 1rq
�	à

@ l� 	�@ð - 2

.x “ 0 �é¢�® 	JË @ Y 	J« �è 	Q 	®�̄ éK
YË h
�	à

@ 	¡kC	K ,øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

.pThq1 “ Th1 ` δ “ δ R L2ps ´ 1, 1rq é 	JÓð . lim
xÑ0`

hpxq ´ lim
xÑ0´

hpxq “ 1 A 	JK
YËð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.h R H2ps ´ 1, 1rq

�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
��JËAK. ð
- 3

: A 	JK
YË .η P H2ps0, 1rq
	àñºK
 AêÊg.


@ 	áÓ ú


�æË @ α Õæ

�̄ 	á�
J
ª�K

η P H2ps0, 1rq ô η P L2ps0, 1rq, η1 P L2ps0, 1rq, η2 P L2ps0, 1rq.

: α ‰ ´
1
2

A�ÜÏ ‚

η P L2ps0, 1rq ô

ż 1

0
|ηpxq|2 dx “

ż 1

0
x2α dx “

x2α`1

2α ` 1
ă `8 ô 2α ` 1 ą 0.

é 	JÓð

η P L2ps0, 1rq ô α ą ´
1
2
.

: α ‰
1
2

ð α ą
1
2

PAJ. �J«AK. é 	JÓð .η1pxq “ αxα´1 A 	JK
YË ‚

ż 1

0
|η1pxq|2 dx “ α2

ż 1

0
x2pα´1q dx “ α2

„

x2pα´1q`1

2pα ´ 1q ` 1

ȷ1

0
ă `8 ô 2pα´1q`1 ą 0 ô α ą

1
2
.

é 	JÓð

η1 P L2ps0, 1rq ô α ą
1
2
.

é 	JÓð .η2pxq “ αpα ´ 1qxα´2 A 	JK
YË ‚

ż 1

0
|η2pxq|2 dx “ α2pα´ 1q2

ż 1

0
x2pα´1q dx “ α2pα´ 1q2

„

x2pα´1q`1

2pα ´ 1q ` 1

ȷ1

0
ă `8 ô α ą

3
2
.

.α P

ȷ

3
2
,`8

„

@ @ 	X @ η P H2ps0, 1rq
�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
��JËAK. ð

.η P H2ps1,`8rq
	àñºK
 AêÊg.


@ 	áÓ ú


�æË@ α Õæ

�̄ 	á�
J
ª�K

: 	àAÖß
P �AJ
�®Öß. Q»
	Y 	K

ż `8

1

1
xa

dx ă `8 ô a ą 1.

: A 	JK
YË
.

ż `8

1
x2α dx “

ż `8

1

1
x´2α dx ă `8 ô ´2α ą 1 ô α ă ´

1
2

‚

.

ż `8

1
α2x2pα´1q dx “ α2

ż `8

1

1
x´2pα´1q

dx ă `8 ô ´2pα ´ 1q ą 1 ô α ă
1
2

‚

.

ż `8

1
α2pα ´ 1q2x2pα´2q dx “ α2pα ´ 1q2

ż `8

1

1
x´2pα´2q

dx ă `8 ô α ă
3
2

‚

.α Ps ´ 8,´
1
2

r @ @ 	X @ η P H2ps1,`8rq
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
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3.5 تمرين

x ÞÑ fpxq “ |x| ©K. A�JË @ 	àñºK
 r1,`8r 	áÓ p �Ë Õæ

�̄ ø



@ Ég.


@ 	áÓ .I “s ´ 1, 1r ÈAj. ÖÏ @ Q�. �Jª 	K

úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K
 f ©K. A�JË @ 	àñºK
 r1,`8r 	áÓ q Õæ


�̄ ø


@ Ég.


@ 	áÓð ? W 1,ppIq ZA 	� 	®Ë @ úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K

? W 2,qpIq

3.5 التمرين حل
. f P W 1,ppIq

	àñºK
 AêÊg.

@ 	áÓ ú


�æË@ p Õæ

�̄ 	á�
J
ª�K -

: A 	JK
YË

f P W 1,ppIq ô f P LppIq ð f 1 P LppIq.

.

ż 1

´1
|f |p dx “ 2

ż 1

0
xp dx “ `2

„

xp`1

p ` 1

ȷ1

0
ă `8 ô p ą ´1 ‚

.

ż 1

´1
|f 1|p dx “ 2

ż 1

0
1p dx “ 2 ă `8, @p ‚

.p Ps ´ 1,`8r ù
 ë f P W 1,ppIq
	àñºK
 AêÊg.


@ 	áÓ ú


�æË@ p Õæ

�̄ ú
ÍA

��JËAK. ð
.f P W 2,qpIq

	àñºK
 AêÊg.

@ 	áÓ ú


�æË @ r1,`8r 	áÓ q Õæ

�̄ 	á�
J
ª�K -

: A 	JK
YË

f P W 2,qpIq ô f P LqpIq, f 1 P LqpIq ^ f2 P LqpIq

ô f P W 1,qpIq ^ f2 P LqpIq.

A 	JK
YË

pTf q2 “ Tf2 ` 2δ “ 2δ R LqpIq.

.f P W 2,qpIq AêÊg.

@ 	áÓ 	àñºK
 r1,`8r 	áÓ q �Ë �éÒJ
�̄ �é�K



@ Yg. ñ�K B é 	JÓð

3.6 تمرين
ú

	̄
vn Ñ v ð H1pIq ú


	̄
un Ñ u

�	à

@ 	�Q 	® 	K .un, vn P DpIq 	áºJ
Ëð R 	áÓ BAm.× I 	áºJ
Ë

.H1pIq

L2pIq ú

	̄
.unvn Ñ uv

�	à

@ �I�. �K @ .1

L2pIq ú

	̄
.punvnq1 Ñ puvq1

�	à

@ �I�. �K @ .2
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ᦷᦶᦿ Espaces de Sobolev سوبولاف فضاءات .ᦹ باب
3.6 التمرين حل

A 	JK
YË .1

unvn ´ uv “ unpvn ´ vq ` pun ´ uqv.

�	à

@ 	¡kC	K

||unpvn ´ vq||L2 ď ||un||L8||vn´v||L2 Ñ 0,

ð

||pun ´ uqv||L2 ď ||v||L8||un´u||L2 Ñ 0,

.H. ñÊ¢ÖÏ @ é 	JÓð
A 	JK
YË .2

punvnq1 “ unv
1
n ` u1

nvn.

ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ vn ð ( 1 YªJ. Ë @ ú

	̄ A 	J 	K


B) L8pIq ú


	̄ �éK. A �®�JÓ ú
æê
	̄
H1pIq ú


	̄
u ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ un

.L2pIq ú

	̄
v1 ñm� 	' H. PA

�®�J�K v1
n é 	JÓð H1pIq ú


	̄
v

ð un
	á�
K. ÉK
YJ. �JË AK. �éJ
ÊÒªË@ � 	® 	K XðAª 	Kð) .L2pIq ú


	̄
uv1 ñm� 	' H. PA

�®�J�K unv1
n

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
.( vn

.L2pIq ú

	̄

puvq1 ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ punvnq1 , ú
ÍA
�JËAK. ð

3.7 تمرين
�	à

@ �I�. �K @ .1

DC ě 0, @φ P DpRq, sup
xPR

|φpxq| ď C||φ||H1pRq.

: �éJ
ËA�JË @ �é�̄CªË@ ÉÒª�J�@ : XA ��P@

@φ P DpRq, pφpxqq2 “ 2
ż 0

´8

φptqφ1ptqdt.

.H1pRq ú

	̄
φj Ñ u �IJ
m�'. pφjq P DpRq

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	JÓð .u P H1pRq 	áºJ
Ë .2
�	à

@ �I�. �K @ (


@

@u P H1pRq, ||u||L8pRq ď ||u||H1pRq.

.QÒ�J�Ó u �	à

@ i. �J 	J

���@ Õç�' ÐA 	¢�J 	K AK. u ñm� 	' H. PA
�®�J�K pφjq

�	à

@ 	á��
K. (H.

.H1
0 pIq 	áÓ u É¿ Ég.


@ 	áÓ .2 È@ ñ�ÊË �éÊ�KAÜØ �éj. J
�� 	K 	á��
K. .R 	áÓ Agñ�J 	®Ó BAm.× I 	áºJ
Ë .3�	à


@ �I�. �K @ .4
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@u P H1pRq, lim
|x|Ñ`8

upxq “ 0.

3.7 التمرين حل
: A 	JK
YË .φ P DpRq 	áºJ
Ë .1

pφpxqq2 “ 2
ż x

´8

φptqφ1ptqdt.

: Ym.�
	' , 	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÓ Õç�' 	Q�KP@ñ �� - ú
æ

��ñ» �éK
Q 	¢	� ��J
J.¢��K.

|φpxq|2 ď 2||φ||L2pRq||φ
1||L2pRq

ď ||φ||2L2pRq ` ||φ1||2L2pRq “ ||φ||2H1pRq.

	à 	X@
sup
xPR

|φpxq| ď ||φ||H1pRq.

.H1pRq ú

	̄
φj Ñ u �IJ
m�'. DpRq 	áÓ pφjq

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	JÓð u P H1pRq 	áºJ
Ë .2
�	àA
	̄
H1pRq ú


	̄
φj Ñ u

�	à

@ AÖß. (


@

@x P R, φjpxq Ñ upxq.

: A 	JK
YË , R 	áÓ �I�. �JÓ x É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ 1 È@ ñ�Ë@ 	áÓ A 	JK
YË

|φjpxq| ď ||φj||H1 .

: Ym.�
	' , j úÎ« �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ AK. ð

|upxq| ď ||u||H1 .

é 	JÓð

||u||8 ď ||u||H1 .

: �	à

@ , 2 È@ ñ�Ë@ 	áÓ A 	JK
YË (H.

||φj ´ u||8 ď ||φj ´ u||H1 .

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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,P@QÒ�J�B@ úÎ« 	¡ 	̄ Am�'
 Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ H. PA

�®�JË @ �	à

@ AÖß.ð .u ñm� 	' ÐA 	¢�J 	K AK. �éK. PA �®�JÓ φj

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
.QÒ�J�Ó u �	à


@ i. �J 	J

���	�

�	à

@ i. �J 	J

���	� H1
0 pIq ú


	̄ DpIq
�é 	̄ A�J» 	áÓ .u P H1

0 pIq 	áºJ
Ëð R 	áÓ Agñ�J 	®Ó BAm.× I 	áºJ
Ë .3

||u||L8 ď ||u||H1
0 pIq.

�IJ
m�'. DpRq 	áÓ pφjq
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K , H1pRq ú


	̄ DpRq
�é 	̄ A�J» 	áÓ .u P H1pRq 	áºJ
Ë .4

. ÐA 	¢�J 	K AK. φj Ñ u , 2 È@ ñ�Ë@ I. �kð H1pRq ú

	̄
φj Ñ u

: �	à

@ ø



@

@ε ą 0, Dj0 P N, @x P R, @j ě j0 : |upxq ´ φjpxq| ď ε.

é 	JÓð .|x| ą a @ 	X @ φjpxq “ 0 �IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 é�	KA
	̄ ,�@Q��Ó Y	J� ð 	X pφjq

�	à

@ AÖß.

lim
|x|Ñ`8

|upxq| “ 0
�	à

@ ø



@ .@|x| ą a, |upxq| ď ε

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

3.8 تمرين
. ø
 YJ
Ê

�̄B @ Õæ

	¢ 	JÊË | ¨ | 	QÓQK
 �IJ
k x P R2zt0u É¿ Ég.


@ 	áÓ fpxq “ lnp|x|q © 	�	�

.R2zt0u ú

	̄ (ú
¾J
�C¾Ë@ Ðñê

	®ÖÏ AK.) ∆f “ 0
�	à

@ð f P C8pR2zt0uq

�	à

@ �I�. �K @ - 1

.D1pR2q ú

	̄ ∆f �èPAJ.« ¡«


@ð D1pR2q ú


	̄ ∆f “ 0
�	à

@ i. �J 	J

���@ - 2

AÖÏ i “ 1, 2 Ég.

@ 	áÓ Bif P LplocpR2q

�	à

@ð p ă `8 É¿ Ég.


@ 	áÓ f P LplocpR2q

�	à

@ �I�. �K @ - 3

.1 ď p ă 2
�	à

@ �I�. �K @ .D “

!

pr, θq, θ P

ı

0, π
2

”

, r Ps0, 1r

)

© 	�	� - 4

u P L2pDq,∆u P H´1pDq œ u P H1ppDq.

3.8 التمرين حل
.C8pR2zt0uq

		J�Ë@ 	áÓ 	á�
ªK. A�K I. J
»Q�K 	á« �èPAJ.« é 	K

B f P C8pR2zt0uq - 1

	¡kB .x “ px1, x2q P R2zt0u 	áºJ
Ë .R2zt0u ú

	̄ ú
¾J
�C¾Ë@ Ðñê 	®ÖÏ AK. ∆f “ 0

�	à

@ 	à

�
B@ 	á��
J. 	JË

.|x| “
a

x2
1 ` x2

2
�	à

@

: A 	®K
Qª�K

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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∆f “
B2f

Bx2
1

`
B2f

Bx2
2
.

: A 	JK
YË
Bf

Bx1
“

B

Bx1
rlnp

a

x2
1 ` x2

2qs “
B

Bx1

´

a

x2
1 ` x2

2

¯

¨
1

a

x2
1 ` x2

2
“

1
2

2x1
1

a

x2
1 ` x2

2
¨

1
a

x2
1 ` x2

2

.
Bf

Bx1
“

x1

x2
1 ` x2

2
é 	JÓð

.
B2f

Bx2
2

“
´x2

2 ` x2
1

x2
1 ` x2

2
ð B2f

Bx2
1

“
´x2

1 ` x2
2

x2
1 ` x2

2
é 	JÓð .

Bf

Bx2
“

x2

x2
1 ` x2

2

�	à

@ Ym.�

	' �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	JK. ð
.∆f “ 0 ú
ÍA

��JËAK. ð

A 	JK
YË - 2

.D1pR2q ú

	̄ ∆ “ 0 ô D1pR2q úÎ« ½ �� ∆ “ 0

�èQ» úÎ« C�JÓ , Q 	®�Ë@ P@ñk. ú

	̄ ÈñÒ» |f |p

�	à

@ �HAJ. �K @ ù


�®K. .f P LplocpR2zt0uq
�	à

@ l� 	�@ð - 3

: Ym.�
	' �éJ
J.¢�®Ë@ �HAJ
�K @YgB @ ÈAÒª

�J�AK. . �èYgñË@
ż

Bp0,1q

|f |p dx1 dx2 “

ż

Bp0,1q

| ln |x||p dx1 dx2 “

ż 2π

0

ˆ
ż 1

0
| ln |r||pdr

˙

dθ, @p ă `8.

A 	JK
YË

B1f “
x1

x2
1 ` x2

2
.

: Ym.�
	' , �éJ
J.¢�®Ë@ �HAJ
�K @YgB @ ÈAÒª

�J�AK.

B1f “
r cospθq

r2 “
1
r

cospθq.

, 	àAÖß
P I. �k é	JÓð
ż

Bp0,1q

|B1f |p dx1 dx2 “

ż

Bp0,1q

1
rp

| cos θ|prdrdθ ă `8, @1 ď p ă 2.

.f R H1pDq 	áºË , ∆f P H´1pDq ð f P L2pDq
�éÊJ�


B@ I. �k - 4
.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

3.9 تمرين
.f P L2pRnq 	áºJ
Ë

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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? @ 	XAÖÏ .u P H1pRnq @YJ
kð Cg ÉJ. �®�K ∆u ´ u “
Bf

Bxi

�éËXAªÖÏ @ �	à@ - 1

.||u||H1 ď C||f ||L2 �Im�'. C ě 0 �IK. A�K Xñk. ð 	áÓ Y»

A�K - 2

	àñºK
 , u P H2pRnq É¿ Ég.

@ 	áÓ �IJ
m�'. M ě 0 Xñk. ð �I�. �K @ - 3

||u||H2 ď Mp||u||L2 ` ||∆u||L2q.

3.9 التمرين حل
.f P L2pRnq 	áºJ
Ë�éËXAªÖÏ @ Q�. �Jª 	K

∆u ´ u “
Bf

Bxi
.(3.3)

	à

@ , 3.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k A 	JK
YËð .g “

Bf

Bxi
P H´1pRnq © 	�	� - 1

g P H´1pRnq ô D!u P H1 : ∆u ´ λu “ g.

.u P H1pRnq @YJ
kð Cg ÉJ. �®�K p3.3q é 	JÓð
- �»B �éK
Q 	¢	�  ðQå�� 	áÓ ���®j�JË @ ��K
Q£ 	á« È@ ñ�Ë@ @ 	Yë 	á« �éK. Ag. B @ 	áºÖß
 : �é 	¢kCÓ

. Ð @Q 	ªÊJ
Ó
: �K. �èA¢ªÓ p3.3q �K. �é�® 	̄QÖÏ @ �éK
QK
A 	ª�JË @ �é 	ªJ
�Ë@ - 2

´

ż

Rn

∇u ¨ ∇v dx ´

ż

Rn

u ¨ v dx “

ż

Rn

Bf

Bxi
¨ v dx, @v P H1pRnq.(3.4)

: Ym.�
	' p3.4q ú


	̄
v “ u © 	�ñK.

´

ż

Rn

|∇u|2 dx ´

ż

Rn

u2 dx “ ´

ż

Rn

f ¨
Bu

Bxi
dx.

: �	à

@ ø



@

||∇u||2L2 ` ||u||2L2 “

ż

Rn

f ¨
Bu

Bxi
dx.

: �	à

@ ÕÎª 	K , H1pRnq úÎ« Õæ


	¢	JË @ 	K
Qª�K 	áÓ

||u||2H1 “ ||∇u||2L2 ` ||u||2L2 .

: A 	JK
YË , 	Q�KPA 	® �� - ú
æ
��ñ» �é 	JK
AJ. �JÓ 	áÓ é 	JÓð

||u||2H1 “

ż

Rn

f ¨
Bu

Bxi
dx ď ||f ||L2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2
.
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é 	JÓð

||u||H1 ď ||f ||L2 .

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

úÎ« É�m� 	' w “
Bu

Bxi
P H1pRnq © 	�ñK. .f P L2pRnq

�	à

@ 	¡kB .∆u ´ u “ f © 	�	� - 3

.∆w ´ w “
Bf

Bxi

�éËXAªÖÏ @
A 	JK
YË , 2 È@ ñ�Ë@ I. �k

DC ą 0 : ||w||H1pRnq ď c||f ||L2pRnq.(3.5)
: É¾ ��Ë@ úÎ« p3.5q I. �Jº	K

||w||H1pRnq ď C||∆u ´ u||L2pRnq.

	à 	X@
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H1pRnq

ď C
`

||∆u||L2pRnq ` ||u||L2pRnq

˘

.

é 	JÓð
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

H1pRnq

ď Cp||∆u||L2 ` ||u||L2q2.

éJ
Ê«ð
n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

H1pRnq

ď

n
ÿ

i“1
Cp||∆u||L2 ` ||u||L2q2.

�IJ
m�'. C1 ě 0 �IK. A�K Yg. ñK
 ú
ÍA
�JËAK.

||∇u||2H1pRnq ď C1p||∆u||L2 ` ||u||L2q2,

øQ 	k

@ �éêk. 	áÓð

||u||2L2 ď p||∆u||L2 ` ||u||L2q2.

�IJ
m�'. M ě 0 �IK. A�K Yg. ñK
 �Õç�' 	áÓð

||u||H2 “ ||∇u||2H1pRnq ` ||u||2L2pRnq ď M
`

||∆u||L2pRnq ` ||u||L2pRnq

˘

.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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3.10 تمرين

.f P H´2pRnq 	áºJ
Ë�éËXAªÒÊË H2pRq ú

	̄ ÉmÌ'@ �éJ
 	K @Ygð ð Xñk. ð �I�. �K @

u ` ∆2u “ f,

.3.6 	áK
QÒ�JË @ ÉÒª�J�@ð Ð@Q 	ªÊJ
Ó �»B �éK
Q 	¢	� ú

	̄ Qº 	̄ : XA ��P@

3.10 التمرين حل
: �éËXAªÖÏ AK. �é�® 	̄QÖÏ @ �éK
QK
A 	ª�JË @ �é 	ªJ
�Ë@ Q�. �Jª 	K

ż

Rn

u ¨ v dx `

ż

Rn

∆u ¨ ∆v dx “ xf, vyH´2,H2 , @v P H2pRnq.(3.6)
© 	�	�

apu, vq “

ż

Rn

u ¨ v dx `

ż

Rn

∆u ¨ ∆v dx.

. �ém� 	�@ð .a �Ë �éJ
¢	mÌ'@ �éJ
KA 	J�K ‚

: H2pRnq 	áÓ v ð u É¿ Ég.

@ 	áÓ A 	JK
YË .a P@QÒ�J�@ ‚

|apu, vq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

uv dx `

ż

Rn

∆u ¨ ∆v dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ||u||L2 ||v||L2 ` ||∆u||L2 ||∆v||L2

ď p||u||L2 ` ||∆u||L2q ¨ p||u||L2 ` ||∆u||L2q

ď ||u||H2 ||v||H2 .

.a P@QÒ�J�@ ú

�G

AK
 é 	JÓð

�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 @ 	Yë .( �éK
Qå��®Ë@) a �éJ
��̄ A 	K ‚

DM ą 0, apu, uq ě M ||u||2H2 .

: �IJ
m�'. M ð C AÓAÖ �ß 	àAJ.k. ñÓ 	àA�JK. A�K Yg. ñK
 é�	K

@ 	á�
J. ��K
 3.6 	áK
QÒ�JË @ �éj. J
�� 	K ÈAÒª�J�AK.

apu, uq “ ||u||2L2 ` ||∆u||2L2 ě cp||u||L2 ` ||∆u||L2q2 ě M ||u||2H2 .

. �éJ
��̄ A 	K a é 	JÓð .u P H1pRnq
	àA¿ AÒêÓ apu, uq ě M ||u||2H2

	à 	X@
QÒ�J�ÖÏ @ð ù
 ¢

	mÌ'@ ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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f : H2pRnq Ñ R
v ÞÑ xf, vyH´2,H2 .

, Ð@Q 	ªÊJ
Ó - �»B �éK
Q 	¢	� I. �k

D!u P H2pRnq, apu, vq “ xf, vyH´2,H2 , @v P H2pRnq.

éJ
Ê«ð

@φ P DpRq, @φ P DpRnq,

ż

Rn

uφ dx `

ż

Rn

∆u ¨ ∆φ dx “ xf, φyD1,D.

é 	JÓð

xu, φyD1,D ` x∆2u, φyD1,D “ xf, φyD1,D.

: 	à 	X@
D1pRq ú


	̄
u ` ∆2u “ f.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

3.11 تمرين
.

ż b

a

θptqdt “ 1 �IJ
m�'. θ P D psa, brq 	áºJ
Ë

.λφ “

ż b

a

φptqdt © 	�	� , φ P D psa, brq É¿ Ég.

@ 	áÓ

Yg. ñK
 , φ P D psa, brq É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ 	á��
K. ð ,

ż b

a

pφptq ´ λφθptqq dt I. �k@ .1

.φ “ ψ1 ` λφθ
�IJ
m�'. ψ P D psa, brq

Yg. ñK
 é�	KA
	̄ ż b

a

φptqdt “ 0 	àA¿ @ 	X @ .φ P D psa, brq 	áºJ
Ë : �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ Ð @Y 	j�J�@ 	áºÖß
 : XA ��P@
.ψ1 “ φ �IJ
m�'. ψ P D psa, brq

A 	JK
YË .2

H1 psa, brq Ă
␣

T P D1 psa, brq : T 1 P L2 psa, brq
(

.

? @ 	XAÖÏ
.T 1 P L2 psa, brq �IJ
m�'. T P D1 psa, brq 	áºJ
Ë .3

.φ P D psa, brq 	àA¿ AÒêÓ |λϕ| ď c||φ||L2
���®m�'
 c �IK. A�K Xñk. ð �I�. �K @ p


@

Õç�' , ||ψ||L2 ď M ||φ||L2 : ���®m�'
 M �IK. A�K Xñk. ð �I�. �K @ , φ “ ψ1 ` λφθ
�é�̄CªË@ PAJ. �J«AK. p H.

i. �J 	J
���@ .φ P D psa, brq É¿ Ég.


@ 	áÓ @ 	Yëð , |xT, φy| ď M ||φ||L2 @Q�
 	g


@ð , |xT, ψ1y| ď M ||φ||L2

�	à

@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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H1psa, brq “
␣

T P D1 psa, brq : T 1 P L2 psa, brq
(

: �è @ðA�ÖÏ @ �ém�� ÐY« 	á��
J. K
 @XA 	�Ó BA�JÓ �HAë .4

H1ps1,`8rq “ tT P D1ps1,`8rq : T 1 P L2ps1,`8rqu.

3.11 التمرين حل
: �	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ .1

ż b

a

pφptq ´ λφθptqqdt “

ż b

a

φptqdt ´ λφ

ż b

a

θptqdt “

ż b

a

φptqdt ´ λφ.1 “ 0.

ø


@) H. ñÊ¢ÖÏ @ �IJ. ��K
 XA ��PB @ ú


	̄ XPð AÓ �	àA
	̄ ,

ż b

a

fptqdt “ 0 ���®m�'
 f “ φ ´ λφθ ©K. A�JË @
�	à

@ AÖß.

.( f “ ψ1 ���®m�'
 ψ P Dpsa, brq Xñk. ð
: �	à


B .2

T P L2psa, brq ñ T P L1
locpsa, brq ñ T P D1psa, brq.

.T 1 P L2psa, brq �IJ
m�'. T P D1psa, brq 	áºJ
Ë .3
: A 	JK
YË p


@

|λφ|2 ď p

ż b

a

|φptq|dtq2 ď

ż b

a

1dt×
ż b

a

|φptq|2dt ď pb ´ aq||φ||2L2 .

.c “
?
b ´ a PAJ
�J 	k@ 	áºÖß
 �IJ
k H. ñÊ¢ÖÏ @ é 	JÓð

, ú
ÍA
�JËAK. ð . ψpxq “

ż b

a

ψ1ptqdt “

ż b

a

pφptq ´ λφθptqqdt : A 	JK
YË p H.

|ψpxq|2 ď p

ż b

a

p|φptq| ` |λφ||θptq|q dtq2 ď 2
`

||φ||2L2 ` ||θ||2L2 |λφ|2
˘

.

: ú

�G

AK
 ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ �èXA 	®�J�BAK.

|ψpxq|2 ď c||φ||2L2 .

: úÎ« É�m� 	' 	á�
 	̄Q¢Ë@ �éÊÓA¾Öß. Õç�'

||ψ||L2 ď c1||φ||L2 .

PAJ. �J«AK. H´m 	K
Qª�K 	áÓð ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓð T 1 P L2psa, brq 	àñ» 	áÓ YJ
 	®�J�	� : AJ
 	K A�K
: m “ 0

|xT, ψ1y| “ |xT 1, ψy| ď c2||ψ||L2 ď c3||φ||L2 .

: Ym.�
	' �é�®K. A�Ë@ �éÊJ�


B@ 	áÓ �èXA 	®�J�B AK. : A

�JËA�K

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦷᦾ Espaces de Sobolev سوبولاف فضاءات .ᦹ باب

|xT, φy| “ |xT, ψ1y ` λφxT, θy| ď |xT, ψ1y| ` |xT, θy||λφ| ď c3||φ||L2 ` c4||φ||L2 ď M 1||φ||L2 .

.M “ C 1 ` C3 ` M 1 �IO@ |xT, φy| ď M ||φ||L2 , éJ
Ê«ð
.|xT, ψ1y| ď M ||φ||L2 ð ||ψ||L2 ď M ||φ||L2

�	à

@ A 	��



@ �Ê 	j�J�	�

H´m 	K
Qª�K I. �k) ú

	æª�K φ P Dpsa, brq 	àA¿ AÒêÓ �é�®�®jÖÏ @ |xT, φy| ď ||φ||L2

�é�̄CªË@ 	à@
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yê 	̄ T 1 P L2psa, brq
�	à@ Èñ�®K
 	�Q 	®Ë@ 	àA¿ AÖÏð .T P L2psa, brq

�	à

@ ( m “ 0 Ég.


@ 	áÓ

: �è @ðA�ÖÏ @ �ém�� �IJ. ��K
 AÓ ½Ë 	X .T P H1psa, brq

H1psa, brq “ tT P D1psa, brq : T 1 P L2psa, brqu.

	áºË .f 1 P L2pIq ð f P D1pIq A 	JK
YË .fpxq “
1

?
x

© 	�	� I “s1,`8r úÎ« : ÈA�JÖÏ @ .4

.f R H1pIq @ 	YËð , f R L2pIq

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

3.12 تمرين
�K. A 	̄QªÓ u : Ω Ñ R ð γ P

ȷ

0, 1
2

„

, Ω “ tx “ px1, x2q P R2, |xi| ă
1
2
, i “ 1, 2u 	áºJ
Ë
.upxq “ p´ lnp|x|qqγ

.H1pΩq Ć CpΩq
�	à

@ i. �J 	J

���@ .u P H1pΩq
�	à

@ �I�. �K @

3.12 التمرين حل
Ωzt0u úÎ« .C8 		J�Ë@ 	áÓ u ©K. A�JË @

�K. x “ px1, x2q ‰ 0 É¿ Ég.

@ 	áÓ �é 	̄QªÓ ú
¾J
�C¾Ë@ Ðñê

	®ÖÏ AK. �HA�®�J ��ÖÏ @
Bu

Bxi
pxq “ ´γp´ lnp|x|qqγ´1 xi

|x|2
, i “ 1, 2.

	áºÖß
 , γ ă
1
2

�	à

@ AÖß. .( 1 ď p ă `8 Ég.


@ 	áÓ u P LppΩq

�	à

@ ú �ækð) u P L2pΩq

�	à

@ l� 	�@ð

	áÓ , é�	K

@ �é 	¢kCÓ ½Ë 	YË ù


	®ºK
 .L2pΩq ú

	̄ ù
 ë u �Ë ú
¾J
�C¾Ë@ Ðñê 	®ÖÏ AK. �HA�®�J ��ÖÏ @ �	à


@ �HAJ. �K @ ½Ë 	Y»
, a ą 0 Ég.


@

ż a

0

1
r| lnprq|2p1´γq

dr ă `8.

A 	JK
YË i “ 1, 2, ð φ P DpΩq É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ �HAJ. �K @ ù


	®ºK
 u P H1pΩq
�	à

@ �HAJ. �KB

ż

Ω
upxq

Bφ

Bxi
pxq dx “ ´

ż

Ω

Bu

Bxi
pxqφpxq dx.(3.7)
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ð φ P DpΩq 	áºJ
Ë .( �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	JK. l .Ì'Aª�K i “ 2 �éËAmÌ'@) i “ 1 Ég.


@ 	áÓ p3.7q

�é�̄CªË@ 	á��
J. 	JË
.Lε “ r´ε, εs × r´1{2, 1{2s © 	�	� .0 ă ε ă

1
2

Ym.�
	' upε, x2q “ up´ε, x2q

	àñ» Ð@Y 	j�J�AK. ð
�éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ AK.

ż

ΩzLε

upxq
Bφ

Bx1
pxq dx “ ´

ż

ΩzLε

Bu

Bx1
pxqφpxq dx(3.8)

`

ż 1{2

´1{2
upε, x2qpφpε, x2q ´ φp´ε, x2qq dx2.

A 	JK
YË �é 	JÒJ
êËAK. H. PA
�®�JË @ �éK
Q 	¢	� 	áÓ

lim
εÑ0

ż

ΩzLε

upxq
Bφ

Bx1
pxq dx “

ż

Ω
upxq

Bφ

Bx1
pxq dx,

ú
ÍA
�JËAK. ð

lim
εÑ0

ż

ΩzLε

upxq
Bφ

Bx1
pxq dx “

ż

Ω

Bu

Bx1
pxqφpxq dx.

,�ÊÓ

@ φ ©K. A�JË @

�	à

@ �é 	¢kCÖß. @ 	Yëð .0 ñm� 	' H. PA

�®�JK
 p3.8q �Ë 	áÖß


B@ 	¬Q¢Ë@ �	à


@ �HAJ. �K @ ù


�®K.
�IJ
m�'. φ �K. ��Êª�JK
 �IK. A�K Yg. ñK
ð

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1{2

´1{2
upε, x2qpφpε, x2q ´ φp´ε, x2qq dx2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď | lnpεq|γCε.

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð

lim
εÑ0

ż 1{2

´1{2
upε, x2qpφpε, x2q ´ φp´ε, x2qq dx2 “ 0,

.i “ 1 Ég.

@ 	áÓ p3.7q �HAJ. �K @ ú
æî

	DK
 AÓ @ 	Yëð
.H1pΩq Ć CpΩq

�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð u R CpΩq
�	à

@ ÕÎª 	Kð u P H1pΩq ú
ÍA

�JËAK. ð

3.13 تمرين
. φ P DpRq 	áºJ
Ë .1�	à


@ �I�. �K @ -


@

|φpxq| ď
1
2

||φ1||L1pRq, @x P R.

�	à

@ i. �J 	J

���@ - H.
||φ||L8pRq ď ||φ||

1{2
L2pRq

||φ1||
1{2
L2pRq
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�	à

@ �I�. �K @ . u P H1pRq 	áºJ
Ë .2

||u||L8pRq ď ||u||
1{2
L2pRq

||u1||
1{2
L2pRq

.

3.13 التمرين حل
. Supp φ Ă r´a, as �IJ
m�'. a ą 0 Yg. ñK
 é 	JÓð . φ P DpRq 	áºJ
Ë .1

: A 	JK
YË -

@

φpxq “

ż x

´a

φ1ptq dt, @x P R,

ð

´φpxq “

ż a

x

φ1ptq dt, @x P R.

, é 	JÓð

2|φpxq| “

ż `8

´8

φ1ptq dt, @x P R.

�	à

@ ø



@

|φpxq| “
1
2

ż `8

´8

φ1ptq dt.

, ú
ÍA
�JËAK. ð

|φpxq| ď
1
2

||φ1||L1pRq, @x P R.

A 	JK
YË - H.
pφ2q1 “ 2φφ1.

, é 	JÓð

||φ2||L8 ď
1

1
2||pφ2q1||L1pRq “

1
2

||2φφ1||L1pRq “ ||φφ1||L1pRq.

Yf. . 	K , 	Q�KPA 	® �� - ú
æ
��ñ» �é 	JK
AJ. �JÓ Ð@Y 	j�J�AK.

||φ2||L8 ď ||φ||L2 ||φ1||L2 .

, ú
ÍA
�JËAK. ð

||φ||L8 ď ||φ||
1{2
L2pRq

||φ1||
1{2
L2pRq

.
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.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

�IJ
m�'. pφjq P DpRq
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñK
 , H1pRq ú


	̄ �é 	®J
�J» DpRq
�	à

@ AÖß. . u P H1pRq 	áºJ
Ë .2

. H1pRq ú

	̄
φj Ñ u

�	à

@ ,H. - 1 È@ ñ�Ë@ 	áÓ A 	JK
YË

||φj||L8pRq ď ||φj||
1{2
L2pRq

||φ1
j||

1{2
L2pRq

(3.9)
Ym.�

	' , j Ñ `8 A�ÜÏ p3.9q ú

	̄ �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ AK.

||u||L8pRq ď ||u||
1{2
L2pRq

||u1||
1{2
L2pRq

.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
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ᦷᦸᦸ

4 باب
Convolution التزاوج جداء

Ég.

@ 	áÓ 	¬QªÓ ñëð , L1pRnq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 h “ f ‹ g h. ð@ 	Q
��Ë @ Z @Yg. .f, g P L1pRnq 	áºJ
Ë

: �K. Rn 	áÓ x É¿ AJ. K
Q�®�K

hpxq “ f ‹ gpxq “

ż

Rn

fpx ´ yqgpyqdy.

�	à

@ Q�
»

	Y�JË @ ©Ó . �éÊÓA¾ÖÏ AK. �é�A 	g �éJ
 	KA�JË @ð ��A�®�J ��B AK.
�é�A 	g AÒëB�ð


@ , 	á�
�J 	JëQ�.Ó 	à

�
B@ ÐY�® 	K

. ÉÓAmÌ'@ �é�@Q��ÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JË @ ZA 	� 	̄ ñëð EpRnq ø
 ñ
	J�JË 	QÓQK
 E 1pRnq ð EpRnq ” C8pRnq

[ الإشتقاق مبرهنة ] 4.1 مبرهنة
�K.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ 	à@ .T P E 1pRpq ©K
 	Pñ�JË @ð φ P EpRp`qq 	áºJ
Ë

f : Rq Ñ C
y ÞÑ fpyq “ xT pxq, φpx, yqy ,

: A 	JK
YËð .Rq úÎ« C8pRq
		J�Ë@ 	áÓ

@α P Nq, Dαfpyq “
@

T pxq, Dα
yφpx, yq

D

.

[ المكاملة مبرهنة ] 4.2 مبرهنة
: A 	JK
YË .Rq 	áÓ �é£CK. P 	áº�JË .T P E 1pRqq ©K
 	Pñ�JË @ð φ P EpRp`qq 	áºJ
Ë

B

T,

ż

P

φpx, yq dy
F

“

ż

P

xT pyq, φpx, yqy dy.

. �ék. ð@ 	Q��ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	K
Qª�K úÍ@ 	à
�
B@ QÖ 	ß

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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المتزاوجة] [المحموعات 4.1 يف تعر
É¿ Ég.


@ 	áÓ : @ 	X @ 	àAg. ð@ 	Q��Ó AÒî 	E


@ G ð F 	á« Èñ�® 	K .Rn 	áÓ 	á�
�®Ê 	ªÓ G ð F 	áºJ
Ë

�IJ
m�'. ρ ą 0 Yg. ñK
 , R ą 0

x P F, y P G : ||x ` y|| ă R ñ ||x|| ă ρ ^ ||y|| ă ρ.

4.1 ملاحظة
XYªË@ �	à


@ Ð 	QÊ�J��
 ½Ë 	X 	à


B ||x|| ă ρ

���®m�'
 ρ ą 0 Xñk. ð �HAJ. �K @ ù

	®ºK
 , 	K
Qª�JË @ @ 	Yë ú


	̄

úÍ@ ø
 X
ñ�K ||x ` y|| ă R

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @
�	à

@ 	X @ , ||y|| ă ρ1 ð ||x|| ă ρ1 ���®m�'
 ρ1 “ ρ ` R

||y|| ă R ` ||x|| ă ρ1.

: 	K
Qª�JË @ Õæ
Òª
�K

É¾Ë 	àA¿ @ 	X @
�ék. ð@ 	Q��Ó Aî�	E


@ pFjqjPJ

	á« Èñ�® 	K .Rn 	áÓ �HA�®Ê 	ªÓ �é«ñÒm.× pFjqjPJ
	áº�JË

: �IJ
m�'. ρ ą 0 Yg. ñK
 , R ą 0 É¾Ëð , I Ă J
�éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.×

pxiqiPI P Fi :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

xi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă R ñ ||xi|| ă ρ, i P I.

: �éÊ�JÓ

@

. 	á�
g. ð@ 	Q��Ó pF,Gq
	àñºK


	YKY 	J« . Rn 	áÓ A�®Ê 	ªÓ G ð Rn 	áÓ A�@Q��Ó F 	áºJ
Ë .1
.DM ą 0, @x P F : ||x|| ď M : �	à


@ ø



@ . XðYm× ñê 	̄ �@Q��Ó F �	à


@ AÖß. , Éª 	®ËAK.

: 	YKY 	J« .||x ` y|| ă R �IJ
m�'. R ą 0 ð y P G , x P F 	áºJ
Ë

||y|| ă R ` ||x|| ă R ` M “ ρ.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð . 	àAg. ð@ 	Q��Ó pF,Gq ú
ÍA
�JËAK. ð .||y|| ă ρ ð ||x|| ă ρ �IJ
m�'. ρ ą 0 Yg. ñK
 é�	K


@ ø



@

n �Ë @ 	àñº�K ú ��æk �é�@Q��Ó Aî 	DÓ n ´ 1 	àñº�K 	à

@ ù


	®ºK
 , �é�®Ê 	ªÓ �é«ñÒm.× n �Ë �éJ.� 	�ËAK. : �é 	¢kCÓ
. �ék. ð@ 	Q��Ó �é«ñÒm.×

. 	á�
�Jk. ð@ 	Q��Ó Q�
 	« G ð F .G “s ´ 8, br ð F “ ra,`8r © 	�	� .a, b P R 	áºJ
Ë .2
�	à

@ 	�Q 	® 	K R ą 0 ð y P G , .x P F 	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK.

||x ` y|| “ |x ` y| ă R.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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: n 	àA¿ AÒêÓ A 	JK
YË 	àñºK
 , n P N ©Ó y “ ´n ð x “ n PA�J	m� 	' ñË

|x ` y| “ |n ´ n| “ 0 ă R.

N �éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«

B@ �é«ñÒm.× �I	KA¾Ë @Xñk. ñÓ 	àA¿ ñË é�	K


B , n “ |x| ă ρ �IJ
m�'. ρ ą 0 Yg. ñK
 B

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð . 	á�
g. ð@ 	Q��Ó Q�
 	« pF,Gq ú
ÍA
�JËAK. ð . 	áºÜØ Q�
 	« @ 	Yëð �èXðYm×

: �éJ
ËA
��JË @ �éJ
 	��®Ë@ A 	JK
YË

4.1 قضية
. ��Ê 	ªÓ F ` G

�	àA
	̄ 	á�
g. ð@ 	Q��Ó pF,Gq

	àA¿ @ 	X @ .Rn 	áÓ 	á�
�®Ê 	ªÓ G ð F 	áºJ
Ë

: �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @
�HAJ. �K @ ù


	®ºK
 , ��Ê 	ªÓ F ` G
�	à

@ �HAJ. �KB . 	àAg. ð@ 	Q��Ó pF,Gq �IJ
m�'. Rn 	áÓ 	á�
�®Ê 	ªÓ G ð F 	áºJ
Ë

.F ` G ú

	̄ Aî �DK
Aî 	E , F ` G 	áÓ �éK. PA �®�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ É¿ �	à


@

pznq
�	à

@ 	�Q 	® 	K .yn P G ð xn P F ©Ó zn “ xn ` yn

�	à

@ ø



@ .F ` G 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ pznq 	áº�JË

: �IJ
m�'. R ą 0 Yg. ñK
 é�	K

@ ø



@ . úÎ«


B@ 	áÓ �èXðYm× ú
æê

	̄
z �K. Aî �DK
Aî 	DË 	QÓQ 	Kð F ` G ú


	̄ �éK. PA �®�JÓ

||zn|| “ ||xn ` yn|| ă R.

: �IJ
m�'. ρ ą 0 Yg. ñK
 é�	K A
	̄ , 	àAg. ð@ 	Q��Ó pF,Gq

�	à

@ AÖß.ð

||xn|| ă ρ.

x ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ pxnj
q

�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q
	j�J�@ 	áºÖß
 , ��Ê 	ªÓ ñë ø


	YË@ F ú

	̄ �èXðYm× pxnq

�	à

@ AÖß.

øQ 	k

@ �ék. Q 	j�J�Ó �éJ
ËA�J�JÓ ( �ék. Q 	j�J�ÖÏ @) �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë 	áÓ h. Q

	j�J�	� @ 	YËð , �èXðYm× pynj
q

�	à@ð .F 	áÓ
�IJ
k , zmj

“ xmj
` ymj

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ Q�. �Jª 	K Õç�' .y �K. AêË 	QÓQ 	K �éK
Aî 	E ñm�
	' �éK. PA �®�JÓ ymj

zmj
“ xmj

` ymj

njÑ`8
ÝÑ x ` y “ z P F ` G,

�	à

@ ø



@ . �éK
Aî 	DË @ � 	® 	K ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ �éJ
K 	Qm.Ì'@ Aî�EAJ
ËA�J�JÓ É¿ �	àA

	̄ �éJ
ËA�J�JÓ �IK. PA�®�K @ 	X @ð

zn
nÑ`8
ÝÑ z “ x ` y P F ` G.

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð . ��Ê 	ªÓ F ` G ú
ÍA
�JËAK. ð

. �ék. ð@ 	Q��ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �èXA 	®�J�B @
�éJ
 	®J
» , �éJ
ËA�JË @ �èXQj. ÖÏ @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ ÈC 	g 	áÓ l� 	�ñ	JË
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4.3 مبرهنة
ø


@) DpRnq ú


	̄ H. Qå	�ÊË
�éJ.� 	�ËAK. 	áK
Q�®�J�Ó D1pRnq 	áÓ 	á�
J
«Aª �� 	áK
ZA 	� 	̄ B ð A 	áºJ
Ë

	áºJ
Ëð ,( φ ¨ v P B ð φ ¨ u P A A 	JK
YË , v P B ð u P A ð φ P DpRnq É¾Ë

f : pA ∩ E 1pRnqq × pB ∩ E 1pRnqq ÝÑ E 1pRnq

pu, vq ÞÑ fpu, vq.

���®m�'
 �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K A �®J
J.¢��

Supp f Ă Suppu ` Supp v.(4.1)
�èPñ�) �ék. ð@ 	Q��ÖÏ @ ÉÓ@ñmÌ'@ �H@ 	X pu, vq P A ∩ B �HAJ
KA 	J�JË @ úÍ@ f

��J
J.¢�JË @ YK
YÖ
�ß 	áºÖß
 	YKY 	J«

.p4.1q
�é�̄CªË@ úÎ« 	¡ 	̄ Am� 	' ù�®J. 	Kð ( E 1pRnq ÈYK. D1pRnq

	àñº�K YK
YÒ�JË @

4.2 ملاحظة
.L1

loc, E ,D1 : B ð A 	Y 	g ñK
 AÓ AJ. Ë A 	« , AJ
ÊÔ«

إختباري تابع و يع توز تزاوج 4.1
.(ø
 PAJ.

�J 	k@ ©K. A�Kð L1 ©K. A�K h. ð@ 	Q�K) Q�
» 	Y�K
: ú
ÎK
 AÒ» φ P DpRnq ©K. A�Kð f P L1pRnq ©K. A�K h. ð@ 	Q�K Z @Yg.

	¬Qª	K

f ‹ φpxq “

ż

Rn

φpx ´ yqfpyqdy “

ż

Rn

fpyqτxqφpyqdy,

: �	à

@ ø



@ ; τxqφpyq “ qφpy ´ xq “ φp´py ´ xqq “ φpx ´ yq ð qφpyq “ φp´yq �IJ
k

f ‹ φpxq “ xfpyq, τxqφpyqy .

h. ð@ 	Q�K Z @Yg. úÍ@ ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�Kð ÈñÒ» ©K. A�K h. ð@ 	Q�K Z @Yg. ÕÔª 	K , 	K
Qª�JË @ @ 	Yë úÎ« @XAÒ�J«@

. ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�Kð ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó ©K
 	Pñ�K
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إختباري] تابع و الحامل متراص يع توز [تزاوج 4.2 يف تعر
: �K. x P Rn �é¢�® 	K É¿ Y	J« T ‹ φ h. ð@ 	Q

��Ë @ Z @Yg.
	¬Qª	K .φ P DpRnq ð T P E 1pRnq 	áºJ
Ë

T ‹ φpxq “ xT pyq, τxqφpyqyE 1,D .

. ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�Kð ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó ©K
 	Pñ�JË h. ð@ 	Q

��Ë @ Z @Yg. ��A� 	k 	�ªK. �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú

	̄ ÐY�® 	K

4.4 مبرهنة
: A 	JK
YË .φ P DpRnq ð T P E 1pRnq 	áºJ
Ë

.@α P Nn, DαpT ‹ φq “ T ‹ Dαφ “ DαT ‹ φ .1
.SupppT ‹ φq Ă SuppT ` Suppφ .2

.T ‹ φ P DpRnq .3

. ©J
Òj. �JË @ �éJ
�A	m�'.
�éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ ��Êª�J�K

4.5 مبرهنة
A 	JK
YË .φ, ψ P DpRnq ð T P E 1pRnq 	áºJ
Ë

.pT ‹ φq ‹ ψ “ T ‹ pφ ‹ ψq .1
. xT ‹ φ, ψy “ xT, qφ ‹ ψy .2

: �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
.pT ‹ φq ‹ ψ “ T ‹ pφ ‹ ψq

�	à

@ �HAJ. �K @ .1

: 4.2 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ÈAÒª�J�AK. A 	JK
YË

pT ‹ pφ ‹ ψqqpxq “ xT pyq, τxp pφ ‹ ψqpyqqy

“

A

T pyq, pφ ‹ ψqpy ´ xq

E

“ xT pyq, pφ ‹ ψqpx ´ yqy

“

B

T pyq,

ż

Rn

ψpzqqφpz ´ px ´ yqq dz
F

“

ż

Rn

xT pyq, φppx ´ zq ´ yqyψpzq dz

“

ż

Rn

pT ‹ φqpx ´ zqψpzq dz

“ pT ‹ φq ‹ ψpzq.
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.xT ‹ φ, ψy “ xT, qφ ‹ ψy
�	à

@ �HAJ. �K @ .2

: A 	JK
YË

xT, qφ ‹ ψy “ xT pxq, qφ ‹ ψpxqy

“

B

T pxq,

ż

Rn

ψpyqqφpx ´ yqdy
F

“

ż

Rn

xT pxq, φpy ´ xqyψpyq dy

“

ż

Rn

pT ‹ φqpyqψpyqdy

“ xT ‹ φ, ψy .

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
	àñºK
 AÖÏ ù


	®J
» ©K
 	Pñ�JK. ù

	®J
» ©K. A�K h. ð@ 	Q�K Z @Yg. úÍ@

��K. A�Ë@ 	K
Qª�JË @ Õæ
Òª
�JK. 	à

�
B@ Ðñ�® 	K 	¬ñ�

: �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË . 	á�
g. ð@ 	Q��Ó AÒëCÓAg

4.6 مبرهنة
	áºÖß
 , 	YKY 	J« . 	àAg. ð@ 	Q��Ó Suppφ ð SuppT �IJ
m�'. φ P EpRnq ð T P D1pRnq 	áºJ
Ë

: A 	JK
YËð , 4.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú

	̄ �é 	J�
J. ÖÏ @ YK
YÒ�JË @ �éJ
 	®J
ºK. T ‹ φ h. ð@ 	Q

��Ë @ Z @Yg. 	K
Qª�K
.T ‹ φ P EpRnq .1

.SupppT ‹ φq Ă SuppT ` Suppφ .2

©Ó .fpu, vq “ u ‹ v ð B “ EpRnq ð A “ D1pRnq © 	�ð YªK. 4.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.¢	� , Éª 	®ËAK.
.EpRnq “ EpRnq ∩ E 1pRnq ð E 1pRnq “ D1pRnq ∩ E 1pRnq

�	à

@ �é 	¢kCÖÏ @

والإنسحاب التزاوج
: �éJ
ËA�JË @ �éJ
 	��®Ë@ A 	JK
YË

4.2 قضية
A 	JK
YË .φ P DpRnq ð T P E 1pRnq 	áºJ
Ë
τapT ‹ φq “ τaT ‹ φ “ T ‹ τaφ .1

. xT, φy “ pT ‹ qφq p0q .2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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: �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @

.φ P DpRnq ð T P E 1pRnq 	áºJ
Ë
A 	JK
YË .x P Rn 	áº�JË .1

pτaT ‹ φqpxq “ xτaT pyq, τxqφpyqy “ xT pyq, τ´aτxqφy “ xT pyq, τx´aqφpyqy ,

pT ‹ τaφqpxq “ xT pyq, τxp}τaφqpyqy

“ xT pyq,}τaφpy ´ xqy

“ xT pyq, τaφpx ´ yqy

“ xT pyq, φpx ´ a ´ yqy

“ xT pyq, τx´aqφpyqy.

˝ . �è @ðA�ÖÏ @ é 	JÓð

4.3 ملاحظة
A 	JK
YËð .φ P EpRnq ð T P E 1pRnq

�éËAg ú

	̄ �éÖ ßA�̄ ù�®J. �K ��A�	mÌ'@ � 	® 	Kð 	K
PAª�JË @ � 	® 	K

.T ‹ φ P EpRnq

يعين توز بين التزاوج جداء 4.2
: �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË

[E 1 من يعين توز [جداء 4.7 مبرهنة
.E 1pRnq 	áÓ 	áK
Qå� 	J« S ð T 	áºJ
Ë���®m�'
 E 1pRnq 	áÓ w YJ
kð ©K
 	Pñ�K Yg. ñK
 .1

@φ P DpRnq : T ‹ pS ‹ φq “ w ‹ φ.

.w “ T ‹ S I. �Jº	Kð S ð T 	á�
K. h. ð@ 	Q
��Ë @ Z @Ym.�'. w ùÒ��


.SupppT ‹ Sq Ă SuppT ` SuppS A 	JK
YË .2

 Qå���. Ñª 	K ù
 ë
�éK. Ag. B @ ? D1pRnq 	áÓ 	á�
ªK
 	Pñ�K Z @Yg. 	K
Qª�K ©J
¢���	� Éë ñë 	à

�
B@ È@ ñ�Ë@

: �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË . 	á�
g. ð@ 	Q��Ó 	á�
ªK
 	Pñ�JË @ ú
ÎÓAg
	àñºK
 	à


@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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[D1 من يعين توز [جداء 4.8 Y	مبرهنةKY 	J« . 	á�
g. ð@ 	Q��Ó SuppS ð SuppT AÒîD
ÊÓAg �IJ
m�'. D1pRnq 	áÓ 	áK
Qå� 	J« S ð T 	áºJ
Ë
A 	JK
YË . S ð T 	á�
K. h. ð@ 	Q

��Ë @ Z @Yg. 	K
Qª�JK. �èXQj. ÖÏ @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú

	̄ �éÓY�®ÖÏ @ YK
YÒ�JË @ �éJ
 	®J
» iÒ���

.T ‹ S P D1pRnq .1
.SupppT ‹ Sq Ă SuppT ` SuppS .2

: �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ A 	JK
YË , 	á�
ªK
 	Pñ�K 	á�
K. h. ð@ 	Q
��Ë @ Z @Ym.Ì ÉK
YJ. �JË @ð ©J
Òj. �JË @ ú


�æJ
�A	m�'.
��Êª�JK
 AÒJ
 	̄

4.3 قضية
A 	JK
YË . �ék. ð@ 	Q��Ó ÉÓ@ñk �H@ 	X �HAªK
 	Pñ�K w ð v , u 	áº�JË .1

pu ‹ vq ‹ w “ u ‹ pv ‹ wq.
�	àA
	̄ , 	àAg. ð@ 	Q��Ó AÒîD
ÊÓAg 	á�
ªK
 	Pñ�K v ð u 	àA¿ @ 	X @ .2

u ‹ v “ v ‹ u.

: ÈA�JÓ
. ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K ñë δ ð YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K ñë H �IJ
k , 1 ‹ pδ1 ‹ Hq ð p1 ‹ δ1q ‹ H 	á�
K. 	àPA�̄

: ÉmÌ'@
: A 	JK
YË

SuppH “ R`, Supp 1 “ R, Supp δ “ t0u.

.�@Q��Ó AÒëYg

@ �	à


B 	àAg. ð@ 	Q��Ó Supp δ ð SuppH ‚

. 	á�
�@Q��Ó AÒîD
ÊÓAg
�	à

B 	á�
g. ð@ 	Q��Ó Supp δ ð Supp 1 ‚

. 	á�
g. ð@ 	Q��Ó Q�
 	« Supp 1 ð SuppH ‚
�éêk. 	áÓ A 	JK
YË , Éª 	®ËAK. . ÉK
YJ. �JË @ �éJ
�A 	g A 	JK
YË 	àñº�JË ù


	®ºK
 B @ 	Yëð

p1 ‹ δ1q ‹ H “ p11 ‹ δq ‹ H “ 0 ‹ H “ 0.

:øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ A 	JK
YËð

1 ‹ pδ1 ‹ Hq “ 1 ‹ pδ ‹ H 1q “ 1 ‹ pδ ‹ δq “ 1 ‹ δ “ 1.

.p1 ‹ δ1q ‹ H ‰ 1 ‹ pδ1 ‹ Hq
�	à

@ ø



@

: �éJ
ËA�JË @ �éJ
K. A�mÌ'@ �éj. J
�� 	JË AK. É� 	®Ë@ è 	Yë Õ �æ	m� 	'
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4.4 قضية
: A 	JK
YË .a P Rn ð u, v P D1pRnq 	áºJ
Ë

.δ ‹ u “ u .1
.δa ‹ u “ τau .2

.Dαδ ‹ u “ Dαu .3
A 	JK
YË é�	K A

	̄ , 	á�
g. ð@ 	Q��Ó Supp v ð Suppu 	àA¿ @ 	X @
.τapu ‹ vq “ τau ‹ v “ u ‹ τav .4

.@α P Nn, Dαpu ‹ vq “ Dαu ‹ v “ u ‹ Dαv .5

التزاوجية المعادلات 4.3
. h. ð@ 	Q�K

�éËXAªÓ 	K
Qª�JK. ZYJ. 	K

تزاوج] معادلة يف [تعر 4.3 يف تعر
	àAªK
 	Pñ�K f ð A �IJ
k A ‹ u “ f É¾ ��Ë@ 	áÓ �éËXAªÓ É¿ �éJ
k. ð@ 	Q�K �éËXAªÓ ù


�Ò�	�
. Èñêm.× ©K
 	Pñ�K u ð , 	àAÓñÊªÓ

: �éÊ�JÓ

@

: R ú

	̄ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ Q�. �Jª 	K .1

´u1 ` u “ f.

.A “ ´δ1 ` δ �IJ
k , A ‹ u “ f
�éJ
k. ð@ 	Q�K �éËXAªÓ É¾ �� úÎ« �éËXAªÖÏ @ è 	Yë �éK. A�J» 	áºÖß


: A 	JK
YË , Éª 	®ËAK.

A ‹ u “ p´δ1 ‹ δq ‹ u

“ ´δ1 ‹ u ` δ ‹ u

“ ´δ ‹ u1 ` δ ‹ u

“ ´u1 ` u1

“ f.

: Rn ú

	̄ �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ Q�. �Jª 	K .2

ÿ

|α|ďm

aαD
αu “ f,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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. �é�JK. A�JË @ �HCÓAªÖÏ @ �H@ 	X

δ
�	à

@ ÕÎªË@ ©Ó A “

ÿ

|α|ďm

aαD
αδ �IJ
k , A ‹ u “ f h. ð@ 	Q�K

�éËXAªÓ É¾ �� úÎ« Aî �DK. A�J» 	áºÖß


. ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K ñë
: A 	JK
YË , Éª 	®ËAK.

A ‹ u “
ÿ

|α|ďm

paαD
αδq ‹ u

“
ÿ

|α|ďm

δ ‹ aαD
αu

“

˜

ÿ

|α|ďm

aαD
αu

¸

‹ δ

“ f ‹ δ

“ f.

. ú
Íð

B@ ð


@ ú
æ�A�


B@ ÉmÌ'@ Ðñê 	®Ó úÍ@ h. A�Jm�

	' , �éJ
k. ð@ 	Q�K �éËXAªÓ �ém.Ì'AªÖÏ

الأولي] [الحل 4.4 يف تعر
ð

@) A �Ë (ú
æ�A�


@ ð


@) ú
Íð


@ Ég é�	K @ w P D1pRnq ©K
 	Pñ�K 	á« Èñ�® 	K .f P E 1pRnq 	áºJ
Ë

.A ‹ w “ δ
���®m�'
 	àA¿ @ 	X @ ( A ‹ w “ f

�éËXAªÒÊË

4.4 ملاحظة
ÈA�JÓ .A ©K
 	Pñ�JË @ �@ñ	m�'. ¡J. �KQÓ èXñk. ð

�	à

@ 	X @ , AÖ ß @X @Xñk. ñÓ ��
Ë ú
Íð


B@ ÉmÌ'@ , AÓñÔ« ´1

	¡kC	K 	áºË .D1pRnq ú

	̄ 	àA¾Ë @Xñk. ñÓ w ú
Íð


B@ ÉmÌ'@ 	àA¿ ñË .A P DpRnq

�	à

@ 	�Q 	® 	K : ½Ë 	X úÎ«

Q�
 	« w
�	àA
	̄ Õç�' 	áÓð .δ R EpRnq 	áºË .A ‹ w P EpRnq é 	JÓð , 	àAg. ð@ 	Q��Ó Suppw ð SuppA

�	à

@

. Xñk. ñÓ
: 	YKY 	J« .A �Ë 	àAJ
Ëð


@ 	àCg w2 ð w1

�	à

@ 	�Q 	® 	K ´1

A ‹ pw1 ´ w2q “ δ ´ δ “ 0.
�éËXAªÒÊË ÐAªË@ ÉjÊË �A 	g ú
Íð


@ Ég �é 	̄ A 	�@ ù


	®ºK
 , �éJ
Ëð

B@ ÈñÊmÌ'@ �é 	̄ A¿ úÎ« Èñ�jÊË , ú
ÍA

�JËAK. ð
.A ‹ u “ 0

�éËXAªÖÏ @ Ég �éK. A�JºK. iÒ��
 é�	K @ �IJ
k , �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ ú
Íð

B@ ÉmÌ'@ Ðñê 	®Ó �éJ
Òë


@ Qê 	¢��

.f ð w
�éËBYK. A ‹ u “ f
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4.9 مبرهنة
: 	YKY 	J« .w AJ
Ëð


@ Cg A �Ë �	à


@ 	�Q�� 	® 	K .A P E 1pRnq 	áºJ
Ë

.u “ w ‹ f
�	à

@ ø



@ .A ‹ u “ f �IJ
m�'. u P D1pRnq Yg. ñK
 f P E 1pRnq É¾Ë ´1

, YJ
kð ñê 	̄ , A ‹ u “ f
�éËXAªÒÊË u P E 1pRnq Ég Yg. ð @ 	X @ .f P E 1pRnq 	áºJ
Ë ´2

.u “ w ‹ f A 	JK
YËð

. �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
.f P E 1pRnq 	áºJ
Ëð A P E 1pRnq 	áºJ
Ë

AJ
�A�

@ Cg A �Ë �	à


@ 	�Q 	® 	K .A ‹ u “ f

�éËXAªÒÊË É�̄

B@ úÎ« Ég Xñk. ð �HAJ. �K @ ´1

.A ‹ u “ f �IJ
m�'. u P D1pRnq Yg. ñK
 é�	K

@ 	á�
J
�. 	JËð .A ‹ w “ δ

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë .w P D1pRnq

: A 	JK
YË é 	JÓð . �ék. ð@ 	Q��Ó Suppw ð Supp f ð SuppA
�	àA
	̄ , 	àA�@Q��Ó Supp f ð SuppA

�	à

@ AÖß.

A ‹ pw ‹ fq “ pA ‹ wq ‹ f “ δ ‹ f “ f.

. �HA¢ªÖÏ @ �éËXAªÒÊË Ég A ‹ w 	à 	X@���®m�'
 ø

	YË@ YJ
kñË@ ÉmÌ'@ ñë u “ w ‹ f

�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 @ 	Yë . �éJ
 	K @YgñË@ �HAJ. �K @ ´2

A 	JK
YË .A ‹ u “ f

u “ δ ‹ u “ pA ‹ wq ‹ u “ pw ‹ Aq ‹ u ‹ uq “ w ‹ f.

˝ . èXñk. ð Y	J« u P E 1pRnq
�éJ
 	K @Ygð �IJ. ��K
 AÓ @ 	Yëð

محلولة تمارين 4.4
4.1 تمرين

	àA�J«ñÒj. ÖÏ @ 	áº�JË

A “

"ˆ

x,
1
x

˙

P R2 : x P R‹
`

*

ð B “
␣

p0, xq P R2 : x ď 0
(

.

? ��Ê 	ªÓ A ` B Éë ? 	àA�J�®Ê 	ªÓ B ð A Éë

4.1 التمرين حل
�é«ñÒj. ÖÏ @ Q�. �Jª 	K ‚

A “

"ˆ

x,
1
x

˙

P R2 : x P R‹
`

*

.

I. �Jº	K 	à

@ 	áºÖß
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A “
␣

pu, vq P R2 : uv “ 1, u ą 0
(

.

A
�	à

@ ø



@ , A “ f´1pt1uq

�	à

@ 	¡kC	K AÒ» QÒ�J�Ó ñëð f : R2 Ñ R, pu, vq ÞÑ uv

��J
J.¢�JË @
	¬Qª	K

. ��Ê 	ªÓ A é 	JÓð . QÒ�J�Ó ©K. A�JK. t1u
��Ê 	ªÒÊË �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ ù
 ë�é«ñÒj. ÖÏ @ Q�. �Jª 	K ‚

B “
␣

p0, xq P R2 : x ď 0
(

.

I. �Jº	K 	à

@ 	áºÖß


B “

!

pu, vq P R2 : u “ 0 ð v ď 0
)

.

B
�	à

@ ø



@ B “ π´1pt0u × R´q

�	à

@ 	¡kC	Kð π : R2 Ñ R2, pa, bq ÞÑ pa, bq,

��K. A¢ÖÏ @ ��J
J.¢�JË @ 	áºJ
Ë
. ��Ê 	ªÓ B é 	JÓð , π QÒ�J�ÖÏ @ ©K. A�JËAK. t0u × R´

��Ê 	ªÒÊË �éJ
�ºªË@ �èPñ�Ë@ ù
 ë
? ��Ê 	ªÓ A ` B Éë ‚

A 	JK
YË

px, yq P A ` B ô px, yq “

ˆ

x,
1
x

` z

˙

: x ą 0, z ď 0.

.

ˆ

x,
1
x

˙

: x ą 0 új	JÓ �Im��'  A�® 	JË @ É¿ ù
 ë A ` B  A�® 	K �	àA
	̄
z ď 0

�	à

@ AÖß.

A 	JK
YË .an “

ˆ

1
n
, 0
˙

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ Q�. �Jª 	K .n P N‹ 	áºJ
Ë

an “

ˆ

1
n
, 0
˙

“

ˆ

1
n
, n ´ n

˙

P A ` B,

A 	JK
YËð

lim
nÑ`8

an “ p0, 0q R A ` B.

. A �®Ê 	ªÓ ��
Ë A ` B
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð

4.2 
�éJتمرينËA�JË @ �HBAmÌ'@ 	áÓ É¿ ú

	̄ h. ð@ 	Q

��Ë @ Z @Yg. I. �k@
.δa ‹ H, a P R .1

.δ1 ‹ 1 .2
.T ‹ 1, T P E 1pRq .3

.T ‹ expx, T P E 1pRq .4

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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4.2 التمرين حل

.a P R , δa ‹ H H. A�k .1
: A 	JK
YË

δa ‹ H “ τaH,

�IJ
k

τaHpxq “

"

1, x ą a,
0, x ď a.

.δ1 ‹ 1 H. A�k .2
δ1 ‹ 1 “ δ ‹ 11 “ δ ‹ 0 “ 0.

.T P E 1pRq ©Ó T ‹ 1 H. A�k .3
�	àA
	̄ , φ P C8pRnq ð 	á�
g. ð@ 	Q��Ó Supp φ ð Supp T 	àA¿ @ 	X @ é�	K @ Èñ�®�K �éK
Q 	¢	JË @

.T ‹ φ P C8pRnq
�	àA
	̄
f “ T ‹ 1 A 	Jª 	�ð @ 	X@ . ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó T �	à


B �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ 	ám� 	'ð

f 1 “ T ‹ 11 “ T ‹ 0 “ 0.

.f 1 “ 0 ð f P C8pRq
�	àA
	̄ @ 	Yºëð

.T �K. ��Êª�JK
 �IK. A�K ©K. A�K T ‹ 1
�	à

@ ú 	æªÖß. . �IK. A�K c �IJ
k f “ c 	à 	X@

.T P E 1pRq ©Ó T ‹ ex H. A�k .4
© 	�	� �é�®K. A�Ë@ �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	JK.

fpxq “ T ‹ exppxq,

: 	¡kC	J 	̄ ���J ��	�ð

f 1pxq “ T ‹ pexppxqq1 “ T ‹ exppxq “ fpxq.

ú
ÍA
�JËAK. ð

f 1 “ f.

	à 	X@
fpxq “ c exppxq,

.T �K. ��Êª�JK
 �IK. A�K c �IJ
k
.fpxq “ 2022. exppxq

�	à

@ 	¡kC	K T “ 2022.δ 	àA¿ @ 	X @ C�JÓ

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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4.3 تمرين

. ú

	GA�JË @ É� 	®Ë@ ú


	̄ 	¬Q« ©K
 	Pñ�K Pf
ˆ

H

x

˙ �	à

@ �IJ
k , Supp Pf

ˆ

H

x

˙

	á��
« .1

. @YJ
k.
	¬QªÓ H ‹ Pf

ˆ

H

x

˙ �	à

@ �I�. �K


@ .2

.H ‹ Pf
ˆ

H

x

˙

���J ��Ó I. �k@ .3

4.3 التمرين حل
: ú
ÍA

�JË @ 	K
Qª�JËAK. Q»
	Y 	K

@φ P DpRq, xPf
ˆ

H

x

˙

, φyD1,D “ lim
εÑ0

ˆ
ż

xąε

φpxq

x
dx ´ φp0q ln ε

˙

.

�K.
	¬QªÓ Pf

ˆ

H

x

˙

©K
 	Pñ�JË @ .Supp Pf
ˆ

H

x

˙

	á�
J
ª�K .1
B

Pf
ˆ

H

x

˙

, φ

F

“ lim
εÑ`8

„
ż `8

ε

φpxq

x
dx ` φp0q lnpεq

ȷ

.

.@φ P DpR´q,

B

Pf
ˆ

H

x

˙

, φ

F

“ 0
�	à

B Supp Pf

ˆ

H

x

˙

Ă R`

�	à

@ 	¡kC	K

.R` Ă Supp Pf
ˆ

H

x

˙ �	à

@ 	á��
J. 	JË

: �	àA
	̄ P @ñm.Ì'@ 	K
Qª�K 	áÓ .x0 �Ë @P@ñk. V ð x0 Ps0,`8r 	áºJ
Ë

Da ą 0, sx0 ´ a, x0 ` ar“ U Ă V,

.R‹ 	áÓ hñ�J 	®Ó U 	à

@ �IJ
k

�@Q��ÖÏ @ P@ñm.Ì'@ ú

	̄ 1 ø
 ðA��
ð U hñ�J 	®ÖÏ @ úÎ« AJ.k. ñÓ AªK. A�K φ P DpUq 	áºJ
Ë

A 	JK
YË .K “ rx0 ´
a

2
, x0 `

a

2
s

B

Pf
ˆ

H

x

˙

, φ

F

“

ż

U

φpxq

x
dx ě

ż

K

dx
x

ą 0,

Supp Pf
ˆ

H

x

˙ �	à

@ AÖß.ð .s0,`8rĂ Supp Pf

ˆ

H

x

˙

é 	JÓð .

B

Pf
ˆ

H

x

˙

, φ

F

‰ 0 Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yëð

.Supp Pf
ˆ

H

x

˙

“ r0,`8r
�	à

@ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð .r0,`8rĂ Supp Pf

ˆ

H

x

˙ �	àA
	̄ ��Ê 	ªÓ

. @YJ
k. 	¬QªÓ H ‹ Pf
ˆ

H

x

˙ �	à

@ �HAJ. �K @ .2

R ą 0 	áºJ
Ë . 	àAg. ð@ 	Q��Ó 	àA�®Ê 	ªÓ Supp Pf
ˆ

H

x

˙

“ r0,`8r ð SuppH “ r0,`8r A 	JK
YË

ð |x| ď |x ` y| A 	JK
YË .|x ` y| ă R
�	à

@ 	�Q 	® 	K .y P Supp Pf

ˆ

H

x

˙

ð x P SuppH 	áºJ
Ëð
.|y| ă ρ ð |x| ă ρ �IJ
m�'. ρ “ R Yg. ñK
 é 	JÓð , |y| ď |x ` y|

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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. @YJ
k.
	¬QªÓ H ‹ Pf

ˆ

H

x

˙ �	àA
	̄ ú
ÍA

�JËAK. ð . 	àAg. ð@ 	Q��Ó Supp Pf
ˆ

H

x

˙

ð SuppH
�	à

@ ø



@

.H ‹ Pf
ˆ

H

x

˙ ���J ��Ó H. A�k .3

: A 	JK
YË
ˆ

H ‹ Pf
ˆ

H

x

˙˙1

“ H 1 ‹ Pf
ˆ

H

x

˙

“ δ ‹ Pf
ˆ

H

x

˙

“ Pf
ˆ

H

x

˙

.

4.4 تمرين
.DpRnq 	áÓ È@ðX �éJ
ËA�J�JÓ pφjqj ð φ P DpRnq ð T P E 1pRnq 	áºJ
Ë

ñm� 	' T ‹ φj
�éJ
ËA�J�JÒÊË ¡J
��. Ë @ H. PA

�®�JË @ úÍ@ ø

�X ñK
 DpRnq ú


	̄
φ ñm� 	' pφjqj H. PA

�®�K �	à

@ �I�. �K @

.T ‹ φ

4.4 التمرين حل
.pφjq Ă DpRnq 	áº�JËð .φ P DpRnq ð T P E 1pRnq 	áºJ
Ë

ú

GA 	J�K h. ð@ 	Q

��Ë @ Z @Yg.
�	à

@ AÖß. . �é£A��. K. T ‹ φj Ñ T ‹ φ

�	à

@ 	á��
J. 	JËð DpRnq ú


	̄
φj Ñ φ

�	à

@ 	�Q 	® 	K

. �é£A��. K. T ‹ φj Ñ 0
�	à

@ úÍ@ ø
 X

ñK
 DpRnq ú

	̄
φj Ñ 0

�	à

@ �HAJ. �K @ ù


	®ºK
 , �éJ
¢	mÌ'@
A 	JK
YË .Rn ú


	̄ A�J�. �JÓ x 	áºJ
Ë

T ‹ φjpxq “ xT, τx|φjpyqy.(4.2)
: Ym.�

	' , p4.2q ú

	̄ �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ AK. é�	K A

	̄ DpRnq ú

	̄
τx|φj Ñ 0

�	à

@ AÖß.

lim
jÑ`8

T ‹ φjpxq “ lim
jÑ`8

xT, τx|φjpyqy

“ xT, lim
jÑ`8

τx|φjpyqy

“ xT, 0y

“ 0.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦹᦽ

5 باب
Transformée de Fourier فوريي يل تحو
©Ó L1 ú


	̄ ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' 	K
Qª�JK.

@YJ. 	K

	¬ñ� . ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �é�@PYË ��	m× É� 	®Ë@ @ 	Yë
	áÓ YK
YªË@ i. �J

	�K
 AÜØ ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñj�JK. @Q�®�J�Ó ��
Ë L1 ZA 	� 	®Ë@ �	à


@ 	¡kC	K . é��A� 	k 	�ªK. Õç'
Y

�®�K
ÉK
ñm�

�' Q�.« AëP@Q�®�J�AK.
�è 	Q�
Ò�JÖÏ @ �éJ
ÊJ
Êj�JË @ �H@ZA 	� 	®Ë@ 	�ªK. ½Ë 	Y» �PY	J� @ 	YË . �éJ
 	J �®�JË @ �HAK. ñª�Ë@

. ú
G
Pñ
	̄

الكمولة للتوابع فوريي يل تحو 5.1
5.1 يف تعر

, Ff ð

@ pf �K. éË 	QÓQ 	K ø


	YË@ ©K. A�JË @ , f �Ë ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' ù
 Ò�
	� .f P L1pRnq 	áºJ
Ë

�K. Rn 	áÓ ξ �é¢�® 	K É¿ Y	J« 	¬QªÖÏ @ð

pfpξq “

ż

Rn

e´ix¨ξfpxqdx,(5.1)
.x ¨ ξ “

n
ÿ

j“1
xjξj é 	JÓð .ξ “ pξ1, . . . , ξnq , x “ px1, . . . , xnq �IJ
k

.e´ix¨ξ “ e´ix1ξ1e´ix2ξ2 . . . e´ixnξn ©Ó

5.1 ملاحظة
�K. f P L1pRnq ©K. A�JË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' 	K
Qª�K A 	��



@ 	áºÖß


pfpξq “

ż

Rn

e´p2πiqx¨ξfpxq dx, @ξ P Rn.

5.1 	K
Qª�JË @ ú 	æJ. �J 	�� A 	J 	JºË
. �éJ
K. A�mÌ'@ �H@QK
Y�®�JËAK. QÓ


B@ ��Êª�JK
 AÓY 	J« ¡�® 	̄ Qê 	¢�
 	á�
 	®K
Qª�JË @ 	á�
K. ��Q 	®Ë @ 	à


AK. Q�
 ��	� AÒ»

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.f P L1pRnq ©K. A�JË ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' 	à
�
B@ 	¬Qª	K

[ العكسي فوريي يل تحو يف [تعر 5.2 يف تعر
É¿ Y	J« 	¬QªÖÏ @ð Ff �K. éË 	QÓQ 	Kð f �Ë ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' 	¬Qª	K .f P L1pRnq 	áºJ
Ë

�K. Rn 	áÓ x �é¢�® 	K

Ffpxq “

ż

Rn

eix¨ξfpξq dξ.

. �éJ
ËA�JË @ �éJ
 	��®Ë@ A 	JK
YË

5.1 قضية
: A 	JK
YË .f P L1pRnq 	áºJ
Ë

.Rn úÎ« QÒ�J�Ó pf ©K. A�JË @ .1
.|| pf ||L8pRnq ď ||f ||L1pRnq .2

. lim
||x||Ñ`8

pfpxq “ 0 .3

: �HAJ. �KB @
.f P L1pRnq 	áºJ
Ë

.QÒ�J�Ó pf ©K. A�JË @
�	à

@ 	á��
J. 	JË .1

é 	JÓð .Rn ú

	̄
ξ ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ pξjq 	áº�JË , �éêk. 	áÓ

gjpxq “ e´ixξjfpxq
jÑ`8
ÝÑ e´ix¨ξfpxq “ gpxq.

.Rn úÎ« AJ. K
Q�®�K 	àA¿ AÒ�JJ
k gjpxq
jÑ`8
ÝÑ gpxq

�	à

@ ø



@

.Rn úÎ« AJ. K
Q�®�K 	àA¿ AÒ�JJ
k |gjpxq| ď |fpxq| A 	JK
YË ,øQ 	k

@ �éêk. 	áÓð

�	àA
	̄ , 	©J
K. ñÊË �é 	JÒJ
êËAK. H. PA

�®�JË @ �éK
Q 	¢	� I. �k , ú
ÍA
�JËAK. ð

gj
L1pRnq
ÝÑ g.

�	à

@ ø



@

pfpξjq
jÑ`8
ÝÑ pfpξq.

. pf ©K. A�JË @ P@QÒ�J�@ é 	JÓð
: A 	JK
YË .2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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ˇ

ˇ

ˇ

pfpξq

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

e´ix¨ξfpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

|fpxq| dx “ ||f ||L1 .

.|| pf ||L8 ď ||f ||L1
�	à

@ ø



@ . sup

ξPRn
| pfpξq| ď ||f ||L1 é 	JÓð

: 	á�
�JJ
ËA�JË @ 	á�
�JK
Q 	¢	JË @ Q�
»
	Y�JK. Bð


@ Ðñ�® 	K , ½Ë 	YË . lim

||x||Ñ`8

pfpxq “ 0 	á��
J. 	JË .3

5.1 ية نظر
.f P LppRnq ð p P r1,`8r 	áºJ
Ëð n ě 1 	áºJ
Ë

: A 	JK
YË .h P R 	áºJ
Ë

||fp¨ ` hq ´ fp¨q||Lp
hÑ0
ÝÑ 0.

�	à

@ ø



@

ż

Rn

|fpx ` hq ´ fpxq|p dx hÑ0
ÝÑ 0.

: Rn 	áÓ x É¿ Ég.

@ 	áÓ I. �Jº	K 	à


@ A 	J 	JºÖß
 é 	JÓð .eiπ “ ´1

�	à

@ ÕÎª 	K .n “ 1 �éËAg ú


	̄ -

pfpxq “ ´

ż `8

´8

eiπe´ix¨ξfpξq dξ “ ´

ż `8

´8

e´ipξ´ π
x

q¨xfpξq dξ.

: Yj. 	J 	̄ , y “ ξ ´
π

x
Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. ��K. Ðñ�® 	K

pfpxq “ ´

ż `8

´8

e´iy¨xfpy `
π

x
q dy.

: A 	JK
YË é 	JÓð

2 pfpxq “ pfpxq ` pfpxq

“ ´

ż `8

´8

e´iy¨xfpy `
π

x
q dy `

ż `8

´8

e´iy¨xfpyq dy

“

ż `8

´8

e´iy¨xpfpyq ´ fpy `
π

x
qq dy,

:ø


@

| pfpxq| ď
1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
fpyq ´ fpy `

π

x
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L1
.

.||x|| Ñ `8 AÖÏ ||fpyq ´ fpy `
π

x
q||L1 Ñ 0 A 	JK
YË , 5.1 �éK
Q 	¢	JË @ I. �kð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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, x ‰ 0 Ég.

@ 	áÓ .n “ 1 �éËAg ú


	̄ �éÓY 	j�J�ÖÏ @ �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	K ÐY 	j�J�	� .n ą 1 �éËAg ú

	̄ -

.|xj| “ max
k“1,...,n

|xk| “ ||x||8
�IJ
m�'. j P t1, . . . , nu Yg. ñK
 , x “ px1, . . . , xnqt

, ej ¨ x “ xj ð eiπ “ ´1
�	à

@ AÖß. é 	JÓð .Rn �Ë ú


	Gñ 	KA �®Ë @ �A�

B@ 	áÓ - j

�éJ.»QÒÊË ej �K. 	QÓQ 	K
A 	JK
YË

pfpxq “ ´p2πq´n{2
ż

Rn

e
´ipξ´ π

xj
ejq¨x

fpξq dξ,

Ym.�
	' , y “ ξ ´

π

xj
ej Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. ��K. , é 	JÓð

pfpxq “ ´p2πq´n{2
ż

Rn

e´iy¨xfpy `
π

xj
ejq dy “ ´p2πq´n{2

ż

Rn

e´iy¨xfpy `
επ

||x||8

ejq dy,

: é 	JÓð .( ε “ ˘1
�	à

@ ø



@) ε “ signpxjq

�IJ
k

2| pfpxq| ď p2πq´n{2||fp¨q ´ fp¨ `
επ

||x||8

ejq||L1 .

, x ‰ 0 É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ i. �J 	J

���	�

| pfpxq| ď
1
2

max
j“1,...,n

p2πq´n{2p||fp¨q ´ fp¨ `
π

||x||8

ejq||L1 ` ||fp¨q ´ fp¨
π

||x||8

ejq||L1q.

.||x|| Ñ `8 A�ÜÏ pfpxq Ñ 0
�	à

@ i. �J 	J

���	� 5.1 �éK
Q 	¢	JË @ I. �k , ú
ÍA
�JËAK. ð

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
. L1pRnq ú


	̄ DpRnq
�é 	̄ A�J» úÎ« YÒ�Jª�K ù
 ëð , 	àAëQ�. ÊË øQ 	k


@ �é�®K
Q£ Yg. ñ�K ‚

.||f ´ φ||L1 ă ε �IJ
m�'. φ P DpRnq 	áº�JËð ε ą 0 , f P L1pRnq 	áºJ
Ë
Ym.�

	' , �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ AK. , Éª 	®ËAK. .|pφpξq| ă ε A 	JK
YË , �éK
A 	®ºËAK. Q�
J.» ξ Ég.

@ 	áÓ

|pφpξq| “

ż

Rn

φpxqe´ix¨ξdx “
1
iξk

ż

Rn

Bφ

Bxk
e´ix¨ξ dx

: A 	JK
YË ξ “ pξ1, ξ2, . . . , ξk, . . . , ξnq ú

	̄
ξk

�éJ.»QÓ Q�.»

@ ñë ξkmax

�IJ
m�'. kmax 	áºJ
Ë

|pφpξq| ď
1

|ξkmax |

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bφ

Bxkmax

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ď
1

||ξ||8

max
1ďkďn

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bφ

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx,

. lim
||ξ||Ñ`8

pφpξq “ 0
�	à

@ 	á��
J. K
 @ 	Yëð

A 	JK
YË , �éK
A 	®ËAK. Q�
J.» ξ Ég.

@ 	áÓ , ú
ÍA

�JËAK. ð

| pfpξq| ď | pfpξq ` pφpξq| ` |pφpξq| ă 2ε,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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. lim
||ξ||Ñ`8

pfpξq “ 0
�	à

@ ø



@

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
: �éJ
ËA

��JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË

5.1 مبرهنة
, L8pRnq ú


	̄
L1pRnq 	áÓ QÒ�J�Óð ù
 ¢

	k ��J
J.¢�� ñë F : f ÞÑ pf ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	à@
A 	JK
YËð

|||F |||LpL1pRnq,L8pRnqq “ 1.

: �HAJ. �KB @
ú

	̄ ñë L1pRnq 	áÓ Qå�	J« �ø



B ú
G
Pñ

	̄ �	à

@ �é�®K. A�Ë@ �éJ
 	��®Ë@ 	áÓ i. �J 	J

���	�ð . �ém� 	�@ð F
�éJ
¢ 	k

A 	JK
YË f P L1pRnq É¿ Ég.

@ 	áÓð L8pRnq

|| pf ||L8 ď ||f ||L1 .

.|||F |||LpL1pRnq,L8pRnqq ď 1 ð , L8pRnq ú

	̄
L1pRnq 	áÓ QÒ�J�Ó F �	à


@ 	á��
J. K
 @ 	Yë

fpxq ě 0 ©Ó f P L1pRnq É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ �é 	¢kCÓ ù


	®ºK
 , 1 ø
 ðA��
 F Õæ

	¢ 	� �	à


@ �HAJ. �KB

: A 	JK
YË , x P Rn É¿ AJ. K
Q�®�K Ég.

@ 	áÓ

||f ||L1 “

ż

Rn

fpxq dx “ pFfqp0q ď || pf ||L8 ,

˝ . �è @ðA�ÖÏ @ é 	JÓð .|||F |||LpL1pRnq,L8pRnqq ě 1
�	à

@ ø



@

فوريي يل لتحو ية الجـبر الخصائص بعض
. ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' ��A� 	k Ñë


@ 	áÓ 	�ªJ. Ë @ �éJ
ËA

��JË @ �éK
Q 	¢	JË @ ú

	̄ ÐY�® 	K

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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5.2 ية نظر
.f P L1pRnq 	áºJ
Ë

.τafpxq “ fpx ´ aq ø


@ , a ¨Aª ��ËAK. H. Aj�	�C Ë τa �K. 	QÓQ 	K , a P Rn É¿ Ég.


@ 	áÓ - 1

A 	JK
YË

xτaf “ e´iξ¨a
pf,

ð
zeia¨xf “ τa pf.

: A 	JK
YË ,ø
 Y
�®ªË@ �� 	̄ @QÒÊË �éJ.� 	�ËAK. - 2

pfpξq “ pfp´ξq.

. h. ð@ 	Q
��Ë @ Z @Yg. ð ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' 	á�
K. �é�̄CªË@ ù
 ¢ª

�K �éJ
ËA�JË @ �éK
Q 	¢	JË @

التزاوج] وجداء فوريي يل [تحو 5.3 ية نظر
A 	JK
YËð , f ‹ g P L1pRnq

�	àA
	̄ , g P L1pRnq ð f P L1pRnq

	àA¿ @ 	X @
zf ‹ g “ pfpg.

é 	JÓð .h “ f ‹ g © 	�	� : �HAJ. �KB @

hpxq “

ż

Rn

fpyqgpx ´ yqdy

.F px, yq “ fpyqgpx ´ yq © 	�	JË , Éª 	®ËAK. .L1 ñë ú

	æJ
K. ñ 	̄ �éK
Q 	¢	� 	áÓð AJ
Ê¿ éJ. ��

	¬QªÓ
: Ym.�

	' y �Ë �éJ.� 	�ËAK. �Õç�' x �Ë �éJ.� 	�ËAK. �éÊÓA¾ÖÏ AK. ð �ñJ
�̄ F é 	JÓð
ż

Rn

ż

Rn

|F px, yq| dxdy “

ˆ
ż

Rn

|f |

˙ˆ
ż

Rn

|g|

˙

ă `8.

�	à

@ 	áÓ ���®j�JË @ 	áºÖß
 AëYªK.

||h||L1pRnq ď ||F ||L1pRn×Rnq.

, z “ x ´ y Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �Kð ú

	æJ
K. ñ 	̄ �éK
Q 	¢	� ��J
J.¢��K. .h ©K. A

��JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' PAJ. �J«@ A 	J 	JºÖß
 @ 	YîE. ð
: Ym.�

	'

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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phpξq “

ż

Rn

ˆ
ż

Rn

fpyqgpx ´ yqdy
˙

e´ix¨ξ dx

“

ż

Rn

ż

Rn

fpyqgpx ´ yqe´ix¨ξ dxdy

“

ż

Rn

ż

Rn

fpyqe´iy¨ξgpx ´ yqe´ipx´yq¨ξ dxdy

“

ż

Rn

fpyqe´iy¨ξ

ˆ
ż

Rn

gpx ´ yqe´ipx´yq¨ξ dx
˙

dy

“

ˆ
ż

Rn

fpyqe´iy¨ξdy
˙ˆ

ż

Rn

gpzqe´iz¨ξdz
˙

“ pfpξqpgpξq.

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
. �éJ
ËA

��JË @ �éÒêÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ A 	JK
YË

5.2 
�éJقضيةËA�JË @ �é�̄CªË@ A 	JK
YË .x P Rn 	áºJ
Ëð a ą 0 	áºJ
Ë

{e´a|x|2pξq “

n
ź

j“1

c

π

a
e´ξ2

j {4a.

: A 	JK
YË .x P Rn ð a ą 0 	áºJ
Ë : �HAJ. �KB @

{e´a|x|2pξq “

ż

Rn

e´ix¨ξe´a|x|2dx1 dx2 . . . dxn

“

ż `8

´8

ż `8

´8

. . .

ż `8

´8

e´ix1ξ1e´ix2ξ2 . . . e´ixnξne´ax2
1e´ax2

2 . . . e´ax2
n dx1 dx2 . . . dxn.

:I. �Jº	Kð ú

	æJ
K. ñ 	̄ ��J
J.¢�� A 	J 	JºÖß
 é�	K A

	̄ ,
ż `8

´8

e´ixjξje´aξj dxj ă `8
�	à

@ AÖß.ð

ż

Rn

e´ix¨ξe´a|ξ|2 dx “

n
ź

j“1

ż `8

´8

e´ixjξje´ax2
j dxj.

: A 	JK
YË , ù
 ¢J
�ð ÉÓA¾�K ��A�®�J ��@
�éK
Q 	¢	� I. �k . pF pξjq “

ż `8

´8

e´ixjξje´ax2
j dxj © 	�	�
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d pF

dξj
pξq “

ż `8

´8

d
dξj

´

e´ixjξje´ax2
j

¯

dxj

“ ´i

ż `8

´8

xje
´ixjξje´ax2

j dxj

“ ´
i

2a

ż `8

´8

2axje´aixjξje´ax2
j dxj

: �	à

@ Ym.�

	' �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ Ð @Y 	j�J�AK.
d pF

dξj
“
ξj
2a

ż `8

´8

e´ixjξje´ax2
j dxj,

�éËXAªÖÏ @ ���®m�'
 pF pξjq
�	à

@ ø



@

d pF

dξj
“
ξj
2a

pF pξjq.

I. �Jº	K , AêÊmÌ

d pF

dξj
pF pξjq

“
ξj
2a

ñ
d

dξj

´

ln
ˇ

ˇ

ˇ

pF pξjq
ˇ

ˇ

ˇ

¯

“
ξj
2a

ñ

ż ξj

0

´

ln
ˇ

ˇ

ˇ

pF psq
ˇ

ˇ

ˇ

¯1

ds “

ż ξj

0

s

2a
ds

ñ ln | pF pξjq| “ ln | pF p0q| `
1
4a
ξ2
j .

: A 	JK
YË , pF pξjq
	K
Qª�K 	áÓ

pF p0q “

ż `8

´8

e´ax2
j dxj.

: �	à

@ ø



@

pF pξjq “

ˆ
ż `8

´8

e´ax2
j dxj

˙

eξ
2
j {4a.

é 	JÓð

{e´a|x|2pξq “

n
ź

j“1

ˆ
ż `8

´8

e´ax2
j dxj

˙

eξ
2
j {4a.
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, ú
ÍA
�JËAK. ð .

ż `8

´8

e´ax2
j dxj “

c

π

a

�	à

@ ÕÎª 	Kð

pF pξjq “

n
ź

j“1

c

π

a
eξ

2
j {4a.

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

5.2 ملاحظة
éÊK
ñm�

�' ø

	YË@ YJ
kñË@ ©K. A�JË @ ñë , a ą 0 ©Ó gpxq “ e´a|x|2 �K. Rn úÎ« 	¬QªÖÏ @ g ©K. A�JË @

.F pξq “ pF pξq
�éËXAªÖÏ @ Ém�'. , @

	Yë 	áÓ Y»

A�JË @ 	áºÖß
ð .a “

1
2

A�ÜÏ é� 	® 	K ©K. A�JË @ ø
 ðA��
 ú
G
Pñ
	®Ë

. �éJ
ÊJ
¢���ÖÏ @ �éË @YÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' H. A�k : ÈA�JÓ
: �K. R úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ Π �éJ
ÊJ
¢���ÖÏ @ �éË @YË @ Q�. �Jª 	K

@x P R, Πpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1 : |x| ă
1
2
,

0 : |x| ě
1
2
.

�éJ
ÊJ
¢���ÖÏ @ �éË @YË @ : 3 É¾ ��Ë@

: �K. Aê 	̄Qª 	K 	à

@ 	áºÖß
ð

Πpxq “ H

ˆ

x `
1
2

˙

´ H

ˆ

x ´
1
2

˙

,

. YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K ñë H �IJ
k
: A 	JK
YË .pΠ I. �j	JË .Π P L1pRq

�	à

@ l� 	�@ð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.pΠp0q “

ż 1
2

´ 1
2

dx “ 1 : ξ “ 0 Ég.

@ 	áÓ

.pΠpξq “

ż `8

´8

e´ixξΠpxq dx “

ż 1
2

´ 1
2

e´iξ dx “
2
ξ

sin
ˆ

ξ

2

˙

: ξ ‰ 0 Ég.

@ 	áÓ

�	à

@ ø



@

pΠpξq “

$

’

&

’

%

1 : ξ “ 0,
2
ξ

sin
ˆ

ξ

2

˙

: ξ ‰ 0.

.L1 úÎ« 	¡ 	̄ Am�'
 B ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	à

@ 	á��
J. K
 ÈA�JÖÏ @ @ 	Yëð .pΠ R L1pRq

�	à

@ 	¡kB

L1 ú

	̄ ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' �éK
Q 	¢	� 	à

�
B@ ÐY�® 	K

لدينا . pf P L1pRnq بحيث f P L1pRnq ليكن العكسي] فوريي يل [تحو 5.4 ية نظر
f “ p2πq´nF pf.

يع لتوز فوريي يل تحو 5.2
: �éJ
ËA

��JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ AK. É� 	®Ë@ @ 	Yë

@YJ. 	K

5.2 مبرهنة
. ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñj�JK. Q�®�J�Ó Q�
 	« DpRnq ZA 	� 	®Ë@

ÉK
ñm�
�' 	K
Qª�K A 	J 	JºÖß
 C 	̄ , ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñj�JK. Q�®�J�Ó Q�
 	« D �éK
PAJ. �J 	kB @ ©K. @ñ�JË @ Z A 	� 	̄ �	à

@ AÖß.

Y 	J« ��̄ A 	J���K ZA�ÊÓ ©K. @ñ�K 	áÓ 	à �ñºÖÏ @ ( Schwartz ) 	Q�KP@ñ �� ZA 	� 	̄ 	¬Qª	K @ 	YË . ù

	®J
» ©K
 	Pñ�JË ú
G
Pñ

	̄

@ 	Yë . ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñj�JK. Q�®�J�Óð DpRnq 	áÓ ©�ð


@ ZA 	� 	®Ë @ @ 	Yë . XðYg Q�
�J» �ø



@ 	áÓ ¨Qå�


@ �éK
Aî 	EC

�
Ë @

�HAªK
 	Pñ�JËAK. ù�Ò��� ú

�æË @ �HAªK
 	Pñ�JË @ 	áÓ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒj. ÖÏ ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' 	K
Qª�K 	áÓ A 	J 	JºÒJ
�

. �éËY�JªÖÏ @

Espace des fonctions - SpRnq التناقص يعة سر الدوال فضاء
à décroissance rapide sur Rn

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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[ Espace de Schwartz - شوارتز [فضاء 5.3 يف تعر
É¿ Ég.


@ 	áÓ : @ 	X @ ,�

�̄ A 	J�JË @ ©K
Qå� é�	K @ C8pRnq
		J�Ë@ 	áÓ φ : Rn Ñ C ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K

: p ě 0

sup
|α|,|β|ďp

||xβDαφ||L8 ă `8.

.��̄ A 	J�JË @ �éªK
Qå� ©K. @ñ�JË @ Z A 	� 	®Ë SpRnq �K. 	QÓQ 	K

5.3 ملاحظة
�K. SpRnq úÎ« Np

�HAÒJ
 	¢ 	JË @ 	¬A�	�

@ �éJ
ËA�J�JÓ

	¬Qª	K 	à

@ 	áºÖß
 ‚

@p P N, Nppφq “
ÿ

|α|,|β|ďp

||xβDαφ||L8 .

�IJ
k , 	K
Qª�JË @ ú

	̄ ù¢ªÖÏ @ Õæ


	¢ 	JË @ 	�	� Zú

	̄ A¾K
 ñëð

sup
|α|,|β|ďp

||xβDαφ||L8 ď
ÿ

|α|,|β|ďp

||xβDαφ||L8 ď pp ` 1q2 sup
|α|,|β|ďp

||xβDαφ||L8 .

	áºK
 AÒêÓ , XðYg Q�
�J» P 	áºK
 AÒêÓ : ú
ÍA
�JË @ É¾ ��Ë@ úÎ« 5.3 	K
Qª�JË @ ú


	̄  Qå��Ë @ �éK. A�J» 	áºÖß
 ‚

: �IJ
m�'. c ě 0 Yg. ñK
 , α P Nn

sup
xPRn

|P pxqDαφpxq| “ ||PDαφ||L8 ď c.

α P Nn XYª�JÓ ÉJ
ËXð P XðYmÌ'@ Q�
�J» �K. ��Êª�JK
 ø

	YË@ q Np,αpφq “ ||PDαφ||L8 © 	�	� , Éª 	®ËAK.

. p

	àA
	̄ , �é�®Ê¢ÖÏ @ �éÒJ
�®ËAK. P ÉÓAªÓ Q�.»


B c �K. 	QÓQ 	Kð , m ù
 ë P

�ék. PX �I	KA¿ @ 	X @
NP,αpφq ď cNppφq,

.|α| ð m ø
 ðA��
 ð

@ Q�.»


@ ù


	®J
» ù
 ªJ
J.£ XY« ñë p �IJ
k
.Nppφq “

ÿ

|α|,|β|ďp

Nxβ ,αpφq
�	à

@ �é 	¢kCÓ 	áºÖß
 øQ 	k


@ �éêk. 	áÓð

�èYËñÖÏ @ AîD� 	® 	K ù
 ë Np,α
�HAÒJ
 	¢ 	JË @ 	¬A�	�


AK. �èYËñÖÏ @ AJ
k. ñËñJ.¢Ë@ 	à


@ �HAJ. �K @ 	áÓ A 	J 	JºÖß
 @ 	Yëð

.Np
�HAÒJ
 	¢ 	JË @ 	¬A�	�


AK.

é 	K A
	̄ , |P pxq| “ Opp1 ` ||x||2qmq �IJ
m�'. m Yg. ñK
 P XðYg Q�
�J» É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ AÖß. ‚

, α P Nn É¿ Ég.

@ 	áÓð m P N É¿ Ég.


@ 	áÓ : ú
ÍA

�JË @ É¾ ��Ë@ úÎ« 5.3 	K
Qª�JË @  Qå�� �éK. A�J» 	áºÖß

: �IJ
m�'. c ě 0 �IK. A�K Yg. ñK


@x P Rn, p1 ` ||x||2qm|Dαφpxq| ď c.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.P �HCÓAªÖÏ �é�®Ê¢ÖÏ @ Õæ

�®Ë@ ¨ñÒj. ÖÏ c2 �K. 	QÓQ 	Kð , m é�Jk. PX XðYg Q�
�J» P 	à


@ 	�Q 	® 	K , Éª 	®ËAK.

: A 	JK
YË , ||x|| ě 1 	àA¿ @ 	X @
|P pxq| ď c2||x||m ď c2||x||2m,

: A 	JK
YË , ||x|| ě 1 	àA¿ @ 	X @ð

|P pxq| ď c2||x||2m ď c1 ` c2||x||2m ď cp1 ` ||x||2mq.

.c “ maxpc1, c2q �IJ
k
, x P Rn É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ AÒ»

1 ` ||x||2m ď p1 ` ||x||2qm.

é 	JÓð

|P pxq| ď cp1 ` ||x||2mq ď cp1 ` ||x||2qm.

, XðYg Q�
�J» ø


@ ú


	̄ H. Qå	�ËAK. ð
��A�®�J ��B AK. Q

�®�J�Ó SpRnq
�	à

@ ù
 ë , 	K
Qª

��JË @ @ 	YêË �èQå��AJ.Ó �éj. J
�� 	K
�	à

@ ø



@

φ P SpRnq ñ Dαφ P SpRnq, @α P Rn.

P P PpRnq, φ P SpRnq ñ Pφ P SpRnq.

: �éJ
ËA�JË @ �éJ
 	��®Ë@ A 	JK
YË

5.3 قضية
: 	àA¿ @ 	X @ ¡

�® 	̄ð @ 	X @ SpRnq úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K
 ψ : Rn Ñ C ©K. A�K

�	à@
.Rn úÎ« C8 		J�Ë@ 	áÓ ψ .1

©K. A�JË @ , α P Nn XYª�JÓ ÉJ
ËX É¿ Ég.

@ 	áÓð l P N ù
 ªJ
J.£ XY« É¿ Ég.


@ 	áÓ .2

. XðYm× x ÞÑ ||x||l|Dαψpxq|

5.4 ملاحظة
.C É�®mÌ'@ úÎ« ú
«Aª

�� ZA 	� 	̄
SpRnq .1

.DpRnq Ă SpRnq .2
.L8pRnq ð L2pRnq , L1pRnq �H@ZA 	� 	®Ë@ ú


	̄ øñ�Jm× SpRnq .3

AîE
YË ��̄ A 	J�JË @ �éªK
Qå� ©K. @ñ�JË @
�	à

B , XðYm× ÈAm.× úÎ« ��̄A 	J�JË @ ©K
Qå� ©K. A�K 	K
Qª�K 	áºÖß
 B .4

. éÊÒ»

AK. Rn úÎ« AëPAJ. �J«@ I. m.�'
 ú
ÍA

�JËAK. ð .|x| Ñ `8 AÖÏ ú 	æªÓ
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: �éÊ�JÓ

@

.f ` g P SpRq , A 	JK
YË .g P DpRq 	áºJ
Ëð f P SpRq 	áºJ
Ë .1
.D Ă S ð ú
«Aª

�� ZA 	� 	̄
S , Éª 	®ËAK.

.SpRq 	áÓ Qå�	J« ψpxq “ e´|x|2 �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ ψ ©K. A�JË @ .2
: A 	JK
YË .l P N ð α P N 	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK.

Dαe´x2
“ Pαpxqe´x2

,

.α é�Jk. PX XðYg Q�
�J» Pα �IJ
k�	à

@ ø



@ . lim

xÑ`8
Dαe´x2

“ 0
�	à

@ 	¡kC	K

@ε ą 0, DA ą 0, |x| ą A ñ |Dαe´x2
| ă ε.

.ψ P SpRq ú
ÍA
�JËAK. ð . XðYm× x ÞÑ ||x||l|Dαe´x2

| ©K. A�JË @
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yë
.ψ R DpRnq

�	à

@ 	¡kB

.SpRq úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K
 B fpxq “

1
x2 ` 1

�K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ .3
. lim
xÑ`8

x3fpxq “ `8 , Éª 	®ËAK.
R úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ , C�JÓ .SpRq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 lim
|x|Ñ`8

xnfpxq “ 0 ���®m�'
 f ©K. A�K É¿ ��
Ë .4
	áºË , lim

|x|Ñ`8
xnfpxq “ 0 �éK
Aî 	DË @ ���®m�'
 , |x| ě 1 @ 	X @ 0 ð |x| ă 1 @ 	X @ fpxq “ expp´x2q �K.

.f R SpRq

��
Ë f ©K. A�JË @
�	à@ . ék. PA

	g 0 ð p0, 2q ÈAj. ÖÏ @ úÎ« 1 ø
 ðA��
 , R úÎ« A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë .5
.QÒ�J�Ó Q�
 	« é�	K


B SpRq ú


	̄

.SpRnq ú

	̄ H. PA

�®�JË @ 	à
�
B@ 	¬Qª	JË

في ٺتقارب إنها SpRnq عناصر من pφmqmPN متتالية عن نقول [Sفي [التقارب 5.4 يف تعر
إذا وفقط إذا φ P SpRnq نحو SpRnq

@p P N, Nppφm ´ φq
mÑ`8
ÝÑ 0.

. øñ�̄

@ �éj. J
�� 	K A 	JK
YËð . l� 	�@ð DpRnq Ă SpRnq Z @ñ�JkB @

5.4 قضية
.( SpRnq úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK.) SpRnq ú


	̄ 	J
�J» DpRnq ZA 	� 	®Ë@

5.5 ملاحظة
.||φ ´ 1||L8 ě 1

�	àA
	̄ , SpRnq 	áÓ φ 	áºK
 AÒêÓ é�	K


@ �IJ
k , L8pRnq ú


	̄ A 	®J
�J» ��
Ë SpRnq

�	à

@ ø



@ . lim

xÑ`8
φpxq “ 0

�	à

@ Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë .ϕ P SpRnq 	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK.
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@ε ą 0, Da ą 0, @x ą a : |φpxq| ă ε.

é 	JÓð

@x ą a, |φpxq ´ 1| ě 1 ´ |φpxq| ą 1 ´ ε.

.H. ñÊ¢Ó@ é 	JÓð . 	��̄ A 	J�K @ 	Yëð .1 	áÓ Q�.»

@ úÎ«


B@ YmÌ'@ �	à


@ Ym.�

	' , Q 	®�Ë@ úÍ@ Èð ñK
 ε Éªm.�'.

S في فوريي يل تحو
.SpRnq 	áÓ Qå�	J« ø



B ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' 	K
Qª�K 	áºÖß
 , ÈñÒ» ñë SpRnq 	áÓ Qå�	J« É¿ �	à


@ AÖß.

ÉK
ñm�
�' �	à


@ ú 	æªÖß. .SpRnq 	áÓ ©K. A�K ñë SpRnq 	áÓ ©K. A�JË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' �	à


@ ù
 ë

�éÒêÖÏ @ �é¢�® 	JË @
.SpRnq ZA 	� 	®Ë @ úÎ« 	¡ 	̄ Am�'
 ú
G
Pñ

	̄

[Sفي فوريي يل [تحو 5.5 ية نظر
, Cn,p �IK. A�K Yg. ñK
 , p P N É¿ Ég.


@ 	áÓð , ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñj�JK. Q�®�J�Ó SpRnq ZA 	� 	®Ë @ - 1
�IJ
m�'.

.@φ P SpRnq, Npppφq ď Cn,pNp`n`1pφq

. É¿ A ���� ñë F : SpRnq Ñ SpRnq ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' - 2

: �HAJ. �KB @
ÉK
ñm�

�' ��A�®�J ��@
�éK
Q 	¢	� ��J
J.¢�� P@Qº�JK. , |β| ď p ð |α| ď p É¿ Ég.


@ 	áÓ .p ě 0 	áºJ
Ë - 1

: Ym.�
	' , ú
G
Pñ

	̄

||ξαDβ
pφpξq||L8 “ || {Dαpxβφq||L8 .

: A 	JK
YË , || pf ||L8 ď ||f ||L1 , f P L1pRnq É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ AÖß. é 	JÓð

||ξαDβ
pφpξq||L8 ď ||Dαpxβφpxqq||L1 ď C̃n,p sup

|α1|ďp

sup
|β1|ďp

||xα
1

Dβ1

φpxq||L1 ď C 1
n,pNp`n`1pφq.

	áÓ XðYm× ξαDβ
pφ

�	à

@ �IJ. ��K
 AÓ ñëð , φ P SpRnq 	áºK
 AÒêÓ XðYm× Np`n`1pφq

�	à

@ 	¡kC	K

.S P@Q�®�J�@ é 	JÓð .pφ P SpRnq
	à 	X@ .α, β É¿ Ég.


@

. É¿ A ���� F �	à

@ 	á��
J. 	JË - 2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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. �ém� 	�@ð : F �éJ
¢ 	k (

@

, ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �éK
Q 	¢	� 	áÓ .Fφ “ Fψ �IJ
m�'. SpRnq 	áÓ ψ ð φ 	áºJ
Ë : 	áK
AJ. �JË @ (H.
: A 	JK
YË

φ “ p2πq´nFFφ “ p2πq´nFFψ “ ψ.

. 	áK
AJ. �JË @ é 	JÓð
© 	�	� 	�Q 	ªË@ @ 	YêË .pφ “ f �IJ
m�'. φ P SpRnq Xñk. ð 	á« ÈZA��� 	Kð f P SpRnq Q�. �Jª 	K : QÒ 	ªË @ (�k.

. QÒ 	ªË @ é 	JÓð .pφ “ f ú

�G

AJ
 	̄ , φ “ p2πq´nF pφ “ p2πq´nFf

. ú
ÎK. A
�®�K ú
Î

	g@X É�KAÖ �ß F ú
ÍA
��JËAK. ð

: pφjqj P SpRnq �IJ
k , ú
ÍA
��JË @ Ð @ 	QÊ�J�B @ 	áÓ ���®j�JË @ ù


	®ºJ
 	̄ ù
 ¢
	k é�	K


@ AÖß. : F P@QÒ�J�@ (X

φj
SpRnq
ÝÑ 0 ñ xφj

SpRnq
ÝÑ 0.

: ú

	æªK
 é�	K @ ? pφjqj P SpRnq

�éJ
ËA�J�JÓ Ég.

@ 	áÓ φj SpRnq

ÝÑ 0 H. PA
�®�JË @ ú


	æªK
 @ 	XAÓ

Nppφjq
Rn

ÝÑ 0, @p P N.

: �éJ
ËA
��JË @ �é�̄CªË@ �éj��. Q

�
» 	Y 	K

@p P N, DCp : @φ P SpRnq, Npppφq ď Cp.Np`j`1pφq.

	à 	X@ .φj
SpRnq
ÝÑ 0 �IJ
m�'. �

�̄ A 	J�JË @ �éªK
Qå�Ë @ È@ðYË@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ pφjqj 	áº�JËð

Nqpφjq
Rn

ÝÑ 0, @q P N.
	àA¿ A�ÜÏð

#

@p P N, DCp : @n P N, Nppxφjq ď Cp.Np`j`1pφjq,

@p P N, Np`j`1pφjq
jÑ`8
ÝÑ 0

�	àA
	̄

@p P N, Nppxφjq
nÑ`8
ÝÑ 0.

.F : SpRnq Ñ SpRnq
��J
J.¢�JË @ P@QÒ�J�@ é 	JÓð .xφj

SpRnq
ÝÑ 0

�	à

@ Zú


	̄ A¾K
 @ 	Yëð
˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

والإشتقاق فوريي يل تحو
Ég ÉîD��
 AÓ , �é¢J
��. �éK
Q�.g. �H@Q�K ñÓ úÍ@ �HA�®�J ��ÖÏ @ È �ñm�'
 é�	K


@ ú


	̄ ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �éJ
Òë

@ 	áÒº�K

. �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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: ��A�®�J ��B @ð ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' 	á�
K. �é�̄CªË@ 	á�
J. �K ú


�æË @ �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @

5.3 مبرهنة
: x “ px1, . . . , xnq P Rn É¿ Ég.


@ 	áÓ A 	JK
YË .φ P SpRnq 	áºJ
Ë

@α P Nn, zDαφpxq “ piq|α|xαpφpxq.

ð

@α P Nn, Dα
pφpxq “ p´iq|α|

yxαφpxq,

.i2 “ ´1 ���®m�'
 ø

	YË@ I. »QÖÏ @ XYªË@ ñë i

�	à

@ AÒÊ«

: �HAJ. �KB @
.n “ 1 YªJ. Ë @ �éËAg ú


	̄ �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �KAK. Ðñ�® 	K
.φ P L1pRq 	áºJ
Ë
: �	à


@ B�ð


@ 	á���J. 	JË ‚

ppφpxqq1pyq “ ´i pxxφpxqq pyq.

, A 	®K
Qª�K

pφpxq “

ż `8

´8

e´ixξφpξqdξ.

: A 	JK
YË

ppφpxqq1 “
d
dx

ˆ
ż `8

´8

e´iξxφpξqdξ
˙

“

ż `8

´8

pe´ixξφpξqqdξ

“

ż `8

´8

´iξe´iξxφpξqdξ

“ ´iypξφqpxq

“ ´ixxφpxq.

, ú
ÍA
�JËAK. ð

@y P R, pzφpxqq1pyq “ ´ixxφpxqpyq.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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�	à

@ 	á��
J. 	JË ‚

pφ1pxq “ ixpφpxq.

: A 	JK
YË , A 	®K
Qª�K

pφ1pxq “

ż `8

´8

e´ixξφ1pξqdξ.

: Ym.�
	' , �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ Ð @Y 	j�J�AK.

pφ1pxq “
“

e´ixξφpξq
‰`8

´8
` i

ż `8

´8

xe´ixξφpξqdξ.

é 	JÓð

pφ1pxq “ ixpφpxq.

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

Distributions tempérées S 1 المعتدلة يعات التوز فضاء
ñë Q�.»


@ ZA 	� 	̄ Õç'
Y

�®�JK. A 	JÔ�̄ , ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñj�JK. Q�®�J�Ó Q�
 	« DpRnq

�éK
PAJ. �J 	kB @ ©K. @ñ�JË @ Z A 	� 	̄ �	à

@ AÖß.

�èQÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ ÈA¾ ��

B@ �é«ñÒm.×) SpRnq ZA 	� 	®ÊË ú
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ø
 ñ

	J�JË @ 	à
�
B@ 	¬Qª	K 	¬ñ� .SpRnq

.D1pRnq �HAªK
 	Pñ�JË @ ZA 	� 	̄ 	áÓ ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄ ñë ø


	YË@ð ,( SpRnq úÎ« �é 	̄QªÖÏ @

كان إذا معتدل، يع توز T إن نقول .T P D1pRnq ليكن 5.5 يف تعر
Dp P N, Dc ą 0 : @φ P DpRnq, |xT, φy| ď cNppφq.

.S 1pRnq بـ المعتدلة يعات التوز لفضاء نرمز
.SpRnq AJ
k. ñËñJ.¢�. èYK
ð 	Q�K Y 	J« DpRnq úÎ« QÒ�J�Ó T �	à


@ 	K
Qª�JË @ ú


	æªK


: �éJ
ËA
��JË @ �éJ
 	��®Ë@ A 	JK
YË

: �éÊ�JÓ

@

A 	JK
YË φ P SpRnq É¿ Ég.

@ 	áÓ ,Éª 	®ËAK. . Rn úÎ« ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K ñë δa . a P Rn 	áº�JË .1

|xδa, φy| “ |φpaq| ď ||φ||8.

, φ P SpRnq É¿ Ég.

@ 	áÓ ,Éª 	®ËAK. .Rn úÎ« ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K ñë Rn úÎ« P XðYg Q�
�J» É¿ .2

: A 	JK
YË

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

P pxqφpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
ż

Rn

1
p1 ` ||x||qn`1 dx

˙

sup
xPRn

p1 ` ||x||q
n`1

|P pxqφpxq| .

. ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K P 	àA
	̄ , p1 ` ||x||qn`1 ď Cnp1 ` ||x||n`1q

	à

@ AÖß.ð

5.5 قضية
.E 1pRnq Ă S 1pRnq Ă D1pRnq é 	JÓð DpRnq Ă SpRnq Ă EpRnq

: �é 	¢kCÓ
�	à

@ Ym.�

	' �éK
ñ 	J�JË @ úÍ@ PðQÖÏ AK. é 	JÓð , SpRq Ă L8pRq A 	JK
YË , Éª 	®ËAK. .L1pRq Ă S 1pRq

.1 ď p ď `8 É¿ Ég.

@ 	áÓ Lp ãÑ S 1 A 	JK
YË , AÓñÔ« ð .L1pRq “ pL8pRqq1 Ă S 1pRq

: �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË

5.4 مبرهنة
�IJ
m�'. P P P XðYg Q�
�J» Yg. ñK
 @ 	X @ .f P L1

locpRnq 	áºJ
Ë

|fpxq| ď |P pxq|, @x P Rn,

.f P S 1pRnq
	àA
	̄

: �HAJ. �KB @
: �K. Rn úÎ« AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 f ©K. A�JË @ é 	JÓð .f P L1
locpRnq 	áºJ
Ë

@φ P DpRnq, xTf , φy “

ż

Rn

fpxqφpxq dx.

.@x P Rn, |fpxq| ď P pxq �IJ
m�'. , P 	áÓ P XðYg Q�
�J» Yg. ñK
 é�	K

@ 	�Q 	® 	JË
: A 	JK
YË

|xTf , φyD1,D| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

fpxqφpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

|fpxqφpxq| dx

ď

ż

Rn

|P pxqφpxq| dx

“

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
p1 ` ||x||qn`1 p1 ` ||x||qn`1P pxqφpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
p1 ` ||x||qn`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L1
sup
xPRn

ˇ

ˇp1 ` ||x||qn`1P pxqφpxq
ˇ

ˇ .

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

5.6 ملاحظة
. 	¬A¿ Q�
 	«ð Ð 	PB  Qå�� ñë �é 	JëQ�. ÖÏ @  Qå��

لدينا .f P S 1pRq ∩ C8pRq ليكن 5.6 ية نظر
xf, φyS1,S “

ż `8

´8

fpxqφpxq dx, @φ P SpRq.(ᦻ.ᦸ)

, φ ñm� 	' SpRq ú

	̄ �éK. PA �®�JÓ φj P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �HAJ. �K @ Zú


	̄ A¾K
 p5.2q �HAJ. �K @ : �HAJ. �KB @
: A 	JK
YË

lim
jÑ`8

ż `8

´8

fpxqφjpxq dx “

ż `8

´8

fpxqφpxq dx.(5.3)
: �éJ
ËA�JË @ �éK
Q 	¢	JË @ úÎ« �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ YÒ�JªK


[ ( المعتدلة يعات التوز تميز خاصية ) شوارتز ية نظر ] 5.7 ية نظر
É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 (AªK. A�K

�èPðQå	�ËAK. ��
Ë ù

	®J
» ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K ø



@) f P S 1pRq É¿

f “
`

p1 ` x2qkg
˘pmq

,

�éJ. �KP úÎ« ÈYK
 �

B@ ú


	̄
pmq 	QÓQË@ð , 	àAJ
ªJ
J.£ 	à@XY« m ð k ð , XðYm×ð QÒ�J�Ó ©K. A�K g �IJ
k

. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. ��A�®�J ��B @
É¾ ��Ë@ 	áÓ f “ pp1 ` x2qkgqpmq iJ.��� �IJ
k Rn ú


	̄ A 	��


@ �émÌ'A� �éK
Q 	¢	JË @ è 	Yë : �é 	¢kCÓ

.f “ Dαpp1 ` x2qkgq

		J�Ë@ 	áÓ A 	��


@ 	Q�KP@ñ �� �éK
Q 	¢	� ú


	̄ XP@ñË@ g ©K. A�JË @ 	àñºK

	YKY 	J« .f P S 1pRq ∩ C8pRq 	áºJ
Ë

	áº�JËð φ P SpRq 	áºJ
Ë . è A 	KX

@ AîD
Ë


@ Q�
 �� 	�� ú


�æË@ �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ P �Q�. J
� AÓ ñëð , C8pRq

: A 	JK
YË .φ ñm� 	' SpRq ú

	̄ �éK. PA �®�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ φj P DpRq

lim
jÑ`8

ż `8

´8

fpxqφjpxq dx “ lim
jÑ`8

xf, φjyD1,D “ xf, φyS1,S.

:( 5.7 �éK
Q 	¢	JË @ I. �k) 	áºË
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xf, φjyD1,D “ xpp1 ` x2qkgqpmq, φjyD1,D

“ p´1qmxp1 ` x2qkg, φ
pmq
j yD1,D

“ p´1qm
ż `8

´8

p1 ` x2qkgpxqφ
pmq
j pxq dx.

�	à

@ 	X @ φpmqpxq

|x|Ñ`8
ÝÑ 0q

�	à

B) �éJ
ËA�JË @ �é�̄CªË@ úÍ@ ø
 X

ñ�K �èQÓ m
�éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ �	à


@ 	¡kB

:( φ P SpRq

p´1qm
ż `8

´8

p1`x2qkgpxqφpmqpxq dx “

ż `8

´8

pp1`x2qkgpxqqpmqφpxq dx “

ż `8

´8

fpxqφpxq dx.

: �è @ðA�ÖÏ @ �IJ. �� 	K 	à

@ ù


	®ºK
 p5.3q �HAJ. �KB
	à 	X@

lim
jÑ`8

ż `8

´8

p1 ` x2qkgpxqφ
pmq
j dx “

ż `8

´8

p1 ` x2qkgpxqφpmqpxq dx.

ú

	æªK
 φ ñm� 	' SpRq ú


	̄
φj H. PA

�®�K 	¡kC	K . ½Ë 	X 	á�
J. 	JË

@p P N : Nppφj ´ φq
jÑ`8
ÝÑ 0,

é 	JÓð

@p, l P N : sup
xPR

`

xlpφjpxq ´ φpxqqqpmq
˘ jÑ`8

ÝÑ 0.(5.4)
ñë H. ñÊ¢ÖÏ @

�	à

@ Èñ�®Ë@ 	áºÖß


ż `8

´8

p1 ` x2qkgpxqpφ
pmq
j ´ φpmqpxqq dx jÑ`8

ÝÑ 0.(5.5)
�	à

@ p5.4q

�é�̄CªË@ 	áÓ �Ê 	j�J�	�

sup
xPR

`

p1 ` x2qk`1pφjpxq ´ φpxqqpmq
˘ jÑ`8

ÝÑ 0,(5.6)
.l P N 	àA¿ AÒêÓ �éÖ ßA�̄ p5.4q

�é�̄CªË@ �	à

B ½Ë 	X

: ú

�G

AK
 @XðYm× g ©K. A�JË @ 	àñ» 	áÓð p5.6q

�é�̄CªË@ 	áÓ

DC ą 0 : sup
xPR

“

gpxq
`

p1 ` x2qk`1pφjpxq ´ φpxqqpmq
˘‰

ă C.(5.7)
	àA¿ AÖÏð

ż `8

´8

p1`x2qkgpxqpφjpxq´φpmqpxqq dx “

ż `8

´8

1
1 ` x2 gpxqp1`x2qk`1pφ

pmq
j pxq´φpmqpxqq dx,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦻᦽ Transformée de Fourier فوريي يل تحو .ᦻ باب
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ úÎ« 	áÒJ
êÖÏ @ 	©J
K. ñË �éK
Q 	¢	� ��J
J.¢�� ©J
¢���	� A 	J 	K A

	̄

ψjpxq “
1

1 ` x2 gpxqp1 ` x2qk`1pφ
pmq
j pxq ´ φpmqpxqq,

: p5.7q
�é�̄CªË@ I. �k A 	JK
YËð 0 ñm� 	' R úÎ« �é£A��. K. �éK. PA �®�JÓ �éJ
ËA�J�JÓ Aî�	E


B

|ψjpxq| ď C
1

1 ` x2 P L1.

	©J
K. ñË I. �k ú
ÍA
�JËAK. ð

ż `8

´8

p1 ` x2qkgpxqpφ
pmq
j pxq ´ φpmqpxqq dx “

ż `8

´8

ψjpxq dx jÑ`8
ÝÑ 0.

.p5.2q
�é�̄CªË@ Zú


	̄ A¾�K ú

�æË @ p5.3q

�é�̄CªË@ Zú

	̄ A¾�K �é�̄CªË@ è 	Yë �	à


@ AÒÊ« , p5.5q

�é�̄CªË@ ù
 ë ½Ê�K
˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

S 1pRnq على العمليات
: �éJ
ËA�JË @ �éJ
 	��®Ë@ A 	JK
YË

5.6 قضية
ú

	̄
S 1pRnq 	áÓ @QÒ�J�Óð AJ
¢ 	k A�®J
J.¢��

	¬QªK
 Dα Q�K ñÖÏ @ �	à@ . XYª�JÓ ÉJ
ËX α P Nn 	áºJ
Ë
.S 1pRnq

C8 الصنف من وتابع معتدل يع توز جداء

Fonctions à croissance lente OMpRq التزايد بطيئة التوابع [فضاء 5.6 يف تعر
[

���®m��' @ 	X @ , YK
@
	Q��Ë @ Zù
 ¢�. é�	K @ f P C8pRnq ©K. A�K 	á« Èñ�® 	K

@α P Nn, Dc ě 0, Dm P N : |Dαfpxq| ď cp1 ` ||x||2qm.

: �éJ
ËA
��JË @ �éJ
 	��®Ë@ A 	JK
YË

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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5.7 قضية
: A 	JK
YË .T P S 1pRnq ð φ P SpRnq , f P OMpRnq 	áºJ
Ë

fφ P SpRnq ð fT P S 1pRnq.

: �éËY�JªÓ �HAªK
 	Pñ�JË �éÊ�JÓ

@

.δ P S 1pRq é 	JÓð δ P E 1pRq .1

.Tf P S 1pRnq
�	àA
	̄ , pp “ 1, 2,8q f P LppRnq

	àA¿ @ 	X @ .2
	áºË Tf P D1pRq é 	JÓð f P L1

locpRq .fpxq “ ex
2 �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë .3

	áÓ φ É¿ Ég.

@ 	áÓ fφ P L1pRq

�	à

@ �HAJ. �K @ 	áÓ A 	JºÒ�JË f P S 1pRq

	àA¿ ñË ,Éª 	®ËAK. .Tf R S 1pRnq

.SpRq

: Ym.�
	' , φpxq “ e´x2 	Y 	g


AK.

ż `8

´8

ex
2
e´x2 dx “

ż `8

´8

dx “ `8.

.f R S 1pRq
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð

: �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë .3

fpxq “

#

x ln |x| ´ x : x ‰ 0,

0 : x “ 0.
�IJ
m�'. P pxq “ 1 ` x2 XðYg Q�
�J» Yg. ñK
ð L1

locpRq ñê 	̄ R úÎ« QÒ�J�Ó f

@x P R, |fpxq| ď |P pxq|.

.f P S 1pRq. é 	JÓð
.f2pxq “ vp1

x
P S 1pRq ð f 1pxq “ ln |x| P S 1pRq

�	à

@ i. �J 	J

���	�ð
©Ó g P L1

locpRq A 	JK
YË , Éª 	®ËAK. .S 1pRq 	áÓ Qå�	J« gpxq “ eie
x �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ g ©K. A�JË @ .4

�	à

@ ø



@ .|gpxq| “ 1

@x P R : |gpxq| ď P pxq “ 1.

.g P S 1pRq
�	à

@ i. �J 	J

���	� é 	JÓð
èYg 	áºÖß
 Bð |g1pxq| “ ex 	áºË .S 1pRq 	áÓ Qå� 	J« g1pxq “ iexeie

x �	à

@ 	¡kB : �é 	¢kCÓ

. Ð 	PB Q�
 	«ð
	¬A¿  Qå��Ë @ @ 	Yë �	à


@ Y»ñK
 ÈA�JÖÏ @ @ 	Yë . XðYg Q�
�JºK.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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[S 1pRnq في [التقارب 5.7 يف تعر
�éK. PA �®�JÓ Aî�	E @ pTjq 	á« Èñ�® 	K .T P SpRnq 	áºJ
Ëð SpRnq 	áÓ Qå�A 	J« �éJ
ËA�J�JÓ pTjq 	áº�JË

: ���®m��' @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ , SpRnq ú

	̄
T ñm� 	'

@φ P SpRnq, lim
jÑ`8

xTj, φy “ xT, φy.

S 1pRnq في فوريي يل تحو
معتدل] يع لتوز فوريي يل [تحو 5.8 يف تعر

�K. , FT Q�K ñÖÏ @ð , T �Ë pT ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' 	¬Qª	K .T P S 1pRnq 	áºJ
Ë

@φ P SpRnq, xpT , φyS1,S “ xT, pφyS1,S.

@φ P SpRnq, xFT, φyS1,S “ xT, FφyS1,S.

. P @QÒ�J�B@ �HAJ. �K @ ù
�®J. K
 . �ém� 	�@ð pT

�éJ
¢ 	k . ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K pT
�	à

@ Bð


@ 	á��
J. 	JË : �HAJ. �KB @

: �IJ
m�'. c ą 0 �IK. A�K Yg. ñK
 .φ P SpRnq 	áºJ
Ë

|xpT , φyS1,S| “ |xT, pφyS1,S| ď cNp`n`1pφq.

φ P SpRnq Ég.

@ 	áÓ A 	JK
YË .u P S 1pRnq

�	à

@ ÕÎª 	K .u P L1pRnq 	áºJ
Ë : �é 	¢kCÓ

xpT , φyS1,S “ xu, pφyS1,S “

ż

Rn

upxqpφpxq “

ż

Rn

upxq

ˆ
ż

Rn

φpyqe´ix¨ydy
˙

dx.

: �	à

@ ú


	æJ
K. ñ 	̄ �éK
Q 	¢	� ��J
J.¢��K. Ym.�
	' , L1pRn × Rnq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 px, yq ÞÑ upxqφpyqe´ix¨y
�	à

@ AÖß.

xpu, φyS1,S “

ż

Rn

ˆ
ż

Rn

upxqe´ix¨y dx
˙

φpyqdy “ xv, φyS1,S,

�IJ
k

vpyq “

ż

Rn

upxqe´ix¨y dx “ pupyq.

˝ .L1pRnq ú

	̄ é 	®K
Qª�JË YK
YÖ

�ß ñë S 1 ú

	̄ ú
G
Pñ

	̄ 	K
Qª�K
�	à

@ 	¡kC	K @ 	YîE. ð

: �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË
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5.5 مبرهنة
.F´1 “ p2πq´nF ñë éK. ñÊ�®Óð É¿ A ���� F : S 1pRnq Ñ S 1pRnq ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' �	à@

أمثلة
.pδ H. A�k .1

: A 	JK
YË .φ P SpRnq 	áºJ
Ë

xpδ, φyS1,S “ xδ, pφyS1,S “ pφp0q “

ż

Rn

φpxq dx “ x1, φy.

.S 1pRnq ú

	̄
pδ “ 1 é 	JÓð

.F δ H. A�k .2
: A 	JK
YË .φ P SpRnq 	áºJ
Ë

xFδ, φyS1,S “ xδ, FφyS1,S “ Fφp0q “

ż

Rn

φpxq dx “ x1, φy.

.S 1pRnq ú

	̄
Fδ “ 1 é 	JÓð

.R ú

	̄
p1 H. A�k .3

: A 	JK
YË , ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ
	̄ �éK
Q 	¢	� I. �k é	JÓð .pδ “ 1

�	à

@ ÕÎª 	K

δ “ p2πq´1Fpδ “ p2πq´1F1 “ p2πq´1
p1.

, ú
ÍA
�JËAK. ð

p1 “ p2πqδ.

.R 	áÓ �IK. A�K c �IJ
k pc H. A�k .4
: A 	JK
YË

pc “ xc.1 “ cp1 “ p2πqcδ.

Parseval - Plancherel بلانشرال ـ بارسفال علاقة

5.6 مبرهنة
A 	JK
YËð , L2pRnq ñm� 	' L2pRnq 	áÓ É¿ A ���� ( éË ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ

	̄ð) F ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�'
: �éJ
ËA�JË @ �é�̄CªË@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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@f P L2pRnq, || pf ||L2 “ p2πqn{2||f ||L2 ,

. È@Qå�� 	�CK. - ÈA 	®�PAK. �é�̄CªK. ú«Y�K ú

�æË @ð

: �HAJ. �KB @
S 	á�
K. ù
 ªK


	Pñ�JË @ �ñ�®ÊË xu, vyS1,S �K. ð L2 ú

	̄ ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Yj. ÊË pf, gqL2pRnq �K. ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ 	QÓQ 	K

:�ñ�®Ë@ @ 	Yëð Z@Ym.Ì'@ ½Ë 	X 	á�
K. �éJ
ËA�JË @ �é�̄CªË@ A 	JK
YË . S 1 éK
ñ 	J�Kð

p pf, pφqL2pRnq “

ż

Rn

pfpxq ¨ pφpxq dx

“

ż

Rn

pfpxq

ˆ
ż

Rn

e´ix¨ξφpξq dξ
˙

dx

“

ż

Rn

pfpxq

ˆ
ż

Rn

e`ix¨ξφ̄pξq dξ
˙

dx

“

ż

Rn

pfpxqF̄ φ̄pxq dx

“ x pf, F̄ φ̄yS1,S.

�	à

@ AÖß. , 	à 	X@

@g P SpRnq, p2πq´nFFg “ g,
	àA
	̄

p2πq´nFFφ̄ “ φ̄.

, ú
ÍA
�JËAK. ð

p pf, pφqL2pRnq “ x pf, F φ̄yS1,S

“ xf, FF φ̄yS1,S

“ p2πqnxf, p2πq´nFFφ̄yS1,S

“ p2πqnxf, p2πq´nFFφ̄yS1,S

“ p2πqnxf, φ̄yS1,S

“ p2πqnpf, φqL2 .

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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ñë Èñ�®Ë@ � 	jÊÔ 	̄ , é 	JÓð

p pf, pφqL2pRnq “ p2πqnpf, φqL2 .

: Ym.�
	' f “ φ

�é�®K. A�Ë@ �é�̄CªË@ ú

	̄ PA�J	m� 	' AÓY 	J«

||pφ||2L2 “ ppφ, pφqL2pRnq “ p2πqnpφ, φqL2 “ p2πqn||φ||2L2 .

, ú
ÍA
�JËAK. ð

||pφ||L2 “ p2πqn{2||φ||L2 .(5.8)
. L2pRnq ú


	̄ 	J
�J» SpRnq ZA 	� 	®Ë@ 	à

@ AÒÊ« φ P SpRnq É¿ Ég.


@ 	áÓ �é�®�®m× p5.8q

�é�̄CªË@
L2pRnq ú


	̄ H. PA
�®�J�K φj P SpRnq ��̄A 	J�JË @ �éªK
Qå� ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K . f P L2pRnq 	áºJ
Ë

:ø


@ , f ñm� 	'

lim
jÑ`8

||φj ´ f ||L2 “ 0.

�	à

@ AÖß.

0 ď |||φj||L2 ´ ||f ||L2 ||| ď ||φj ´ f ||L2 ,

	àA
	̄

lim
jÑ`8

|||φj||L2 ´ ||f ||L2 | “ 0.

ø


@

lim
jÑ`8

||φj||L2 “ ||f ||L2 .

�	à

@ ÕÎª 	K ,øQ 	k


@ �éêk. 	áÓð

φj
SpRnq
ÝÑ ñ xφj

SpRnq
ÝÑ pf

ñ xφj
L2pRnq
ÝÑ pf

ñ ||xφj||L2
jÑ`8
ÝÑ || pf ||L2 .

�èA«@QÖß. : �é�C	mÌ'@

||φj||L2
jÑ`8
ÝÑ ||f ||L2 ,

||xφj||L2
jÑ`8
ÝÑ || pf ||L2 ,

�é�̄CªË@ ú

	̄ Q£ ú


	̄ �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ @ð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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||xφj||L2 “ p2πqn{2||φj||L2 ,

úÎ« É�m� 	'

@f P L2pRnq, || pf ||L2 “ p2πqn{2||f ||L2 .

˝

: �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JK
YË

5.7 مبرهنة
A 	JK
YË .Rn úÎ« ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó AªK
 	Pñ�K T P E 1pRnq 	áºJ
Ë

pT P C8pRnq, pT pξq “ xT pxq, e´ix¨ξy.

© 	�	� : �HAJ. �KB @

upξq “ xT pxq, e´ix¨ξy.

ú

�æJ
ÊÔ« 	á�
K. �éËXAJ. ÖÏ @ A 	J 	JºÖß
 é�	K


@ AÖß.ð .u P C8pRnq

�	àA
	̄ , h. ð@ 	Q

��Ë @ Z @Yg. É� 	̄ 	áÓ 4.1 �é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k
: φ P DpRnq É¿ Ég.


@ 	áÓ I. �Jº	K , �éÊÓA¾ÖÏ @ð ��A�®�J ��B @

xu, φy “

ż

Rn

upξqφpξq dξ

“

ż

Rn

@

T pxq, e´ix¨ξ
D

E 1,E φpξq dξ

“

ż

Rn

@

T pxq, e´ix¨ξφpξq
D

E 1,E dξ

“

B

T pxq,

ż

Rn

e´ix¨ξφpξq dξ
F

E 1,E

“ xT pxq, pφyS1,S

“

A

pT , φ
E

S1,S

˝ .H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
�	à

@ 	¡kB

xT, φyE 1,E “ xT, φyS1,S, @φ P SpRnq.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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: A 	JK
YË . 	K
Qª�JË @ @

	Yë Ð@Y 	j�J�AK. pδ I. �j	JË : ÈA�JÓ
pδpξq “ xδpxq, e´ix¨ξy “ e´i0¨ξ “ 1.

. éË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �éJ
ª 	® ��ð ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K �éJ
ª 	® �� 	á�
K. �é�̄CªË@ A 	JJ
¢ª�K �éJ
ËA�JË @ �é 	JëQ�. ÖÏ @

5.8 مبرهنة
: A 	JK
YË . éË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' pT ð T P S 1pRnq 	áºJ
Ë

. ú
k. ð
	P pT ð ú
k. ð

	P T .1

. ø
 XQ
	̄
pT ð ø
 XQ

	̄
T .2

: �HAJ. �KB @
.1 Ð@ 	QÊ�J�B @

	á�
J. 	JË
.T “ qT

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð . ú
k. ð
	P T �	à


@ 	�Q 	® 	K .T P S 1pRnq 	áºJ
Ë

.pT “
q

pT
�	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ XñªK
 ú
k. ð

	P pT
�	à

@ �HAJ. �K @

: A 	JK
YË .φ P SpRnq 	áºJ
Ë

x
q

pT , φy “ xpT , qφy “ xT, pqφy.

: é 	JÓð .T “ qT : A 	JK
YË 	�Q 	®Ë@ I. �k 	áºË

x
q

pT , φy “ xT, pqφy “ xqT , pqφy. “ xT, quqφy.

: A 	JK
YË .quqφ I. �j	JË

q

u

qφ “ p

qφp´xq “

ż

Rn

eix¨ξ
qφpξqdξ “

ż

Rn

eix¨ξφp´ξqdξ η“´ξ
“

ż

Rn

e´ix¨ξφpηqdη “ pφ.

�	à

@ ø



@

x
q

pT , φy “ xT, pφy “ xpT , φy.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð . ú
k. ð
	P T ©K
 	Pñ�JË @ , ú
ÍA

�JËAK. ð
˝ .T “ ´qT

�	à

AK. Q�
»

	Y�JË @ ©Ó 2 Ð@ 	QÊ�J�B @
	á��
J. 	K �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	JK.

يل تحو باستعمال جزئية مشتقات ذات تفاضلية معادلة حل فوريي5.3
�éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ Q�. �Jª 	K . �IK. A�K λ ą 0 	áºJ
Ë

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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∆u ´ λu “ f,

.f P SpRnq �IJ
k
: Ym.�

	' , �éËXAªÖÏ @ ú

	̄ Q¢Ë ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' 	Y 	g


AK.

{∆u ´ λu “ pf.

é 	JÓð .∆u “

n
ÿ

j“1

B2u

Bx2
j

A 	JK
YË
n
ÿ

j“1

yB2u

Bx2
j

´ λpu “ pf.

: �	àA
	̄ ,

yB2u

Bx2
j

“ p´iq2x2
jpupxq

�	à

@ AÖß.ð

˜

´

n
ÿ

j“1
x2
j

¸

pu ´ λpu “ pf.

é 	JÓð

´
`

||x||2 ` λ
˘

pu “ pf.

é 	JÓð

pu “ ´
1

||x||2 ` λ
pf.

é 	JÓð , ´
1

||x||2 ` λ
P OMpRnq ,øQ 	k


@ �éêk. 	áÓð . pf P SpRnq é 	JÓð f P SpRnq , �éêk. 	áÓ

.pu P SpRnq

: A 	JK
YË

u “ p2πq´nFpu “ p2πq´nF

ˆ

´
1

||x||2 ` λ
pf

˙

.

ñëð , ∆u ´ λu “ f
�éËXAªÒÊË Ég YJ
kð u P SpRnq Yg. ñK
 é�	K A

	̄
f P SpRnq

	àA¿ @ 	X @ , ú
ÍA
�JËAK. ð

:É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK


u “ p2πq´nF

ˆ

´
1

||x||2 ` λ
f

˙

.

.u P S 1pRnq
�	à

@ �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	JK. Ym.�

	' , f P S 1pRnq
�éËAg ú


	̄ : �é 	¢kCÓ

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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محلولة تمارين 5.4
5.1 تمرين

: ú
ÍA
�JËA¿ �é 	̄QªÖÏ @ ©K. @ñ�JÊË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@

f1pxq “

$

&

%

1 : |x| ď 1;

0 : |x| ą 1,

f2pxq “

$

&

%

1 ´ |x| : |x| ď 1;

0 : |x| ą 1,

.f3pxq “ 1r´1,0rpxq ´ 1s0,1spxq

5.1 التمرين حل
f1 ©K. A

��JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' H. A�k .1

A 	JK
YË
ż `8

´8

|f1pxq| dx “

ż 1

´1
dx “ 2 ă `8.

. éË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' H. A�k 	áºÖß
 é 	JÓð f P L1pRq
�	à

@ ø



@

A 	JK
YË , ξ “ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

pf1p0q “

ż 1

´1
dx “ 2.

A 	JK
YË , ξ ‰ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

pf1pξq “

ż `8

´8

e´ixξfpxqdx

“

ż 1

´1
e´ixξ dx

“ ´
1
iξ

re´ixξs1
´1

“ ´
1
iξ

pe´iξ ´ eiξq

“ ´
1
iξ

pcospξq ´ i sinpξq ´ cospξq ´ i sinpξqq

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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“
2
ξ

sinpξq.

ú
ÍA
��JËAK. ð

pf1pξq “

$

’

&

’

%

2 : ξ “ 0,

2
ξ

sinpξq : ξ ‰ 0.

f2 ©K. A
��JÊË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' H. A�k .2

A 	JK
YË , ξ “ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

pf2p0q “

ż 1

´1
p1 ´ |x|q dx

“

ż 0

´1
p1 ` xq dx `

ż 1

0
p1 ´ xq dx

“

„

x `
x2

2

ȷ0

´1
`

„

x ´
x2

2

ȷ1

0

“ 1.

A 	JK
YË , ξ ‰ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

pf2pξq “

ż 1

´1
e´ixξp1 ´ |x|q dx

“

ż 0

´1
e´ixξp1 ` xq dx `

ż 1

0
e´ixξp1 ´ xq dx

“

ż 0

´1
e´ixξ dx `

ż 1

0
e´ixξ dx `

ż 0

´1
xe´ixξ dx ´

ż 1

0
xe´ixξ dx

“
2
ξ2 p1 ´ cospξqq .

ú
ÍA
��JËAK. ð

pf2pξq “

$

’

&

’

%

1 : ξ “ 0,

2
ξ2 p1 ´ cospξqq : ξ ‰ 0.

f3 ©K. A
��JÊË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' H. A�k .3

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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: A 	JK
YË , ξ “ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

pf3p0q “

ż 0

´1
dx ´

ż 1

0
dx “ 0.

: A 	JK
YË , ξ ‰ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

pf3pξq “

ż 0

´1
e´ixξ dx ´

ż 1

0
e´ixξ dx

y“´x
“

ż 1

0
eiyξ dy ´

ż 1

0
e´ixξ dx

“ 2i
ż 1

0
sinpxξq dx

“
2i
ξ

p1 ´ cospξqq.

ú
ÍA
��JËAK. ð

pf3pξq “

$

’

&

’

%

0 : ξ “ 0,

2i
ξ

p1 ´ cospξqq : ξ ‰ 0.

5.2 تمرين
©K. A�JÊË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@ .1

fpxq “

$

&

%

1 ´ x2 : |x| ď 1

0 : |x| ą 1

: ú
ÍA
�JË @ ÉÓA¾�JË @ I. �k@ , .1 È@ ñ�Ë@ �éj. J
�� 	K ÈAÒª�J�AK. .2

ż `8

0

t cos t ´ sin t
t3

cos
ˆ

t

2

˙

dt.

5.2 التمرين حل
.f ©K. A

��JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' H. A�k .1

: A 	JK
YË , ξ “ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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pfp0q “

ż 1

´1
p1 ´ x2q dx “

4
3
.

: A 	JK
YË , ξ ‰ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

pfpξq “

ż 1

´1
e´ixξp1 ´ x2q dx “

ż 1

´1
p1 ´ x2q cospxξq dx ´ i

ż 1

´1
p1 ´ x2q sinpxξq dx.

: �	àA
	̄ , ø
 XQ

	̄
x ÞÑ p1 ´ x2q sinpxξq ð ú
k. ð

	P x ÞÑ p1 ´ x2q cospxξq ©K. A
��JË @ �	à


@ AÖß.

pfpξq “ 2
ż 1

0
p1 ´ x2q cospxξq dx.

: Ym.�
	' , 	á�
�KQÓ �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ AK.

pfpξq “ ´
4
ξ2 cospξq `

4
ξ3 sinpξq.

: ú
ÍA
��JËAK. ð

pfpξq “

$

’

’

&

’

’

%

4
3

: ξ “ 0,

´
4
ξ2 cospξq `

4
ξ3 sinpξq : ξ ‰ 0.

.

ż `8

0

t cos t ´ sin t
t3

cos
ˆ

t

2

˙

dt ÉÓA¾�JË @ H. A�k .2
�	à

@ 	¡kC	K

ż `8

0

t cos t ´ sin t
t3

cos
ˆ

t

2

˙

dt “ ´
1
4

ż `8

0

pfptq cos
ˆ

t

2

˙

dt

: �éK. A�J» A 	J 	JºÖß
 é 	JÓð , ú
k. ð
	P t ÞÑ pfptq ©K. A

��JË @

2
ż `8

0

pfptq cos
ˆ

t

2

˙

dt “ Re

ż `8

´8

e´i t
2 pfptq dt.

ú
ÍA
�JËAK. ð

ż `8

0

pfptq cos
ˆ

t

2

˙

dt “
1
2
Re

p

pf

ˆ

1
2

˙

.

�	à

@ ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' �éK
Q 	¢	� 	áÓ A 	JK
YË

fptq “ p2πq´1p
pfp´tq,

é 	JÓð
ż `8

0

pfptq cos
ˆ

t

2

˙

dt “ πf

ˆ

´
1
2

˙

“
3π
4
,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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�	à

@ ø



@

ż `8

0

t cos t ´ sin t
t3

cos
ˆ

t

2

˙

dt “ ´
3π
16
.

5.3 تمرين
©K. A

��JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@ - 1

fεpxq “
1
π

ε

ε2 ` x2 , ε ą 0.

.x ÞÑ gpxq “ e´ε|x| ©K. A
��JÊË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@ : XA ��P@

. limεÑ0 pfεpxq
�éK
Aî 	DË @ I. �k@ - 2

5.3 التمرين حل
.pfε H. A�k - 1

, B�ð

@ A 	JK
YË

pgpξq “

ż `8

´8

e´ixξe´ε|x|dx “

ż 0

´8

exp´iξ`εq dx `

ż `8

0
exp´iξ´εq dx.

. pgpξq “
2ε

ε2 ` ξ2
�	à

@ Ym.�

	' , �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ ÈAÒª�J�AK.
, ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' �éK
Q 	¢	� I. �k .pfεpxq “

1
2π

p

pgpxq é 	JÓð .fεpxq “
1

2π
pgpxq

�	à

@ 	¡kC	Kð

: �	àA
	̄

gpxq “ p2πq´1Fpgpξq “ p2πq´1
p

pgp´ξq.
�	à

@ ø



@

p

pgp´ξq “ p2πqgpξq.

: ú
ÍA
��JËAK. ð

pfεpξq “
1

2π
p2πqgp´ξq “ gp´ξq “ e´ε|ξ|.

.pfεpξq “ e´ε|ξ| éJ
Ê«ð
. limεÑ0 pfεpξq H. A�k - 2

: A 	JK
YË

lim
εÑ0

pfεpξq “ lim
εÑ0

e´ε|ξ| “ 1.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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5.4 تمرين

pf ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@ .fpxq “ e´axχr0,`8rpxq �K.
	¬QªÖÏ @ f ©K. A

��JË @ð a ą 0 	áºJ
Ë - 1

.f ©K. A
��JÊË

.g ©K. A
��JÊË pg ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@ .gpxq “ eaxχs´8,0spxq �K.

	¬QªÖÏ @ g ©K. A
��JË @ 	áºJ
Ë - 2

ÉÓA¾�JË @ �éÒJ
�̄ i. �J 	J
���@ - 3

ż `8

´8

1
a2 ` 4π2x2 dx.

5.4 التمرين حل
: pf H. A�k - 1

: A 	JK
YË .ξ P R 	áºJ
Ë

pfpξq “

ż `8

0
e´pa`iξqx dx “

1
iξ ` a

.

: pg H. A�k - 2
: A 	JK
YË .ξ P R 	áºJ
Ë

pgpξq “

ż `8

0
epa´iξqx dx “

1
a ´ iξ

.

ż `8

´8

1
a2 ` 4π2x2 dx ÉÓA¾�JË @ �éÒJ
�̄ h. A�J 	J

���@ - 3
�	à

@ 	¡kC	K

1
a2 ` 4π2x2 “ pfp2πxqpgp2πxq,

é 	JÓð
ż `8

´8

1
a2 ` 4π2x2 dx “

ż `8

´8

pfp2πxqpgp2πxqdx “

ż `8

´8

pzf ‹ gqp2πxqdx “
1

2π

ż `8

´8

pzf ‹ gqpyqdy.

�	à

@ i. �J 	J

���	� 	à

@ 	áºÖß


ż `8

´8

1
a2 ` 4π2x2 dx “

1
2π

ż `8

´8

F pzf ‹ gqp0qdy.

:I. �Jº	K , ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ
	̄ �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�AK. Õç�'

ż `8

´8

1
a2 ` 4π2x2 dx “ pf ‹ gqp0q “

ż `8

´8

fp´yqgpyqdy “

ż 0

´8

e2aydy “
1
2a
.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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5.5 تمرين

: 	á�
J
ËA�JË @ 	á�
ªK. A�JÊË ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�'ð ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@

.gaptq “

$

&

%

1 : |t| ă a,

0 : |t| ě a
, fαptq “ e´αtHptq, α ą 0

5.5 التمرين حل
: A 	JK
YË .ξ P R 	áºJ
Ë : pfα H. A�k -

pfαpξq “

ż `8

0
e´piξ`αqx dx “

1
iξ ` α

.

.ξ P R 	áºJ
Ë : pga H. A�k -
: A 	JK
YË , ξ “ 0 Ég.


@ 	áÓ ‚

pgap0q “ 2a.

: A 	JK
YË .ξ ‰ 0 Ég.

@ 	áÓ ‚

pgapξq “

ż a

´a

e´ixξdx “ ´
1
iξ

re´iaξ ´ eiaξs “
2
ξ

sinpaξq.

é 	JÓð

pgapξq “

$

&

%

2a : ξ “ 0,
2
ξ

sinpaξq : ξ ‰ 0.

5.6 تمرين
.xT “ 1 ���®m�'
 T P D1pRq 	áºJ
Ë

.ppT q1 I. �k@ ´1
	á�
J
ª�K H. ñÊ¢ÖÏ @ .S P D1pRq ð 	àA�JK. A�K b ð a �IJ
k pT “ aS ` b É¾ ��Ë@ úÎ« pT I. �JºK
 ´2

.S ©K
 	Pñ�JË @ð a �IK. A�JË @

5.6 التمرين حل
�é�̄CªË@ A 	JK
YË ´1

ppT q1 “ ´ixxT .

	àA
	̄
xT “ 1

�	à

@ AÖß.ð

ppT q1 “ ´ip1 “ ´i2πδ,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.p1 “ 2πδ
�	à

@ ÕÎª 	K A 	J 	K


B

È@ ñ�Ë@ ú

	̄ �èXP@ñË@ ppT q1 “ ´ip1 “ ´i2πδ �é�̄CªË@ 	áÓ i. �J 	J

���	� ½Ë 	YËð H 1 “ δ
�	à

@ ÕÎª 	K ´2

: 	à

@ Èð


B@

ppT q1 “ p´i2πHq1,
�	à

@ ø



@

pppT q ´ p´i2πHqq1 “ 0.
�	à

@ �Ê 	j	J���	� é 	JÓð

pT ´ p´i2πHq “ b,
�	à

@ ø



@ . �IK. A�K b �IJ
k

pT “ ´i2πH ` b.

.a “ ´2πi ð S “ H
�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð

5.7 تمرين
.px ð pδ1 I. �k@

5.7 التمرين حل
: A 	JK
YË é 	JÓð .δ1 P S 1pRq

�	àA
	̄
δ1 P E 1pRq

�	à

@ AÖß. .pδ1 H. A�k ‚

@φ P SpRq : xpδ1, φyS1,S “ xδ1, pφyS1,S “ ´xδ, ppφq1yS1,S “ ´ixxφp0q.

: Ym.�
	' , ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' 	K
Qª�K ��J
J.¢��K.

xpδ1, φyS1,S “ ´i

ż `8

´8

e´ix.0xφpxq dx “ ´i

ż `8

´8

xφpxqdx “ ´ixx, φyS1,S.

.pδ1 “ ´ix
�	à

@ ø



@

, ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ
	̄ �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�AK. é 	JÓð .pδ1 “ ´ix

�	à

@ ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ ÕÎª 	K .px H. A�k ‚

: Ym.�
	'

δ1 “ p2πq´nF ppδ1q “ p2πq´nF p´ixq “ p2πq´n × {´ip´xq “ ip2πq´n
px.

ú
ÍA
�JËAK. ð

px “ ´ip2πqnδ1.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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5.8 تمرين

.a P R ©Ó fpxq “ eiax �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ f ©K. A
��JË @ 	áºJ
Ë

.f P S 1pRq
�	à

@ �I�. �K @ - 1

.F δa ð pδa I. �k@ - 2
. {sinpaxq ð {cospaxq , yeiax i. �J 	J

���@ 3

5.8 التمرين حل
ð R úÎ« QÒ�J�Ó f ©K. A�JË @ - 1

@x P R, |fpxq| “ 1.

.f P S 1pRq é 	JÓð . XðYg Q�
�JºK. XðYm× f �	àA
	̄ ú
ÍA

�JËAK. ð
.δa P S 1pRq

�	àA
	̄
δa P E 1pRq

�	à

@ AÖß. - 2

: A 	JK
YË .φ P SpRq 	áºJ
Ë .pδa H. A�k ‚

xpδa, φyS1,S “ xδa, pφyS1,S “ pφpaq “

ż `8

´8

e´iaxφpxq dx “ xe´iax, φyS1,S.

.S 1pRq ú

	̄
pδa “ e´iax “ gpxq é 	JÓð

: A 	JK
YË .φ P SpRq 	áºJ
Ë .F δa H. A�k ‚

xFδa, φyS1,S “ xδa, FφyS1,S “ Fφpaq “

ż `8

´8

eiaxφpxq dx “ xf, φyS1,S.

.S 1pRq ú

	̄
Fδa “ f é 	JÓð

- 3
: A 	JK
YË , ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ

	̄ �éK
Q 	¢	� I. �k .yeiax h. A�J 	J
���@ ‚

δ´a “ p2πq´1Feiax.

é 	JÓð
yeiax “ p2πqδa.

éË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �m� 	' B é 	JÓð . cospaxq R L1pRq
�	à

@ 	¡kC	K . {cospaxq

�éÒJ
�̄ h. A�J 	J
���@ ‚

A 	JK
YË . ÉÓA¾�JË @ Ð @Y 	j�J�AK.

gpxq ` fpxq “ e´iax ` eiax “ 2 cospaxq.

�	à

@ ø



@

{cospaxq “
{gpxq ` fpxq

2
“

pg

2
`

pf

2
.
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. {cospaxq “ πpδa ` δ´aq é 	JÓð
A 	JK
YË . {sinpaxq h. A�J 	J

���@ ‚

fpxq ´ gpxq “ eiax ´ e´iax “ 2i sinpaxq.

é 	JÓð

{sinpaxq “
pf ´ pg

2i
“

p2πqδa ´ p2πqδ´a

2i
.

. {sinpaxq “
π

i
pδa ´ δ´aq é 	JÓð
.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

5.9 تمرين
. pf 2 i. �J 	J

���@ . pf “ πpδa ` δ´aq ñë fpxq “ cospaxq �Ë ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	à

@ ÕÎª 	K - 1

? @QÒ�J�Ó AÓðX 	àñºK
 f Éê 	̄ pf P L1pRnq ð f P L1pRnq
�	à

@ �IÒÊ« @ 	X @ - 2

5.9 التمرين حل
ù

	®ºK
) pg “ πpδ2a ` δ´2aq úÍ@ ø


�X ñ�K pf “ πpδa ` δ´aq
�é�̄CªË@ .gpxq “ cos 2ax © 	�	� - 1

.f 2pxq “ cos2 ax “
cos 2ax ` 1

2
“
gpxq ` 1

2
ð p1 “ 2πδ

�	à

@ ÕÎª 	K 	ám� 	'ð .( 2a �K. a ÈYJ. ���	� 	à


@

. pf 2 “
zg ` 1

2
“

pg ` p1
2

“
π

2
pδ2a ` δ´2a ` 2δq é 	JÓð

ÉK
ñm�
�' �	à


@ A 	��



@ ÕÎª 	K 	ám� 	'ð Ff P L1 úÍ@ ø
 X

ñK
 pf P L1 	�Q 	®Ë @ �	à

@ 	¡kC	K A 	J 	K


B Ñª	K - 2

.QÒ�J�Ó F pFfq
	à

@ úÍ@ ø
 X

ñK
 Ff P L1 	�Q 	®ËA 	̄ éJ
Ê«ð .QÒ�J�Ó ©K. A�K �éÊÓA¾ÖÏ @ ÉJ. �®K
 ©K. A�K ø


B ú
G
Pñ

	̄

.p2πq´nF pFfq “ f
�é�̄CªË@ 	áÓ H. ñÊ¢ÖÏ @ i. �J 	J

���	� ú
ÍA
�JËAK. ð

5.10 تمرين
ÉK
ñj�JË 	QÓQK
 F �IJ
k , F pxjq ð F pxjq Õç�' , F pδpjqq ð F pδpjqq

	á��
« , j “ 20 Ég.

@ 	áÓ .1

. ú
G
Pñ
	̄

sgn �Ë ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' 	á��
« Õç�' .sgn �èPA ��B @ ©K. A�Kð H YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K 	á�
K. �é�̄C« Yg. ð@ .2
Ég.


@ 	áÓ sgnpxq “ ´1 ð x ą 0 Ég.


@ 	áÓ sgnpxq “ 1 �IJ
k q H �Ë ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' �éËBYK.
.px ă 0
.3

.pT “ H �IJ
m�'. T P D1pRq ©K
 	Pñ�K Yg. ñK
 é�	K

@ 	á��
K. p


@

? L1pRq ú

	̄
T ©K
 	Pñ�JË @ @

	Yë 	àñºK
 	à

@ 	áºÖß
 Éë p H.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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? L2pRq ú

	̄
T ©K
 	Pñ�JË @ @

	Yë 	àñºK
 	à

@ 	áºÖß
 Éë p �k.

?ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó T ©K
 	Pñ�JË @ 	àñºK
 	à

@ 	áºÖß
 Éë p X

.f “ 0
�	à

@ �I�. �K @ . pf “ 0 ð f P L1pRq 	áºJ
Ë .4

5.10 التمرين حل
A 	JK
YË .1

F pδpjqq “ ijxjpδ “ 1.x20.1 “ x20 ð F pδpjqq “ p´iqjxjpδ “ 1.x20.1 “ x20.

é 	JÓð , Hpxq “
1 ` sgnx

2
A 	JK
YË .2

sgnx “ 2Hpxq ´ 1.
	à 	X@

F psgnq “ 2 pH ´ p1 “ 2 pH ´ 2πδ.

.3

AÓ ñëð .S 1pRq ñm� 	' S 1pRq 	áÓ 	àC¿ A ���� F @ 	Y»ð F ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�'ð H P S 1pRq A 	JK
YË (

@

: A 	JK
YËð ,H. ñÊ¢ÖÏ @ �IJ. ��K


T “ p2πq´1FH P S 1pRq Ă D1pRq,

.FH P S 1pRq
�	à

B

B 	à 	X@ .QÒ�J�Ó Q�
 	« H AÒ 	J�
K. @QÒ�J�Ó pT 	àA¾Ë L1pRq ú

	̄
T ©K
 	Pñ�JË @ 	àA¿ ñË . B ñë H. @ñm.Ì'@ p H.

.L1pRq ú

	̄
T 	àñºK
 	à


@ 	áºÖß


	áÓ É¿ A ���� ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	à

B) L2pRq ú


	̄
pT 	àA¾Ë L2pRq ú


	̄
T 	àA¿ ñË . B ñë H. @ñm.Ì'@ p �k.

	àñºK
 	à

@ 	áºÖß
 B 	à 	X@ . iJ
m�� Q�
 	« @ 	Yëð .L2pRq ú


	̄
H 	àñºJ
� Õç�' 	áÓð .( L2pRq ñm� 	' L2pRq

.L2pRq ú

	̄
T

é 	JÓð .C8 		J�Ë@ 	áÓ pT 	àA¾Ë ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó T 	àñºK
 	à

@ 	áºÜØ 	àA¿ ñË . B ñë H. @ñm.Ì'@ p X

.iJ
m�� Q�
 	« @ 	Yëð . 		J�Ë@ � 	® 	K ú

	̄
H 	àñºJ
�

ÐYª	JÓ ñëð QÒ�J�Ó éË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	àA
	̄ �éÊÓA¾ÖÏ @ ÉJ. �®K
 f

�	à

@ AÖß. .4

5.11 تمرين
©K. A�JË @ 1ra,bs É�JÖß
 �IJ
k f “ 1ra,bs.θ © 	�	� .a ‰ b ©Ó ra, bs Ă R ð A�J�. �JÓ θ P DpRq 	áºJ
Ë

.ra, bs ÈAj. ÒÊË 	Q�
ÒÖÏ @
.f P H1pRq

	àñºK
 ú
¾Ë θ ©K. A
��JË @ Èñk �éJ
 	̄ A¾Ë @ð �éÓ 	PC

�
Ë@  ðQå��Ë @ 	á��
« - 1

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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.f P H2pRq

	àñºK
 ú
¾Ë θ ©K. A
��JË @ Èñk �éJ
 	̄ A¾Ë @ð �éÓ 	PC

�
Ë@  ðQå��Ë @ 	á��
« - 2

f 1 ���J ��ÖÏ @ I. �k@ .b ð a 	á�
�J¢�® 	JË @ P@ñk. ú

	̄ 1 ø
 ðA��
 θ

�	à

@ �éJ
�®J. �JÖÏ @ �éÊJ�


B@ ú


	̄ 	�Q 	® 	K - 3
�é�̄CªË@ ���®m�'
 f ©K. A

��JÊË pf ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	à

@ i. �J 	J

���@ð

ix pfpxq “ αe´iax ` βe´ibx ` γ {1ra,bsθ1pxq,

. Aî 	DJ
J
ª�K I. Ê¢�
 �IK. @ñ�K γ , β , α �IJ
k
? {1ra,bsθ1 P SpRq Éë ? pf P C8pRq Éë - 4

.pf 1 R L2pRq
�	à

@ �I�. �K @ - 5

? f P H1pRq Éë - 6

5.11 التمرين حل
.f 1 P L2pRq Éªm.�

�' ú

�æË @  ðQå��Ë @ 	á« �Ij�. 	JË .f P L2pRq

�	à

@ B�ð


@ 	¡kC	K - 1

: Ym.�
	' , �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ Ð @Y 	j�J�AK. .φ P DpRq 	áºJ
Ë

xf 1, φy “ ´xf, φ1y “ ´

ż b

a

θpxqφ1pxq dx “ ´θpbqφpbq ` θpaqφpaq `

ż b

a

θ1pxqφpxq dx,

ø


@

xf 1, φy “ x´θpbqδb ` θpaqδa ` 1ra,bsθ
1, φy.

é 	JÓð

D1pRq ú

	̄
f 1 “ ´θpbqδb ` θpaqδa ` 1ra,bsθ

1.

ù
 ë f P H1pRq
	àñºK
 ú ��æk θ úÎ« �éJ
 	̄ A¾Ë @ð �éÓ 	PC

�
Ë@  ðQå��Ë @ �	àA

	̄ , δa, δb R L2pRq
�	à

@ AÖß.

.θpaq “ θpbq “ 0

ù�®J. K
 é 	JÓð .θpaq “ θpbq “ 0 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ f P H1pRq
�	à

@ ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ A 	JK
YË - 2

.f2 P L2pRq
	àñºK
 ú ��æk �éJ
 	̄ A¾Ë @ð �éÓ 	PC

�
Ë@  ðQå��Ë @ 	á�
J
ª�K

: A 	JK
YË .φ P DpRq 	áºJ
Ë

xf2, φy “ ´xf 1, φ1y “ θpbqφ1pbq ´ θpaqφ1paq `

ż b

a

θ1pxqφ1pxq dx

“ θpbqφpbq ´ θpaqφ1paq ` θ1pbqφpbq ´ θ1paqφpaq ´

ż b

a

θ2pxqφpxq dx.

.θpaq “ θ1paq “ θpbq “ θ1pbq “ 0 ù
 ë  ðQå��Ë @ é 	JÓð

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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: A 	JK
YË - 3

pfpxq “

ż b

a

θpξqe´ixξdξ “ ´
1
ix
θpbqe´ibx `

1
ix
θpaqe´iax `

1
ix

ż b

a

θ1pξqe´ixξdξ.

: �	àA
	̄ , θpaq “ θpbq “ 1

�	à

@ AÖß.

ix pfpxq “ ´eibx ` e´iax ` {1ra,bsθ1pxq

.α “ ´1 , β “ γ “ 1 é 	JÓð
, DpRq Ă SpRq ð 1ra,bsθ

1 P DpRq
�	à

@ AÖß.ð ,ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó ©K
 	Pñ�K f

�	à

B pf P C8pRq - 4

.{1ra,bsθ1 P S 1pRq
�	àA
	̄

A 	JK
YË .ψ “ {1ra,bsφ1 © 	�	� .ix pfpxq “ pf 1pxq
�	à

@ B�ð


@ 	¡kC	K - 5

ix pfpxq “ ´e´ibx ` eiax ` ψ.

.e´iax ´ eibx P L2pRq
	àñºK
 	à


@ ù


	®ºK
ð Ð 	QÊK
 x pfpxq P L2pRq
	àñºK
 ú ��æk

.1 ´ eipb´aqx P L2pRq : �	à

@ ø



@

A 	JK
YË

|1 ´ eipb´aqx|2 “ |1 ´ cosppb ´ aqxq ´ i sinppb ´ aqxq|2 “ 4 sin2p
pa ´ bqx

2
q,

. ÈñÒ» Q�
 	« ñëð
	à 	X@ .f 1 R L2pRq é 	JÓð pf 1 R L2pRq

�	à

@ ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ A 	JK
YË é�	K


B f R H1pRq , B - 6

.f R H1pRq

5.12 تمرين
. 	Q 	�J
 	̄ Z A 	� 	̄ ù�Ò��
 ø


	YË@ W “ tf P L1pRq : pf P L1pRqu ZA 	� 	®Ë @ 	áºJ
Ë
. pf P W 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ð @ 	X @ f P W

�	à

@ �I�. �K @ - 1

? �éK
Aî 	EC
�
Ë @ Y 	J« Q 	®�Ë@ úÍ@ Èð ñK
 Éë ?QÒ�J�Ó ©K. A�K f Éë .f P W 	áºJ
Ë - 2

? ú

	kA 	JK. Z A 	� 	̄

W Éë .||f ||W “ ||f ||L1 ` || pf ||L1 Õæ

	¢ 	JËAK. W X�ð 	Q 	K - 3

?É¿ A ���� ?QÒ�J�Ó T Éë .Tf “ pf �K.
	¬QªÖÏ @ T : W Ñ W

��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K - 4

5.12 التمرين حل
�	àA
	̄
f P L1pRq

	àA¿ A�ÜÏð . qf “ p2πq´1FF qf é 	JÓð , F qf “ pf
�	àA
	̄
f P W 	àA¿ @ 	X @ - 1

.F pf P L1pRq ð pf P L1pRq
�	àA
	̄
pf P W 	àA¿ @ 	X @ �Õç�' . pf P W 	à 	X@ . F pf P L1pRq @ 	YË . qf P L1pRq

.f P W 	à 	X@ f P L1pRq
�	à

@ qf “ p2πq´1FF qf “ p2πq´1F pf

�é�̄CªË@ 	áÓ i. �J
	�J
 	̄

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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úÍ@ ø

�X ñK
 g P L1pRq

�	à

@ Y»ñ�K ú


�æË@ 5.1 �éJ
 	��®Ë@ I. �k Q 	®�Ë@ úÍ@ Èð ñK
ð QÒ�J�Ó f , Ñª 	K - 2

ð pf P L1pRq A 	Jë A 	JK
YË . �éK
Aî 	EC
�
Ë @ Y 	J« Q 	®�Ë@ úÍ@ Èð ñK
ð QÒ�J�Ó pg

½Ë 	Y» QÓ

B@ é 	JÓð . �éK
Aî 	EC

�
Ë@ Y 	J« Q 	®�Ë@ úÍ@ Èð ñK
ð QÒ�J�Ó f̌ 	à 	X@ .f̌ “ p2πq´1FF qf “ p2πq´1F pf

.f �Ë �éJ.� 	�ËAK.
é 	JÓð .W ú


	̄
pfjq

�éJ
 ��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ Q�. �Jª 	K : ú

	kA 	JK. Z A 	� 	̄

W , Ñª 	K - 3

||fj ´ fk||W “ ||fj ´ fk||L1 ` ||pfj ´ pfk||L1 Ñ 0.

ð fj Ñ f ½Ë 	YË .pfj Ñ g ð fj Ñ f �IJ
m�'. L1 	áÓ g ð f Yg. ñ�K ú
ÍA
�JËAK. ð . ú


	kA 	JK. L1 �	à

@ ÕÎª 	K

ú

	̄ ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' �@ñ 	k 	áÓ @ 	Yë q S 1pRq ú


	̄
pfj Ñ g ð pfj Ñ pf @ 	YËð .S 1pRq ú


	̄
pfj Ñ g

. ú

	kA 	JK. Z A 	� 	̄

W 	à 	X@ .W ú

	̄
fj Ñ f �Õç�' 	áÓð . pf “ g 	à 	X@ .p S 1pRq

I. �k A 	JK
YË , f̌ “ p2πq´1F pf
�	à

@ AÖß.ð . ù
 ¢

	k T
�	à

@ l� 	�@ð :É¿ A ����ð QÒ�J�Ó T , Ñª 	K - 4

: �	à

@ 1 È@ ñ�Ë@

||Tf ||W “ || pf ||W “ || pf ||L1 ` ||F pf ||L1 “ || pf ||L1 ` ||2π qf ||L1 ď 2π||f ||W .

g P W 	àA¿ @ 	X @ :QÓA
	« é�	K


@ AÒ» . 	áK
AJ. �K T 	à 	X@ .f “ 0 éJ
Ê«ð . pf “ 0 ú


	æªK
 Tf “ 0 :øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

. ÉK. A �®�K T 	à 	X@ .f P W ð Tf “ g
���®m�'
 f “ p2πq´1Fg

�	àA
	̄

�	à

@ �é 	¢kCÓ 	áºÖß
 AÒ») . 	á�
 	gA 	JK. 	á�
K. QÒ�J�Óð ù
 ¢

	k ÉK. A �®�K é�	K

B É¿ A ���� T

�	àA
	̄ ú
ÍA

��JËAK. ð
.( T P@QÒ�J�@ ú


�G

AK
 �Õç�' 	áÓð .f P W É¿ Ég.


@ 	áÓ ||f ||W ď || pf ||L1 ` 2π||f ||L1 “ ||Tf ||W

5.13 تمرين
. pH �K. H �Ë ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñj�JËð YK
A��
 	®ë ©K. A�JË H �K. 	QÓQ 	K
. ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K H

�	à

@ �I�. �K @ - 1

.x. pH ð x.vp1
x

	á�
ªK
 	Pñ�JË @ 	á�
« - 2

.i2 “ ´1 ���®m�'
 i �IJ
k xpi. pH ´ vp1
x

q ©K
 	Pñ
��JË @ i. �J 	J

���@ - 3

pH “ ´ivp1
x

` c.δ �IJ
m�'. c P C �IK. A�K Yg. ñK
 é�	K

@ i. �J 	J

���@ - 4

5.13 التمرين حل
ú
ÍA

��JËAK. ð .( 1 XðYmÌ'@ Q�
�J») XðYg Q�
�JºK. XðYm× ñëð , AJ
Êm× �éÊÓA¾ÖÏ @ ÉJ. �®K
 H YK
A��
 	®ë ©K. A�K - 1

. ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K ñê 	̄

: A 	JK
YË .DpRq 	áÓ φ 	áºJ
Ë - 2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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xx.vp1
x
, φy “ lim

εÑ0

ż

|x|ěε

x
φpxq

x
dx “

ż `8

´8

1.φpxq dx “ x1, φy.

.D1pRq ú

	̄
x.vp1

x
“ 1 	à 	X@

�HAK. A�mÌ'@ PQ�. K
 AÓ ñëð , pδ “ 1
�	à

@ð H 1 “ δ

�	à

@ð xxφ “ ippφq1

�	à

@ ÕÎª 	K ,øQ 	k


@ �éêk. 	áÓð

: �éJ
ËA
��JË @

xx. pH,φy “ x pH, xφy “ xH,xxφy “ xH, ippφq1y “ ´xiH 1, pφy “ ´xiδ, pφy “ ´xipδ, φy “ x´i, φy.

.x. pH “ ´i é 	JÓð
�	à

@ ��K. A ��Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ i. �J 	J

���	� - 3

xpi. pH ´ vp1
x

q “ ix pH ´ xvp1
x

“ ip´iq ´ 1 “ 1 ´ 1 “ 0.

. ù

	®J
» �IK. A�K c �IJ
k T “ cδ ñë �HAªK
 	Pñ�JË @ ZA 	� 	̄ ú


	̄
xT “ 0 �éËXAªÖÏ @ Ég �	à


@ ÕÎª 	K - 4

.S 1pRq ú

	̄
pH “ cδ ´ i.vp1

x
	à 	X@ .i. pH ´ vp1

x
“ cδ

�	àA
	̄
xpi. pH ´ vp1

x
q “ 0

�	à

@ AÖß. , ½Ë 	YËð

5.14 تمرين
É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK


y

vp1
x

ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	à

@ i. �J 	J

���@ , x.vp1
x

“ 1 �é�̄CªË@ 	áÓ A�̄C¢	�@ - 1

. é 	J�
J
ª�K I. Ê¢�
 ©K
 	Pñ�K S P D1pRq ð �IK. A�K c �IJ
k
y

vp1
x

“ S ` c

Q» 	Y�K q
�éËXAªÖÏ @ è 	Yë Ég ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ i. �J 	J

���@ .D1pRq ú

	̄
xT “ 1 �éËXAªÖÏ @ Q�. �Jª 	K - 2

.p x.vp1
x

“ 1
�	à

@

è 	YêË pT ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@ð , �éËY�JªÓ �HAªK
 	Pñ�K xT “ 1 �éËXAªÖÏ @ ÈñÊg 	à

@ 	áÓ Y»


A�K - 3

. ÈñÊmÌ'@

5.14 التمرين حل
úÍ@ ø
 X

ñ�K x.vp1
x

“ 1 �é�̄CªË@ - 1

i

˜

y

vp1
x

¸1

“
{

x.vp1
x

“ p1 “ 2πδ “ 2πH 1,

é 	JÓð
˜

i
y

vp1
x

´ 2πH

¸1

“ 0.
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y

vp1
x

“ ´2iπH ` c ø


@ ,

y

vp1
x

“ ´2iπH ´ ia éJ
Ê«ð . �IK. A�K a �IJ
k i
y

vp1
x

´ 2πH “ a 	à 	X@
. ù


	®J
» ø
 Y
�®« �IK. A�K c �IJ
k

.T ´ vp1
x

“ bδ �IJ
m�'. b �IK. A�K Yg. ñK
 é 	JÓð .xpT ´ vp1
x

q “ 0 Zú

	̄ A¾�K xT “ 1 �éËXAªÖÏ @ - 2

�IK. A�K b �IJ
k T “ vp1
x

` bδ É¾ ��Ë@ úÎ« I. �Jº�K
�èA¢ªÖÏ @ �éËXAªÖÏ @ ÈñÊg �	à


@ i. �J 	J

���	� Õç�' 	áÓð
. ù


	®J
» ø
 Y
�®«

.p
�éËY�JªÓ �HAªK
 	Pñ�JË �éÊ�JÓ


@ �èQ�® 	̄ úÍ@ Q 	¢	� @ q

	àBY�JªÓ δ ð vp1
x

	á�
ªK
 	Pñ�JË @
�	à

@ ÕÎª 	K - 3

ø
 X
ñK
 @ 	YËð . �éËY�JªÓ �HAªK
 	Pñ�K ú
ÍA

�JËAK. ù
 ëð , T “ vp1
x

` bδ É¾ ��Ë@ úÎ« I. �Jº�K
�éËXAªÖÏ @ ÈñÊg
úÍ@ Èð


B@ È@ ñ�Ë@

pT “
y

vp1
x

` bpδ “ p´2πiH ` cqb.

. ù

	®J
» ø
 Y

�®« �IK. A�K α �IJ
k pT “ ´2πiH ` α éJ
Ê«ð

.S 1pRnq ú

	̄
µ “ pT

�	à

@ i. �J 	J

���	� S ú

	̄ D �é 	̄ A�J» 	áÓ

5.15 تمرين
( 5.14 	áK
QÒ�JË @ úÍ@ Q 	¢	�


@) 	à


AK. ÕÎ�	�

y

vp1
x

“ ´2iπH ` β,

. YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K ñë H �IJ
k
.β �IK. A�JË @ 	á�
« .1

.vp1
x

�éJ
ª 	® �� XYg : XA ��P@

. pH i. �J 	J
���@ ,

y

y

vp1
x

“ 2π
}

vp1
x

�é�̄CªË@ ÈAÒª�J�AK. .2

5.15 التمرين حل
.φ P SpRnq 	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK. . AK
XQ 	̄ vp1

x
	àñ» ÉÒª�J�	� ½Ë 	YËð .β �IK. A�JË @ 	á�
J
ª�K .1

: A 	JK
YË

x
}

vp1
x
, φy “ xvp1

x
, qφy

“ lim
εÑ0

ż

|x|ěε

qφpxq

x
dx

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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“ lim
εÑ0

„
ż ´ε

´8

φp´xq

x
dx `

ż `8

ε

φp´xq

x
dx

ȷ

y“´x
“ lim

εÑ0

„
ż ε

`8

φpyq

y
dy `

ż ´8

´ε

φpyq

y
dy

ȷ

“ ´ lim
εÑ0

„
ż ´ε

´8

φpyq

y
dy `

ż `8

ε

φpyq

y
dy

ȷ

“ ´xvp1
x
, φy.

. ø
 XQ
	̄ y

vp1
x

é 	JÓð .ø
 XQ
	̄ vp1

x

�	à

@ ú


	æªK
 @ 	Yëð S 1pRnq ú

	̄
.
}

vp1
x

“ ´vp1
x

	à 	X@
: �	à


@ ú


	æªK
 ø
 XQ
	̄ y

vp1
x
.β �IK. A�JË @ 	à

�
B@ 	á�
ª 	JË

}

y

vp1
x

“ ´
y

vp1
x
,

ø


@

´2πiȞ ` β “ 2iπH ´ β,

: �IJ
k

Ȟpxq “ Hp´xq “

"

1 : x ă 0
0 : x ą 0.

, ú
ÍA
�JËAK. ð . β “ iπ

�	à

@ ø



@ .β “ 2iπ ´ β : A 	JK
YË , x ą 0 Ég.


@ 	áÓ é 	JÓð

y

vp1
x

“ ´2iπH ` iπ.

. pH h. A�J 	J
���@ .2

: A 	JK
YË é 	JÓð .
y

vp1
x

“ ´2iπH ` iπ
�	à

@ ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ A 	JK
YË

y

y

vp1
x

“ 2π
}

vp1
x

“ ´2iπ pH ` iπp1

“ ´2iπ pH ` iπp2πδq

“ ´2iπ pH ` 2iπ2δ.

é 	JÓð ,ø
 XQ
	̄ vp1

x
	áºË

´2πvp1
x

“ ´2iπ pH ` 2iπ2δ.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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�	à

@ Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yëð

2iπ pH “ 2πvp1
x

` 2iπ2δ.

: ú
ÍA
�JËAK. ð

pH “ ´ivp1
x

` πδ.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð

5.16 تمرين
.x P R É¿ Ég.


@ 	áÓ gpxq “ sin x ð fpxq “ cospxq © 	�	�

.T “ fδ1 ` gδ2 ©K
 	Pñ�JË @ 	á��
« - 1

.xgδ2 ð xfδ1 ú
G
Pñ
	̄ �HCK
ñm�

�' 	á��
« - 2

.r0, πs h. PA 	g 0 �K. ð u “ g|r0,πs �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ u ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë - 3

ú

	̄ ñë Éë ? SpRq ú


	̄ ñë Éë ? DpRq ú

	̄ ñë Éë ? C8 		J�Ë@ 	áÓ u Éë -


@
? S 1pRq

.pu 	á��
« - H.

5.16 التمرين حل
, C1 		J�Ë@ 	áÓ g ð f 	à


B 	àAK
PAJ. �J 	k@ gφ ð fφ 	á�
ªK. A�JË @ 	à


@ 	¡kC	K φ P DpRq 	áºJ
Ë - 1

: �éJ
Ë @ñÖÏ @ �HAK. A�mÌ'@ PQ�. K
 AÓ ñëð

xT, φy “ xfδ1 ` gδ2, φy “ xδ1, fφy ` xδ2, gφy “ ´xδ, pfφq1y ` xδ, pgφq2y.

é 	JÓð

´xδ, pfφq1y ` xδ, pgφq2y “ ´xδ, fφ1 ` f 1φy ` xδ, gφ2 ` g2φ ` 2g1φ1y

“ ´φ1p0q ` 2φ1p0q “ x´δ1, φy.

.T “ ´δ1 	à 	X@
: A 	JK
YË .φ P DpRq 	áºJ
Ë - 2

xxfδ1, φy “ xδ1, f pφy

“ ´xδ, pf pφq1y

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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“ ´pf pφq1p0q

“ ´ppφq1p0q

“ xix, φy.

xfδ1 “ ix 	à 	X@
.xgδ2 “ ´2ix úÎ« É�m� 	' �éîE. A ��Ó �HAK. A�m�'.

- 3

-

@

.0 Y	J« ��A�®�J ��B @ ÉJ.
�®K
 B C�JÓ é�	K


B B ? C8 		J�Ë@ 	áÓ u Éë

.C8 		J�Ë@ 	áÓ ��
Ë é�	K

B B ? DpRq ú


	̄ ñë Éë
.C8 		J�Ë@ 	áÓ ��
Ë é�	K


B B ? SpRq ú


	̄ ñë Éë
Q�
�J» 	áÓ Q 	ª�


@ é 	K @ Õç�' AJ
Êm× �éÊÓA¾ÖÏ @ ÉJ. �®K
 ú
ÍA

�JËAK. ð QÒ�J�Ó ©K. A�K é 	K

B Ñª	K ? S 1pRq ú


	̄ ñë Éë
.(C�JÓ 1 ) XðYg

A 	JK
YË - H.

pupxq “

ż

R
e´ixyupyq dy “

ż π

0
e´ixy sin y dy.

Ég.

@ 	áÓ É�m� 	' @ 	Yºëð .pupxq “ e´iπx ` 1 ` x2

pupxq Ym.�
	' 	á�
�JJ
Ë @ñ�JÓ 	á�
�KQÓ �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ AK.

.pupxq “
e´iπx ` 1

1 ´ x2 úÎ« |x| ‰ 1

Yj. 	J 	̄ pup´1q “

ż π

0
eiy sin y dy ð pup1q “

ż π

0
e´iy sin y dy I. �j	J 	̄ |x| “ 1 Ég.


@ 	áÓ A�Ó


@

:ñë H. ñÊ¢ÖÏ @

pupxq “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

e´iπx ` 1
1 ´ x2 : |x| ‰ 1;

´
iπ

2
: x “ 1,

iπ

2
: x “ ´1.

5.17 تمرين
.j

�é¢�® 	JË @ Y 	J« ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K δj �IJ
k T “
ř`8

j“0 δj ð Tn “
řn
j“0 δj © 	�	�

? Supp Tn ñë AÓ ´1

.Tn P S 1pRq
�	à

@ �I�. �K @ ´2

.PQK. ? T P S 1pRq Éë ´3

.Tn
S1pRq
ÝÑ T

�	à

@ PQK. ´4

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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? @ 	XAÖÏ ? xTn
S1pRq
ÝÑ pT Éë ´5

ð x ‰ 2kn AÖÏ fnpxq “
1 ´ eixn

1 ´ e´ix
�K. n ù
 ªJ
J.£ XY« É¿ Ég.


@ 	áÓ 	¬QªÖÏ @ fn ©K. A�JË @ 	áºJ
Ë ´6

? S 1pRq ú

	̄

pfnq
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA

�®�J�K Éë ? fn P S 1pRq Éë ?iJ
m�� k É¿ Ég.

@ 	áÓ fnpxq “ n

. PQK.

5.17 التمرين حل
	áÓ �	à


B ½Ë 	X Supp Tn “ t0, 1, . . . , nu é 	JÓð .Supp δj “ tju

�	à

@ ÕÎª 	K .Supp Tn

	á�
J
ª�K ´1

ú
ÍA
�JËAK. ð .t0, 1, . . . , nu  A�® 	JË @ É¿ ú


	̄ ÐYª	JK
 ©K. A�JË @ @
	Yë �	àA

	̄
φ P DpR ´ t0, . . . , nuq É¿ Ég.


@

xTn, φy “

n
ÿ

j“0
xδj, φy “

n
ÿ

j“0
φpjq “

n
ÿ

j“0
0 “ 0.

AÖ ß @X 	áºÖß
 é�	K A
	̄

t0, 1, . . . , nu 	áÓ �é¢�® 	K Y 	J« ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�K ÐYª	JK
 ÕË @ 	X @ ,øQ 	k


@ �éêk. 	áÓð

	YJ 	�J
kð .t0, 1, . . . , nu
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ øQ 	k


B@  A�® 	JË @ ú


	̄ ÐYª	JK
 C8 		J�Ë@ 	áÓ ψ ©K. A�K ú

	̄ éK. Qå 	�

.xTn, ψφy ‰ 0 ���®m�'
ð AK
PAJ. �J 	k@ ψφ 	àñºK

. ÉÓAmÌ'@ �é�@Q��Ó �HAªK
 	Pñ�JË AJ
î �D 	JÓ A«ñÒm.× ø
 ðA��
 Tn ©K
 	Pñ�JË @ .Tn P S 1pRq

�	à

@ �HAJ. �K @ ´2

ñë ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó ©K
 	Pñ�K É¿ �	à

@ ÕÎª 	K 	ám� 	'ð .( éÊÓAg A 	KXYg Y�̄ð) ÉÓAmÌ'@ �@Q��Ó ñê 	̄ ú
ÍA

�JËAK. ð
. ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K

: A 	JK
YË .φ P SpRq 	áºJ
Ë . T P S 1pRq , Ñª 	K .QK
Q�. �JË @ ©Ó ? T P S 1pRq Éë ´3

|xT, φy| “ |
ÿ

kPN
φpkq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kPN
p1 ` k2q

φpkq

1 ` k2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

kPN

1
1 ` k2 sup

x

ˇ

ˇp1 ` x2qφpxq
ˇ

ˇ .

�	à

@ ú


	æªK
 Tn S
1pRq

ÝÑ T
�	à

@ ÕÎª 	K .Tn S

1pRq
ÝÑ T

�	à

@ ÕÎª 	K .Tn S

1pRq
ÝÑ T

�	à

@ �HAJ. �K @ ´4

xTn, φy
C

ÝÑxT, φy,

ø


@

|xTn ´ T, φy|
C

ÝÑ 0

.φ P SpRq É¿ Ég.

@ 	áÓ

�	à

@ AÖß. .φ P SpRq 	áºJ
Ë

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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@p P N, xpφpxq
|x|Ñ`8

ÝÑ 0,
�IJ
m�'. A ą 0 Yg. ñK
 é 	KA

	̄

|x| ą A ñ |φpxq| ď
1
xp
.

Q�
J.» n Ég.

@ 	áÓ é 	JÓð . @Q�
J.» j 	àñºK
 AÓY 	J« |φpjq| ď

1
j2 úÎ« É�m� 	' p “ 2 C�JÓ Ég.


@ 	áÓ 	à 	X@

: 	àñºK


|xTn ´ T, φy| “

`8
ÿ

j“n

|φpjq| ď

n
ÿ

j“1

1
j2

nÑ`8
ÐÝ 0.

. �éËY�JªÓ �HAªK
 	Pñ�K �éJ
ËA�J�JÓ H. PA
�®�K 	K
Qª�Kð 5.6 �é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k . Ñª	K ´5

.QK
Q�. �JË @ ©Ó ? S 1pRq ú

	̄

pfnq
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�K Éë ? fn P S 1pRq Éë ´6

�éK. PA �®�JÓ �éJ
ËA�J�JÖÏ @ð fn P S 1pRq
�	àA
	̄
xTn P S 1pRq

�	à

@ AÖß.ð .fn “ zTn´1

�	à

AK. 	¡kC	K 	à


@ ù


	®ºK

.pT ñm� 	' ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ I. �k

5.18 تمرين
?YK
@ 	Q��Ë @ Zù
 ¢�. fpxq “

1
2 ` ix

�K.
	¬QªÖÏ @ f : R Ñ C ©K. A�JË @ Éë .1

.T 1 ` aT “ 1 �éËXAªÖÏ @ Q�. �Jª 	K .a P R‹ 	áºJ
Ë .2
�éËXAªÖÏ @ ÈñÊg XY« Õ» p


@

? S 1pRq ú

	̄ AêËñÊg XY« Õ» .S 1pRq ú


	̄ �éËXAªÖÏ @ Ég p H.
? SpRq ú


	̄ AêËñÊg XY« Õ» .SpRq ZA 	� 	®Ë@ ú

	̄ �éËXAªÖÏ @ � 	® 	K Ég p �k.

5.18 التمرين حل
: j P N É¿ Ég.


@ 	áÓ A 	JK
YËð . @YK.


@ ÐYª	JK
 B XðYg Q�
�J» H. ñÊ

�®Ó é�	K

B f P C8pRq

�	à

@ l� 	�@ð .1

f pjqpxq “
cj

p2 ` ixqj`1 ,

.j �K. ��Êª�JK
 �IK. A�K cj �IJ
k
	áÓ Q 	ª�


@ ( �éÊK
ñ¢ËAK.) ñê 	̄ ú
ÍA

�JËAK. ð . @YK.

@ ÐYª	JK
 B XðYg Q�
�J» H. ñÊ

�®Ó A 	��


@ ñë ���J ��ÖÏ @ @ 	Yëð

. XðYg Q�
�J»

ˇ

ˇf pjqpxq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cj
p2 ` ixqj`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
p4 ` x2q

j`1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1.

. 	K
Qª�JË @ I. �k YK
@ 	Q��Ë @ Zù
 ¢�. f
�	à

@ �IJ. ��K
 ½Ë 	X É¿

.2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة
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AÒêÓ �é�	�Aj. �JÖÏ @ �éËXAªÒÊË Ég fpxq “ ce´ax
�	à

@ð �éËXAªÒÊË �A 	g Ég T0 “

1
a

�	à

@ 	¡kB p


@

©Ó , c P R �IK. A�K É¿ Ég.

@ 	áÓ �éËXAªÒÊË Cg É�JÖß
 T “ ce´ax `

1
a

é 	JÓð .c P R �IK. A�JË @ 	àA¿
.(QÒ�J�Ó é�	K


B ½Ë 	X ce´ax `

1
a

P L1
locpRq

�	à

B) T “ ce´ax `

1
a

P D1pRq
�	à

@ �é 	¢kCÖÏ @

Yj. 	J 	̄ ÉK
ñm�
�' ÐY 	j�J�	� p H.

pT “
2π

ix ` a
δ,

�	à

@ �Ê 	j�J�	� é 	JÓð

T “ F

ˆ

1
ix ` a

δ

˙

.

δ P S 1pRq
�	à

@ AÖß.ð .( a �K. 2 éJ
 	̄ È@YJ. ���AK.

��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ Q 	¢	� @) YK
@ 	Q��Ë @ Zù
 ¢�.
1

ix ` a

�	à

@ 	¡kB

�	à

@ 	á��
J. K
 AÓ ñëð . F

ˆ

1
ix ` a

δ

˙

P S 1pRq é 	JÓð . 1
ix ` a

δ P S 1pRq
�	àA
	̄

T “ F

ˆ

1
ix ` a

δ

˙

,

.S 1pRq ú

	̄ YJ
kñË@ ÉmÌ'@ ñëð

.T 1 ` aT P SpRq : 	YKY 	J« 	àA¾Ëð T 1 P SpRq
	àA¾Ë SpRq ZA 	� 	®Ë @ ú


	̄
T Ég Yg. ð ñË p �k.

. �éJ
ËA 	g �é«ñÒm.× SpRq ú

	̄ ÈñÊmÌ'@ �é«ñÒm.× 	à 	X@ . iJ
m�� Q�
 	« @ 	Yëð .1 P SpRq Õç�' 	áÓð

5.19 تمرين
�CK. B �éËXAªÓ SpRnq ú


	̄ Ég

u P S 1pRnq, ∆u “ 0.

5.19 التمرين حل
�	à

@ Ym.�

	' ,�CK. B �éËXAªÖÏ ú
G
Pñ
	̄ 	Y 	g


AK.

n
ÿ

j“1

yB2u

Bx2
j

“ 0.

é 	JÓð

´||x||2pu “ 0.
: A 	JK
YË .φ P DpRn

‹ q 	áºJ
Ë

xpu, φyD1,D “

B

pu, ||x||2
φ

||x||2

F

“

B

||x||2pu,
φ

||x||2

F

.
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�	à

@ i. �J 	J

���	� , �é�®K. A�Ë@ �è @ðA�ÖÏ @ 	áÓ é 	JÓð .
φ

||x||2
P DpRn

‹ q
�	àA
	̄ , φ P DpRn

‹ q
�	à

@ AÖß.ð

xpu, φyD1,D “ 0.

.Supp pu “ t0u AÓ@ð Supp pu “ H AÓA
	̄ ú
ÍA

�JËAK. ð .Rn
‹ úÎ« ÐYª	JÓ pu

�	à

@ 	á�
J. K
 @ 	Yë

.( �éJ
Ë @ñÖÏ @ �éËAmÌ'@ ©Ó Q�
 	g

B@ ú


	̄ ém.×Y 	J�ð XP@ð @ 	Yëð u “ 0
�	à

@ ú


	æª�K Supp pu “ H . 1 �éËAmÌ'@
: �IJ
m�'. paαq|α|ďm

�IK. @ñ�K Yg. ñ�Kð m P N Yg. ñK
 , �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ ð .Supp pu “ t0u . 2 �éËAmÌ'@

pu “
ÿ

|α|ďm

aαD
αδ.

: A 	JK
YË , ú
æ�ºªË@ ú
G
Pñ
	̄ �éK
Q 	¢	� I. �k é	JÓð

u “
ÿ

α|ďm

p2πq´naαFD
αδ

“
ÿ

|α|ďm

p2πq´naαi
|α|xα

“
ÿ

|α|ďm

bαx
α,

.bα “ p2πq´naαi
|α| �IJ
k

. �éJ
ËA 	g �é«ñÒm.× ÉÓAmÌ'@ AîD
	̄ 	àñºK
 ú

�æË@ �éËAmÌ'@ A 	��



@ ÉÒ ���
 ÉmÌ'@ @ 	Yë �	à


@ 	¡kB

ú 	æªÖß. . �éJ
 �® 	̄ @ñ�JË @ XðYmÌ'@ �H@Q�
�J» ù
 ë S 1pRnq ú

	̄ ∆u “ 0 �CK. B �éËXAªÓ ÈñÊg 	àA

	̄ , ú
ÍA
�JËAK. ð

©K. @ñ�JË @ ù
 ë
�éJ
�® 	̄ @ñ�JË @ �HAªK
 	Pñ�JË @ AÒ 	J�
K. , �éJ
�® 	̄ @ñ�JË @ XðYmÌ'@ �H@Q�
�J» ù
 ë

�éJ
�® 	̄ @ñ�JË @ �éËY�JªÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JË @
�	à

@

. �éJ
 �® 	̄ @ñ�JË @

5.20 تمرين
© 	�	�ð ,ø
 YJ
Ê

�̄B @ éÒJ
 	¢ 	JË |x| �K. 	QÓQ 	K x “ px1, x2, x3q P R3 É¿ Ég.

@ 	áÓ

P pxq “ x4
1 ` x2

2 ` x2
3 ` x2x3 ` 2.

, x “ px1, x2, x3q P R3 É¿ Ég.

@ 	áÓ : �éJ
ËA�JË @ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ �I�. �K @ .1

2P pxq ě 1 ` |x|2.

. Lu “ B4
x1u ´ B2

x2u ´ B2
x3u ´ B2

x2x3u ` 2u © 	�	� .2
.f P S 1pR3q AÖÏ u P S 1pR3q @YJ
kð Cg Lu “ f

�éËXAªÒÊË �	à

@ �I�. �K @ p


@

.f P SpR3q AÖÏ u P SpR3q @YJ
kð Cg Lu “ f
�éËXAªÒÊË �	à


@ �I�. �K @ p H.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦾᦿ Transformée de Fourier فوريي يل تحو .ᦻ باب
5.20 التمرين حل

½Ë 	YËð .x4
1 ` 2 ě x2

1 ` 1 ð x2
2 ` x2

3 ` x2x3 ě
x2

2 ` x2
3

2
�	à

@ 	¡kC	K .1

x4
1 ` x2

2 ` x2
3 ` x2x3 ` 2 ě 1 ` x2

1 `
x2

2 ` x2
3

2
.

, ú
ÍA
�JËAK. ð

P pxq ě
1 ` x2

1 ` x2
2 ` x2

3
2

.

.H. ñÊ¢ÖÏ @ ñëð
.pu “

1
P pxq

pf Õç�' 	áÓð .P pxqpu “ pf : ú

�G

AJ
 	̄ . Lpu “ pf I. �Jº	K ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' Ð@Y 	j�J�AK. .2

	àA¿ @ 	XA
	̄ .(Èð


B@ È@ ñ�Ë@ I. �k @YK.


@ ÐYª	JK
 B XðYg Q�
�J» é�	K


B) ��̄A 	J�JË @ Zù
 ¢�.

1
P pxq

�	à

@ 	¡kC	K

I. �JºK
 é�	K

B YJ
kð ÉmÌ'@ð .u P S 1pR3q é 	JÓð .pu P S 1pR3q

	à 	X@ .
1

P pxq
pf P S 1pR3q

�	àA
	̄
f P S 1pR3q

. ù¢ªÖÏ @ �éËBYK. �èYJ
kð �é�®K
Q¢�.
.SpR3q �K. S 1pR3q

	��
ñª�K YªK. ��K. A�Ë@ ÈBY�J�B @ �
	® 	K .3

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦿᦶ

6 باب
بإرشادات مرفقة تمارين

6.1 تمرين
�K. �é 	̄QªÓ DpRq 	áÓ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ pfnq 	áº�JË

fnptq “

$

’

&

’

%

1
2n

exp
ˆ

´
1

1 ´ |t|2{n2

˙

: |t| ă n,

0 : |t| ě n.

©K. A�K ñm� 	' �@Q��Ó É¿ úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. �éK. PA �®�JÓ pf pkq
n q ©K. @ñ�JË @ �éJ
ËA�J�JÓ , k ě 0 É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ 	á��
K.

? DpRq ú

	̄ H. PA

�®�JË @ A 	JK
YË Éë . é 	J�
J
ª�K I. Ê¢�
 g P DpRq

? fn ÉÓAg ñë AÓ : XA ��P@

6.2 تمرين
: x P R É¿ Ég.


@ 	áÓ �IJ
m�'. ψ P DpRq Yg. ñK
 é 	K


@ 	á��
K. .θp0q “ 1 �IJ
m�'. φ, θ P DpRq 	áºJ
Ë

φpxq “ φp0qθpxq ` xψpxq.

.γpxq “ φpxq ´ φp0qθpxq �Ë ú
ÎÓA¾
�JË @ ÉJ
Êj�JË @ ú


	̄ �éJ
�A�

B@ �é 	ªJ
�Ë@ ��J.£ : XA ��P@

6.3 تمرين
�éJ
KA 	J�K Yg. ñ�K , φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ 	á��
K. .

ż

R
φ0ptqdt “ 1 �IJ
m�'. φ0 P DpRq 	áºJ
Ë

�IJ
m�'. pc, ψq P R × DpRq

φ “ ψ1 ` cφ0.

.φ “ ψ1 ` Cφ0
�éËXAªÖÏ @ �éÊÓA¾Ó 	áºÖß
 , C 	á�
J
ª�JË : XA ��P@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦿᦷ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
6.4 تمرين

ð , r´1, 1s ÈAj. ÖÏ @ h. PA 	g ÐðYªÓ φ �IJ
m�'. ,�@Q��Ó Y	J� @ 	X , C8 		J�Ë@ 	áÓ ©K. A�K φ 	áºJ
Ë

, C8 		J�Ë@ 	áÓ ψ AªK. A�K , φ ©K. A�JË @ ÈAÒª�J�AK. Z A ��	� @ ñë 	áK
QÒ�JË @ 	áÓ 	¬YêË@ .
ż 1

´1
φpxq dx “ 1

.r´1, 1s h. PA 	g ÐðYªÓð r´1{2, 1{2s úÎ« 1 ø
 ðA��

1 ø
 ðA��
ð s ´ 8,´1r úÎ« 0 ø
 ðA��
 C8 		J�Ë@ 	áÓ AªK. A�K Zú
æ

�� 	�

@ , φ ©K. A�JË @ ÈAÒª�J�AK. .1

.r1,`8r úÎ«
ø
 ðA��
 w AªK. A�Kð s ´ 8,´1s úÎ« ÐðYªÓ , r´1{2,`8r úÎ« 1 ø
 ðA��
 v AªK. A�K i. �J 	J

���@ .2
.s1,`8r úÎ« 0 ø
 ðA��
ð s ´ 8, 1{2r úÎ« 1

.ψ ©K. A�JË @ Zú
æ
�� 	�

@ .3

: XA ��P@
. �éÊÓA¾ÖÏ @ ú


	̄ Qº 	̄
.1

. Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. ��K. Õ�̄ .2
. Z @Ym.Ì'@ ÉÒª�J�@ .3

6.5 تمرين
	¬QªÓ f @ 	XAÖÏ PQK. .fpxq “

ÿ

nPZ
φpx ` nq , x P R É¿ Ég.


@ 	áÓ © 	�	� .φ P DpRq 	áºJ
Ë .1

. ø
 PðX - 1 f ð f P C8 ð , @YJ
k.
	áÓ �IJ
m�'. φ P DpRq ©K. A�K Yg. ñK
 , f P C8pRq ©K. A�K É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �HAJ. �K @ 	à

�
B@ YK
Q 	K .2

©K. A�JË @
�	à

@ Q» 	Y 	Kð f ©K. A�JË @ @

	Yë �IJ. �� 	K é 	JÓð fpxq “
ÿ

nPZ
φpx ` nq , x P R É¿ Ég.


@

gpxq “

$

’

&

’

%

exp
ˆ

1
x2 ´ 1

˙

: |x| ă 1,

0 : |x| ě 1

.DpRq 	áÓ Qå� 	J«
- 1 ñëð C8 		J�Ë@ 	áÓ , @YJ
k.

	¬QªÓ G
�	à

@ PQK. .Gpxq “

ÿ

nPZ
gpx ` nq © 	�	� .2.1

. ÐYª	JK
 Bð ø
 PðX

.
ÿ

nPZ
hpx ` nq “ 1

�	à

@ð h P DpRq

�	à

@ P �QK. .hpxq “

gpxq

Gpxq
© 	�	� , x P R Ég.


@ 	áÓ .2.2

?i. �J 	J
����� @ 	XAÓ .2.3

: XA ��P@
. ú
æî

�D 	JÓ ¨ñÒj. ÖÏ @ , x P R É¿ P@ñk. ú

	̄ é�	K


@ 	á��
K. .1

.2
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ᦷᦿᦸ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
. ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ �éK. Ag. B @ i.

�J 	J���	� .2.1
.φ “ f × h © 	�	� .2.3

6.6 تمرين
: ú
ÎÓA¾

�JË @ ú

�̄ AJ. Ë AK. PñÊK
A�K Qå�� 	� �é�̄C« �I�. �K @ m ě 0 ð .f P DpRnq, a, b P Rn 	áºJ
Ë .1

fpbq “
ÿ

|α|ďm

pb ´ aqα

α!
Bαfpaq ` pm ` 1q

ÿ

|α|“m`1

pb ´ aqα

α!

ż 1

0
p1 ´ tqmBαfpa ` tpb ´ aqqdt.

�IJ
m�'. g1, . . . , gn P DpRnq ©K. @ñ�K Yg. ñ�K é�	K

@ 	á��
K. .0 �é¢�® 	JË @ Y 	J« ÐYª	JK
 f P DpRnq 	áºJ
Ë .2

@x P Rn, fpxq “ x1g1pxq ` . . . ` xngnpxq.

.0 Y	J« ÐYª	J�K m ´ 1 �éJ. �KQË @ úÍ@
�éJ
K 	Qm.Ì'@ é�KA �®�J ��Ó É¿ð f 	áK



@ �éËAmÌ'@ úÍ@ ÕÔ« .3

.gptq “ fpa ` tpb ´ aqq ©K. A�JÊË ú
ÎÓA¾
�JË @ ú


�̄ AJ. Ë AK. PñÊK
A�K �é 	ªJ
� ÉÒª�J�@ : XA ��P@

6.7 تمرين
©K. @ñ�K Yg. ñ�K é�	K


@ �HAJ. �K @ ñë 	áK
QÒ�JË @ @ 	Yë 	áÓ 	¬YêË@ . �éK
Y�®« X@Y«


@ �éJ
ËA�J�JÓ panqnPN 	áº�JË

�IJ
m�'. AJ
KAî 	E B ��A�®�J ��C Ë
�éÊK. A�̄ f : R Ñ C

@n P N, f pnqp0q “ an.(6.1)
	áÓ f : R Ñ C ©K. @ñ�K Yg. ñ�K é�	K


@ 	á��
K. , 0 P@ñk. ú


	̄ 1 ø
 ðA��
 φ P DpRq ©K. A�K ÈAÒª�J�AK. .1
. ÐðYªÓ Q�
 	«

ÿ

nPN

an
n!

�éjJ
j�Ë@ �éÊ�Ê�Ë@ H. PA
�®�K Q¢�̄ 	�	� �IJ
m�'. p6.1q

���®m��' C8 		J�Ë@

αn
�éJ
ËA�J�JÓ

	¬Qª	K .r´1{2, 1{2s úÎ« 1 ø
 ðA��
ð r´1, 1s ú

	̄ øñ�Jm× èY 	J� φ P DpRq 	áºJ
Ë .2

, n P N É¿ Ég.

@ 	áÓ © 	�	� .|an| ą 1 @ 	X @ αn “ |an| ð |αn| ď 1 @ 	X @ αn “ 1 �K.

fnpxq “
an
n!
xnφpαnxq, fpxq “

ÿ

nPN
fnpxq.

.R úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. H. PA
�®�J�K f �	à


@ Y»


A�K .2.1

.f pkqp0q I. �k@ð C8 		J�Ë@ 	áÓ f �	à

@ 	á��
K. .2.2

?iJ
m�� f 	àA¿ 	X@ �
�A�	mÌ'@ � 	® 	K ���®m�'
 ©K. A�K úÎ« Èñ�mÌ'@ 	áºÖß
 Éë .3

: XA ��P@
. ¡��. 	JÓ ©K. A�JK. �éjJ
j�Ë@ �éÊ�Ê�Ë@ H. Qå 	�@ .1

.2
.|x|αn ď 1 ð |x|αn ě 1 	á�
�JËAmÌ'@ Q�. �J«@ .2.1

.k úÎ« ©k. @Q��Ë @ ÐY 	j�J�@ .2.2
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ᦷᦿᦹ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
. �HCÓAªÖÏ @ YK
 @ 	Q�K  ðQå�� úÍ@ Q 	¢	�


@ ! B .3

6.8 تمرين
a “ a0 ă a1 ă . . . ă an “ b 	áºJ
Ë . ©¢�®ËAK. C1 		J�Ë@ 	áÓ sa, br úÎ« A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë
A 	JK
YË é�	K


@ 	á��
K. .rai, ai`1s �@Q��Ó É¿ úÎ« C1 		J�Ë@ 	áÓ ©K. A�K úÍ@ YK
YÒ�JÊË ÉK. A�̄ f �IJ
m�'. AÒJ
�

�®�K

pTf q “ Tf 1 `

n´1
ÿ

i“1
pfpai ` 0q ´ fpai ´ 0qqδai

,

	á�
Öß
 �HAK
Aî 	DË @ ù
 ë fpai ˘ 0q ð , ai  A�® 	JË @ Y 	J« 	¬QªÓ Q�
 	« ú
¾J
�C¾Ë@ Ðñê
	®ÖÏ AK. f ���J ��Ó f 1 �IJ
k

.ai Y	J« f PA��
ð
. �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ ÉÒª�J�@ð ÉÓA¾�JË @ Z 	Qk. : XA ��P@

6.9 تمرين
ð φp0q “ 0 , SuppT “ t0u �IJ
m�'. φ P DpRq ©K. A�Kð T P D1pRq ©K
 	Pñ�K 	á« BA�JÓ ¡«@
	àñºK
 ú ��æk ψ ð T úÎ«  ðQå��Ë @ ù
 ë AÓ , ψ P DpRq ð T P D1pRq @ 	X @ ,

�éÓA« �é 	®��. .xT, φy ‰ 0

? xT, ψ1y “ xT, ψ2y
	àñºK
 ú �æk ψ1, ψ2 P DpRq úÎ«  ðQå��Ë @ ù
 ë AÓ ? xT, ψy “ 0

.0 Y	J« ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K ���J ��Ó Q�. �J«@ : XA ��P@

6.10 تمرين
SuppT “ t0u �IJ
m�'. .T P DpRq 	áºJ
Ë

.m �K. T �éJ. �KQË 	QÓQ 	K ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ . �éJ
î �D 	JÓ é�J�. �KP T
�	à

@ PQK. .1

ú

	̄ 1 ø
 ðA��
 A¢��. 	JÓ AªK. A�K ρ 	áºJ
Ë 0 0 P@ñk. ú


	̄
φpxq “ opxmq �IJ
m�'. φ P DpRq 	áºJ
Ë .2

.ρrpxq “ ρpx{rq © 	�	� .s ´ 1, 1r h. PA 	g 0 ð , 0 P@ñk.
. sup|x|ďr |pρrφqplqpxq|

rÑ0
ÝÑ 0

�	àA
	̄ , l ď m 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ 	á��
K. .1.2

.xT, φy “ 0
�	à

@ i. �J 	J

���@ .2.2
É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 φ

�	à

@ 	á��
K. .φ P DpRq 	áºJ
Ë .3

φpxq “

m
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk ` ψpxq,

.ψpxq “ opxmq �IJ
k C8 		J�Ë@ 	áÓ ©K. A�K ψ ©Ó
, φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ �IJ
m�'. , a1, . . . , am

�éK
Y�®« X@Y«

@ Xñk. ð i. �J 	J

���@ .4

xT, φy “
ÿ

0ďkďm

akφ
pkqp0q.

: XA ��P@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦿᦺ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
.T ÉÓAg XYg .1

. 	Q�� 	J�. J
Ë �é�̄C« ��J.£ .2

6.11 K	Qª¬	تمرين .φ P DpRq 	áºJ
Ë

xT, φy “
ÿ

kě1

1
k

pφ

ˆ

1
k

˙

´ φp0qq.

.1 ø
 ðA�
�� ð


@ É�̄


@ é�J�. �KP AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 T
�	à

@ �I�. �K @ .1

Yg. ñK
 , �éJ
�®J
�®k a ă b ă c ă d �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ Q» 	Y 	K ½Ë 	YË .0 ø
 ðA�

�� B T
�éJ. �KP

�	à

@ �I�. �K @ .2

.ra, bs ú

	̄ øñ�Jm× φ ÉÓAgð rb, cs úÎ« φ “ 1 , 0 ď φ ď 1 �IJ
m�'. φ P DpRq

: XA ��P@
. �éJ
î �D 	JÖÏ @ �H@YK
@ 	Q��Ë @ �é 	JK
AJ. �JÓ ÈAÒª�J�AK.

�éÊ�Ê�Ë@ H. PA
�®�K 	á��
K. .1

.d “ 2 ð c “ 1 , b “
1
n

, a “ 0 	Y 	g

AK. ù¢ªÖÏ @ ©K. A�JË @ ÉÒª�J�@ð

	Ê	mÌ'AK. 	áëQK. .2

6.12 تمرين
.xT, φy “ φ1p0q �K. DpRq úÎ« 	¬QªÖÏ @ ù
 ¢

	mÌ'@ É¾ ��Ë@ T 	áºJ
Ë
.1 ø
 ðA�

�� ð

@ É�̄


@ é�J�. �KP ©K
 	Pñ�K T

�	à

@ 	á��
K. .1

.0 ø
 ðA�
�� B T

�éJ. �KP
�	à

@ �HAJ. �K @ YK
Q 	K .2

ð f 1
np0q “ n �IJ
m�'. C8 		J�Ë@ 	áÓ fn ©K. A�JË BA�JÓ ¡«


@ , n ě 1 Ég.


@ 	áÓ .1.2

.||fn||8 “ 1
�IJ
m�'. r´1, 1s ú


	̄ éÊÓAg φn P DpRq ©K. A�K Yg. ñK
 , n ě 1 É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ i. �J 	J

���@ .2.2
.||φn||8 ď 1 ð φ1

np0q “ n

?i. �J 	J
����� @ 	XAÓ .3.2

: XA ��P@
.1
.2

.fnpxq “ fpnxq É¾ ��Ë@ úÎ« fn I. �Jº	K .1.2
. A¢��. 	JÓ AªK. A�K ÐXñ�J�@ .2.2

. ©k. @Q��ËAK. 	áëQK. .3.2

6.13 تمرين
: A 	JK
YË , φ P DpRq 	áºK
 AÒêÓ é�	K


@ �I�. �K @ , ´1 ă α ă ´1 Ég.


@ 	áÓ .1
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ᦷᦿᦻ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
ż

ε

xαφpxq dx “ Aεα`1 ` Rε,

.ε Ñ 0 A�ÜÏ �éK
Aî 	E úÍ@ Èð ñ�K Rε ð , ε �K. ��Êª�J�K Bð φ �K. ��Êª�J�K A �IJ
k
© 	�	� .2

xPfpxα`q, φy “ lim
εÑ0

Rε.

.1 ø
 ðA�
�� ð


@ É�̄


@ é�J�. �KP ©K
 	Pñ�K Pfpxα`q

�	à

@ �I�. �K @

. 	K
Qª�JË @ ÉÒª�J�@ : XA ��P@

6.14 تمرين
: φ P DpR‹q É¿ Ég.


@ 	áÓ : �éJ
ËA

��JË @ �é 	ªJ
�Ë@ �	à

@ �I�. �K @ .1

xS, φy “

`8
ÿ

n“1
φpnq

ˆ

1
n

˙

.D1pR‹q 	áÓ @Qå� 	J« 	¬Qª�K
, φ P DpR‹q É¿ Ég.


@ 	áÓ �IJ
m�'. T P D1pRq ©K
 	Pñ�K Yg. ñK
 B é�	K


@ �HAJ. �K @ YK
Q 	K .2

. Xñk. ñÓ T ©K
 	Pñ�JË @ @
	Yë É�JÓ �	à


@ 	�Q 	® 	Kð ©k. @Q��ËAK. 	áëQ�. 	K .xT, φy “ xS, φy

éÊÓAg f P DpRq ©K. A�K Yg. ñK
 , �èA¢ªÓ pakqkPN
�éK
Y�®« �éJ
ËA�J�JÓ É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @ .1.2

.j 	áºK
 AÒêÓ f pjqp1q “ aj
�IJ
m�'. s3{4, 5{4r ú


	̄

. ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ �éª£A�®�JÓ fk ÉÓ@ñk �	à

@ �I�. �K @ .fkpxq “ fpk2x ´ k ` 1q © 	�	� .2.2

.f pnq
p p1{nq I. �k


@ .3.2

	àñºK
 	à

@ é 	JºÖß
 B T

�	à

@ 	á��
K. , ak “ 1 ð φm “

m
ÿ

p“1
fp , K “ r0, 5{4s

	Y 	g

AK. .4.2

.DpRq úÎ« @QÒ�J�Ó
: XA ��P@

.2
. È@PñK. �éK
Q 	¢	� ÉÒª�J�@ .1.2

. fk`1 ÉÓAg �éK
Aî 	Eð fk ÉÓAg �éK
 @YK. 	á�
K. 	àPA�̄ .2.2
. �éÊ� 	® 	JÓ ÉÓ@ñmÌ'@ 	àñ» ÉÒª�J�	� Õç�' p “ n © 	�	� .3.2

6.15 تمرين
: �K. φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ 	¬QªÖÏ @ T ù
 ¢

	mÌ'@ É¾ ��Ë@ �	à

@ �I�. �K @

xT, φy “

`8
ÿ

n“0
φpnqpnq

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦿᦼ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
? �éJ
î �D 	JÓ é�J�. �KP Éë .D1pRq 	áÓ Qå� 	J«

: XA ��P@
. é�J 	JÓ ¨ñÒm.× 	á« �èPAJ.« �éÊ�Ê�Ë@ �	à


@ 	á��
K. .1

�IJ
k , φpxq “ ψpλpx ´ pm ` 1qqq © 	�	�ð , 	Ê	mÌ'AK. 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß
 .2

ð r´1{4, 1{4s úÎ« 1 ø
 ðA��
 Dps ´ 1{2, 1{2rq 	áÓ ©K. A�K ψ0
�IJ
k , ψpxq “

xm`1

pm ` 1q!
ψ0pxq

.λ ą 1

6.16 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ �HAªK
 	Pñ�JË @ �HAJ
ËA�J�JÓ �HAK
Aî 	E D1pRq ú


	̄ XYg
, Tn “ npδ1{n ´ δ´1{nq .1

.Tn “ n2pδ1{n ` δ´1{n ´ 2δq .2

.φ �Ë @XðYm× @Qå�� 	� ÉÒª�J�@ : XA ��P@

6.17 تمرين
ð fj ě 0 , εj Ñ 0 ©Ó Supp fj Ă Bp0, εjq �IJ
m�'. L1

locpRnq 	áÓ ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ pfjqjě1 	áº�JË
.D1pRnq ú


	̄
fj Ñ δ

�	à

@ �I�. �K @ .

ż

Rn

fjpxq dx “ 1

.φp0q “

ż

Rn

φp0qfjpxqdx I. �J» @ð
	K
Qª�JË @ úÍ@ ©k. P@ : XA ��P@

6.18 تمرين
.ra, bs ÈAj. ÖÏ @ úÎ« C1 		J�Ë@ 	áÓ AªK. A�K g 	áºJ
Ë .1

. limλÑ`8

ż b

a

cospλxqgpxq dx “ 0
�	à

@ �I�. �K @

.pTnq
�éJ
ËA�J�JÒÊË D1pRnq ú


	̄ H. PA
�®�JË @ �PX@ . sin2pnxq �Ë �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ Tn 	áºJ
Ë .2

ú

	̄ H. PA

�®�JË @ �PX@ . YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K H �IJ
k , n sinpnxq �Ë �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ Sn 	áºJ
Ë .3
.pSnq

�éJ
ËA�J�JÒÊË D1pRq

: XA ��P@
. �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ ÉÒª�J�@ .1

. �éJ
�JÊ�JÓ �èPAJ.« Ð@Y 	j�J�AK. 1 È@ ñ�Ë@ ÈAÒª�J�@ .2
.1 È@ ñ�Ë@ úÍ@

�èXñªÊË �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ ÈAÒª�J�@ .3

6.19 تمرين
.δ ñm� 	' H. PA

�®�J�K Tn
�	à

@ �I�. �K @ .t ÞÑ

sinpntq

πt
©K. A�JÊË �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ Tn 	áºJ
Ë

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦿᦽ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
: XA ��P@

É¾ ��Ë@ úÎ« φ ø
 PAJ.
�J 	k@ ©K. A�K É¿ �éJ. �J» 	áºÖß
ð ,

ż `8

0

sin t
t

dt “
π

2
�	à

@ Q» 	Y 	K

.ψ P C8 �IJ
k , φptq “ φp0q ` tψptq

6.20 تمرين
: �K. A 	̄QªÓ AJ
Êm× BñÒ» AªK. A�K Fn 	áºJ
Ë

Fnptq “
1

2π

n
ÿ

k“´n

eikt,

. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. Tn �éK
Aî 	E YK
Ym�
�' ñë 	áK
QÒ�JË @ 	áÓ 	¬YêË@ .Fn �Ë �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ Tn 	áºJ
Ëð

�	à

@ �I�. �K @ .r´p2M ` 1qπ, p2M ` 1qπs ú


	̄ éÊÓAg AªK. A�K φ P DpRq 	áºJ
Ë .1

xTn, φy “
1

2π

ż π

´π

sinpp2n ` 1qt{2q

sinpt{2q
φptqdt,

.φptq “

M
ÿ

n“´M

φpt ` 2nπq �IJ
k

.
ÿ

pPZ
δ2πp ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ Tn

�	à

@ �I�. �K @ .2

: XA ��P@
, 2π éËñ£ ÉÓA¾�K 2M ` 1 úÍ@ ÉÓA¾�JË @

�éK 	Qm.�
�' Õç�' ,( �éJ
�Y	Jë �éÊ�Ê�) �éÊ�Ê�Ë@ ¡J
��. �K 	áºÖß
 .1

.r´π, πs ÈAj. ÖÏ @ úÍ@ ¨ñk. QÊË Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �Kð
� 	àAÖß
P �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�@ð , ψ P C8 �IJ
k , φptq “ φp0q ` tψptq É¾ ��Ë@ úÎ« φ I. �Jº	K .2

. 	©J
K. ñË

6.21 تمرين
.x.vp1

x
“ 1

�	à

@ 	á��
K. .1

.xu “ 0 �IJ
m�'. u P D1pRq 	áºJ
Ë .2
É¿ Ég.


@ 	áÓ �IJ
m�'. Cφ �IK. A�K Yg. ñK
 é�	K


@ �I�. �K @ .φp0q ‰ 0 �IJ
m�'. φ P DpRq 	áºJ
Ë .1.2

A 	JK
YË , φ ÉÓAg úÎ« 1 ø
 ðA��
 η P DpRq ©K. A�K

Cφ “ xu, ηy.

�	àA
	̄ , ψp0q ‰ 0 ð φp0q ‰ 0 �IJ
m�'. DpRq 	áÓ 	á�
ªK. A�K ψ ð φ 	àA¿ @ 	X


@ é�	K


@ �I�. �K @ .2.2

.Cφ “ Cψ

.xu “ 0 ÈñÊg É¿ i. �J 	J
���@ .3.2

.xu “ 1 �éËXAªÖÏ @ Ég .3

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦿᦾ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
�IJ
m�'. pcnq

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K @ 	X @ ¡
�® 	̄ð @ 	X @ pSinxqT “ 0 é�	K


@ �I�. �K @ .T P D1pRq 	áºJ
Ë .4

.T “

`8
ÿ

n“´8

cnδnπ

: XA ��P@
. 	K
Qª�JË @ ��J.£ .1

.φptq “ φp0qη ` tψptq É¾ ��Ë@ úÎ« ø
 PAJ.
�J 	kB @ ©K. A

�JË @ I. �J»

@ .2

.1 “ xvp1
x

I. �J»

@ .3

. �èYgñË@ �éK 	Qm.�
�' �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�AK.

���
�
ÊË @ Õç�' , nπ  A�® 	JË @ P@ñk. ú


	̄ ÉÒªË@ .4

6.22 تمرين
.cδ, c P R É¾ ��Ë@ 	áÓ xT “ 0 ���®m��' ú


�æË @ T P DpRq �HAªK
 	Pñ�JË @
�	à

@ Q» 	Y 	K

.xT “ δpkq �éËXAªÖÏ @ Ég , k ě 0 É¿ Ég.

@ 	áÓ .1

.x2T “ δ
�éËXAªÖÏ @ Ég .2

.xnT “ δ
�éËXAªÖÏ @ Ég , n ě 1 É¿ Ég.


@ 	áÓ .3
: XA ��P@

.cδpk`1q É¾ ��Ë@ 	áÓ A�A 	g Cg 	á��
« .1
. �é �®K. A�Ë@ �éj. J
�� 	JË @ 	á�
�KQÓ ÉÒª�J�@ð x2T “ δ ô xpxT q “ δ I. �J» @ .2

�HAªK
 	Pñ�JË @ ù
 ë ÈñÊmÌ'@ �	à

@ ©k. @Q��ËAK. 	á��
K. .3

T “
p´1qn

n!
δpnq ` cn´1δ

pn´1q ` . . . ` c0δ,

.c0, . . . , cn´1 P R �IJ
k

6.23 تمرين
.T 1 “ 0 �éËXAªÖÏ @ DpRq ú


	̄ Ég .1

.a P R �IJ
k , T 1 ´ aT “ 0 �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ ÈñÊg É¿ i. �J 	J
���@ .2

. YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K H �IJ
k , T 1 ` T “ H
�éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ Ég .3

: XA ��P@
É¿ Ég.


@ 	áÓ ,

ż

R
φpxq dx “ 1 ���®m�'
 DpRq 	áÓ AªK. A�K φ0

	àA¿ @ 	X @ é�	K

@ ÈAÒª�J�@ 	áºÖß
 .1

.φ “ ψ1 ` cφ0
�IJ
m�'. YJ
kð c P R Yg. ñK
ð YJ
kð ψ P DpRq Yg. ñK
 , φ P DpRq

. ©K. A�K AêËñêm.× �éJ
¢ 	k �éJ
Ê 	�A 	®�K �éËXAªÓ Ég �é�®K
Q£ ��J.£ .2
.fH É¾ ��Ë@ 	áÓ �A 	g Ég 	á« �Im�'. @ .3

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦷᦿᦿ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
6.24 تمرين

ú
æê
	̄ , φ P DpRnq ñm� 	' DpRnq ú


	̄ �éK. PA �®�JÓ DpRnq 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ pφkq �I	KA¿ @ 	X @ é�	K

@ �I�. �K @ .1

.SpRnq ú

	̄ ½Ë 	Y» �éK. PA �®�JÓ

.DpRq ú

	̄ �éK. PA �®�JÓ Q�
 	«ð SpRq ú


	̄ 0 ñm� 	' �éK. PA �®�JÓ DpRq 	áÓ pfnq ©K. @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ ¡«

@ .2

: XA ��P@
. �èXðYm× Q�
 	« AêÊÓ@ñk �éJ
ËA�J�JÓ ZA ��	� @ ú


	̄ Qº 	̄
.2

6.25 تمرين
. éË �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ S 	áºJ
Ëð , AJ
Êm× BñÒ» AªK. A�K f : R Ñ C 	áºJ
Ë

�IJ
m�'. p ě 0 Yg. ñK
 é�	K

@ 	�Q 	® 	K .1

ż

R

|fpxq|

p1 ` |x|qp
ă `8.

. ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K S
�	à

@ �I�. �K @
.2

.gpxq “ xm sinpexpxq �IJ
k , g1pxq I. �k@ .1.2
, fpxq “ xm exppxq cospexpxq ©K. A�JÊË �� 	̄QÖÏ @ ÈY�JªÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ S 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ �I�. �K @ .2.2

? ú
æ�ºªË@ Ð@
	QÊ�J�B @ 	á« @ 	XAÓ . ÈY�JªÓ S �	àA

	̄ , m ě 1

.3
	áÓ .0 ď ψ ď 1 , r´2, 2s h. PA 	g 0 , r´1, 1s úÎ« ψ “ 1 �IJ
m�'. ψ P DpRq 	áºJ
Ë .1.3
�IJ
m�'. c ą 0 �IK. A�K Yg. ñK
 α, k ě 0 É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @ .φrpxq “ ψpx{rq © 	�	� , r ě 1 Ég.


@

: A 	JK
YË , r ě 1 É¿ Ég.

@ 	áÓ , x P R É¿ Ég.


@ 	áÓ

p1 ` |x|qk|φpαq
r pxq| ď cp1 ` rqk.

È@ ñ�ÊË ú
æ�ºªË@ Ð@
	QÊ�J�B @

�	à

@ �I�. �K @ . ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K S

�	à

@ð I. k. ñÓ f

�	à

@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	K .1.3

. iJ
m�� 1
: XA ��P@

. �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ AK. m “ 1 �éËAmÌ'AK. ZYJ. 	K , 2 È@ ñ�ÊË �éJ.� 	�ËAK.

6.26 تمرين
, n ě 1 Ég.


@ 	áÓ © 	�	� .

ż

R
fptqdt “ 1 �IJ
m�'. BñÒ» AªK. A�K f : R Ñ C 	áºJ
Ë .1

.D1pRq ú

	̄
fn Ñ δ

�	à

@ �I�. �K @ .fnptq “ nfpntq
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ᦸᦶᦶ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
ú

	̄
Pn Ñ δ �IJ
m�'. pPnq XðYg �H@Q�
�J» �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é�	K


@ ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ i. �J 	J

���@ .2
.D1pRq

.S 1pRq ú

	̄
δ ñm� 	' H. PA

�®�J�K XðYg �H@Q�
�J» �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K B é�	K

@ �I�. �K @ .3

: XA ��P@
. �é 	JÒJ
êËAK. H. PA

�®�JË @ �éK
Q 	¢	� ÉÒª�J�@ .1
.�@Q�� ���
@ð �éK
Q 	¢	� ÉÒª�J�@ .2

. �éK
Aî 	E B AÓ úÍ@ Èð ñ�K �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë XðYg �H@Q�
�J» �ék. PX
�	à

@ �HAJ. �K @ð , 	Ê	mÌ'AK. 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß
 .3

6.27 تمرين
. ÈY�JªÓ ©K
 	Pñ�K vp1

x
©K
 	Pñ�JË @

�	à

@ �I�. �K @ .1

. ú
G
Pñ
	®Ë éÊK
ñm�

�' I. �k@ .2
. YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K H ©Ó , pT “ H �IJ
m�'. T AªK
 	Pñ�K i. �J 	J

���@ .3
: XA ��P@

A 	JK
YË , φ P DpRq É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ 	¡kB .1

xvp1
x
, φy “

ż 1

´1

φpxq ´ φp0q

x
dx `

ż

|x|ě1

φpxq

x
dx.

: A 	JK
YË , φ P SpRq É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ ÈAÒª�J�@ 	áºÖß
 .2

xvp1
x
, φy “ lim

RÑ`8

1
2

ż R

´R

φpwq ´ ϕp´wq

w
dw.

.Hpxq “
1 ` sgnpxq

2
�	à

@ 	¡kB .3

6.28 تمرين
.ε Ñ 0` A�ÜÏ 1

x ` iαε
©K
 	Pñ�JË @ �éK
Aî 	E S 1pRq ú


	̄ I. �k@ .α ą 0 	áºJ
Ë .1
. YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K H ð λ ą 0 �IJ
k , Hpxqe´λx ©K. A�JÊË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@ .2

.H �Ë ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' i. �J 	J
���@ .3

.vp1
x

�Ë ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' i. �J 	J
���@ .4
: XA ��P@

I. �Jº	K é 	JÓð , 0 Y	J« �éÊ¾ ��Ó ½ËA 	Jë �	à

@ 	¡kB .1

ż

R

ϕpxq

x ` iαε
dx “

ż 1

´1

ϕpxq

x ` iαε
dx `

ż

|x|ě1

ϕpxq

x ` iαε
dx.

.L1 ©K. A�JË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' H. A�k �èY«A�̄ ��J.¢	� .2
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ᦸᦶᦷ بإرشادات مرفقة تمارين .ᦼ باب
©K
 	Pñ�JÊË S 1pRq ú


	̄ H. PA
�®�JË @ A 	JK
YË �é 	JÒJ
êËAK. H. PA

�®�JË @ �éK
Q 	¢	� I. �k , λ Ñ 0 A�ÜÏ é�	K

@ 	¡kB .3

. ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' P@QÒ�J�@ ÉÒª�J�@ð H ñm� 	' Hpxqe´λx

. 3 ú

	̄ AîD
Ê« É�j�JÖÏ @ �èPAJ.ªË @ úÎ« ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' ��J.£ .4

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶᦸ

7 باب
محلولة غير تمارين

7.1 تمرين
: �IJ
m�'. φε P DpRq AªK. A�K ZA ��	� @ 	áºÖß
 ε ą 0 É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @

φεpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1 : |x| ă
1

2 ´ ε
,

0 : |x| ě
2

1 ´ ε
.

7.2 تمرين
? AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 fpφq “

ż 1

0
|φpxq| dx �K.

	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @ Éë . AJ
 	®J
» AK
PAJ. �J 	k@ AªK. A�K φ 	áºJ
Ë
? @ 	XAÖÏ

7.3 تمرين
? R úÎ« AªK
 	Pñ�K , �éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ ©K. A�K É¾Ë �� 	̄Q 	K 	à


@ 	áºÖß
 Éë

, f5pxq “ ln |x| , f4pxq “ sin 1
x

, f3pxq “
a

|x| , f2pxq “ |x| , f1pxq “ ex

.f9pxq “
1
x2 , f8pxq “

1
x

, f7pxq “
1

a

|x|
, f6pxq “ x´1{3

7.4 تمرين
: 	áÓ É¿ , ϕ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @

.R úÎ« �HAªK
 	Pñ�K
	¬Qª�K xT, φy “

`8
ÿ

n“0
ϕpnqpnq ð xS, ϕy “ ϕp0q ` 3ϕ2p4q ´ ϕ3pπq

7.5 تمرين
: �K.

	¬QªÖÏ @ð éË �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ Tf 	àA¿ @ 	X @ð �@Q��Ó Y	J� @ 	X f P L1pΩq
	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ �I�. �K @

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶᦹ محلولة غير تمارين .ᦽ باب

xTf , φy “

ż

Ω
fφ dx, @φ P DpRq,

.SuppTf Ď Supp f A 	JK
YË é�	KA
	̄

7.6 تمرين
©K
 	Pñ�K �éK
Aî 	E ñë T

�	à

@ i. �J 	J

���@ð ,�@Q��Ó Y	J� @ 	X φT �	à

@ �I�. �K @ .φ P DpΩq ð T P D1pΩq 	áºJ
Ë

.�@Q��Ó Y	J� @ 	X

7.7 تمرين
: 	á�
�JJ
ËA�JË @ 	á�
�J�
 	��®Ë@ 	á�
K. AÓ@ 	QÊ�J�@

	¬Q«
.�@Q��Ó Y	J� ð 	X T ©K
 	Pñ�JË @ p1q

. �éJ
î �D 	JÓ �éJ. �KP ð 	X T ©K
 	Pñ�JË @ p2q

7.8 تمرين
? D1pRq úÍ@ ù
 Ò

�J 	��K ù
 ë Éë ? DpRq úÎ« �éJ
¢ 	k BA¾ ��

@ 	¬Qª�K �éJ
ËA

��JË @ �H@PAJ.ªË @ Éë
.φ ÞÑ |φp0q| .1

.φ ÞÑ

ż 1

0
φpxq dx .2

.φ ÞÑ
ÿ

nPN˚

1
n
φ

ˆ

1
n

˙

.3

.φ ÞÑ
ÿ

nPN˚

2´nφ

ˆ

1 ´
1
n

˙

.4

.φ ÞÑ a pa P Cq .5

.φ ÞÑ

ż

R
|x|αφpxq dx pα P Rq .6

.φ ÞÑ
ÿ

nPZ
nφpnq .7

.φ ÞÑ
ÿ

nPN
φpnqp0q .8

7.9 تمرين
.R úÎ« BñÒ»ð AJ.k. ñÓ A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë

�	à

@ �I�. �K @ .1

lim
nÑ`8

ż `8

´8

fptqφ

ˆ

t

n

˙

dt “

ˆ
ż `8

´8

fptqdt
˙

φp0q.

: �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ ©K. A�JÊË fn �K. 	QÓQ 	K , n P N˚ Ég.

@ 	áÓ .2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶᦺ محلولة غير تمارين .ᦽ باب

fnptq “ ne´n|t|.

.Tfn AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 fn

�	à

@ �I�. �K @ -

. limnÑ`8 Tn “ 2δ
�	à

@ �I�. �K @ -

7.10 K	Qª¬	تمرين .T P D1pRq 	áºJ
Ë .fδpxq “ fp´xq �IJ
k fδ ©K. A�JË AK. R úÎ« f ©K. A�JË �èQ�
 	¢ 	� 	¬Qª	K .1
: �K. Tδ ©K
 	Pñ�JË @

@φ P DpRq, xTδ, φy “ xT, φδy.

.D1pRq úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K
 Tδ

�	à

@ ���®m��' -


@

.pTf qδ “ Tfδ

�	àA
	̄ , R úÎ« AJ
Êm× ÈñÒ» f 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ �I�. �K @ - H.

? AK
XQ 	̄ ? AJ
k. ð 	P AªK
 	Pñ�K
	¬Qª	K 	J
» - �k.

.τafpxq “ fpx ´ aq : �IJ
m�'. pa P Rq τaf ©K. A�JË AK. R úÎ« 	¬QªÓ f ©K. A�K H. Aj�	�@
	¬Qª	K .2

: �K. T P D1pRq ©K
 	Pñ�K H. Aj�	�@
	¬Qª	K

@φ P DpRq, xτaT, φy “ xT, τ´aφy.

.D1pRq úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K
 τaT

�	à

@ ���®m��' -


@

.τaTf “ Tτaf : �	àA
	̄ , R úÎ« AJ
Êm× BñÒ» f 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ �I�. �K @ - H.

? a èPðX AK
PðX AªK
 	Pñ�K
	¬Qª	K 	J
» - �k.

.δa “ τaδ : �	à

@ �I�. �K @ .3

: �K. DpRq úÎ« Πa
	¬Qª	K , a ą 0 Ég.


@ 	áÓ .4

@φ P DpRq, Πapφq “
ÿ

nPZ
φpnaq.

.a èPðX ø
 PðX , ú
k. ð
	P , R úÎ« ©K
 	Pñ�K Πa

�	à

@ �I�. �K @

7.11 تمرين
.1

.φp0q “ a �IJ
m�'. φ P DpRq 	áºJ
Ë -

@

.φ “ xψ : �IJ
m�'. ψ P DpRq Yg. ñK
 é�	K

@ i. �J 	J

���@ .@x P R, φpxq “ x

ż 1

0
φ1ptxqdt : �	à


@ �I�. �K @

: �	à

@ �I�. �K @ .φ0p0q “ 1 �IJ
m�'. φ0 P DpRq 	áºJ
Ë - H.

@φ P DpRq, Dψ P DpRq : φ “ φp0qφ0 ` xψ,

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶᦻ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
. é� 	® 	K ú


	̄ DpRq 	áÓ AJ
¢ 	k A�®J
J.¢��
	¬QªK
 φ ÞÑ ψ

�	à

@ ���®m��'ð

.R úÎ« AªK
 	Pñ�K T 	áºJ
Ë .2
.xT “ 0 : �	à


@ 	�Q 	® 	K -


@

.T “ cδ : �IJ
m�'. c �IK. A�K Yg. ñK
 é�	K

@ �I�. �K @

.T “ αδa : �IJ
m�'. α �IK. A�K Yg. ñK
 é�	KA
	̄ , px ´ aqT “ 0 	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ i. �J 	J

���@ - H.
.px ´ aqpx ´ bqT “ 0 : �IJ
m�'. 	á�
 	®Ê�J	m× 	á�
J
�®J
�®k b ð a Yg. ñK
 é�	K


@ 	�Q 	® 	K - �k.

.T “ αδa ` βδb : �IJ
m�'. β ð α 	á�
�JK. A�K Yg. ñK
 é�	K

@ �I�. �K @

.R úÎ« AªK
 	Pñ�K S 	áºJ
Ë .3
.xT0 “ S : �IJ
m�'. T0 AªK
 	Pñ�K Yg. ð@ ,H. .1 È@ ñ�Ë@ Ð@Y 	j�J�AK.

.xT “ S : ���®m�'
 T ©K
 	Pñ�JË �éÓAªË@ �é 	ªJ
�Ë@ i. �J 	J
���@

7.12 تمرين
.R2 úÎ« T AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 px, yq ÞÑ
1
2

lnpx2 ` y2q ©K. A�JË @
�	à

@ �I�. �K @

7.13 تمرين
: ú
ÍA

��JË @ Ð @ 	QÊ�J�B @ �I�. �K @

D1pRq ú

	̄
Tfn Ñ Tf ð L1

locpRq ú

	̄
fn Ñ f

7.14 تمرين
.R úÎ« 	áK
QÒ�J�Ó 	á�
ªK. A�K g ð f 	áºJ
Ë
.f “ g

�	àA
	̄
Tf “ Tg

	àA¿ @ 	X @ é�	K

@ �I�. �K @

7.15 تمرين
: �K. DpRq úÎ« 	¬QªÖÏ @ ù
 ¢

	mÌ'@ É¾ ��Ë@ Q�. �Jª 	K . �éJ
�®J
�®k �éJ
ËA�J�JÓ panqnPZ 	áº�JË

xT, φy “

`8
ÿ

n“´8

anφpnq “

`8
ÿ

n“´8

anxδn, φy,

.n
�é¢�® 	JË @ Y 	J« ¼@QK
X ©K
 	Pñ�K ñë δn

�IJ
k
. ©K
 	Pñ�K ñëð DpRq úÎ« @YJ
k.

	¬QªÓ T �	à

@ �I�. �K @

7.16 تمرين
, φ P DpRq Ég.


@ 	áÓ © 	�	�

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶᦼ محلولة غير تمارين .ᦽ باب

xT1{x, φy “ lim
εÑ0`

„
ż ´ε

´8

φpxq

x
dx `

ż `8

ε

φpxq

x
dx

ȷ

.

. Xñk. ñÓ ÉÓA¾�JË @ @ 	Yë �	à

@ �I�. �K @ .1
© 	�	� .2

xvp1
x
, φy “ lim

εÑ0`

„
ż ´ε

´8

φpxq

x
dx `

ż `8

ε

φpxq

x
dx

ȷ

.

. ©K
 	Pñ�K vp1
x

�	à

@ �I�. �K @

7.17 تمرين
© 	�	� , φ P DpR2q É¿ Ég.


@ 	áÓ

xT, φy “

ĳ

R2

e´x2´y2
φpsinpxyqq dxdy.

.R2 úÎ« ©K
 	Pñ�K T
�	à

@ �I�. �K @ .1

? T ÉÓAg ñëAÓ .2

7.18 تمرين
Ég.


@ 	áÓ φpxq “ 1 ð 0 ď φpxq ď 1 , Suppφ Ăs1, 2r �IJ
m�'. φ P DpRq 	áºJ
Ë .1

: n P N˚ Ég.

@ 	áÓ © 	�	� .1 ă a ă b ă 2 ©Ó a ď x ď b

φnpxq “ e´nφpnxq.

.DpRq ú

	̄ 0 ñm� 	' H. PA

�®�J�K φn
�	à

@ �I�. �K @

�IJ
m�'. T P D1pRq AªK
 	Pñ�K Yg. ñK
 B é�	K

@ �I�. �K @ .2

xT, φy “

ż

R
exp

ˆ

1
x2

˙

φpxq dx.

7.19 تمرين
.Π �éJ
ÊJ
¢���ÖÏ @ �éË @YË @ ���J ��Ó �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. I. �k@

7.20 تمرين
.R úÎ« ¼@QK
X ©K
 	Pñ�JË k �éJ. �KQË @ 	áÓ ���J ��ÖÏ @ δpkq �IJ
k f “ xpδpqq I. �k@ .p, q P N 	áºJ
Ë .1

.f “ eαxδpkq I. �k@ .k P N ð α P C 	áºJ
Ë .2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶᦽ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.21 تمرين

. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. é �®�J ��Ó I. �k@ Õç�' , λ ‰ 0 �Ik x P R ÞÑ λx ©K. A�JÊË �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @
	¬Q«

7.22 تمرين
.n

�éJ. �KQË @ 	áÓ ���J ��ÖÏ @ ½Ë 	Y»ð |x| �Ë ú

	GA�JË @ð Èð


B@ ���J ��ÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. I. �k@

7.23 تمرين
.T “ |x| cosx ð T “ |x| sin x �HAªK
 	Pñ�JÊË 1, 2, 3, 4 �HA�®�J ��ÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. I. �k@

7.24 تمرين
ð d

dx
Tf I. �k@ f É¿ Ég.


@ 	áÓð . AªK
 	Pñ�K

	¬Qª�K �éJ
ËA�JË @ f ©K. @ñ�JË @ 	áÓ ©K. A�K É¿ �	à

@ ���®m��'

.
d2Tf
dx2

fpxq “

#

sin x : ´π ă x ă π

0 : B
�
@ð.

.1

fpxq “

#

cosx : ´π ă x ă π

0 : B
�
@ð.

.2

.fpxq “ e´|x| .3
�	àA
	̄
n P Z , x P rn, n ` 1r

	àA¿ @ 	X @ é�	K

@ ø



@) .x �Ë iJ
j�Ë@ Z 	Qm.Ì'@ fpxq “ Erxs .4

.Eras “ n

7.25 تمرين
.x ÞÑ |x| ©K
 	Pñ�JÊË �éJ
 	K A�JË @ð úÍð


B@ �HA�®�J ��ÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. I. �k@ .1

.x ÞÑ |x| cosx ©K. A
��JË @ Q�. �Jª 	K .2

.R úÎ« AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 é�	K


@ �I�. �K @ (


@

. ©K
 	Pñ�JË @ @
	YêË �éJ
 	K A�JË @ð úÍð


B@ �HA�®�J ��ÖÏ @ I. �k@ (H.

7.26 تمرين
, D1pRq ú


	̄
xpδpqq I. �k@ .p ě q �IJ
m�'. 	á�
J
ªJ
J.£ 	áK
XY« q ð p 	áºJ
Ë

7.27 تمرين
. YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K ñë H �IJ
k fpx, yq “ HpxqHpyq �K.

	¬QªÖÏ @ f : R2 Ñ C ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	K

.R2 úÎ« �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß.
B2f

BxBy
I. �k@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶᦾ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.28 تمرين

: �K. fn : R Ñ C ©K. A�JË @
	¬Qª	K , n P N˚ Ég.


@ 	áÓ

|x| ě
1
n

@ 	X @ fnpxq “ ln |x|, |x| ă
1
n

@ 	X @ fnpxq “ ´ lnn.

.fpxq “ ln |x| : © 	�	�
. ½Ë 	Y» f ð , AJ
Êm× ÈñÒ» fn , n P N˚ É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @ .1

L1
locpRq. ú


	̄
f ñm� 	' H. PA

�®�J�K pfnq
�éJ
ËA�J�JÖÏ @

�	à

@ �I�. �K @ .2

. ú
Í@ñ
�JË @ úÎ« f ð fn �K. �é�® 	̄QÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JÊË T ð Tn �K. 	QÓQ 	K

.T 1 “ vp1
x

�	à

@ �I�. �K @ .3

. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. x.vp1
x

“ 1
�	à

@ �I�. �K @ .4

? vp1
x

“ Tg : �IJ
m�'. g P L1
locpRq Yg. ñK
 Éë .5

7.29 تمرين
: �HAªK
ñ�JË @ Ðñê 	®Öß. I. �k@

dm

dxm
Hpxqxm´1

pm ´ 1q!
: m ě 1ù
 ªJ
J.£ É¿ Ég.


@ 	áÓ,

ˆ

d2

dx2 ` w2
˙

Hpxq sinpwxq

w
,ð
ˆ

d
dx

´ λ

˙

Hpxqeλx

7.30 تمرين
.x

dx
dx

ln |x| : �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. I. �k@

7.31 تمرين
: �	à


@ �I�. �K @ .Pfp 1

x2 q “ ´pvp1
x

q1 © 	�	� .1

@ϕ P DpRq : xPfp 1
x2 , ϕy “ lim

εÑ0`

ż `8

ε

ϕ1pxq ´ ϕ1p´xq

x
dx “

ż `8

0

ϕ1pxq ´ ϕ1p´xq

x
dx

“ lim
εÑ0`

ż `8

ε

ϕpxq ` ϕp´xq ´ 2ϕp0q

x2 dx “

ż `8

0

ϕpxq ` ϕp´xq ´ 2ϕp0q

x2 dx

“ ´

ż `8

´8

ln |x|ϕ2pxq dx.

.x2Pf
ˆ

1
x2

˙

“ 1
�	à

@ �I�. �K @ .2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦶᦿ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.32 تمرين

I. �k@ . AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 , x ą 0 AÖÏ ?

x ð x ă 0 AÖÏ fpxq “ 0 �K.
	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @

�	à

@ �I�. �K @

. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. Èð

B@ é�®�J ��Ó

7.33 تمرين
I. �k@ . AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 , x ą 0 AÖÏ 1
?
x

ð x ă 0 AÖÏ fpxq “ 0 �K.
	¬QªÖÏ @ f ©K. A�JË @

�	à

@ �I�. �K @

. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. Èð

B@ é�®�J ��Ó

7.34 تمرين
, x ą 0 Ég.


@ 	áÓ fpxq “ xα´1e´x ©K. A�JË @

	¬QªK
 AêÊg.

@ 	áÓ ø


	YË@ α ù

�®J
�®mÌ'@ XYªË@ Õæ


�̄ ù
 ë AÓ
. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. é �®�J ��Ó I. �k@ .R úÎ« AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 x ă 0 Ég.

@ 	áÓ 0

7.35 تمرين
? gkpxq “

sinpπkxq

πxq
ð fkpxq “

k

πpkx2 ` 1q
: 	á�
�JJ
ËA

��JË @ 	á�
�JJ
ËA�J�JÒÊË D1 ú

	̄ �HAK
Aî 	DË @ ù
 ëAÓ

7.36 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JË @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. �HAK
Aî 	DË @ ù
 ë AÓ

fnpxq “
1

ˆ

1 `
x2

2n

˙n , 0 B
�
@ð |x| ă

?
2n @ 	X @ gnpxq “

ˆ

1 ´
x2

2n

˙n

, hnpxq “

ˆ

cos
ˆ

x
?
n

˙˙n

.

.Tn “
1
n

`8
ÿ

k“´8

expp
k2

2n2 qδpk{nq
�HAªK
 	Pñ�JË @ �éJ
Ê�J�JÓ �éK
Aî 	E ù
 ëAÓð

7.37 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ �HAªK
 	Pñ�JÊË h Ñ 0 AÖÏ D1 ú


	̄ �HAK
Aî 	DË @ ù
 ë AÓ

δphq ´ δp´hq

2h
,
δp2hq ` δp´2hq ´ 2δ

4h2 ,
1

p2hqn

n
ÿ

k“0
p´1qk.Ck

nδppn´2kqhq.

7.38 تمرين
�	à

@ �I�. �K @

lim
εÑ0`

1
π

ε

x2 ` ε2 “ δ, lim
εÑ0`

´
2
π

εx

px2 ` ε2q2 , lim
tÑ0`

1
2
?
πt
e´x2{4t “ δ.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦶ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.39 تمرين

: �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. A 	JK
YË é�	K

@ �I�. �K @

lim
εÑ0`

x

x2 ` ε2 “ vp1
x
, lim
εÑ0`

1
x ` iε

“ vp1
x

´ iπδ.

7.40 تمرين
. cospnxq, sinpnxq, einx �Ë �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. �HAK
Aî 	DË @ Yg. ð@ .1

. �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. limνÑ`8

1
π

sinpνxq

x
“ δ

�	à

@ i. �J 	J

���@ .2
�	à

@ �I�. �K @ .3

xvpcospνxq

x
, φy “ vp

ż `8

´8

cospνxq

x
φpxq dx,

. limνÑ`8 vpcos νx
x

“ 0
�	à

@ð , φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ R úÎ« AªK
 	Pñ�K

	¬QªK


7.41 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ R úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JË @ �HAK
Aî 	E I. �k@

.x ÞÑ sinpnxq .1
.x ÞÑ n sinpnxqHpxq .2

.x ÞÑ
n

1 ` n2x2 .3

7.42 تمرين
.Dnpxq “

n
ÿ

k“´n

eikx ú
Î¾K
QK
X
�è @ñ 	K �éK
Aî 	E �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. Yg. ð@

7.43 تمرين
: A 	JK
YË , �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. é

�	K

@ �I�. �K @

. limεÑ0

ˆ

1
ε
?
π

exp
ˆ

´
x2

ε2

˙˙

“ δ .1

δεpxq “

$

&

%

1
ε

: |x| ď
ε

2
,

0 : |x| ą
ε

2
.

�IJ
k , limεÑ0` δεpxq “ δ .2

. limnÑ`8

ˆ

1
π

sinnx
x

˙

“ δ .3

. limnÑ`8

ˆ

1
π

1 ´ cosnx
nx2

˙

“ δ .4

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦷ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.44 تمرين

: �éJ
ËA
��JË @ �HBXAªÖÏ @ D1 ú


	̄ Ég

u1 ` xu “ δ, u1 ` u “ H, u1 ` e´xu “ δ1.

7.45 
'�m®���تمرين , C2 		J�Ë@ 	áÓ ©K. A�K f ð YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K H �IJ
k F ptq “ Hptqfptq AªK
 	Pñ�K Yg. ð@
: �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. �éJ
ËA�JË @ �éËXAªÖÏ @

a
d2F

dt2
` b

dF

dt
` cF “ mδ ` nδ1,

. �è A¢ªÓ �IK. @ñ�K a, b, c,m, n ©Ó
: �é�A 	g �HBAg

; m “ n “ 1 , b “ 2 , a “ c “ 1 ‚

; n “ 0 , m “ 1 , c “ 4 , b “ 0 , a “ 1 ‚

.n “ 1 , m “ 2 , c “ ´4 , b “ 0 , a “ 1 ‚

7.46 تمرين
ð x ą 0 @ 	X @ 1 ø
 ðA��
 ø


	YË@ Hpx, yq ©K. A�JË @ YK
A��
 	®J
ë ©K. A�K ù
 Ò�
	� , px, yq ø
 ñ

�J�ÖÏ @ ú

	̄

�HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. A 	JK
YË é�	K

@ �I�. �K @ .0 B@ð , y ą 0

B2H

BxBy
“ δp0,0q.

7.47 تمرين
.0 B@ð ra, bs × rc, ds úÎ« 1 ø
 ðA��
 ø


	YË@ T ©K
 	Pñ�JË @ ,ø
 ñ
�J�ÖÏ @ ú


	̄ 	áºJ
Ë

.
B2T

By2 ´
B2T

Bx2 ð B2T

BxBy
, BT

By
, BT

Bx
I. �k@

7.48 تمرين
.Epx, tq “

Hptq

2
?
πt

exp
ˆ

´x2

4t

˙

© 	�	� , px, tq ø
 ñ
�J�ÖÏ @ ú


	̄

.
BE

Bt
´

B2E

Bx2 : �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. I. �k@

7.49 تمرين
© 	�	� , h ‰ 0 Ég.


@ 	áÓ . �I�. �JÓ y P R ð f P C8pR2q 	áºJ
Ë .1

.
Bf

By
ñm� 	' C8pR2q ú


	̄ H. PA
�®�J�K g �	à


@ �I�. �K @ .ghpxq “

fpx, y ` hq ´ fpx, yq

h

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦸ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
I. �k@ .C8 		J�Ë@ 	áÓ F pyq “ xTx, fpx, yqy ©K. A�JË @

�	à

@ �I�. �K @ .T P E 1pRq 	áºJ
Ë .2

.F pnqpyq

T
�	à

@ i. �J 	J

���@ ? Gpnqp0q ø
 ðA��
 @ 	XAÓ .pT “ TG
�IJ
m�'. G 	áºJ
Ëð xT, xny “ 0

�	à

@ 	�Q 	® 	K .3

. ÐðYªÓ

7.50 تمرين
: �	à


@ �I�. �K @

lim
λÑ`8

λe´λxHpxq “ δ, lim
λÑ0`

λe´λxHpxq “ 0.

7.51 تمرين
¡�® 	̄ð @ 	X @ L2pΩq ú


	̄ �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. ��A�®�J ��B @ ÉJ. �®K
 xα ©K. A�JË @
�	à

@ �I�. �K @ .Ω Ps0, 1r 	áºJ
Ë

.α ą
1
2

@ 	X @

7.52 تمرين
��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄ ñë , ©¢�®ËAK. C1 ð Ω úÎ« QÒ�J�Ó ©K. A�K É¿ �	à


@ �I�. �K @ . @XðYm× Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë

.L2pΩq ú

	̄ �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß.

7.53 تمرين
��A�®�J ��C Ë ÉK. A�̄ Q�
 	« , @QÒ�J�Ó ��
Ëð ©¢�®ËAK. C1 ©K. A�K É¿ �	à


@ �I�. �K @ . @XðYm× Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë

.L2pΩq ú

	̄ �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß.

7.54 تمرين
.H1pΩq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 , Ω ú

	̄ XðYm× Y	J� @ 	X ©¢�®ËAK. C1 ,QÒ�J�Ó ©K. A�K É¿ �	à


@ �I�. �K @

7.55 تمرين
.Rn ú


	̄ �ékñ�J 	®ÖÏ @ �èYgñË@ �èQ» B 	áº�JË
Ég.


@ 	áÓ H1pBq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 upxq “ | lnp|x{2|q|α ©K. A�JË @
�	à

@ �I�. �K @ , n “ 2 	àA¿ @ 	X @ .1

.0 P@ñk. ú

	̄ XðYm×Q�
 	« é 	JºË , 0 ă α ă 1{2

Ég.

@ 	áÓ H1pBq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 upxq “ |x|´β ©K. A�JË @
�	à

@ Q�. �K @ , n ě 3 	àA¿ @ 	X @ .2

.0 P@ñk. ú

	̄ XðYm× Q�
 	« 	áºË , 0 ă β ă pn ´ 1q{2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦹ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.56 تمرين

.u, v P H1pRq 	áºJ
Ëð R 	áÓ BAm.× I 	áºJ
Ë�	à

@ð uv P H1pRq

�	à

@ �I�. �K @ .1

puvq1 “ u1v ` uv1.

, x, y P I É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ i. �J 	J

���@ .2
ż y

x

u1ptqvptqdt “ ´

ż y

x

uptqv1ptqdt ` ruvsyx.

7.57 تمرين
.Gp0q “ 0 © 	�	� , XðYm× Q�
 	« I 	àA¿ @ 	X @ .G P C1pRq ð u P H1pIq , R 	áÓ BAm.× I 	áºJ
Ë

.|G ˝ u| ď |Gp0q| ` c|u| �IJ
m�'. C ą 0 Yg. ñK
 é�	K

@ �I�. �K @ .1

.pG ˝ uq1 “ pG1 ˝ uqu1
�	à

@ð G ˝ u P H1pIq

�	à

@ i. �J 	J

���@ .2

7.58 تمرين
ZA 	� 	®Ë@ 	¬Qª	K .I “s0, 1r © 	�	�

H2pIq “ tu P H1pIq, u1 P H1pIqu.

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. @Xð 	QÓ H2pIq
�	à

@ �I�. �K @

xu, vyH2 “ xu, vyL2 ` xu1, v1yL2 ` xu2, v2yL2 ,

. ú

�GQ�. ÊJ
ë ZA 	� 	̄ ñë

7.59 تمرين
�I�. �K @ .

ż 2π

0
fpxqdx “ 0

�	à

@ 	�Q 	® 	K . ø
 PðX - 2π ð C1 		J�Ë@ 	áÓ AªK. A�K f : R Ñ R 	áºJ
Ë

�	à

@

ż 2π

0
|fpxq|2 dx ď

ż 2π

0
|f 1pxq|2 dx.

? �è@ðA�ÖÏ @ A 	JK
YË 	àñº�K �éËAg �ø


@ ú


	̄

7.60 تمرين
: �K.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË @ u : R Ñ R 	áºJ
Ë .1

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦺ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0 : x ď ´1,

1 ` x : ´1 ď x ď 0,

1 ´ x : 0 ď x ď 1,

0 : 1 ď x.

úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K
 B é 	JºË H1pr´2, 2sq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 v “ 1 ´ u ©K. A�JË @
�	à

@ �I�. �K @ .u P H1pRq

�	à

@ �I�. �K @
.H1pRq

.Ω Ă Rn XðYm× hñ�J 	®Ó É¿ Ég.

@ 	áÓ C1pΩq Ă H1pΩq Z @ñ�JkB @ A

	JK
YË é�	K

@ �I�. �K @ .2

�	àA
	̄ , u, Bju P L2pΩq, 1 ď j ď n 	àA¿ @ 	X @ð u P C1pΩq

	àA¿ @ 	X @ é�	K

@ 	á��
K. , �éÓA« �é 	®��.

.u P H1pΩq

.C0pra, bsq ú

	̄ �Ò 	ª 	JÓ H1psa, brq

�	à

@ �I�. �K @ .R 	áÓ BAm.× ra, bs 	áºJ
Ë .3

©K. A�JË @
	¬Qª	K k ą 0 Ég.


@ 	áÓ .Ω “ Bp0, aq Ă R2 © 	�	� . ù¢ªÓ 0 ă a ă 1 	áºJ
Ë .4

�K. u : Ωzp0, 0q Ñ R

upx, yq “ p´ ln
a

x2 ` y2qk.

�	à

@ �I�. �K @ .Ω úÎ« @QÒ�J�Ó C�JÜØ ÉJ. �®K
 B é�	K


@ð k ą 0 É¿ Ég.


@ 	áÓ L2 úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 u ©K. A�JË @
�	à

@ �I�. �K @

.k ă 1{2 	àA¿ @ 	X @ u P H1pΩq

.H1pΩq Ę C0pΩq
�	à

@ ��J.� AÜØ i. �J 	J

���@ .5

7.61 تمرين
.H1

0 psa, brq Ł H1psa, brq
�	à

@ �I�. �K @ .1

.fu P H1
0 pΩq

�	à

@ �I�. �K @ .f P DpΩq ð u P H1pΩq 	áºJ
Ë .2

7.62 تمرين
.u P H1

0 pΩq 	áºJ
Ëð pn ě 1q Rn 	áÓ @XðYm× Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë
: A 	JK
YË , φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @ .1

x∆u, φyD1pΩq,DpΩq “

ż

Ω
upxq∇φpxqdx “ ´

ż

Ω
∇upxq ¨ ∇φpxq dx.

@Xð 	QÓ ú

�GQ�. ÊJ
ë ZA 	� 	̄ ñë é 	JÓð .H1pΩq 	áÓ ��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ú
«Aª
�� ZA 	� 	̄ ñë H1

0 pΩq
�	à

@ Q» 	Y 	K .2

�	à

@ ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ i. �J 	J

���@ .H1
0 pΩq �Ë ú
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ø
 ñ

	J�JÊË H´1pΩq �K. 	QÓQ 	K .H1pΩq Õæ

	¢ 	JK.

	áÓ Qå� 	J« úÍ@
�èYJ
kð �é�®K
Q¢�. XYÖß
 D1pΩq 	áÓ Qå� 	J« ñë ø


	YË@ ∆u
�	à

@ ø



@) ∆u P H´1pΩq

A 	JK
YË é�	K

@ð ,( ∆u �K. éË 	QÓQ 	K H´1pΩq

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦻ محلولة غير تمارين .ᦽ باب

||∆u||H´1pΩq “ ||∇u||L2pΩq.

7.63 تمرين
.L8pΩq ú


	̄ AêÊ 	g@YÓ n× n 	á�
�J 	̄ñ 	®�Ó N ð M ð , n ě 1 , Rn 	áÓ @XðYm× Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë
: A 	JK
YË , ξ P Rn É¿ð x P Ω É¿ Ég.


@ 	áÓ �IJ
m�'. α ą 0 Yg. ñK
 é�	K


@ 	�Q 	® 	K

Mpxqξ ¨ ξ ě α|ξ|2 ð Npxqξ ¨ ξ ě α|ξ|2.

�IJ
m�'. YJ
kð u Yg. ñK
 é�	K

@ �I�. �K @ .f P L2pΩq 	áºJ
Ë .1

$

&

%

u P H1
0 pΩq

ż

Ω
Npxq∇upxq ¨ ∇vpxq dx “

ż

Ω
pMpxq ` Npxqq∇wpxq ¨ ∇vpxq dx, @v P H1

0 pΩq,
(7.1)

: ���®m�'
 w �IJ
k
$

&

%

w P H1
0 pΩq

ż

Ω
Mpxq∇wpxq ¨ ∇vpxq dx “

ż

Ω
fpxqvpxq dx, @v P H1

0 pΩq.
(7.2)

.p7.2q �Ë Cg w ©Ó p7.1q �Ë YJ
kñË@ ÉjÊË T pfq �K. 	QÓQ 	K , ú
ÎK
 AÓ É¿ ú

	̄

É¿ �èPñ�ð QÒ�J�Ó ,ù
 ¢
	k T

�	à

@ ø



@) é� 	® 	K ú


	̄
L2pΩq 	áÓ �@Q��Ó ù
 ¢

	k ��J
J.¢�� T
�	à

@ �I�. �K @ .2

.( L2pΩq ú

	̄ AJ
Êm× �@Q��Ó Z 	Qk. ñë f �K. L2pΩq 	áÓ XðYm× Z 	Qk.

A
�é 	̄ñ 	®�Ó Yg. ñ�K é�	K


@ �I�. �K @ .M “ λN �IJ
m�'. λ P R Yg. ñK
 é�	K


@ È@ ñ�Ë@ @ 	Yë ú


	̄ 	�Q 	® 	K .3
, u “ T pfq �IJ
m�'. λ ð M �K. ¡�® 	̄ ��Êª�J�K

ż

Ω
Apxq∇upxq ¨ ∇vpxq dx “

ż

Ω
fpxqvpxq dx, @v P H1

0 pΩq.

.λ ð M
�éËBYK. A �èPAJ.« ¡«


@

, f P LppΩq É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @ .1 ă p ď `8 ð n “ 2

�	à

@ È@ ñ�Ë@ @ 	Yë ú


	̄ 	�Q 	® 	K .4
.p7.2q �Ë Ég w ©Ó p7.1q �Ë u YJ
kð Ég Yg. ñK


7.64 تمرين
? T P H1pΩq Éë .T 1 P L2pΩq

�	à

@ 	�Q 	® 	K .T P D1pΩq 	áºJ
Ëð Rn 	áÓ Agñ�J 	®Ó Ω 	áºJ
Ë

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦼ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.65 تمرين

: ú

�æÊ�JÖÏ @ ©K. A�JÊË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@ .1

fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1 ` x : ´1 ď x ď 0,

1 ´ x : 0 ď x ă 1,

0 : x Ps ´ 8,´1rYs1,`8r.

.

ż `8

0

sin4 x

x4 dx ÉÓA¾�JË @ �éÒJ
�̄ i. �J 	J
���@ .2

7.66 تمرين
.fpxq “ e´α|x| © 	�	� , α ą 0 Ég.


@ 	áÓ

f. �Ë ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@ .1

.x ÞÑ
1

1 ` x2 ©K. A�JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' i. �J 	J
���@ .2

.x ÞÑ
1

p1 ` x2q2 ©K. A�JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@ Õç�' f ‹ f I. �k@ .3
.x ÞÑ

x

p1 ` x2q2 ©K. A�JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@ .4

7.67 تمرين
.

ż

R
φ2ptqdt “ 1 �IJ
m�'. , R ú


	̄ éÒJ
�̄
	Y 	g


AK
 φ P SpRq 	áºJ
Ë

�	à

@ �I�. �K @ .1

2
ż

R
tφ1ptqφptqdt “ ´1.

7.68 تمرين
. �IK. A�K T “ c ÈY�JªÖÏ @ ©K
 	Pñ�JÊË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@

7.69 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ R ú


	̄ �éËY�JªÖÏ @ �HAªK
 	Pñ�JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@
, δa .1

, eiaxpa P Rq .2
, sinpxq, sin2pxq .3

, x sin x .4

, sin x
x

.5

, vpp
1
x

q .6
. H .7

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦽ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.70 تمرين

: �éJ
ËA�JË @ �@ñ	mÌ'@ �I�. �K @ .T P S 1pRq 	áºJ
Ë

FτapT qpνq “ e´iaνFT pνq,

F peiaxT pxqq “ τaFT pνq,

F pxT pxqqpνq “ ipFT q1pνq,

F pT 1pxqqpνq “ iνFT pνq.

7.71 تمرين
?YK
A��
 	®J
ë ©K. A�JË ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' H. A�k 	áºÖß
 Éë

7.72 تمرين
.vp1

x
�Ë ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@

7.73 تمرين
.Pf 1

x2 �Ë ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@

7.74 تمرين
. ln |x| �Ë ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@

7.75 تمرين
.xHε I. �k@ .ε ą 0 �IJ
k Hεpxq “ e´εxHpxq © 	�	� .1

	à

@ i. �J 	J

���@ .2

vp
ˆ

1
x

˙

“
1

x ` i0
` iπδ,

.
1

x ` i0
“ lim

εÑ0`

1
x ` iε

�IJ
k

7.76 تمرين
.ψ “ 0 ð


@ ϕ “ 0

�	à

@ �I�. �K @ .ϕ ‹ ψ “ 0

�	à

@ 	�Q 	® 	K .ψ P DpRnq ð ϕ P SpRnq 	áºJ
Ë .1

.ϕ R L1 �éËAg ú

	̄ @XA 	�Ó BA�JÓ ¡«@ð ϕ P L1 @ 	X @

�éj. J
�� 	JË @ � 	® 	K �I�. �K @ .2

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦾ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.77 تمرين

.ν ÞÑ e´π2ν2 ñë x ÞÑ e´πx2 ©K. A�JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	à

@ �HAJ. �K @ ñë 	áK
QÒ�JË @ @ 	Yë 	áÓ 	¬YêË@

gpνq �K. éË 	QÓQ 	�Ëð
.gp0q “ 1

�	à

@ �I�. �K @ .1

?i. �J 	J
����� @ 	XAÓ . �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ è 	Yë Égð g1pνq “ ´2πνgpνq

�	à

@ �I�. �K @ .2

.x ÞÑ
1

σ
?

2π
exp

ˆ

´
px ´ mq2

2σ2

˙

©K. A�JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �é�®K. A�Ë@ �éÊJ�

B@ 	áÓ i. �J 	J

���@ .3

7.78 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ ©K. A�K É¾Ë ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' I. �k@ .a, b ą 0 	áºJ
Ë .1

e´a|x|, |x|e´a|x|, hapxq “
2a

x2 ` a2 .

.zhahb ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�'ð ha ‹ hb
	Ê
�
Ë @ Z @Yg. I. �k@ , pha ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' ÈAÒª�J�AK. .2

7.79 تمرين
: �éJ
ËA

��JË @ �HCÓA¾�JË @ I. �k@ , ÈA 	®�PAK. �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�AK.

I “

ż

R

ˆ

sinpπxq

πx

˙n

dx, n “ 2, 3, 4

J “

ż

R

dx
p1 ` x2q2 .

7.80 تمرين
: �éJ
ËA�JË @ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÒÊË ˘8 Y	J« ÐðYªÖÏ @ F ÉmÌ'@ 	á« �Ij�. 	K

´y2pxq ` ypxq “ e´2|x|.

. éË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñj�JË pF �K. 	QÓQ 	Kð F P L1pRq

�	à

@ 	�Q 	® 	JË

. pF pνq “
4
3

ˆ

1
1 ` 4π2ν2 ´

1
4 ` 4π2ν2

˙ �	à

@ �I�. �K @ .1

.F pxq
�èPAJ.« i. �J 	J

���@ .2

7.81 تمرين
: A 	JK
YË , S 1pRq ú


	̄ é�	K

@ �I�. �K @

lim
λÑ`8

eiλxvp1
x

“ iπδ.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦷᦿ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
. �èQå��AJ. ÖÏ @ �é�®K
Q¢ËAK. .1

. ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' ÈAÒ �ª�J�AK. .2

7.82 تمرين
�IJ
m�'. u P S 1pRq ð λ ą 0 	áºJ
Ë

d4u

dx4 ` λu P L2pRq.

.u P H4pRq
�	à

@ �I�. �K @ .1

.λ ď 0 A�ÜÏ �é£A 	g 1 È@ ñ�Ë@ �éj. J
�� 	K
�	à

@ XA 	�Ó ÈA�JÖß. 	á��
K. .2

7.83 تمرين
�IJ
m�'. f P SpRq ©K. A�K Yg. ñK
 Éë .1

ż

R
xkfpxq dx “ 0, @k ě 0?

.f P DpRq ©K. A�K Xñk. ñË �éJ.� 	�ËAK. È@ ñ�Ë@ � 	® 	K .2
�IJ
m�'. S P E 1pRq ©K
 	Pñ�K Yg. ñK
 Éë .3

xS, xky “ 0, @k ě 0?

7.84 تمرين
.fpxq “ Hpxq exppλxq ` Hp´xq exppµxq : �K.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JË AK. �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ T 	áºJ
Ë
. BY�JªÓ AªK
 	Pñ�K T 	àñºK
 ú �æk µ ð λ 	á�
K
Y�®ªË@ 	áK
XYªË@ úÎ« AJ
 	̄ A¿ð AÓ 	PB A£Qå�� ¡«@ .1

.pT I. �k@ �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄
.2

7.85 تمرين
. pT 1 I. �k@ .T BY�JªÓ AªK
 	Pñ�K

	¬QªK
 x ÞÑ arctan x ©K. A�JË @
�	à

@ �I�. �K @ .1

, �HAªK
 	Pñ�JË @ Ðñê 	®Öß. A 	JK
YË é�	K

@ ���®m��' .2

x

ˆ

´
1
2i

vp
ˆ

1
x

˙

`
1 ´ expp´2π|x|q

2ix

˙

“ ´
1
2i

expp´2π|x|q.

�	à

@ i. �J 	J

���@ .3

pT “
1
2i

vp
ˆ

1
x

˙

´
1 ´ expp´2π|x|q

2ix
.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦸᦶ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.86 تمرين

.fnpxq “
1

x `
1
n

: �K. fn : R Ñ C 	¬Qª	K , n P N˚ Ég.

@ 	áÓ

.R úÎ« BY�JªÓ AªK
 	Pñ�K
	¬QªK
 fn

�	à

@ �I�. �K @ .1

ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' I. �k@ð , vpp
1
x

q ´ iπδ ñm� 	' S 1pRq ú

	̄ H. PA

�®�J�K pfnqně1
�éJ
ËA�J�JÖÏ @

�	à

@ �I�. �K @ .2
. �éK
Aî 	DË @ è 	YêË

7.87 تمرين
.fnpxq “

ˆ

cos x
?
n

˙n

: �K. fn : R Ñ C 	¬Qª	K , n P N˚ Ég.

@ 	áÓ

.p pfnqně1 ð pfnqně1
�HAJ
ËA�J�JÖÏ @ �HAK
Aî 	E S 1pRq ú


	̄ I. �k@

7.88 تمرين
	à@ ,ñë , R úÎ« 	á�
 	̄QªÓ ( 	á�
�J 	®Ê�J	m× 	á�
�KQ 	® �� @ 	X) �èQ 	® ��Ë@ � 	® 	K AÒêË 	á�
ªK. A�JË 	Ê

�
Ë @ Z @Yg.

�	à

@ �I�. �K @

.(AK
XQ 	̄ ) AJ
k. ð 	P AªK. A�K , @Xñk. ñÓ 	àA¿

7.89 تمرين
.R úÎ« XðYm×ð Xñk. ñÓ L2pRq 	áÓ 	á�
ªK. A�JË 	Ê

�
Ë @ Z @Yg.

�	à

@ �I�. �K @ .1

Y	J� ð 	X ©K. A�K ñë R úÎ« 	á�
 	̄QªÓ �@Q��Ó Y	J� @ 	X 	á�
ËñÒ» 	á�
ªK. A�JË 	Ê
�
Ë @ Z @Yg.

�	à

@ �I�. �K @ .2

.�@Q��Ó

7.90 تمرين
: �K. A 	̄QªÓ φ : R Ñ R 	áºJ
Ë

φpxq “

$

&

%

exp
ˆ

1
|x|2 ´ 1

˙

: |x| ă 1,

0 : |x| ě 1.

.φ P DpRq
�	à

@ Q» 	Y 	K

.φεpxq “ φ
´x

ε

¯

© 	�	� , �I�. �JÓ ε ą 0 Ég.

@ 	áÓ .1

. èY 	J� XYgð φε P DpRq
�	à

@ �I�. �K @

, n P N˚ É¿ Ég.

@ 	áÓ , �IJ
m�'. DpRq Qå�A 	J« 	áÓ pρnqně1

�éJ
ËA�J�JÓ Zú
æ
�� 	� @ .2

ρnpxq ě 0, @x P R;
ż

R
ρnpxq dx “ 1; Supp ρn “

„

´
1
n
,

1
n

ȷ

.

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦸᦷ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.91 تمرين

	áK
QÒ�JË @ ú

	̄ �è


A �� 	�ÖÏ @ pρnqně1

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ Q�. �Jª 	K .�@Q��Ó Y 	J� ð 	X @QÒ�J�Ó AªK. A�K f : R Ñ R 	áºJ
Ë
. ��K. A�Ë@

.DpRq úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K
 f ‹ ρn , n ě 1 É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ Y»


A�K .1

.n Ñ `8 A�ÜÏ ||f ‹ ρn ´ f || Ñ 0 : �	à

@ �I�. �K @ .2

.L1pRq ú

	̄ �é 	®J
�J» �@Q��Ó Y	J� ð 	Xð �èQÒ�J�ÖÏ @ C ú


	̄ R 	áÓ �èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ �é«ñÒm.×
�	à

@ Q» 	Y 	K .3

? ��K. A�Ë@ È@ ñ�Ë@ 	áÓ ék. A�J 	J���@ 	áºÖß
 @ 	XAÓ

7.92 تمرين
.R úÎ« AªK
 	Pñ�K T 	áºJ
Ë .1

. éJ.�k@ð @YJ
k.
	¬QªÓ δ1 ‹ T

�	à

@ �I�. �K @ -

.X ‹ H “ δ �IJ
m�'. X P E 1pRq Yg. ð@ .2
.δpjq ‹ T I. �k@ , j P N Ég.


@ 	áÓ .3

.@T P D1pRq,
n
ÿ

j“0
ajT

pjq “ S ‹ T : �IJ
m�'. S �@Q��Ó Y	J� @ 	X AªK
 	Pñ�K Yg. ð@ .4

7.93 تمرين
.fpxq “ gpxq “ 0, @x ď 0 �IJ
m�'. L1pRq 	áÓ 	á�
ªK. A�K g ð f 	áºJ
Ë

.hpxq “ pf ‹ gqpxq “ 0, @x ď 0
�	à

@ �I�. �K @ .1

.T “ Th : h �K. �� 	̄QÖÏ @ ©K
 	Pñ�JË @ T 	áºJ
Ë
.φ P DpRq É¿ Ég.


@ 	áÓ xTh, φy

�èPAJ.« I. �J» @ .2
Suppφ Ă r0,`8r ø



@ , .x ď 0 Ég.


@ 	áÓ φ “ 0 ©Ó φ P DpR Ég.


@ 	áÓ xTh, φy I. �k@ .3

7.94 تمرين
:PA��
Ë @ 	áÓ XðYm× AëY	J� ú


�æË@ R úÎ« �HAªK
 	Pñ�JË @ �é«ñÒj. ÖÏ D1
`pRq �K. 	QÓQ 	K

D1
`pRq “ tT P D1pRq, Da P R : SuppT Ă ra,`8ru

AJ
ÊK
YJ. �K @Q�.g. iJ.��
 	Ê
�
Ë @ Z @Ym.�'. Xð 	P @ 	X @ð , D1pRq 	áÓ ú


G 	Qk. ú
«Aª
�� ZA 	� 	̄ D1pRq

�	à

@ Y»


A�K .1
. AK
Yg@ð

: �	à

@ Y»


A�K

, δ P D1
`pRq -


@

, H P D1
`pRq - H.

.D1
`pRq ú


	̄ AK. ñÊ�®Ó ÉJ. �®K
 H - �k.
.D1

`pRq ú

	̄ @YJ
kð AJ
Ê�


@ AªK. A�K ÉJ. �®K
 D1

`pRq 	áÓ Qå� 	J« É¿ - X

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦸᦸ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
ú
æ
��ñ» �éË


A�ÖÏ YJ
kñË@ ÉmÌ'@ α ð n é�Jk. PX XðYg Q�
�J» P “ anX

n ` . . . ` a1X ` a0 	áºJ
Ë .2
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

R˚
` ú


	̄
P

ˆ

d

dx

˙

α “ 0,

αp0q “ α1p0q “ . . . “ αpn´2qp0q “ 0,

αpn´1qp0q “
1
an
.

.P

ˆ

d

dx

˙

ú
Î
	�A 	®�JË @ Q�K ñÒÊË AJ
�A�


@ Cg αH

�	à

@ �I�. �K @ -

Cg ÉJ. �®�K P
ˆ

d

dx

˙

X “ T : �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ , T P D1
`pRq É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ i. �J 	J

���@ -
.D1

`pRq ú

	̄ @YJ
kð

: �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ D1
`pRq ú


	̄ Ég : ��J
J.¢�� .3
.X 1 ´ λX “ δ -


@

.X2 ` ω2X “ δ - H.

7.95 تمرين
: �K. R úÎ« 	¬QªÖÏ @ g ©K. A�JË @ Q�. �Jª 	K

gpxq “

#

e´2π|x|
e´2πx : x ě 0,

e2πx : x ă 0.

. éÊÓA¾�K I. �k@ð g P L1pRq
�	à

@ �I�. �K @ .1

:ñë ú
G
Pñ
	®Ë éÊK
ñm�

�' �	à

@ Y»


A�K .2

pfpyq “

ż

R
e´2iπxygpxq dx “

1
π

ˆ

1
1 ` y2

˙

.

7.96 تمرين
.x P R É¿ Ég.


@ 	áÓ fλpxq “ ke´kx2 © 	�	� .k P R 	áºJ
Ëð λ P R˚

`
	áºJ
Ë

. úÍð

B@ �éJ. �KQË @ 	áÓ �éJ
¢ 	k �éJ
Ê 	�A 	®�K �éËXAªÖÏ Ég fλ

�	à

@ ���®m��' .1

�IJ
m�'. f P SpRq ©K. @ñ�K 	á« �Ij�. 	K .2

pfpyq “

ż

R
e´2iπxyfpxq dx “ fpyq.(7.3)

. @YJ
k. PA�J	m× λ Ég.

@ 	áÓ fλ É¾ ��Ë@ 	áÓ é�	K A

	̄
p7.3q

���®m�'
 f P SpRq
	àA¿ @ 	X @ é�	K


@ �I�. �K @

.µ ð λ
�éËBYK. XYm× γ ©Ó fγ É¾ ��Ë@ 	áÓ fλ ‹ fµ

�	à

@ �I�. �K @ .λ, µ ą 0 	áºJ
Ë .3

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦸᦹ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
7.97 تمرين

: ���®m�'
 pf ú
G
Pñ
	®Ë éÊK
ñm�

�' �	à

@ �I�. �K @ .f P L1pRq 	áºJ
Ë

, pfpyq “

ż

R
fpxq cosp2πxyq dx : �	àA

	̄ , AJ
k. ð 	P pf 	àA¿ @ 	X @ .1

, pfpyq “ ´i

ż

R
fpxq cosp2πxyq dx : �	àA

	̄ , AK
XQ 	̄ pf 	àA¿ @ 	X @ .2

7.98 تمرين
. éJ.�k@ð ú
G
Pñ

	®Ë CK
ñm�
�' ÉJ. �®K
 f �éJ
ËA�JË @ ©K. @ñ�JË @ 	áÓ É¿ �	à


@ �I�. �K @

.fpxq “ χr´a,aspxq pa ą 0q .1

.fpxq “ p1 ´ |x|qχr´1,1spxq .2
. 	áK
 	Q�
ÜØ 	á�
ªK. A�JË 	Ê

�
Ë @ Z @Yg. 	á« �èPAJ.« ©K. A�JË @ @

	Yë : XA ��P@
.fpxq “ expp´a|x|q pa ą 0q .3

7.99 تمرين
. AÓAÖ �ß AJ.k. ñÓ AJ
�®J
�®k @XY« a 	áºJ
Ë

.fpxq “ expp´ax2q : �K. R úÎ« A 	̄QªÓ AªK. A�K f 	áºJ
Ë .1
. úÍð


B@ �éJ. �KQË @ 	áÓ �éJ
¢ 	k �éJ
Ê 	�A 	®�K �éËXAªÓ ���®m�'
 f

�	à

@ Y»


A�K

. ¨ñ	JË @ � 	® 	K 	áÓ �éJ
Ê 	�A 	®�K �éËXAªÓ ���®m�'
ð Xñk. ñÓ pf
�	à

@ �I�. �K @ .2

. pf
�èPAJ.« Yg. ð@ , �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �éËXAªÖÏ @ è 	Yë Ém�'. .3

.(
ż

R
expp´x2q dx “

?
π : XA ��P@)

.x ÞÑ expp´a|x|2q �K. R2 úÎ« 	¬QªÖÏ @ ©K. A�JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' i. �J 	J
���@ .4

7.100 تمرين
. ´8 ð `8 Y	J« 0 úÍ@ Èð ñ�K ú


�æË @ R úÎ« �èQÒ�J�ÖÏ @ ©K. @ñ�JË @ Z A 	� 	®Ë C0
0 pRq �K. 	QÓQ 	K

.C0
0 pRq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
ð Xñk. ñÓ pf
�	àA
	̄ , f P L1pRq

	àA¿ @ 	X @ é�	K

@ Q» 	Y 	K

. @YJ
k.
	¬QªÓ

ż A

0

sin u
u

du ÉÓA¾�JË @ , A ù

�®J
�®k É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ ���®m��' .1

.@A P R,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż A

0

sin u
u

du
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C : �IJ
m�'. C ą 0 �IK. A�K Yg. ñK
 é�	K

@ �I�. �K @ .2

@ 	X @ , gpyq “
1

ln y
; 0 ď y ď e @ 	X @ , gpyq “

y

e
: �K. , ø
 XQ

	̄
g : R Ñ R ©K. A�JË @

	¬Qª	K .3

.y ě e

.C0
0 pRq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 g
�	à

@ ���®m��' -

. limNÑ`8

ż N

ε

gpyq

y
dy “ `8 : �	à


@ �I�. �K @ -

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦸᦺ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
? g “ pf �IJ
m�'. f P L1pRq Yg. ñK
 Éë -

? C0
0 pRq ú


	̄
L1pRq 	áÓ 	¬QªÖÏ @ ú
G
Pñ

	̄ ÉK
ñm�
�' Èñk Èñ�®Ë@ 	áºÖß
 @ 	XAÓ .4

7.101 تمرين
. .R úÎ« �éËñÒ» f2 ð f 1 , f �IJ
m�'. C2 		J�Ë@ 	áÓ AªK. A�K f : R Ñ R 	áºJ
Ë

. �éËñÒ» pf
�	à

@ �I�. �K @ .1

? F pf ð f �Ë �éJ.� 	�ËAK. ék. A�J 	J���@ 	áºÖß
 @ 	XAÓ .2

7.102 تمرين
: �K.

	¬QªÖÏ @ ©K. A�JÊË ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' �	à

@ H. A�k 	àðX 	á��
K.

f1pxq “ χr´1,1spxq,

.�@Q��Ó Q�
 	« Y	J� ð 	X

7.103 تمرين
.σ ą 0 ð m P R 	áºJ
Ë .1

.fm,σpxq “
1

σ
?

2π
exp

ˆ

´
px ´ mq2

2σ2

˙

: �K. fm,σ : R Ñ R ©K. A�JË @
	¬Qª	K

. éJ.�k@ð @YJ
k.
	¬QªÓ yfm,σ ©K. A�JË @

�	à

@ ���®m��'

.pm1 P R,m2 P R, σ1 ą 0, σ2 ą 0q fm1,σ1 ‹ fm2,σ2 i. �J 	J
���@ .2

7.104 تمرين
© 	�	� , t ą 0 É¿ Ég.


@ 	áÓ .ψ P SpRq 	áºJ
Ë

F px, tq “ Ftpxq “
1

?
4πt

exp
ˆ

´
x2

4t

˙

,

: 	¬Qª	Kð

upx, tq “ pψ ‹ Ftqpxq “
1

?
4πt

ż

R
ψpyq exp

ˆ

´
px ´ yq2

4t

˙

dy.

.R × R˚
` úÎ« @YJ
k.

	¬QªÓ u �	à

@ ���®m��' .1

éÊK
ñm�
�' I. �k@ð SpRq úÍ@ ù
 Ò

�J 	�K
 ut : x ÞÑ upx, tq ©K. A�JË @ , t ą 0 É¿ Ég.

@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @
.put ú
G
Pñ

	®Ë

. ÈñÒ» px ÞÑ
BF

Bt
px, tqq , t ą 0 É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ �I�. �K @ .2

.SpRq úÍ@ ù
 Ò
�J 	�K
 vt : x ÞÑ

Bu

Bt
px, tq ©K. A�JË @ , t ą 0 É¿ Ég.


@ 	áÓ é�	K


@ i. �J 	J

���@

محيوت آيت لطيفة الأستاذة



ᦸᦸᦻ محلولة غير تمارين .ᦽ باب
�éËXAªÖÏ @ ���®m�'
 u

�	à

@ �I�. �K @ , SpRq ú


	̄ ú
G
Pñ
	̄ ÉK
ñm�

�' ÈAÒª�J�AK. ð , B put
Bt

“ pvt
�	à

@ 	�Q 	®K. .3

R × R˚
` ú
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