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Notations et préliminaires

Eo, E1 deux espaces de Banach tels que E; C Eg avec injection

continue et E; = Ey.
m On note par H(Ey, Eo) 'ensemble des

A € L(Ej1, Ep) tels que, D(A) = E; et (—A) est un
générateur infinitésimal d’'un semi-groupe
analytique {e~"%,t > 0}.

m Le semi-groupe Ta est dit décroissant
exponentiellement s'il vérifie

() I Ta(t) L) < Me=“' t>0
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Netations et m Le sous-ensemble de H(E;, Ep) formé des

préliminaires

générateurs infinitésimaux de semi-groupes
vérifiant (x) est noté H(Ey, Eo).

m Pour k > 0, on pose

Ck(J,Ep) := {f : I — Eo\[t — t*f(t)] € C(J, Ep)},

ou J C RT un intervalle contenant O.
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Notations et
préliminaires

‘ m € R*, on pose
CM(J,F) = {f e C"(J,F)\[t — t*f(t)] € C™(J,F)},
ot J :=J\{0}.

C'(E1,Ep) := {u : E; — Ep)\u est lipschitzienne}
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Les équations différentielles abstraites du premier
ordre ont été étudiées par de nombreux auteurs, parmi
lesquels on trouve

T. Kato (~ 1950), P. S. Sobolevskii (=~ 1960),

H. Tanabe (~ 1970), H. Amann, (=~ 1980, 1990, 2000)

et P. Guidotti (~ 1990, 2000).
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Equation
Q) u +A)u = f(t), ted\{0},
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différentielle linéaire abstraite

Equation

1) U+ AU = f(t), ted\{0},

Hypotheses du Probleme (1)
mAeCl(J, H (Ey,Ep)), (avec 0 < p < 1 etk > 1),

mfeCii(J,Ep)(aveck > 1).

\

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007



Introduction

parveom et 'équation différentielle quasi-linéaire abstraite

2) u +A(t,u)u = F(t,u), teJ\{0}.

Hypotheses du Probleme (2)

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007



Introduction

parveom et 'équation différentielle quasi-linéaire abstraite

M. MERABET

Introduction

2) u +A(t,u)u = F(t,u), teJ\{0}.

Hypotheses du Probleme (2)

mAcCl (I x X, H (E1, Ep)), (avec k > 1). i.e.,

A(.,u) € C/(J,H (E1,Ep)), pour u fixé dans X,
et

A(t,.) € C*(X., H (E1,Ep)), pour tfixé dans J,
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mFeClh (I x X, Ep)(avecO< f<a<let
k >1)
i.e., F e CO' (I x X,, Es) et F est borné

sur tout sous-ensemble borné de J x X,,.

3ibliographie

ou J est un intervalle dans R*, contenant O.
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Le probléme linéaire de Cauchy et I'opérateur
d’évolution

Le probleme linéaire de Cauchy

Pourk > 1etp € (0,1), on suppose

3) A€ C(J,H (Ey, Eo))

(4) fe Ck_l(J, Eo)
et on considere le probleme de Cauchy suivant :
u’ +A(t)u =f(t), t € J\{0},

(P C)a ¢ {
u(0) =0.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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L'opérateur d’évolution

On pose
Ja={(t,s) €I xJ:s <t}
Ja={(t,s) €I xJ:s <t}

Définition 01
On appelle opérateur d’ évolution ( Solution

fondamentale, Propagateur) associé au
Probléme (P C)a, ¢ I'opérateur

Ua : Ja — L(Eo) Vérifiant les propriétés suivantes:

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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i) Ua(t, S)UA(S,r) = Ua(t,r), Ua(s,s) = I,

r<s<t, (t,s) € Ja.

Introduction

Le probl éme

Inéafedo i) Ua(t,s) € L(Eo, E1), pour (t,s) € Ja.

I'op érateur

d’évolution

i) t — Ua(t, s) est différentiable sur |s, t]
dans L(Eo), et ZUa(t,s) = —A(t)Ua(t,s),
(t,s) € IX.

iv) ZUa(t,s)x = Ua(t,s)A(S)x, pour (t,s) € Ja

etx € E;.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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‘Lelp;b.‘eme Corollaire 01
Cuuiy ot Supposons que A € C?(J, H(E;, Eo)) pour tout
'op érateur

d’évolution

p € (0,1), alors il existe un opérateur d’évolution Ua

unique associé au Probléme (P C)a .
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Soit E, F deux espaces de Banach, a € R.

Définition 02
On note par R(E, F, a) 'espace de Fréchet (espace

localement convexe, métrisable et complet) suivant

R(E,F,a) :={k € C(J5,L(E,F)) : [Kll(a),r <400}

N

ou

||k||(a)7T = Sup (t — S)aHk(t?S)HL(E?F)?T E ‘]

0<s<t<T

Notation : Si E = F, on pose R(E, E, a) := R(E, a).
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L'opérateur d’évolution

Théoréme 01

Soit o, 5 € [0,1), eth € R(E, «). Alors

Pour tout a € R(E, F, ), I'équation linéaire de Volterra
u = a+ u *x h admet une solution unique

uecR(E,F,a) tellequeu =a+ax*w,
ou

et

axw(t,s) = /t a(t, 7)w(r,s)dr.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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M. MERABET Corollaire 02
Si on pose
\u\u)(hu:\\f»u U(t, 7_) = UA(t, 7_)
indarede a(t, 7) == e~ (t-1AM)
Top e ®) h(t,7) := [A(’/") A(t)]e~t="A)
d’évolution ’ ’
uxh(t,7) = 0 u(t,o)h(o,7)do
I'équation

Un(t, 7) = =AM — [LUA(t, 0)[A(0) — A(r)]e~(-"AMd o

devient

(6) u = a+uxh.
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S A

Le probl éme

e Alors, d’apres le Théoreme 01, I'équation
I'op érateur

d’évolution

(6) admet une solution unique Up € MR(Eo, 0) donnée

par Uy =a+ax*xw.
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L'opérateur d’évolution

Définition 03
Soit E un espace de Banach, M > 1 eto € R. On

désigne par G(E,M, o) I'ensemble des A € C(E),
tels que (—A) est un générateur infinitésimal d’'un
semi-groupe fortement continu {e~* t > 0}

satisfaisant a |[e ™| &) < Me“".
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L'opérateur d’évolution

Remarque 01
Soit A € C/(J,H (E1, Eop)). Alors il existe deux

constantes M > 1 et wp > 0O tels que

t“A(t) € G(Ei,M, —wp) t€J, i=0,1.
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L'opérateur d’évolution

Lemme 01
Soit A € C/(J,H (E1, Ep)). On suppose que

0<pg<a<letp<min{p, %}. Alors il existe une

constante ¢ > 0, telle que

Tk(afﬂ)

||UA(taT)”L(E5,EQ) S Cm,t & J\{O},T & (O,t),

ou k’ est I'exposant conjugué de k.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007



Soutenance ,
20 Juin 2007

M. MERABET

Introduction

Le probl éme
lin éaire de
Cauchy et
I'op érateur
d’évolution
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L'opérateur d’évolution

On a aussi la proposition essentielle suivante

Proposition 01
Soit A € C/(J,’H (E1, Ep)). Alors pour t > 0 et

a€[0,1],ona

T — 0

Ua(t,7) — O0dans L(Eq,E,).

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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Proposition 02

\;mudwmm;b SOit A E le(\] 3 H_(El, EO)) et f E Ll,LOC (\]’ EO). Alors iI

Le probl éme

lin éaire de

e existe un opérateur d’évolution unique U, tel que

I'op érateur
d’évolution

7) ut) = /0 Un(t, ) (r)d T

est une solution du Probleme (P C), +.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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Proposition 03
Supposons que A € C/(J, H (E1, Eop)) et

f € Ck_1(J,Eop) . Alors

®  u() - /'UA(.,T)f(T)dTecV(J,Ea)

0

ol € [2,1) et0 < v < min{a, (1 - )}

Pour voir la démonstration de cette proposition on a

besoin du lemme suivant :

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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Lemme 02

Supposons que A € C/(J, H (E1,Ep)) eta € (0,1).
Alors

Le probl éme
lin éaire de
JUA(t, 7) = Ua(r, 7)llo—a < S(t,T, )7 (t = 1)’
ou
e <min{o, (1 — )}
et

(t—r)>«
(t—7)(r —7)

c(t,r,7) = const|

S (=) (=) P

<

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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W On s'intéresse a I'étude du probleme de Cauchy

quasi-linéaire suivant :

u +A(t,u)u =F(t,u), teJ\{0} (PCQ)ar
ol ol
(9) A ¢ CI' (I x X, H ™ (Ey, Ep)),
et

(10) F € Cp (I xXs,Ep), 0<B<a<l

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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Le probléme quasi-linéaire de Cauchy

Théoreme 02
Supposons que les hypotheses (9)-(10) sont

vérifiées, alors il existe T > 0, tel que le Probleme
(P C Q)ar admet une solution unique
u € C([0, T], X,) qui est le point fixe de la formule

de variation de la constante suivante :

u(t) = /O Uau(t, 7)F (7, u(7))dT.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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De plus, on a

u e C°([0,T],E.)NC((0,T],E1) N C*((0,T],Eo)

el oU 0 € (0,1), tel que e > L et s < min{e, (1 —e)}.

de Cauchy

La preuve de ce théoreme nécessite les résultats

préliminaires suivants :

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007



Le probléme quasi-linéaire de Cauchy

Soutenance ,
20 Juin 2007

M. MERABET

Corollaire 03

N Supposons que A € C{(J, H™(Ex, Eo)) et

f € Ck_1(J, Eo). Alors il existe deux constantes

Le probl éme
quasi-lin éaire

de Cauchy 5, 0 € (O, 1), tels que

Jut) —u(s)la < c tot—sl®,0<s<tel

ou u est une solution du Probléme (P, C), +.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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On suppose que A,B € C/(J, H (E1, Eo))

M. MERABET

etf,g € Cv_1(J,Ep). Soita € [, 1) et
B € (0,min{p, 1 }) tels

Lep(ok;lém{e
el que o — 3> K2 aveck > 2.
De plus, soit u,v des solutions de (P C)a , (P C)g, 4

respectivement. Alors

lu(t) = v(O)lla < ¢ thDEDTE2(A — Bl + [If — gl

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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WS  Dans ce qui suit, désignons par ®(u) I'application

suivante :

d(u)(t) = AUA(,yu)(t,T)F(T,U(T))dT,tEJ.

Le probl éme
quasi-lin éaire

Py oliu € C%(J,E,), tel que ¢ vérifie la condition du
Corollaire 03, et Eca(J,Ea)(O, R) la boule fermée de

centre O et de rayon R dans C’(J, E,).

Voyons a présent quelques propriétés de ®(u).

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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Lemme 04
Supposons que les conditions (9) et (10) sont vérifiées. Soit

M. MERABET

d € (0,1) et a, B du Lemme 03. Alors il existe une constante

R > 0 telle que pour tout u,v € Eca(J,Ea)(O, R),on a

ution

Le probl éme
quasi-lin éaire
de Cauchy

[Pu(t)la < ctk-Dle=B)—k+2

Bibliographie

et

lout) — ev(t)la < ctlDODTR2u —vllcye,),

ou ¢ est une constante ne dépendant pas de u et v.
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Le probléme quasi-linéaire de Cauchy

Théoreme du point fixe de Banach

Soit T un opérateur d’'un espace de Banach E dans
lui-méme. Supposons qu'’il existe une constante c

vérifiant 0 < ¢ < 1 telle que
|Tu = Tv]le <c|jlu—V|g, Vu,v €E.

Alors, I'opérateur T possede un point fixe unique, i.e.,

il existe u € E, unique, tel que

Tu = u.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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¢ Supposons que
(11) AB e C[(J,£4(Q)),(avec p e (0,1))

olipe[i,1]telqueye[l—p, ¢

¢ Supposons pour o € [0,1] que

Applications
Perspectives o 2 2 2
Lw‘[un‘wm_ (12) f’g € Ck*l( 'S ’%(t) x 0S ’Y)

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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On considere le probleme parabolique a valeurs

initiales, singulier suivant :

u' + A(t)u =f(t) dans Q x J\{0},

(13)
B(t)u = g(t) sur I x J\{0}.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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Alors

A
le Probleme (13) admet une solution unique u telle que

ueCr(Jd,siy ),

Applications

ves . 1
Bibiographie pour 0 < v <min{y, (1 —p)} <1, telque v > 5.
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ip)eta,ﬁe(O,l)tellesque0<ﬁ<a<1.

I'op érateur

d’évolution

Applications
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Soity € (5,3 + ) eta, 5 € (0,1) telles que 0 < 5 < o < 1.

B Supposons que
(14) A, B c Cli),l—(‘] « Ssjlﬁ_2+2w~, (C/‘Q(Q))

pour g € [3,1], tel que v € [1 — 1o, o]
| |

LIES

de Cauchy

Applications

Perspectives (15) fg c leil.;(\] « SFZ)T]/I;2+2Q7S§}B;2+23 % (‘_)SS’)’+2@)

Bibliographie
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On consideéere Probleme parabolique quasi-linéaire aux

limites

u+A(t,u)u =f(t,u) dans Q xR%,

(16)
B(t,u)u = g(t,u) sur 0Q x Ry

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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Alors

e
le Probleme (16) admet une solution maximale unique

ueC(JtE,),ouJ" estlintervalle maximal
d’existence.

De plus
ueC’(J*,E,) NC(I+E;) NCLJH, Ey),

pour 0 < v < min{y, (1 — p)} <1, telque v > L.

M. MERABET Soutenance , 20 Juin 2007
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suivant :
u+Atu="Ff(t) 0<t<T,
u(0) =x ,
ou le domaine de A(t) dépend de t i.e., D(A(t)) = D(t).

m Etudier I'équation différentielle abstraite compléte

\pplications

Perspectives

Bibliographie du second ordre
u’(t) +2B(t)u’(t) + A(t)u(t) =f(t), te(0,1)

avec les conditions aux limites u(0) = ug et u(1) = uy, ou

A(t) et B(t) sont deux opérateurs linéaires fermés.
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m Etudier les problémes aux limites dans des

domaines non réguliers.
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