Chapitr
&

Probléemes aux limites a valeurs

initiales, singuliers

4.1 Rappels et définitions

¢ K:=RouC,
¢ Dans tout ce qui suit {2 désignera un ouvert borné de R"™ de frontiere 0. Nous
supposons que 02 = I'y U Ty, ou [y, I'; sont des ouverts disjoints dans 0.

¢ On désigne par v = v(z) = (v, 12, ...,1") le vecteur unitaire normal & 9.

¢ Soit 0 la fonction définie sur 02, par

1, X € Fl,
d(z) =
O, X € F[],

alors

5 € 099, {0,1}).
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4.1. Rappels et définitions

¢ Soit 0 : [0,1] — [0, 1] vérifiant

d(0)=0

et

o(t) >t, pour0<t<1.

On pose

pla) =d(2a—1]), 0 <a < 1.

De plus, on définit E%(2) par :

E(Q) = [C(QK)]"H" x Loo(Q,K) x C(09,K),
EY(Q) = [CPOQ,K)]" " x Loo(Q,K) x CP)(99, K),
E'Q) = [C'(Q,K)]™ " x Lo(Q,K) x CH(8Q,K).

Remarques 4.1.1
1. E¥(Q) = E'72(Q), avec 0 < a < 1, car p(a) = p(1 — a).

2. E{Q) — E¥(Q) — EA(Q) — E2(Q) = E(Q), avec L < 3 < a <1, car 0 =

2

p(5) < p(B) < ple) < p(1).

3. E*(Q) ne dépend que o et o € (0,1)\{3}.

¢ Soit (ajk,a;,bj,a0,c) € E*(Q) tels que ajr, = ax; (4,k € {1,2,...,n}). On définit

I'opérateur différentiel A par
Au = —0;(ajr0ku + aju) + b;0ju + agu
et 'opérateur de frontiere B, par
Bu := §{v’yp(ajx0ku + aju) + cyou} + (1 — 8)yau,
ol vy est I'opérateur de trace.
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4.1. Rappels et définitions

Définition 4.1.1

L’opérateur différentiel A est dit fortement uniformément elliptique, si

0t ar(7,&) = aj(z)&€k, (2,6) € Q x R™ et S"~! est la sphére de R™, en notant

lar(x,&)n|n] le produit scalaire.

Le sous-ensemble de E*(Q2), formé des opérateurs fortement uniformément elliptique,

est noté £*(Q).

Espaces de Besov

Soit g la fonction définie sur R"™, par :

L Jz[ <1,
po(z) =
0, |z|>1.
On pose
x
p1(z) = 900(5) — o(z),
or(x) == 1(27%), x €R™, k=2,3, ...,
alors, on a
> o) =1z €R"
k=0
et
Supp (¢r) C {z € R™; 2871 < ||z|| < 2"}, k € N\{0}.
On pose

wr(D) = f_lgok}",

ou F désigne la transformation de Fourier.

Définition 4.1.2 ( [7], [35])

Pour 1 < p,q < oo et s €R, on définit I’espace de Besov B, (R") par :
By (R") := {u € S'"(R"); [|ul|5;,, < oo}
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4.1. Rappels et définitions

ou S'(R™) est l’espace de distributions tempérées et

ol

=00

B, =D (2" on(D)ull )]s

Q=

[l

Ces espaces sont des espaces de Banach.

Quelques propriétés des espaces B; (R")

e Sisg,s1 € Ret pg,p1 € [1,00] tels que S1— 5r > S0 — o, ona

1 1
B —B* —>— 1<¢g<o0o0.
p1,9 po,q D1 Do

e D—y B, —oo<s<zl?, 1<p,qg< 0.

o (By) =B, —1+,<s<,, 1<pq<ooc

Soit p € (1,00). On pose
B: (Q), se€R\Z,
s L p.p
S(Q) = ) (4.1)
W;(Q), se€Z,
ou Bj , et W, sont les espaces de Besov et de Sobolev respectivement.
Soit p € (1,00) et (A, B) € £(Q) := E%Q).

Si ¢ ¢ {0, 1}, on pose

(), se0,1),
Spe = 3 {ue SO\N1—d)pu=0}, sed1+1), (4.2)
{u € S;()\Bu = 0}, s € (1+§,2].
et
{v € S;"(Q)\B* = 0}, cel2-2+1),
Spp = ) {ve S QN1 =0 =0}, se(-2+1-1+1),  (43)
Sy (82, s€(—1+12,0],

oi1 p’ est 'exposant conjugué de p, {.}' le dual de {.} et B* I'adjoint de B.
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4.1. Rappels et définitions

Remarque 4.1.1
1. 8i 6 =0, on va généralise la définition de Sy (S2) en posant
§36(2) = {u € 3570 = 0},
2. 8i6 =1, on définit S;5(S2), pour s = % en posant

1
Spa(@) =5, 0S5 <1+,

Théoreme 4.1.1 ( [7])

Soit 1 < p < o© et—2—i—% < S < s1 < 1+]13. Supposons que 0 < 0 < 1 et
{1+ si =0,

so:=(1=0)s0+0s1 €30, =4 {241 —1+1} sig=1,

(Z + %, N(—2,2)) sinon,

alors
(S;?Bv 55}13)9 - S;,HIBa so & N.
Soit (A, B) € E*(€2). Alors nous appelons
a(u,v) = <0, a;0ku+ aju >+ < v,b;0;u+ agu > + < Vv, cyau >4 (4.4)
la forme de Dirichlet associée a (A, B), on
< u,v >i= /Q < u(z),v(x) >gn dx

et

< U, v >pi= /asz < u(x),v(x) >gn do(x).

Onaac L(Sz,ﬁm, S22:K) i.e., a est une forme bilinéaire continue.
P, p,
Supposons que p € (1,00) et (A, B) € E¥(2). On définit

Aa—l S L(SI%,CMB7S§7O{B_2)7
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4.1. Rappels et définitions

la S§3§2— réalisation de (A,B) par :

) ) Alsea, si 200 € (14 ,2],
a—-1 -—

: 1 1
{ur—a(, W}, si2a€(5,1+2).

Si 2a € (%, 1+ 119), Aq—1 est 'unique opérateur linéaire et continu induit par la forme

de Dirichlet tel que

< v, Aa—lua >= CL(U,U), <U7 u) S S;’TI%B?’ X‘Sgﬁﬂé

Il est intéressant de noter le théoréme suivant :

Théoréeme 4.1.2 ( [6])

Supposons que p € (1,00) et 2 € [1,2]. Si (A,B) € £4(Q), alors

As1 € H(SE. 8257 (4.5)

et lopérateur résolvant de Ag_y est compact, ot 23 € [2 — 2a, 2a] N (]%, 2].

Remarque 4.1.2
Le semi-groupe généré par la S;%_Q—réalisation Ag_y de (A,B) € £2(Q) est décroissant
exponentiellement si :

aj:bj:aoz()et(s;él,

ot

0=letc#1.

¢ Soit s € Ret 1 < p < oo. On définit le sous-espace 95, de S;_E(F()) X S; ?(I'y) par

s_1_1
0} x S5~ (ry), sios <s<l+,T1#0,
0S; = 1 S, P(To)x Sy *(T1), si —1+1<s<LTo#0,
{0}, sinon.
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4.2. Problémes paraboliques linéaires, non homogénes

4.2 Problemes paraboliques linéaires, non homogenes

Soit J C R™ un intervalle contenant 0, 2y € (%, 2] et k > 1. Supposons que
(AB) € CL(J,EXQ)), (avec p € (0,1) (4.6)
ol o € [, 1] tel que v € [1 — 0, ] et

A, (t) € H‘(Si}B(t), Sﬁjﬁ—(g) (4.7)

pour tout t € J.

Supposons pour o € [0, 1] que
(f.) € CPi(J, ST x 5%, (43)

on considere les deux problemes suivants :

1. Un probleme parabolique linéaire, non homogene :

i+ A(t)u = f(t) dans Q x J,
B(t)u = g(t) sur T'x J, (4.9)

u(.,0) = u°, sur €,

<0 2v—2
ouu’ €S,y .

Définition 4.2.1

Une fonction u est dite :
o 52— Solution forte du Probléme (4.9) si 2y € (1+ %, 2] et
uwe C(J,SP2)NC(J, 82 NC(J, S22,
e 52— Solution faible du Probléme (4.9) si 2y € (1,1+ 1) et
we C(J, S NCJ, SN O (], S257%),
u(0) = u°,
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4.2. Problémes paraboliques linéaires, non homogénes

(1= 0)you(t) = (1 - d8)g(t), t € J

de plus
< v, u(t) > +a(t)(v,u(t)) =< v, f(t) > + < v9v,09(t) >s,

: 22y
pour tout t € J et v € Sp,’m )

Théoreme 4.2.1 ( [7])
Supposons que les hypothéses (4.6) — (4.7) sont vérifiées et que de plus é <2y <1+ }—17.
Alors

o Sic >0 le Probléme (4.9) admet une S27— solution faible u unique.

e Sio =0 le Probleme (4.9) admet une S27— solution faible u unique,

pour % <27 < 27.

Théoreme 4.2.2 ( [7])

Supposons que les hypotheses (4.6) — (4.7) sont vérifiées et que de plus
> 1+%<2’y§2g<2,

> il eziste ug € C7(J, Sp7) N C(J,52772), telle que Bugy = g,

> 2y —1—2<2p.

Alors

e Sio >0 le Probléme (4.9) admet une S)7— solution forte u unique.

e Sio=0 ety <o le Probléme (4.9) admet une Sﬁ— solution forte u unique, pour

%<25<27.
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4.2. Problémes paraboliques linéaires, non homogénes

2. Un probleme parabolique a valeurs initiales, singulier :

U+ A(t)u= f(t) dans Q x J, (4.10)
B(t)u = g(t) sur T x J.

Définition 4.2.2

Une fonction u € C(J, S;}B_Q) NCh(J, 5233_2) vérifiant u(0) = 0 est dite :
e 527— Solution forte du Probléme (4.10), si 2y € (1+ %, 9] et pour tout € € J,

u est une Sg”’— solution forte du probléeme

O+ Av=f(t) dans Qx JN (e 00),
B(t)v = g(t) sur T x.JN(e00), (4.11)

v(€e) = u(e) sur €.

° Sﬁ”— Solution faible du Probleme (4.10), si 2 € (117, 1+ 110), pour tout € € J, u

est une solution faible de (4.11)) et
< vyilt) > +a(t) (v, u(t) =< v, f(£) > + < 10, 89(t) 5,

7 2—2v
pour tout t € JN (€,00) et v €S 5.

Remarque 4.2.1
Chaque Sg”— solution forte du Probléeme (4.10) est une 535— Solution faible, pour

~ 1 1
Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoreme 4.2.3
Supposons que les conditions (4.6) — (4.8) sont vérifiées.
i) Si2vye (%, 1+ %) et il existe
ug € C7(J, 2N C(J, 85577

»~p,B
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4.2. Problémes paraboliques linéaires, non homogénes

telle que uy(0) =0, (1 —8)uy = g sur T x J et
Ug(t) + Aug € C1(J, 50772,

alors :

e Sio >0 le Probleme (4.10)) admet une Sg”— solution faible u unique.
e Si o = 0 le Probleme (4.10) admet une Sgﬁ— solution faible u unique, pour
% <27 < 27.
De plus
w € C¥(J, 5552,
pour 0 <v < pA(1—p) <1, tel que v > 2.

ii) Si2y€ (14 ,2] et il existe
ug € C7(J, SN CHo(J,8072)
telle que uy(0) =0, Bu, = g sur I’ x J et
iy (t) + Aug € Cra(J, S772),

alors
le Probléme (4.10) admet une Sz'y— solution forte u unique.

De plus

ue C(J, 5573*2““),

pour0§V<uA(1—u)<1telque27—2+2u<1+% etv> 4

Démonstration

Notons tout d’abord que le Probleme (4.11) admet une Sz'y—solution faible u unique
pour o > 0 et une Sf— solution faible v unique pour o = 0 et i < 27 < 27. Ceci est
une conséquence immédiate du Théoreme 4.2.1.

Posons

Q22 Qv
Ey:=S75% By =87
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4.2. Problémes paraboliques linéaires, non homogénes

On applique le Théoreme 4.1.2 sous I'hypothese (4.6) sur (A, B), on obtient
A,y € CY(J, H(Ey, Ep).
Maintenant si on définit v,(t) € Si}B_z par
<v,,(t) >:=a(t)(v,uy(t)), teJ ve S;,T]B?;Y,
on obtient sous les hypotheses sur A et u,

v, € CP(J, 8257 (4.12)

et en reformulant le probleme parabolique a valeurs initiales, singulier au sens faible.

Ceci nous ramene a chercher une fonction v € C(J, Ey) satisfaisant :

<w,0(t) > +a(t)(w,v(t)) =< w, F(t) >,

pour t € J et w € Sﬁﬁf.
Posons
F = f—1y—vy+ 7,09

Comme

7, € L(S,, 27 Sj/_h_ﬁ(rl))
et

€ (S TV (), 525,
on a

F e G (J, S22,

P,
Maintenant réinterprétons ’équation comme une équation abstraite dans l'espace de

Banach Ej, alors on cherche une solution de
v+ A, ity = F(t), t>0, (4.13)

puisque si v vérifie 'équation (4.13)), alors u := v + u, est une solution du Probleme

(4.10).
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4.3. Probleme parabolique quasi-linéaire aux limites.

Enfin, la régularité de la solution est une conséquence du Proposition 2.4.2.
La démonstration de la deuxieme partie du théoreme est analogue a celle de la premiere

partie ( on utilicera ici le Théoreme 4.2.2)).

4.3 Probleme parabolique quasi-linéaire aux limites.

Dans cette section on va donner une application relative a l'existence de la solution locale
dans le cas quasi-linéaire.

Supposons que

1 1
2y € (—,1+—)
p p

et qu’il existe deux constantes o et 5 avec 0 < < a < 1 telles que
(AB) € CP'7(J x S £2()) (4.14)

pour ¢ € [3,1], tel que v € [1 — 1p, o] et

1- 272420 2y—2+2 242
(f,9) € CPi(Jx S22 g2 i 9g2it2h) (4.15)

avec (1 —9)g = 0.
De plus, supposons que pour tout t € J et u € S;YB_ZHO‘ fixés, le semi-groupe généré par

—A(t,u) est décroissant exponentiellement, alors (d’apres le Théoréme 4.1.2)
Alt,u) € H (S5, S0%7). (4.16)

On considere le probleme suivant :

w4+ A(t,u)u = f(t,u) dans QxRY, (417

B(t,u)u = g(t,u) sur 09 x R

Définition 4.3.1
Soit J C RY un intervalle contenant 0. Une fonction u € C(J, S2*=2)NC(J, S2°~2) vérifiant

u(0) = 0 est dite :
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4.3. Probleme parabolique quasi-linéaire aux limites.

o 57— Solution forte du Probléme (4.17) sur J si 2y € (1+ %,2], u(0) = 0 et pour

tout € € J, u est une Sg'y— solution forte du probleme

0+ A(t,u)v = f(t,u) dans Q x JN(e,00),
B(t,u)v = g(t,u) sur T'x JN(e00),

v(.,€) =u(.,€) sur €.

(4.18)

e 5}7— Solution faible du Probléme (4.17) sur J si 2y € (%, 1+ é), u(0) = 0 et pour

tout e € J, u est S27— solution faible du Probléme (4.18).
Maintenant, on pose
Ey = 5573_2 et By := 5573,
on obtient alors d’apres le Théoreme 4.1.1

Ey = (Eo,E1) = Sip 2+,

Par conséquent

A=A, €CP'(J x By, H (Ey, Ep)).

D’autre part, on a
F:=f+S3,45-19 € lell;(J X Eq, Eg)
pour 2y + 28 < 1+ et
2y+6-1— —
Sy48-1 1= € L(Sy " (I), 55713 2+26)'

Ainsi le probleme (4.17) devient

u+ A(t,u)u = F(t,u), t € R".

Théoréeme 4.3.1

(4.19)

Supposons que les conditions (4.14), (4.15) et (4.16) sont vérifiées. Alors le Probléme
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4.3. Probleme parabolique quasi-linéaire aux limites.

(4.17) admet une solution mazimale unique u € C(JT, E,), ot J* est lintervalle maxi-
mal d’existence.
D’autre part cette solution est le point fixe unique de la formule singuliére abstraite de vari-

ation de la constante dans [’espace de Banach S;}B;z:

u(t) :/o Ua(w(t, 7)F (T, u(r))dr.

De plus
ue C'(JY, BE,)NnC(JHPynCl(JT, Ey),

pour 0 < v < puA(l—p)<l, telqueyzﬁ
Enfin, u est une S}'— solution faible du Probléme (4.17).
Démonstration
On écrit le Probleme 4.17 sous la forme suivante :
< v > +alt,u)(u,v) =< f(t,u),v >+ < r,v,g(t,u) >

ou a(t,u) est la forme de Dirichlet associée a (A, B)(t,u) et v € S;,_]B?f une fonction test.
Du fait que

<m0, gt u) >=< 1, g(t ), v >=< Sy 519t u), v >,

on a

w4 A(t,u)u = F(t,u) =< f(t,u),. > +Sy45-19(t, u).
Les hypotheses (4.15), (4.16) permettent d’écrire
((t,u) — F(t,u) € CP'T(J x By, Eg)).
Ainsi, sous les hypotheses sur A le Théoreme 4.1.2/ implique
a € Cl(J x By, H(Ey, Ey)).
Alors, grace au Théoreme 3.3.1, il existe une solution maximale unique
ueC'(JY, E,)NC(JHPynCN(JT, Ey),

pour 0 < v < puA(1—p) <1, tel que v > .
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