Chapitr
&

Le probleme quasi-linéaire de Cauchy

singulier

Dans ce chapitre nous étudions un probleme de Cauchy quasi-linéaire singulier du type
parabolique associé a un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique. Comme dans
le chapitre précédent, nous sommes principalement intéressés par la question d’existence,

d’unicité et de régularité de la solution.

3.1 Quelques notations

¢ Soit Ey et By deux espaces de Banach tels F; —4 Ey et § € (0,1). On pose
Ey = (Eo, El)e

I’espace d’interpolation entre Ey, 1,
et

(Eo, Ey); = E;, pour j =0, 1.
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3.2. Position du probléme et hypothéses

¢ Soit k, p deux nombres réels tels que p € (0,1) et £ > 1; on désigne par k' 'exposant

conjugué de k.

¢ Soit Ey et E; deux espaces de Banach tels que F; <4 Ey et X, un sous-ensemble ouvert

de E,.

o O (X, H (Ey, Ey)) :={u: X, — H (E1, Eo)\u est lipschitzienne}.

e Dans tout ce qui suit C2'(J x X, H~(F\, Ey)) désignera I'ensemble des A telles
A(.,u) € CP(J, H (E1, Ep)), pour u fixé dans X, et A(t,.) € C*(X,, H™ (E1, Ey)),

pour t fixé dans J.

e Soit o, 5 € (0,1). C,f”;*({] X Xo, Ej) désignera I'ensemble des
F e C,’j’l_(J X Xq, Eg) tels que F' soit borné sur tout sous-ensemble borné de

J x X,.

3.2 Position du probleme et hypotheses

On s’intéresse a I’étude du probleme de Cauchy quasi-linéaire suivant :

i+ Alt,u)u= F(t,u), teJ (PCQ)ar
ou
A e CPV(J x XoyH(Ey, Ep)), (3.1)
et

F € Cp (Jx Xa, Ep), pour 0< << 1. (3.2)

Définition 3.2.1
Une fonction u : J — X, est dite solution du Probléme (P C Q)ar si elle vérife les deux

Propriétés :
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3.3. Résultat principal d’existence et d’unicité

i) ue C(J,E)NCJ, Ey),

i) u(t) € D(A(t,u(t))),t € J et u(t) + At u(t)u(t) = F(t,u(t)), teJ.

3.3 Résultat principal d’existence et d’unicité

On démontrera le résultat principal suivant :

Théoreme 3.3.1
Supposons que les hypothéses (3.1)-(3.2) sont vérifiées, alors il existe T > 0, tel que le
Probléme (P C Q)ar admet une solution unique u € C([0,T], X,) qui est le point fize de la

formule de variation de la constante suivante :
t
u(t) = / Ui, 7)F(7,u(T))dT.
0

De plus, on a
u € Oé([()? T]? EE) N C«Oa T]a El) N Cl((()? T]a EO)

ou €, € (0,1), tel que € > % etd <eN(l—ce).
La preuve de ce théoreme nécessite les résultats préliminaires suivants :

Lemme 3.3.1
Soit A, B € C{(J,H (E\, Ey)). Alors il existe une constante ¢ > 0, telle que :

Tk(a_ﬁ)
ozﬁ@”A_BHCk: 0<r<te

(t—=7)

|Ua(t,7) =Up(t,7)|lp—a < c

Démonstration

De (2.8), on peut écrire
Ua(t,7) — Up(t,r) — / Ua(t, 0)[A(0) — B(0)|Ug(0,7)do.
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3.3. Résultat principal d’existence et d’unicité

On applique le Lemme 2.3.1. On a
t
[Ua(t,7) = Up(t, 7)[[p—a < / [Ua(t, 0)[A(0) — B(o)]Us(0, 7)|,_.do,

< /IIUA(t,U)Ilo—»aII[A(U)—B(U)]Ill—»ollUB(U,T)Ilg_ﬁldm

t gk 1 7_k(l—,@)
< CHA_BHCk/ (t—U)QE(U—T)lfﬁdJ’
Tk(a_ﬁ) A B
< c———||1A - .

d’ou le résultat.

Lemme 3.3.2
On suppose que A,B € CL(J,H (Ey, Ey)) et f,g € Cr_1(J, Eg). Soit a € [{,1) et 3 €
(0,p A L) tels que o — B> =2 quec k > 2.

De plus, soit u,v des solutions de (P C')a, s, (P C)p, 4 respectivement. Alors
[u(t) = v(t)]la < e t*VOAHF2(A = Bllo, + |If = gllo, ), 0<t e T,

Démonstration

Gréce & la Proposition 2.4.1 on a
) = [ vatensim
o(t) = /0 Ut 7)g(r)dr
Donc
) = o0l = 1| [ Uatt:7)50) = Ut ot
= [ {0a(6.7) = Untt. L) + Ut} = gl
< [ 10At) = Unter) Fladr + [ 10865 = gl

IN

/0 NUa(t,7) = Us(t, ) lp—all £ + / 1Us(t gl F(7) — g(r)sdr.

Posons
(1) ¢=/0 [Ua(t,7) = Up(t, 7)l|g—all f (T)||gdT et (1) ::/0 1U(t, T)lls—all f(7) = g(7)l|sdT,
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3.3. Résultat principal d’existence et d’unicité

alors le Lemme 3.3.1, donne

1) < dflola=Blo, | s

et grace au Lemme 2.3.1, on a

Tk(a—,@)—k—l—l

t
< df=glen, | T

Dou

t h(a—B)—k+1
Ju(t) —v®)lla < ¢ [IIfllee A= Bllo, + I1f = gllo,_,] / T azg a7
0 (t 7')

< ¢ [IfleallA = Bllg, + I1f = gllg,_,] tEDe=a=k+2,

Donc le Lemme 3.3.2 est prouvé.

Remarque 3.3.1

La constante ¢ dans le lemme précédent ne dépend que A, B, f et g.

Corollaire 3.3.1
Supposons que (2.4) et (2.5) sont vérifices. Alors il existe deux constantes 6,0 € (0,1), tels

que
lut) —u(s)|la < ctlt—s]90<s<teJ

ot u est une solution du Probléeme (P,C)4, .

Démonstration

Gréce aux formules (2.31), (2.32) et (2.33), on obtient
lu(®) = u(s)la < ct’]t = 5|
onl0<po<(l—a)hNaetd={(k—Da+2—k—etAN{ka+p—k+1} A{k(a—1)+2} A

{(k=1)(a—1)+1— p}.
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3.3. Résultat principal d’existence et d’unicité

Dans ce qui suit, désignons par ®(u) application suivante :

B(u)(t) = /0 Ut (b 7V (7, u(7))dr,t € J.

ouu € C¢(J, E,), tel que p vérifie la condition du Corollaire 3.3.1, et Ecs(J,Ea)(O, R) la boule
fermée de centre 0 et de rayon R dans C°(J, E,).

Voyons a présent quelques propriétés de ®(u).

Lemme 3.3.3
Supposons que les conditions (3.1) et (3.2) sont vérifiées. Soit § € (0,1) et o, f du Lemme

3.3.2. Alors il existe une constante R > 0 telle que pour tout u,v € Eca(J’Ea)(O, R), on a
[Ru(t)]loa < ctDiamiez
et
[Ru(t) = Po(t)]la < ct®DODEEy —v|l0p,),

otu ¢ est une constante ne dépendant pas de u et v.

Démonstration

Grace au Lemme 2.3.1 et I'inégalité (2.30), on aura

|ou(t)a = | / Uy (6,7 F (7, (7))o
< / 1Uag st ) E (7, ()t

t
< /O||UA(.,u)(ta7')||ﬁ—>a||F(7'aU(T))||ﬁd7'a

t Tk(oz—ﬂ)—k—i—l
<o T
o T

D’ou

H‘PU(t)HQ S Ct(k_l)(a_ﬁ)_k+2.
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3.3. Résultat principal d’existence et d’unicité

D’autre part, comme A € C?'(J x X, H (E1, Ey)) et F € C’,S:;*(J X Xo, H™(Ey, Ep)), le
Lemme 2.3.1 implique
[@(u)(t) = 2(v)(D)]la = H/{UA yu(T)) = Ual 1) (7, 0(7)) b o

< ctEVEIERIAC w) = AC)lle, +IIFC w) = F( o)l )

¢ {1 @—p)-

IN

k+2|\u - UHO(J,E@-

D’ou le Lemme 13.3.3l

Théoréme 3.3.2 ( Théoréme du point fixe de Banach )
Soit T un opérateur d’un espace de Banach E dans lui-méme. Supposons qu’il existe une

constante ¢ vérifiant 0 < ¢ < 1 telle que
| Tu — Tv||g < c||lu—v|g, Vu,veE.
Alors, Uopérateur T posséde un point fize unique, i.e., il existe u € E, unique, tel que
Tu = u.
Ce théoreme s’appelle aussi le principe de contraction de Banach. C’est le plus simple et le
plus ancien des théoremes du point fixe.

Démonstration du Théoréme 3.3.1

On considere 'espace de Banach suivant :

Xr = {u € Ecg([o,T], Ea)(07 R)\U(O) = 0}’

muni de la norme de C?(J, E,) ou R et p sont les constantes figurant dans Lemme [3.3.3 et

le Corollaire [3.3.1 respectivement. On choisit T" de sorte que I'application :
o: Xy — Xrp

U — v
ou

/0 Unto (8, 7) F (7, (7)) dr.
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3.3. Résultat principal d’existence et d’unicité

Alors :

e & est bien définie car I'opérateur d’évolution est unique et F' € C,S:;f (JxXqo, H™(E1, Ep)).

e D’apres le Lemme 3.3.3, ® est contractante.

En vertu du théoreme du point fixe de Banach ® admet un point fixe unique .

De la démonstration de la Proposition 2.4.1, la fonction
t
o(t) = / Unem (6, 7) F (7 0(7))dr
0
coincide avec la solution u,. de

i+ At = F(t,1).t € (0,T),

u(e) = ule),

sur U'intervalle [¢,T], on 0 < € < T.

Donc

v==o(u) =1

Par conséquent : @ est une solution du Probleme (P C Q)4 r sur (¢, 7).

Ensuite, d’apres les Théoremes 2.2.2 et 2.2.3, ona
u € C((e,T), E1) N C((e,T), Ey), Ve > 0.
Ainsi u est une solution du (P C' Q)4 sur (0,7 et
u e C((0,T], E1) N C'((0,TY, Ey)
Enfin, grace a la Proposition 2.4.2 il résulte que
ue C°([0,T], E,)

D’ou le Théoreme [3.3.1.
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