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Le probleme de Cauchy et 'opérateur

d’évolution

2.1 Quelques notations

¢ Soit Ey et F; deux espaces de Banach.

e Dans tout ce qui suit L(E, Ey) désignera l'espace des opérateurs linéaires con-
tinues de E; dans Ey et C(E, Ey) désignera I'ensemble des opérateurs linéaires
fermés de Fy dans Ej

e On écrit F; — Ej si F; s'injecte dans Ey. De plus si E; dense est dans Ej, on

écrit By —4 Ey.
¢ Soit Ey et E; deux espaces de Banach tels F; <, Ey et 6 € (0,1). On pose
Ey = (Ey, E1)g

I’espace d’interpolation entre Ey, 1,

et

(Eo, El)j = E]; pOU,’I"j = 0, 1.
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2.2. Probléme linéaire de Cauchy

¢ Soit A€ L(Eg, E,),«, 5 € (0,1). On pose

|Allsg—a = |AllzEs2.) = sup ||Az| g,

HIHEﬁgl

¢ Soit z et y deux nombres réels. On pose
x Ay :=min{z,y}

et

xzVy = max{z,y}.
¢ Soit J C R™ un intervalle contenant 0. On pose

J .= J\{0}.

2.2 Probleme linéaire de Cauchy

Soit Ey et E; deux espaces de Banach tels By —4 Ey.
Définitions 2.2.1

i) On note par H(E1, Ey) U'ensemble des A € L(Ey, Ey) (espace des applications linéaires
continues de E, dans Ey) tels que, D(A) = Ey (D(A) est le domaine de A) et (—A)

est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {e=*4,t > 0}.
ii) Le semi-groupe T est dit décroissant exponentiellement s’il vérifie

|1 Ta) | p(me) < Me™*, £ >0. (2.1)

iii) Le sous-ensemble de H(Ey, Ey) formé des générateurs infinitésimauz de semi-groupes

vérifiant (2.1) est noté H™(E4, Ep).
iv) Pour k > 0, on pose
Cro(J,Ey) == {f : J — E\[t — t*f(t)] € C(J, Ey)}.
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2.2. Probléme linéaire de Cauchy

v ) Soit E un espace vectoriel normé, et F' un sous ensemble de E. Pour k € (1,400) et

m € R*, on pose

CM(J, F) = {f € C™(J,F)\ [t — t*f(t)] € C™(J, F)}.
Remarques 2.2.1

1. Soit Ey et Ey deux espaces de Banach tels By —q4 Ey. Alors :

H(E1, Ey) est un ouvert dans L(E4, Ey). De plus, si F1 = Eq:=FE, on a

H(E,E) = L(E).

2. Si F un sous-espace de E, C{*(J, F') est un espace vectoriel normé muni de la norme

Ifllep = 1 fF@®)llemn, f € CF(J.F).

De plus si E est complet et F' un sous-espace fermé on a C'(J, F') un espace de Banach.

Proposition 2.2.1

Soit Ey et By deux espaces de Banach tels By —q4 Ey. Alors :

i) 0¢ H (Ey, Ep)

ii) Sim,l € (1,400) tels que m <1, alors Cy,,(J, Ey) C Ci(J, Ey).
iii) Sim,l € (1,+00) tels que m # 1, on a

C%(J, H7<E1, EO)) N Clp(J, Hi(El, Eo)) = 0.
Démonstration

i) On raisonne par absurde. Supposons que 0 € H~(FEj, Ey), donc 0 est un générateur
infinitésimal d’un semi-groupe analytique G(t) tel que

|G| iy < Me™",t > 0.
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2.2. Probléme linéaire de Cauchy

D’autre part on a G(t) = I. Donc 1 = ||G(t)|| (k) < e ", Vt > 0.
D’ou la contradiction.

Donc 0 ¢ H™ (E1, Ey).

ii) Soit m,l € (1,+00) tels que m < [. Supposons que f € C,,(J, Ey), donc
(t — t"f(t)] € C(J,Ey) et [t — t=™tmf(1)] = [t — tf(t)] € Ci(J, Ey), car
[ —m >0, alors f € Cp(J, Ep).
D’ou

Con(J, By) € Ci(J, B).

iii) Soit m,l € (1,+00), tels que m # [. Supposons que [ > m et A € CP (J, H™ (F1, Ey)),

donc
A:J— H (E, Ep))
tel que
[t | — th<t>] S Cp(J, H_(El, Eo))
Alors
tlimo t"A(t) € H™(Ey, Ep)).
Notons
thinot A(t) = Ao.
Ainsi
t — 0
tA) =t A(t) — 0.4 =0¢ H (Ey, Ep).
D’ou

A ¢ G/ (J,H(Ey, Ey)).

Cela signifie que C?, (J, H™(Ey, Ey)) N CP(J,H™(E1, Ey)) = 0.
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2.2. Probléme linéaire de Cauchy

Théoreme 2.2.1
Soit Ey et By deux espaces de Banach tels By —4 Ey. Alors :

A € H(E1, Ey) si et seulement si il existe deux constantes k > 1 et w > 0 telles que

{AN € C: Re\ > w} C p(—A)

et

Alllullo + [[ulli < E[[(A+ A)ullo,u € By, ReA > w
ot |1l = Il
Démonstration

i) La condition est nécessaire.
Soit A € H(E, Ey). Alors A € L(Ey, Ey), D(A) = E; et (—A) est un générateur
infinitésimal d’un semi-groupe analytique.
Donc, grace au Théoreme 1.2.3 de Hille-Yosida, il existe deux constantes £ > 1 et
w > 0 telles que

{A e C: ReX > w} C p(—A).

On montre

Milullo + llully < KA+ A)ullo,u € By, Red > w.

Soit u € E;. Alors

lulli = I+ A7 A+ A,
< MO+ A e [+ Ao,
< |—k|||(/\ + A)llo, pour || > w.
D’ou
[Alllully < El[(A + A)ullo,
or

By — Ey = [M[lullo < [M[Jull1,
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2.2. Probléme linéaire de Cauchy

Donc

(Alllullo < KII(A+ A)ullo. (2.2)

D’autre part, on a :

Red>w = [\ >w,

N 1 - 1
Al w
Donc
k
lulls = =[I(A+ Aullo. (2.3)

D’apres (2.2) et (2.3), on a :

[Alllullo + llully < El[(A+ A)ullo.

ii) la condition est suffisante.

il suffit d’appliquer le Théoreme 1.2.4.

Nous allons dans cette section faire I’hypotheses :

FEy et Fy deux espaces de Banach tels F; —,4 Ey

k>1, pe(0,1)

A e CY(J. H (B, Ey)) (2.4)
f S Ckfl(J, Eo) (25)
et on considere le probleme de Cauchy suivant :

w+ Altu = f(t),t e J,
(P C)a,y



2.2. Probléme linéaire de Cauchy

ou U := Oyu.

En général, si —A(t) est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, le Probléeme
(P C)a, ¢ s’appelle probleme parabolique de Cauchy. Donc sous I'hypothese (2.4) le

Probleme (P C') 4, 5 devient parabolique.

Dans ce cas, il est intéressant de noter le :

Théoréeme 2.2.2 ( [7])
Soit Ey, Ey deuz espaces de Banach tels By —4 Ey, x € Ey, A € CP(J,H(E, Ey) et

f e CP(J, Ey). Alors le Probléeme parabolique de Cauchy (P.C') 4, y admet une solution unique

u:=u(.,0,z, A, f)
et

u € CP(J,E\)NCY™(J, Ey). (2.6)

De plus, si0 < < a<letxeE, ona

u € C“P(J Ep). (2.7)
Définition 2.2.1 ( [8])
Soit X et'Y deux espaces de Banach, tels que X — Y, et A : D(A) C Y — Y une

application linéaire. Alors la X —réalisation Ax ( la restriction maximale de A sur X) est

un opérateur linéaire sur X, défini par

D(Ax) = {r € XND(A); Az € X},

Axzr = Ax.

Si A e C(Y) (ensemble des applications linéatres et fermés deY dansY), on a

Ax € C(X).

On peut maintenant énoncer
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2.3. L'opérateur d’évolution

Théoréeme 2.2.3 ( [7])
Soit Ey et Fy deux espaces de Banach tels By —4 Ey. Supposons que 0 < v < p < 1 et
0<e<1l—v. Soitz € Ey, Ae CP(J;H(E, Ey) et f € C(JE,)+C(J,E,se). Alors le

Probléme de Cauchy (P C')4, 5 admet une solution unique u et
u € C(J,Ey)NC(J,E)NC(J,E,).
De plus u, est une solution de [’équation parabolique
v+ At = ft), teJ

dans E,, ou A, est la E,— réalisation de A.

2.3 L’opérateur d’évolution

Soit By, E; deux espaces de Banach tels F; —4 Ey. On pose
Ia i =A{(t,s) € J x J:s <t}

Jr ={(t,s) e I x J:s <t}

Définition 2.3.1 ( [28])
On appelle opérateur d’évolution associé au Probléme (P C) 4, y un opérateur

Ua: Jn — L(Ey) vérifiant les propriétés suivantes:

1) Ua(t,s)Ua(s,r) =Ua(t,r),Ua(s,s) =1, r <s<t, (ts) € Ja.

ii) Ua(t,s) € L(Ey, Ev), pour (t,s) € Ja.

iii) ¢t — Ua(t,s) est différentiable sur |s,t] dans L(Ep), et 2U4(t,s) = —A(t)Ual(t,s),

(t,s) € JX.
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2.3. L'opérateur d’évolution

iv) 2U4(t, s)x = Ua(t,s)A(s)z, pour (t,s) € Ja etz € Ey.
Remarques 2.3.1

1. Supposons que Uy existe, et f € Ly 10.(J, Ey), alors
t
u(t,z, A, f) == Ua(t,0)x +/ At Ua(t,s)f(s)ds,t € J
0

est une solution du Probléme (P C')y, f.
De plus,
u('a Z, Aa f) S C<J7 EO)

2. Uy vérifie l’équation de Volterra suivante
t
Uslt,7) = e A0 _ / Ua(t,0)[A(o) — A(1)]e” oA 4y (2.8)

qui est équivalente a

Uult,7) = e =AM 4 /t e~ E=DAO[A(t) — A(0)|Ua(o, T)do. (2.9)
Démonstration
1. On a
u(0) =1
et
u'(t) = —A(t)Ua(t,0)x + Ua(t, t) f(t) — i At)Ua(t,s)f(s)ds
= —AWUAL0)2 + ()= AW®) [ Ut (s
donc

W (1) + A(t) [Uat, 0)z + / Ua(t. 5)f(s)ds] = f(t)

u(t)

u(t,z, A, f) = Ua(t,0)x + /OtA(t)UA(t, s)f(s)ds,t € J

est une solution de Probleme (P C)4, ;.

38



2.3. L'opérateur d’évolution

2. Pour0<r7<s<t ona
Du[Ua(t, 5)e=DAD] = 9 [Un(t, s)]e=CAD 4 Ug(t, 5)Ds[e =AM,
= Uu(t,s)A(s)e” AT U y(t, 8)A(T)e” (=AM,
- Ua(t, $)[A(s) — A(r)]e(40)
donc
t t
[ ottt s)e A as = [ U s)AGs) = Al s
D’ou (2.8).
De méme, on a
Oule” TN (s, 7)) = A()e” IOV (s, 7) — e IO A()Un(s,7),
= ¢ UAOLA(L) — A()]Ua(s, ),

donc

t t
/ 65[6_(t_5)A(t)UA(S,T)]d8 :/ e_(t_s)A(t)[A(t) — A(8)|Ua(s, T)ds.
D’ou (2.9).

2.3.1 Existence d’opérateur d’évolution
Soit F, F' deux espaces de Banach, et a € R.

Définition 2.3.2 ( [8])
On note par R(E, F,a) Uespace de Fréchet (espace localement convexe, métrisable et com-
plet) suivant
R(E,F,a) ={ke CJA,LE,F)) : ||k|(a)r < +oo}
ou
15l (@), == Ogilfg(t — )|kt )|l Ler), T € J

Si E=F, on pose R(E,E,a) :=R(E,a).
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2.3. L'opérateur d’évolution

Théoreme 2.3.1 ( [8])

Soit o, 3 € [0,1), et h € R(E, ). Alors

i) Pour tout a € R(E, F,«), I’équation linéaire de Volterra u = a+uxh admet une solution

unique u € R(E, F,a), telle que u = a+ a * w.

ii) Pour tout b € R(E, F, 3), l’équation linéaire de Volterra v = b+ hxv admet une solution

unique v € R(E, F, 3), telle que v = b+ w * b,

ot

w::Zh*...*h.
n>1 n fois

Corollaire 2.3.1

Si on pose

l’équation (2.8)) devient
u = a+ux*h.

Alors, d’apres le Théoréme|2.3.1, I’équation (2.12) admet une solution unique

Ua € R(Ey,0) donnée par

Us = a+axw.

Remarque 2.3.1

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Les valeurs de lopérateur Uy (t, 7) ne dépendent que des valeurs de A sur intervalle [, t].

Démonstration

Considérons la famille suivante {A(0), o € [r,t]}. Il existe alors un opérateur d’évolution Ul
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2.3. L'opérateur d’évolution

sur [7,t]. D’apres 'unicité de 'opérateur d’évolution, on déduite de (2.8) ou de (2.9) que

Ua(t,7) =Ualt,7), r <o < s<t.

Corollaire 2.3.2 ( [8])
Supposons que A € CP(J,H(E1, Ey)) pour tout p € (0,1), alors il ezxiste un opérateur

d’évolution Uy unique associé au Probléeme (P C)a .

2.3.2 Estimation d’opérateur d’évolution

Soit Fy, F deux espaces de Banach tels Ey <, Ey et Ey := (Fo, F1)g 'espace d’interpolation

entre Eo, El.
Théoreme 2.3.2 ( [8])

i) Pour0<f<a<l, ona

By, —q By —q Eg —4 Ey,
ii) Pour a, 3,7 € [0,1], avec 0 < vy < < o < 1, il existe ¢ := c(«, 3,7) telle que

Jels < ellel 7 lells 2 € B
Remarques 2.3.2 ( [8])
1. Si0<a<f<let0<n_<n<n.<1l,ona
(Bas Eg)ny = Ea—nyatns = (Ea, Eg)n_-
2.50<a<pf<let0<n<1, ona

(Eas Eg)y = Ea—natns-
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2.3. L'opérateur d’évolution

Définition 2.3.3 ( [8])
Soit E un espace de Banach, M > 1 et 0 € R. On désigne par G(E, M,c) l'ensemble
des A € C(F), telles que (—A) est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu {4t > 0} satisfaisant a ||e™"*| ) < Me™.

Remarque 2.3.2

Soit A € C{(J,H (E1, Ey)). Alors il existe deux constantes M > 1 et wy > 0 telle que
t*A(t) € G(E;, M, —wy) te€Jj=0,1.

En effet, soit

A€ ClJ, H(EL, Ep)).

Donc

Ae CP(J,H (Ey, Ey))

et
t*A(t) € CP(J, H™ (E, Ey)). (2.14)

D’apreés la définition de H™(E1, Ey)) et (2.14) il existe deux constantes M > 1 et wy > 0
telle que

t*A(t) € G(E;, M, —wo) t€J,j=0,1.

Notations 2.3.1

e Soit 1 < k < ooy on désigne par k' I’exposant conjugué de k i.e., % + % =1.

e Soit p€ (0,1). On pose p:=pA 4.

On aura besoin du lemme suivant qui sera tres utile dans ce travail.
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2.3. L'opérateur d’évolution

Lemme 2.3.1

Soit A € CU(J, H ™ (Ev, Ey)). On suppose que 0 < < a <1 etf <p. Alors il existe une

constante ¢ > 0, telle que

Fk(a—5) ,
|Ua(t, T)llp—a < cm,t € J,7€(0,1).
Démonstration
a) D’apres le Corollaire 2.3.1], on a
Uy = a+ax*xw.
Donc
[Ua(t, T)llg—a = lla(t,7) +axw(t, 7)|s—a,
< lalt, T)lls—a + lla*w(t, 7)lls—a,
< Nttt [ Nt o))l
Ainsi

t
1UA(t; )]lg—a < ||a(t,T)||5—»a+/ la(t, o)llo—allw(o, 7)[s—odo.

D’apes (2.11), on a

lat, Tllp—a = lle™ A 0g,

_ (t:kf) TkA(T) |

= He |a—>5‘

(2.15)

(2.16)

Quand A € CL(J, H™(E\, Ey)), il existe (d’apres la Remarque 2.3.2 ) deux constantes

M > 1 et wy > 0 telles que

_@=T) kA t—T7 ,
He 2 A()HL(E],)SMexp (—wo s )7 7 =0,1.

Par conséquent

(2.17)



2.3. L'opérateur d’évolution

b) Pour pouvoir estimer w nous devons d’abord donné une bonne estimation de h, h*? et

h*™, ou " = hx*..xh.
—

n fois
Pour h on a

1t m)llo—o = [ITA(T) = A@)]e™ 4 lo—,
= [{t"A@)(E " = 77F) + 7R AGR) - TR A() YA g,
< IEFA@EE = 77F) + T EERA) = TR AT ol AT oo,

< AR = ) Lo+ [l AR) = T A 1o} e TP o -

() (1) (1)
Or
tFA(t) (TF — tF)
<I> = H tka H1—>07
sup [[t*A(t)[[1—o k
< T (t" —717).
Donc
kA
1) < Sl tk(t)Hl_’Ok(t _ (2.18)
D’autre part
) ~ 1A = AD
Tk ’
donc
t — k
an < ¢ TkT) , (2.19)
car
tA(t) € CL(J, H™ (Ex, Ey)).
D’apes (2.17), on a
Tk t—T1
(11I) < M<t_7_) exp (—wo = ) (2.20)

et les relations (2.18), (2.19) et (2.20) donnent

sup [[t* A(t)][1—o N (e +k PR
12t ) lo—o < e thrk Rt =)t + Tk (t—1) exp | —wo pra
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2.3. L'opérateur d’évolution

Donc

Ih(t, T)o—o < c[t™'+(t—7)""]exp (—wot;f). (2.21)

D’autre part, on a

.
-
< cft—7)"lexp (—% TkT> ;
< cle=rp e (55T
D'ou
%exp (—wot;—;) < et - 7)5—1;:((3_5;. (2.22)

On déduit de (2.21) et (2.22) que

Tk(afﬂ)

th(a—p) "

IRt T)]lo—o < c(t—7)P7"
Or
At Tlls—0 < At 7)llo—o0,

par conséquent

kE(a—p)
IRt T)ls—o < clt —7)P 2

m. (2.23)

Pour h*?, on a

t
[Pt T)llp—0 = H/ h(t,a)h(o, T)do||s—o,

IN

t
| Ihtt.0)lo—allbo,) s—ade.

t sk(a—p) _ k(a—p) _
c/ U—_(t — T)pflT = (o — 1) do,

IN
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2.3. L'opérateur d’évolution

On en déduit pour A*"

T \k(a- 1 L(p)"
W (¢ o < n(' \Vk(a ﬁ)t_ np—1 )
Bl < D=y

Donc, pour w = Y h*...x h, on a

>
= n fois

lo(t, Tlls—o < T(P) (g)’““ﬁ’ (1= $ @ =T

n=1

Ainsi

7') k(a—p)

ot lls—o < e

p (t — )P L. (2.24)

Enfin, en combinant (2.16)), (2.17) et (2.24), on obtient

,,.k:(a—,@’) t ok Tk(a—ﬂ) 51
[Ua(t; T)llp—a < ¢ {m +/T [ = o) oha) (0 —7) da} :

Tk(afﬁ) + Tk(afﬁ) t
&
(t=7)=D " (t —o0)®

o (o — T)'Elda] :

T

Par conséquent

[Uat, T)lp—a < c

Ce qui prouve le Lemme 2.3.1.
On a aussi la proposition essentielle suivante

Proposition 2.3.1

Soit A€ CL(J,H (Ey, Ey)). Alors pourt >0 et o € [0,1], on a

T — 0

Ua(t,7) — 0dans L(Ey, E,).
Démonstration

e Sia € (0,1], alors le Lemme (2.3.1)), donne

ka

(t — 1)k

[UA(t, T)[Jo—a < c — 0, quand T — 0.

46



2.3. L'opérateur d’évolution

e Si o =0. On sait que
Ua(t,e) = Ua(t,26)Ua(2¢,€),0 < 2¢ < t,
d’on

1Ua(t, €)]lo—o = [[Ua(t,2€)Ua(2¢, €)]lo—o,

< [Ua(t,2€)[lo—0lUa(2¢; €) [lo—o-

D’apres le Lemme (2.3.1), on a
[UA(t, 2€)[o—0 < ¢
donc, il suffit de montrer que
Ua(2¢,e) — 0 quand e — 0.
On a (Corollaire 2.3.1)
Ua(2e,6) = a(2e,€) + axw(2e,e€), (2.25)

et (Remarque 2.3.2)

tkA(t) S Q(Ej, M, —u)o).

Alors, on a
la(2e, €)llo—o = [le"PI4|g__,,
= e lo—a,
_ €k
= " F Ao,
_ 1—k
S M€ woE€ 7
ie.,
la2e, €)flo—o < Me #T, (2.26)
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2.4. La formule singuliére de variation de la constante

et

€
la*w(2e €)llo—0 < /||a(2€a0)||0—>0-||w(07€)||0—>0>
€

< o[ oo -0 et el Dy
-« 2= o) — O exp(—wo T Dy,
_ cexp(—wo(zek;_f)) / “ (2 — 0)(o — P do
Donc
laxw(2e, oo < e exp(— o) (2.27)

Les relations (2.26) et (2.27) impliquent

Ua(2¢,¢) — 0 quand e — 0.

Ceci acheve la démonstration de la Proposition 2.3.1.

2.4 La formule singuliere de variation de la constante

Soit Ey, F4 deux espaces de Banach tels Fy —4 Ej.

Définition 2.4.1

On dit qu’une fonction u: J — Ey est une solution du Probléme de Cauchy (P C)a, 5 si

i) ue C(J, E)NCYJ, Ep).

ii) u(t) € D(A(t)),t € Jetu(t)+ At u(t) = f(t), teJ.
On démontrera le résultat principal suivant :

Proposition 2.4.1

Soit A € CY(J,H™ (E1, Ey)) et f € Ly poc(J, Ey). Alors il existe un opérateur d’évolution
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2.4. La formule singuliére de variation de la constante

unique Uy tel que

u(t) = /0 Ua(t, 7)f(7)dr. (2.98)

est une solution du Probléme (P C')4, f.
D’autre part, siu : J — Ey est une solution du Probléeme (P C') 4, ¢, alors il est nécessairement

donnée par la formule de variation de la constante (2.28)).

Démonstration

Considérons le probleme de Cauchy défini par :

u+ A(t)u = f(t), t >35> 0,
(P C)s

u(d) = x.
Alors, on sait (d’apres le Théoreme 2.2.2 et le Corollaire 2.3.2/ ) que le Probleme (P C');,

admet une solution u unique donnée par la formule de variation de la constante i.e.,

u(t) = Ua(t,0)x + /; Ua(t,T)f(T)dr.

Soit 6 > ¢’ > 0, on a pour t > §

wlt) = Uatt. )+ [ Uate. s
- UA(t,5)UA(5,5')u(5')+/6It Ua(t,7)f(1)dr,
5 ¢
= UA(t,é)UA(é,él)u((S/)—i-/& UA(t,5)UA(5,7')f(7')d7'—i—/(S Ua(t,7)f(T)dr,
5

= UA(t,8) (Ua(8,8)u(8) + / Un(6,7) f(r)dr} + / Un(t, 7)f(7)dr,

6/

{

dou

w;(t) = u(s/(t), t>0> 5 > 0.
D’apres la Proposition 2.3.1), on a
o — 0

Ua(t,d)u(d) — 0dans Ey
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car {u(d),6 € J} est borné dans Ey.
D’autre part, on a

Ua(t,.) € Loo(J, L(Ey, Ey)),

par conséquent

/t Ua(t,7)f(T)dr existe.
0

Alors
5o 0
/5 Ua(t, ) f(r)dr — /0 Ut 7) ().
Ainsi
5 0
us(t) = Ua(t.6)u(8) + /5 Ut — ult) = /0 Ut 1) ()

d’ou le résultat.

Remarque 2.4.1
C’est une conséquence évidente de la proposition précédente que u(0) = 0,i.e., la solution de

Probléme (P C') 4, 5 prend nécessairement la valeur 0.
Nous pouvons alors introduire la

Définition 2.4.2

On dit que u : J — Ey est une solution intégrale de (P C)4, ¢, si
t
u(t) :/ Ua(t,T)f(T)dr.
0
On a la

Proposition 2.4.2

Supposons que A et f vérifient (2.4) et (2.5) respectivement. Alors

/ Ua(.,7)f(r)dr € C¥(J, Ey) (2.29)

20
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ota€[H 1) et0<v<an(l-a).
Pour voir la démonstration de cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.1

Supposons que A vérifie (2.4) et o € (0,1). Alors
1UA(t, 7) = Ua(r, 7)llo—a < clt,r,7)T5(t = 1)°
ot
e<aN(l—a)

et
(t—r)>—=
(t —1)*(r — 1)

C(ty r, 7—) = const _|_ (t _ 7—)1—(1—6(7, . 7_)1—2)' + 1

Démonstration de la proposition
Elle se fait en deux étapes.

17¢ étape : On étudie la continuité de u en 0 .

On a

[u(t) —u(0)[la = [Ju(t
= ||/ Ua(t, 7)f(1)dT||a,

< / Vst ) lo—oll £ (7) odt

e

Nous obtenons grace au Lemme 2.3.1 et a l'inégalité

1F(Dllo <

(T)llcs (2.30)

que

Ol < ¢ [ Tl

Tka k+1
= C
0 t
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Utilisans (1.5) pour b=1t, a =0, p=ka — k+ 2, ¢ =1 — «, on obtient

Tka k+1
/ WdT = t(kil)(a71)+1B(1 — Q, ka — k + 2)
0 _

Alors
|u(t)]la < ct® VDB —a ka—k+2). (2.31)

Ce qui établit (2.29).

2¢ étape : Soit 0 <r <t e J. Alors

lu(t) = u(r)la = n/tutf /tu ).
0

= 1 [ vt m+/Ug m—A%mwﬁmmm
10D ool + [ 10ate,7) = UAG ol 0o

= (I)+ (I1).

D’apres le Lemme 2.3.1] et I'Inégalité (2.30) on a

t Tka
(1) < C/T m”f”ck_ldﬂ

k:a k+1
= C/T (t ) ||f||Ck 1d7—

D’ou
() < ellfllo g e —r)te (2.32)
D’autre part, on a (d’apres le Lemme 2.4.1)):

unfzilmnﬂMk“< P llodr

,
< c/ c(t,r, )RRt — )dr,
0

— ot — ) " (t—r)*e _ \lma—e(p _ 1\1-P ha—k+1 g
= = [ At + =) =) T e e,

(t - T a ‘ 1-a—e 1-p ka—k+1
= dt=r) /{t—T)a+EET—T)a+<t_T) (r=7)""+1}7 dr,
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donc
(II) < et — r)e{rl—Dat2=k=e | phati—ktl | k(a=1)+2} (2.33)
et comme € < a A (1 —«), on a
(k—1a+2-k—€e>0, ka+p—k+1>0, k(a—1)+2>0.

D’ou la proposition.
Démonstration du lemme 2.4.1

Soit r,t € J, tel que r <t. Alors

WUA(t,7) = Ua(r,m)|lo—a = la(t,7) —alr,7) +a*xw(t,7) —a*w(r,7)|o—a,
< at,7) = a(r,7)lo—a + @ xw(t,7) —axw(r,7)|o—a

= (I)+ (I1).
Si on note par Ty le semi-groupe génere par —B, on a
IBTs(t)lo—a < ct™°
et
IBTgllo—1 = [IB*Tp(t)]lo—0 < ct™

Donc

(1) < lfexp(=(t = 7)A(r)) = exp(=(r = T)A(T))lo—a

t—T1 r—T
= ||T. —) =T — )llo—a;
|| TkA(T)( -k ) T’“A(T)( -k )HO

t—7
o
= || [_T TkA<T>TT’VA(T)(O->dO-HO*>a7

o
t—7
Tk
< [ 1A s llo—ade
Tk
Tha(t — )

= C—ner—ne
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et

(1) = ||/ (t,0)w(o,T da—/ a(r,o)w(o, 7)do||o—a,
= H/ a(t,a)w(o,T)da—l—/ {a(t,0) — a(r,o)}w(o, T)do]|o—a,
/ lat, )w(o, ) lo—ado + | / alt, o) — a(r,0)}w(0, ) [o—ado
= (III) + (IV).

Alors grace a (2.17) et (2.24)

1 < / latt, )w(@, 7)lo—ado

T

e t‘—;’>< (o — 7o,

o o

IN

IN
o
ﬁ\
\]
>
Q
/5
|
2
>
.
)

IA

)

\]
=

)
ﬁ\
—
@?Q
||
q \]
\-/E
L

dou
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Donc
(I1) < cr™{(r—1)P" t —r)'"" "+ (t —r)}.

D’ou le lemme 2.4.1.

Remarque 2.4.2
On peut remplacer la condition f € Cy_1(J, Ey), dans la Proposition |2.4.2 par

FeC(J Ey), ou0<1<k.
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