4

Applications

Sommaire
4.1 Cas d’un intervalle bornéde R . .................. 110
4.1.1 Exemple 1. . .. . . 110
4.1.2 Exemple 2. . .. . . . .. 121
4.2 Cas d’un ouvert bornéde R” .. .................. 130
421 Exemple 1. ... . .. . 130
422 Exemple 2. . . . . .. 134

Nous allons illustrer les résultats obtenus via des examples concrets variés en considérant
les espaces X = C'([0,1]), X = LP(0,1), 1 < p < 00, X = C () et X = LP(2), ou Q est

un ouvert borné de R”.

4.1 Cas d’un intervalle borné de R

4.1.1 Exemple 1

Considérons ’espace de Banach X = C'([0,1]) muni de sa norme. On définit la famille

d’opérateurs linéaires fermés (—A (z))'/2 pour tout x € [0, 1] par

{ D (—(=A(2))"?) ={p € C?([0,1]) : a (z) ¢ (0) — b(z)¢' (0) = 0, ¢ (1) = 0}
(—(=A(2)20) (y) = ¢" (y), y<[0,1],
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

(on s’est inspiré d’un exemple analogue traité dans [1], voir p. 52), ceci nous conduit & écrire

D (A(z)) ={p e C*([0,1]) s a(z) ¢ (0) — b(x)¢' (0) =0
a(z) " (0) = b(x)g" (0) = 0 et ¢” (1) = 0}
(A(z) ) (y) = =" (y), y €[0,1].

On suppose que a,b € C??(0,1], a(x) > 0 et m[iorhb(;v) > 0. D’autre part, on définit la
xe|0,

famille d’opérateurs linéaires bornés (B (2)),c(,1 par

D(B(x) = X;  (B(x)¢)(y) = c(z)e(y).

ou ¢ désigne une fonction dans C? ([0, 1]).
Notons que les domaines D (—(—A (z))"/?) (aussi pour D(A(z))) dépendent de la vari-

able z et ils ne sont jamais denses dans X, puisque

D(A(z)) = D((=A(2))/?) ={o € C([0,1]) - (1) =0} # X.
Un calcul direct, pour z € C\R_ et 1) € X, montre qu’'on peut résoudre ’équation spectrale
—(~A@)Pp - 20 =1 € X,
qui est équivalente a

{ ©"(y) — 2 (y) = ¥(y), yel0,1],
a(r) ¢ (0) = b(x)¢' (0) =0, »(1)=0.

On obtient

(~(—A (@)Y2 — 21) ) () = / K, (y, 2, 5) 1 (s) ds,

avec p = /z (ici Re(p) > 0) et K, (y,x,s) est le noyau de Green défini par

sinh p(1 — y) [a(x) sinh ps + b(x)p cosh ps]

10<s <y,
K ) pla(z)sinh p + b(z)p cosh p) . oY
y Ly 8) = — . .
p Y sinh p(1 — s) [a(z) sinh py + b(x)p cosh py] du<s<]
p la(x) sinh p + b(x)p cosh p] ISES S
Notons

K(z) = —(=A(2))"

(On obtient les mémes résultats quand on considére le parameétre \).
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

L’opérateur K (z) est inversible et son inverse est borné. On a

k= 0= Bt
avec (1 —y)a(x)s + b(z)] y )
Ko (y,x,8) = — a(x) + b(x) 0<s<y
N (1 - 5) [a(z)y + b(x)]
a(z) + b(z) si y<s<1

Soit 0 < 1 < x9 < 1, alors

= /[KO (y,x2,s) — Ko (y, 1, 5)|¢ (s) ds

_a- y)/ [a(:vg)s+b(x2)]¢(s) s

a(xse) + b(z2)

/a(xls—l—bxl () ds

a(z1) + b(xq)
0

+wuw+wmn/§%§%%%@

Y

—me+wmn/§%§%%%@,

)
en écrivant

la(x)s + b(xz)]¢ (s)ds — (1— y)/ a(z1)s + b($1)]¢ (s)ds

a(xs) + b(z2) a(xy) + b(xq)

o [ (lae)s + b lales bl o
- - (T e ) v

[a(z2) + b(x2)][a(x1) + b(x1)] Y (s)ds

b(a1)[a(wz) — alxy)]s + b(w1)[a(z1) — a(x2)]
[a(2) + b(w2)][a(a1) + b(z1)]

/
/
:(Lﬂd7M@%®ﬁ—dm%®ﬁk+Mmmwﬁ—Mmmwﬁ

¥ (s) ds,

[ alm) ) = bea)ls + a(e) b(rs) — bl
+(1 y){ [a(z2) + b(xo)][a(zy) + b(xy)]
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

(on fait de méme pour lautre terme), on en déduit que
(K (22)) ™" = (K (20)) )| < Ol — ] . (4.1)
On a aussi
[(K () 9] (y)
B _7a(m)8+b(x)w(s) dsww] =9 (s ds:

a(z) + b(x)

Y

et par un calcul analogue au précédent, il résulte
1 ()™ 01 (0) = [ @) 7 @) < Clea =] W] (12)
Posons d(z) = a(z)/b(x) et écrivons
[a(x) sinh p + b(x)p cosh p] = b(x) [d(z) sinh p + pcosh p| = b(z)D(x, p).

Pour tout z € C\R_ et = € [0,1], on a D(x,p) # 0. D’autre part, pour z € C\R_ et
x € [0,1] (comme dans [1], p. 54), on a

e’ +e?)| = |d(z) + Re(p)|sinh Re (p) .

Donc
1
/ K, (y,2,5)| ds

cosh Re (p) (1 — / 2) cosh Re (p) s + b(x) | p| cosh Re (p) 5] ds
B) 1 1d(2) + Re ()] s Re (7)

la(x) cosh Re (p) y + b(x) || cosh Re (p) 4] / " coshRe () (1 — )ds
@) o1 () T Re ()] smh Re (7)

<

+

a(z) coshRe (p) (1 — y)sinh Re (p) y + b(z) |p| coshRe (p) (1 — y) sinh Re (p) y
b(z) Re (p) |p| |d(z) + Re (p)| sinh Re (p)
[a(x) coshRe (p) y + b(z) |p| cosh Re (p) y] sinh Re (p) (1 — y)
b(z) Re (p) [p| |d(z) + Re (p)| sinh Re (p)

a(x) sinh Re (p) + b(z) |p| sinh Re (p)

b(z) Re (p) |p| |d(z) + Re (p)| sinh Re (p)
a(z) + b(x) Re (p)
b(z) |(d(z) + Re (p))| Re (p) |p|
ba)(dz) +Re(p)  _ 1

b(x) [(d(x) + Re (p))|Re (p) [p| ~ cos(8/2) 2]

N

N

VAN

N

VA\_/\ ,
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

avec = arg(z). Ainsi, il existe C' > 0, r; > 0, 6; > 0 indépendants de x (#; est un angle
petit dans |0, 7/2[) tels que pour tout

zell, ., ={z€C :]arg(2)| <01 +n/2fU{z € C: 2] <}
1/2 - C
[(=(=A (@) = 27| < sup |K y,s)lds < —. (4.3)
y€(o, 1] | ’

Grace a Haase [21], pour tout A > 0, il existe un operateur linéaire borné Ty € L(X) tel que

(~Q@N' = (~A) + A1)
= (AN + @)

avec [|[Ta(2)|zx) < CAY% et C est indépendante de z. Donc, de cette derniére propriété
et de (4.3), on déduit que —(—Q (7))'/? génére un semi-groupe analytique non fortement

continu en 0. Maintenant, on va étudier les propriétés de 'opérateur

M _ 4 [—(—A(x) ] =0 *

|z=0 dx

Pour tout ¢ € X et y € [0,1], on a

ceci implique que
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

Ainsi

D((—=Q ())"/?) = D(A(z)) ={p € C([0,1]) : ¢(1) =0} # X.

Notons que, pour ¢ € D (—(—A(0))"/?) = D (K(0)), on a

{ ¥ € C2([0,1]), a(0)%(0) —b(0)y' (0) =0,
P (1) =0, K(O0)W=1"

d’ou (aprés une intégration par parties)

{W _0K<o>w} )

(1 - y)(a(0)(0) — a/(0)b(0)) | ,
ST / sty
(1 - )(a(O)b(0) - a(O)(0))

- o [(0) + (0)]

Ainsi on peut vérifier que
peC*([0,1)), »(1)=0,

a(0) ¢ (0) = b(0)¢" (0) # 0.

d
Ceci montre que e (K(x))[;:o (D(K(0)) n’est pas inclu dans D(K(0)). On a seulement
T

% (K ()1, (D(K(0)) € D(K(0)),

et on aura la méme propriété en 1. De maniére similaire, on obtient

(3<K< )= 0)) )

a(x) sinh ps + b(x)p cosh ps]

896 p a(x) sinh p + b(x)p cosh p Pls)ds
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

0 la(z) sinh py + b(z)p cosh py]
p [a(z) sinh p 4 b(x)p cosh p]

1
/smhp (1 —s)i(s)ds
y

[a(x)V' () — a'(2)b(x)]
la(z)sinhp +b x)pcoshp]2

= —sinhp(1 —y)

1

: /sinhp(l — s)u(s)ds.

Comme dans [1], p. 55, on aura

0 C C
S (K(z) —2D) 7 < —
’3$ STESEP
pour tout z € I, .~ avec v € |1/2,1]. On s’intéresse a l'estimation de l'opérateur
d* (K(z))™
ﬂ. Pour cela on note :
dzx?

Kgﬂmww)ﬂw>:—/;imu%xM¢@@

Hz) = M%@M@—GWWW@%W®+M@]
[a(z) + b(x)]
_ 2[a(2)V(z) — ' (x)b(z)] [o'(z) + ' (2)]
[a(z) + b))’
= H1 (ZL‘) + Hg (33
D’ou »
(@) o] <clvly
Gréace a la formule (2.19), on peut vérifier que
‘ %(K(m) —2I)7! <Clz|". (4.4)
xr L(X)
Pour 'estimation de @ (K(I))il — @ (K(S»il, par un calcul direct il vient

dx? ds?
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

dx? ds?

(d? (K@) & <K<3>>1) .

< C([Hy(z) — Hy (s)] + [Ha (v) — Ha (3)]) |||
< Clz—s[ |9y <Clz—s["[[¢]lx -

Examinons, maintenant, ’opérateur

K(@)(K () — 1)

Pour cela, on utilise les mémes techniques que celles utilisées dans [39]. On consideére les

(K()"

notations suivantes, pour ¢ € D (K(x))

v A=

Pour ¢ € X, on a par définition

p(y, D) [(KCL‘ - ] w(y), y €]0,1],
a(z) [ (z)) "] (0) !
(K ()™ ¥ (1)

et grace a la différentiabilité de (K (x))™", il vient

;

IIQ

D) | - (K@) ] ) =0,y ol

oo | K@) o] 0) - 2) | )

= —d' () [(K(2)) " 9] (0) + ¥/ (z) [(K(z))
[ [(K (=) ] (1) =0.
z €10,1] et ¢ € C?[0,1], on a
(p(y, D) — 2K (2)(K(z) — 2)~'¢
(p(y, D) = 2I) [I + 2(K(z) = 2) 7] ¢
= p(y, D)o — 2¢ + zp(y, D)(K (x) — 2) "'
= py,D)o.

Dongc, en vertu de (4.5),

(p(y, D) = 2K (2)(K(z) — 2)~ {i (K () @D} (4.6)

_ ~—
L

<
-
-

—~

e

S~—

(4.5)

Pour z € 11

01+m/2,m1

D



4.1. Cas d’un intervalle borné de R

D’une maniére similaire, on écrit

b(x, D) [K(x)(K(x) — 2)"¢]
= b(x,D)p + zb(z, D)(K(x) — 2) ¢
- b(xa D)¢7

puisque b(x, D)(K (z) — z)"*¢ = 0. Par conséquent

b, D) [ () = 27 (R0 0 (@7)

— b D) | (K)o

Posons

d
dx
alors en additionnant (4.6), (4.7) et (4.5), il résulte

o = K(2)(K(2) = 2)7 (K (2)) " ¢,

0, ye€l0,1],

I)
a (1), (0) — b{x)!
=~ (&) [(K(2)™ 9] (0) + V() [(K (@) "] 0),
(1)=0

qui est équivalent a

[ Oly) = 20,(y) =0, y €01,
a(z) ¢, (0) — b(x)¢), (0) (4.8)
= —a' (x) [(K(2))" 9] (0) + V' (x) [(K(2)) " 4] (0).

| (1) =0

sa solution exacte ¢, est

©.(y)
B (—a’ () [(K (2)) ™ %] (0) + ¥ () [(K(2))"" ] (0)

a(x)sinh /2 + b(x)\/z cosh /2 sinh v/z(1 — )

! (—a’ () [(K ()" 9] (0) + ¥/ (x) [(K(x))—lw]’(o)) |
 b(x) d(x) sinh \/z + /2 cosh \/z sinh v/2(1 — y).

Comme nous Pavons déja vu, si on pose /2 = p,

sinh v/z(1 — y)
d(z) sinh v/z + v/z cosh \/z
o cosh Re (p) C o C
= ld(z) + Re(p)[sinhRe (p) ~ [d(z) + Re(p)] = |2/’
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

alors

C

7 (4.9)

1Pall ) <
Lo S

On a vu aussi, que les fonctions suivantes

vérifient

\

d

K (22) (K (22) = 2) 7 = (K(2) " 0 = ¢,

{ Klon)(K (o) = 2) - (K@) 0 =,
dzs

0o (y) — 20, (y) =0, y €]0,1],

a (1) ¢g, (0) = b(z1)¢;, (0)

= —a/ (z1) [(K(21)) 7" 9] (0) + b/ (21) [(K(21)) " 9] (0),
Pg, (1) =0,

Py () — 204, (y) =0,y €]0,1],

a(z2) ¢, (0) = b(z2)¢" (0)

= —a/ (22) [(K(22)) 7" 9] (0) + V' (22) [(K(22)) " 9] (0)
P, (1) = 0.

Donc ¢, — ¢,, = x est solution de

ou

et

X"(y) —2x(y) =0, y€]0,1],
) X (0) = b(x1)x' (0) = d" (1, x2) + d*(21, w2),

d*(x1, 23) = [a (21) — a (22)],, (0) = [b(x1) — b (x2)]&), (0).

Tenant compte de (4.8), on aura

et

(y) = 1 [dY(xy, 3) + d2(x1, 25)] sinh /Z(1 — )
A=) d(z)sinh\/Z + /z cosh \/z
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

dl(Il,Ig)
= —d' (z1) [( (0) +0'(z1)
+a (22) [(K(22)) " 9] (0) — ¥/ (2)
( )

~—

= d (1) [(K(22)) " = (K(21)) " ] (0

ce qui conduit, en vertu des hypothéses sur a, b, (4.1) et (4.2) &
|d (21, 29)| < Clwa — 2| [[¥]] -
Pour d*(z1,xs), on obtient

|d*(z1,22)| = |la (1) — a(x2)]e,, (0) = [b(21) — b(x2)]¢, (0)]
< Clag — x| |19

Dongc, en utilisant (4.9), il vient

HX“ = H(p:m - (pinH
o Clos —a| [¢flx [sinh vz(1 - y)|
[(d(x) + Re(p))| sinhRe(p)
o Clra ] 4] coshRe o)
|(d(x) +Re (p))|sinh Re (p)
Clzg — x| 9] x
< |z|1/2 ;
d’ou
‘ 2(K(x) — 207t — 2(K(s) —z)7! (4.10)
Ox 0s £(X) '
Clr—s| Clz—s|"
<
|Z|1/2 |Z|1/2 ’

avec n€10,1[et v+n—1>0.
On vérifie les autres hypothéses d’'une maniére similaire & ce qui précéde. Finalement tous

les résultats obtenus s’appliquent au probléme concret quasi-elliptique suivant (ot A > 0)
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

O )+ c<x>% (020 = 55 (52) = Na,) =  (@.9). (2:9) € 0,1
a () u(z,0) — b(a:)a—Z(x,O) =0, z€(0,1),
a(x) g—yZ(Q:,O) — b(x)g—;;(x,O) =0, z€(0,1),

2
@(x,l):u(:c,l)zo, ze (0,1),

\

4.1.2 Exemple 2

Considérons ’espace de Banach X = L?(0,1), (1 < p < o) muni de sa norme. On définit

1/2

la famille d’opérateurs linéaires fermés (—A (x))'/# pour tout x € [0, 1] par

{ D (—(=A(2)"?) = {p € W??(0,1) : ¢ (0) = b(x)¢' (0) = 0, ¢ (1) = 0}
(—(=A@)"0) (y) = ¢" (y), y €(0,1).
D’ou, on écrit

D(A(z)) ={p e W' (0,1) : ¢ (0) = b(z)¢' (0) =0 ; ¢ (1) = 0;

@" (0) = b(x)" (0) = 0 et " (1) = 0}
(A(x) ) (y) = =™ (y), y € (0,1).

On suppose que b € C*#[0,1] et b(z) > 0 dans [0,1] et on définit la famille d’opérateurs

linéaires bornés (B (z)),¢(o ) Par
D (B (x)) = L7(0,1); (B (z)¢) (y) = a(z)e(y),

ou « est une fonction dans X. Un calcul direct permet, pour z € C\R_ et ¢» € X, de

résoudre 1’équation spectrale
—(-A@) P —zp =y EX,

qui est équivalente a

{ ©"(y) — 2z (y) = ¥(y), yel0,1]
¢ (0) = b(z)¢' (0) =0, ¢ (1) = 0.
On obtient

(~(—A ()2 = 21) ) () = / K, (g, 5) ) (s) ds,
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

avec p = /z (ici Re(p) > 0) et le noyau de Green K, est défini par

sinh p(1 — y) [sinh ps + b(z)p cosh ps]
p [sinh p + b(x)p cosh p]

si 0<s<y,

K, (y,z,s) = —
o (1, ,9) sinh p(1 — s) [sinh py + b(z)p cosh py|

p [sinh p + b(x)p cosh p]

siy <s< 1.

Posons
K(z) = —(=A(2))"2.
(On obtient les mémes résultats quand on considére le parameétre \).

L’opérateur K (x) est inversible, son inverse est borné et on a

[M@YWMF%+%@WWM@=/m@m@M@m

e (1~ y)[s + b(a)]
1+ b(x)

(1 5)[y + b))
1+ b(x)

si 0<s<y,
Ko (y,x,s) = —

si y<s<l.

Soit 0 < 1 < x9 < 1, alors

~[((K(@2) ™ = (K(20) ) ¥(y)

1

— /[KO (y,z1,5) — Ko (y, 21, 9)]¢ (s) ds

= -y (B e

14 b(xy
—a—w7fj$2&uﬁm
[y + blzz)] ] (111‘2)&(;) d
—w+um»7ﬂ12ﬂ?d

Il s’ensuit que

IT((K (22)) " = (K (20) ) %] @)

7w@n—wmw+w@ﬂ—an

< (1-y) [T+ b(x1)] [1 + b(z,)]

Y (s)ds
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

D’ou
(K (22) ™" = (K (21)) ") ]| < Clas = a1 [[9] - (4.11)
On a aussi
o st s
(K@) 0 (o) = - / @ ds+ [ ) ds
Un calcul similaire a celui de I'exemple 1, permet d’obtenir
(K (22)) ") () = (K (20)) "] (9)
B ! s+ b(x s+ b(z)
- /1+b 1+bx1)¢(8)d8
W (1-s (1—13s)
+ /1+bx2 1—|—bx1) (s)ds
_ +b$1 +S )—b( )) ) ds
(1 —s) (b(z1) — b(x2))
* / 1+b ][1+b N WS)dS] |
Alors
(K (22) " 0] () = [(K(20) " 0 ()] < Claa =] [0l - (4.12)

Posons g(x) = 1/b(x) et écrivons
[sinh p + b(z)p cosh p| = b(z) [g(x) sinh p + p cosh p|] = b(x)G(z, p).

, x €[0,1], on a G(x, p) # 0.
D’autre part, pour tout z € C\R_ et z € [0, 1]

Comme dans I'exemple 1, pour tout z € C\R_

|g(z) sinh p + pcosh p| 2 |g(x) + Re (p)[sinh Re (p) .

Puisque le noyau K, est symétrique, alors grace au lemme de Schur (voir [20]), on obtient

1 1/p
I(=(=A @)Y =207 < ( / K, <y7:c,s>|pds) < %

|z

(4.13)
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

D’aprés Haase [21], il résulte que pour tout A > 0, il existe un opérateur linéaire borné
T\ € L(X) tel que

(—Q@)"? = (=A(2) + AI)'/? = (= A (2))"/* + Tx(x)

avec [|Th(2)]|x) < CA'/? et C est indépendant de z. Ainsi on déduit de de cette derniere
propriété et de (4.13) que —(—Q (x))"/? génére un semi-groupe analytique non fortement

continu en 0. Regardons, maintenant, les propriétés de I'opérateur

d(K(m))fl d —~1/2
— = [-(-A@) ] oo

|x=0

Pour tout ¢ € X et y € [0,1], on a

{Ww} W) = = [ 5 Ko v (5)ds

_ =yl /(1 _ ) (s) ds,

1+ b(o)?
alors )
d(K (2))"" OO [y
{ X xow} = / (1= 90 (5)d
et
D((—Q @)'7) = DA@)) = X = 17(0,1).
D’ou K .
S X0 S DEQ)
De méme K .
S 0 S D)
Notons que, quand ¢ € D (—(—A(0))"/?) = D (K(0)),
{ p W (0,1]), (0) - b)Y (0) =0,
b =0, KO ="

d’ou (aprés une intégration par parties)



4.1. Cas d’un intervalle borné de R

donc on peut vérifier que
p € W (0,1), (1) =0,

mais

b'(0)

T+ b(0)] ['(0) +(0)] # 0.

 (0) = b(0)¢" (0) =

d
Ainsi, e (K(m))ﬁtlzo (D(K(0)) n’est pas inclu dans D(K(0)). On a seulement
T

— (K(2),L (D(K(0)) € DE(0)).

et on aura la méme propriété en 1. De maniére similaire, on a
O (K(x) - =D)7) )
—(K(z) — 2
ox 4

‘O [sinh ps + b(x)p cosh ps]
Oz p[sinh p + b(x)p cosh p]
0

1

/smhp (1 —s)i(s)ds

0 [sinh py + b(x)p cosh py]
Oz p [sinh p + b(x)p cosh p]

: V' (z) /
— —sinho(l — sinh p(1 — s)¥(s)ds.
p(1=Y) [sinh p + b(z)p cosh p]? A Al Vi)
On obtient
1 1/17
/ | ] h (1 )]p d < eRe(p)
sinh p(1 —y)[" dy <——— 7
/ (v Re(p)"”
et
1 1 1/q
[ sint (1 = yu(s)as| < ( [ Isintp(1 - sws) 10 20 0.,
0 0
D’ou

|| =] 0

LP(0,1)

r1 1/p
[ 1ot -y dy]

-(

N

p

b'(x)
[sinh p + b(x)p cosh p]*

p) 1/p

/sinh p(1 = s)ip(s)ds
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

1 1/q
eRe(p) b(x) (/
inhp(1—s)|"ds | [[¢]
1p | Tur 2 |sinh p Lr(0,1)
(pRe(p))7 |fsinhp + b(a)pcosh 7P| |/
eRe(P) ( C > 6Re(p) Hw H
< P
(pRe(p))"” ) \[lg(x) + Re (p)|sinhRe ()} ) \ (qRe(p))"* ) """
o d ol
o (Re)) 77 ) \Tgfe) + Re () sin Re ) ) 114000
C C
S [0l o o,1) < 191l 1o
[9(x) + Re (o) [Re (p)]'/7* /" SNVEREE
C C
(‘Z|1/2) 1/p+1/q ||¢||LP(0,1) g W ||¢||LP([)71)7
1
avec —+ — = 1. Donc
P q
0 C
—(K(z) — 2I)™* < : (4.14)
‘ O carony |2
2
pour tout z € I, . Les estimations de W(K (r) — 2I)7! s’obtiennent comme dans

I’exemple 1. D’autre part, pour estimer I'opérateur
o, d _
K(2)(K(z) = 2I)~ - (K(x)) Y

on utilise les mémes techniques que celles utilisées dans [39]. On va utiliser les notations

suivantes, pour ¢ € D (K (z))

p(y, D)l (y) = @" (y), v 6[0 1]

@
[b(z, D)l (o) = {

Pour ¢ € X, on a, par définition

p(y, ) [(K(x))” 11/)} (y) =), ye€l0,1],
(& lw} (0) = ble) [(K ()" 9] (0) =0,
(K@) "] (1) =

et grace a la différentiabilité de (K (), il vient

] 0= o) | (@) ] © (415
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

Pour z € I1 0,1] et ¢ € WP ([0,1]), nous avons

01+m/2,m1 S [

o~~~

p(y, D) — 21K (z)(K(z) — 2)"'¢

p(y, D) — 21) [T + 2(K(x) —2)7'] ¢

= ply, D)¢ — 2¢ + 2p(y, D) (K (x) — 2)"'¢
= ply, D)o,

Donc, en vertu de (4.15), on a

@@Jﬂ—zﬁK@ﬂK@»—a*[ﬁwK@»*¢] (4.16)

De méme

b(x, D) [K(x)(K(x) — 2)"¢]
= b(z,D)¢ + zb(x, D)(K(z) — 2)"'¢
= b(an)Qb)

puisque b(z, D)(K(x) — z)"'¢ = 0. Donc

b(x, D) {K(I)(K(i’) —2) 7 (K(2)) ¢ (4.17)

Posons
0 = K(@)(K(x) —2) 0 (K(x) 0,

alors en additionnant (4.16), (4.17) et (4.15), il résulte

©a (0) = bx) e, (0) = V'(2) [(K(2)) " %] (0),

{@@D)zDWJMQ y €0,1],
¢, (1) =0,

qui est équivalent a

(2)¢), (0) = ¥'(x) [(K(x)) " ] (0), (4.18)
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

Sa solution ¢, est donnée par

V() (K@) ] (0)
sinh \/z + b(x)/z cosh y/z sinh /(1 — )
1 (V@ (K@) ] )

- sinh \/2(1 - y)?

b(x) g(x)sinh v/z + \/z cosh \/z

comme nous 'avons déja vu, si on pose \/z = p, alors

‘ sinh \/z(1 — y)
g(z)sinh v/z 4+ y/z cosh /z

©.(y)

o cosh Re (p) C o C
= lg(z) + Re(p)|sinhRe (p) ~ |g(x) +Re(p)| ~ |2|M/*
Donc
1 1/p
Cllvllx 1 : P
< . hv/2(1 — .
H%”Lp(m) |(g(:v)+p)|smhRe(p) /‘sm \/5( y)\ dy (4 19)
0
Cloly 1 _ Cluly
= |Z|1/2 (Re (p))l/p =~ |Z|1/2p+1/2'
Ainsi
K@@ -7 L w@) | <
dx 1P (0.1) = |Z‘1/2p+1/2'

On a vu, aussi, que les fonctions suivantes (voir exemple 1)

K@) (K1) = 2)7 - (K@) 0 = o
K@ﬂK@»—@*ﬁ;K@ml¢=ww
vérifient

(O (y) — 20, (y) =0, y €0, 1],

2, (0) = (1)t (0) = b'(an) [(K (1)) ] (0),
[ e, (1) =0,
(O () = 20,,(y) =0, y €0, 1],

2y (0) = bla2) ! (0) = V() [(K (22)) "] (0),
[ s, (1) =0.

" (y) —2x*(y) =0, y€0,1],
)
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4.1. Cas d’un intervalle borné de R

ou

!/

d'(z1,m5) = V(21) [(K(%))*l%ﬂ/ (0) — ¥/ (w2) [(K (x2)) " ] (0),
d*(21,m5) = —[b(x1) — b(22)]¢), (0).

Alors, de (4.8) on déduit

1 [d(zy,22) + d* (21, 22)] sinh /2(1 — y)

Xy) = b(z) g(z)sinh y/z + \/z cosh /2 ’
et
d'(z1,12) = V(@) [(K(x1) " ] (0) = V(@) [(K(22)) " ] (0)
= W) ([(K(e) 0] = [(K() " 0]) (0)
(1) = V(o)) [(K ()" 4] (0),
ce qui conduit, en vertu des hypothéses sur a, b, (4.11) et (4.12) a
|d' (21, 23)| < C'lawg — 2 [[¥]| -
Pour d?(z1, z2), on obtient également
|d* (21, 23)| < C'lag — 2| 0| -
Dong, de (4.19), il résulte que
X = |lew, — ¢l
1 1/p
C |332 - $1| . p
inh+/z(1— d
(@) + Re (o) sinh Re (1) (/ sk V2(1 =) y) Wl
C|l’2—$1| Cflx2_x1|77

S —amn Wlx < —mma 1Yl
2| 2|

pour 0 < n < 1, ce qui implique que

avec n €]0,1] et v +n—1> 0.

0 N
(K (x) - 21)

_ 9
0s

Clz—s|

|Z|V ?

(K(s) —zI)™!

/N

£(X)
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4.2. Cas d’un ouvert borné de R"

De la méme maniére on vérifie les autres hypothéses. Finalement tous les résultats

obtenus s’appliquent au probléme concret quasi-elliptique suivant (ou A > 0)

([ J%u *u

o @ y>+c<a>a—< D)= Gyt (r.) = dule.y) = £ (2.9). (.9) € (0.1)°
u(z,0) — bz )a—“(x 0)=0, z€(0,1),

82u 83u
?(x,O)—b( ) g0 =0, z€(0.1),
a—w(x,l):u(x,l)ZO, r € (0,1),

w(0,y) =v(y), ye(0,1),
u(l,y) =), ye(0,1).

\

4.2 Cas d’un ouvert borné de R"

4.2.1 Exemple 1

Considérons I'espace de Banach X = C (2), ou Q (de frontiere 92) est un ouvert borné
régulier de R™. Pour une fonction réguliére v : Q@ — C, y — u (y1, Y2, ..., Yn), on a l'opérateur

différentiel suivant (avec coefficients a valeurs complexes):
n

E(r,y,D)u(y) = > ij (z,y) DiDjU(?J)

4,j=1

+ Z bz (ZL‘,’y) Dzu (y) + C(‘/L‘7y)u (y) ) (ZL‘,’y) < [07 1] X ﬁv
i=1
et 'opérateur différentiel de bord (avec coefficients & valeurs complexes):

[(z,s,D)u(y) = i: d; (z,s) Diu(s) +e(x,s)u(s),(z,s) € (0,1) x 0Q.

=1
On suppose que les coefficients
a;j, bi,c: [0,1] xQ—C et dje:[0,1] x0Q— C,

vérifient les hypothéses suivantes :
(A1> EI(S >0: V({L‘,’y) € [07 1] X §7v€ = (Slagb 7571) € Rn’

e 3wty > Sl
ij=1
(A2) V(x,s)€[0,1] x 09,
Imd; (z,s) = 0; i d; (z,s)v; (s) #0,
i=1

ou le vecteur v (s) = (v1 (s),v2(s), ..., v, (s)) désigne la normale extérieure a OS2 en s,
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4.2. Cas d’un ouvert borné de R"

(43) ai; (z,.), b (z,.), c(z,.) € C* () uniformément en z € [0,1] et
' di(z,.), e(z,.) € C*(O) uniformément en x € [0,1],

(A4) { ai; (y), bi (., y), c(,y) € C7([0,1]),0 < o < 1, uniformément en y,
di (y), e(.,y) € C**([0,1]), u € ]0, 1] uniformément en y.
l\ﬁlain;cenant considérons le probléme concret suivant (ou A > 0)
e (0) + ) g (,9) — B 5., D) () — N, 9) = f (3,1)
[ (z,s,D)u (3:,3) = 0, I (z,s,D)u(z,s) =0, (x,s) € [0,1] x 09,
u(0,y) =9 (), y€Q
u(Ly)=v(y), yeQ.

On définit la famille d’opérateurs linéaires fermés ((—A (z))Y 2)366[0 j par

D(=(-A@)?) ={ueC(Q)NnW*>(Q),g>n:E(z,.,D)ucC(Q)
et I'(x,.,D)u = 0 sur 00}, (4.20)
(—(=A(2))?u) (y) = E (.. D)u(y), y €.
Posons
K(x) = —(=A ()%

Notons que les domaines D (—(—A (z))"/?) (de méme pour D(A(z))) dépendent de z et
ils ne sont pas denses dans X, puisque les conditions aux limites se réduisent a celles de
Dirichlet si d; (z,y) =0dans [0,1] x 9Q,i=1,...,n

On définit la famille d’opérateurs linéaires (B (2)),c(.1 Par

D(B(x))=X; (B(z)p)(y) = B(x)e(y).

ol [ est une fonction dans X. Le théoréme suivant nous sera trés utile. Pour cela, on
considére la fonction ¢ € C§° (R") avec support contenu dans B (0,1) et ¢ = 1 dans
B (0,1/2). Pour chaque 7o € Q et 7 > 0, on définit la fonction

T — X9

Vg () =0 < ) et M, ., = B (zo,7) N

r

Théoréme 4.2.1 Sous les hypothéses (A.1), (A.2), (A.3) et (A.4), il existe \g > 0, Oy €
|m/2, 7], g > 0 et Cy > 0 tels que, pour chaque K, suffisamment grand, le probléme

E(z,.,D)u—zu=f, in Q,
I'(z,.,D)u=g, on0d9Q, (4.21)
feriQ), gewYe(9Q),
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4.2. Cas d’un ouvert borné de R"

a une solution unique u (zx,.) € C (Q) qui vérifie linégalité suivante pour chaque z dans le

secteur ) o ={2 € C:|z| 2 Ao, argl|z — Ao| < bo} et r <71, = (Kro/2) ElaE

e oy + 1 [ Dullegey + 12172 sup D%, (422
zoEN ’
< C |Z|n/2q{sup ||f”Lq(M2r )"‘SUP lnf{Hw ¢27’onwlq Mz o )}}7
zoEf) zo€eQ) 0

ot w = g sur ).

Preuve. Voir la preuve dans Stewart [35], p. 306. m

La premiére conséquence de ce théoréme est donnée par le résultat suivant:

Proposition 4.2.1 Sous les hypothéses (A.1), (A.2), (A.3) et (A.4), il existe \g > 0, Oy €
Jm/2, 7] tels que Y5 \, S p(A(x)) et la famille ((—A(z))'/?) définie par (4.20) vérifie

lestimation c
H(K(x) - 1||L(X) < ﬂv

pour tout z € 2, et tout f € C (Q).

Preuve. La preuve est similaire a celle faite dans [1], p. 60. m

D’autre part, posons

alors le théoréme 4.2.1 conduit a

2l @)y + 121 1Du @)l ey + 500 |1D%0 @) a0y < C M llogmy- (4:23)

20€EN

Proposition 4.2.2 Soit A € _, . Sous les hypothéses (A.1), (A.2), (A.3) et (A4), il
existe \g > 0, 0y € /2,7 tels que la fonction u(z) = (K(z) —2)"" f est différentiable
dans C (ﬁ) pour chaque f € C (ﬁ) et vérifie Uhypothése (2.10), pour tout f € C (ﬁ)

Preuve. Fixons z, s € [0, 1], alors u (z) — u (s) est une solution de

{ [E(z,.,D) =\ (u(z) —u(s)) =[E(z,.,D)— E(s,.,D)]u(s), dans {2, (4.24)
I'(z,.,D)(u(x)—u(s))=—[(z,.,D) =TI (s,.,D)]u(s), sur of.
Tenant compte du théoreme 4.2.1, (4.23) et (A.3), il vient

lu (@) = u(s)llo@) = Oz = s) Ifllo@), quand s — . (4.25)
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4.2. Cas d’un ouvert borné de R"

D’autre part, soit E' (x,y, D) et I” (z,y, D) les opérateurs différentiels dont les coefficients
sont les dérivées par rapport & x, correspondantes aux opérateurs F (x,y, D) et I' (z,y, D)

respectivement. Soit h (z) la solution du probléme suivant, similaire au probléme (4.21):

{ (E(z,.,D)u—2)h(z) = E'(z,,D)u(z), dans Q, (4.26)

I'(z,.,D)h(x)=—-1"(z,.,D)u(x), sur 0.
Considérons la fonction
u(‘r) _U(S> —h(l’)
T —S
en utilisant (4.25), il vient

Ao ,5) oy = o) [ F oy auand s — .

d’ott du (z) existe dans C (ﬁ) et
T
S P AR B
- dr  dx ’
Aussi, grace au théoréme 4.2.1, (4.23), on obtient
0 1 C C
— (K(z) — < — a) <t a)s 1/2,1].
5 (K@ =271 < ey < 1 ey v € 172,1)

2

0 1
922 (K(z)—2)" f
Labbas [24], P. 131-133. m

L’estimation de s’obtient de la méme maniére que celle faite dans

L(X)

Proposition 4.2.3 Sous les hypothéses (A.1), (A.2), (A.3) et (A.5), la famille
((—4 (1‘))1/2)%[0,1] définie par (4.27) vérifie
0 . 9] .
| (0) = 200 = S (Cs) = 20
Preuve. voir [1], p. 62. =

< Clo= ol Iolego)

Remarque 4.2.1 Cas particulier, pour X = C (ﬁ), ot §) est un ouvert borné et régulier
de R? de frontiére 00 = 'y UTy et 1 Ny = 0. En considérant la famille d’opérateurs

linéaires fermés ((—A (x))l/z)gce[o 1]

D(—(—A@)) ={ueC(QnW(Q), ¢g>n:LuecC(Q)
etu=0 surly; —O0u/ov+a(x,)u=0 sury}
(—(=A@)%u) (y) = Au(y), ye,
ot la fonction a (z,.) € C*% ([0, 1]) uniformément en s,y € Q. Ici, on considére (A (x)u) (y) =

—A?u(y). Cet exemple peut étre traité de la méme maniére que celle faite dans [24], p.126.
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4.2. Cas d’un ouvert borné de R"

4.2.2 Exemple 2

Soit X = LP(Q), 1 < p < oo, ou  (de frontiere 0f2) est un ouvert borné régulier de
R™. Pour une fonction réguliere u : Q@ — C, y — u (y1, Y2, ..., Yn), on considére 'opérateur

différentiel suivant (avec coefficients a valeurs complexes):

E(ny D)uly) = Y ay (z,y) DDyu (y) + Zb (2,9) Dau () + ¢ (3, 9) u (y)

ij=1
(z,y) €10,1] x Q,
et 'opérateur différentiel de bord (avec coefficients & valeurs complexes):

[ (z,s,D)u(y) = i:zn:ldi (x,5) Diu(s)+e(x,s)u(s),

(x,s) € (0,1) x ONQ.
On suppose que les coefficients

aij,bl-,c: [0,1] X§—>(C et di,e:[O,l] XaQHC,

vérifient les hypothéses (A.1), (A.2), (A.3) utilisées dans I'exemple 1 (cas ou €2 ouvert de
R™) et ’hypothése suivante :

do >0, K>0:Vr,20 €[0,1],y € Q, s € 09,
> fay (21.3) = oy (@2.9)] + 3 by (@1.9) = by (@2.9)

Q=1
+ |C(Z’1,y) - C(x27y)| g K |$1 - :E2|U>

A5 n
50 S5 1 (@1, 5) = di (2, )| + e (@1, 5) — € (22, )] < K Js — ],
1=1

> |Did; (x1,9)| + > | Dre (x1, 5)| < K.
k=1

L k=1
On consideére le probléme concret suivant (o A > 0)
( 82

u

ou
@ (Iay> + 5<J‘1)£ (x,y) - E2 (xvyu D)U(Jf7y) - )\U(.f,y) - f('ray)a
L% (z,s,D)u(x,s)=0,i=1,2, (x,5)€[0,1] x 09,
u(0,y) =¢ (), ye,

L v(Ly)=v (), yeQ,
et on définit la famille d’opérateurs linéaires fermés ((—A (z)) 2)z€[0 ) par

{ D(~(=A@)"?) = {s € W>»(Q):T (2,5, D)6 =0, s € 9 (4.27)

(_(_A ($)>1/2¢) (y) =F ($7y7D) ¢(y) YIS ﬁa

Ici, les domaines D (—(—A (z))"/2) (de méme pour D(A(z))) dépendent de z et ils sont
denses dans X, grace aux conditions aux bord dépendant de x. On définit, aussi, la famille

d’opérateurs linéaires bornés (B (2)) ¢ 1 PAr

D(B(x)) = X; (B(x) ) (y) = 6(x)e(y)-
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4.2. Cas d’un ouvert borné de R"

ou d est une fonction dans X.

Théoréme 4.2.2 Sous les hypothéses (A1), (A.2) et (A.3), il existe ¢ € |2, 7| et w =
w(p) = 0 tels que, pour chaque z € 3, , = {2 € C:arg(|z —w|) < ¢} et x € [0,1], le
probléme
E(z,,.D)u—zu=f¢eLP(Q),
{ [ (z,.,D)u=geW=l/rr(9Q),

a une solution unique u (x,.) € WP (Q). De plus, il existe C (p) > 0, telle que

1/2
|z = wl l[ull oy + 12 = @2 [1Dull gy + 1D 1o (4.28)
: 1/2
< Cp) {”fHLP(Q) + wev%/qvfp(g) {’Z - w| / HwHLP(Q) + HDwHLP(Q)}} ;

ot w = g sur 0S).

Preuve. Voir S. Agmon [2] ou H. Tanabe [36]. m

Une conséquence de ce théoreme est le résultat suivant:

Lemme 4.2.1 Sous les hypothéses (A.1), (A.2) et (A.3), la famille d’opérateurs linéaires
((—A(x))"?) définie par (4.27) vérifie Uestimation
)

(K (x) - =1 o

) Moo <

avec \g =w, C=C(p), w=X et biir2 = 0.
Proposition 4.2.4 Sous les hypothéses (A.1), (A.2), (A.3) et (A.5), la famille d’opérateurs

linéaires ((—A (z))"?) définie par (4.27) vérifie les hypothéses (2.10) et (2.11), ou
C'=C(p)

z€[0,1]

Preuve. Voir A.Yagi ([39], [38]). =
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