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Régularité maximale de la solution
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3.1 Préliminaire

Sachant qu’on a toujours
Do) (6 +00) € D(K(0)); Drqy (65 +00) C D(K(1)).

Pour traiter la régularité maximale de la solution stricte du probléme (2.1)-(2.2), en plus

des hypotheses (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.13), on imposera les hypothéses suivantes:

B(0)(X) C Dio) (0; +00);  B(1)(X) C Dicqry (65 +00). (3.1)
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

3.2 Reésultat principal de régularité maximale

On va démontrer le résultat fondamental de la régularité maximale de la solution stricte du
probléme (2.1)-(2.2), c’est le :

Théoréme 3.2.1 Soit f € C?([0,1];X), (0 <0 < 1), € D((K(0))?) et ¢ € D ((K(1))?).
Sous les hypotheses (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.13), (3.1) et (3.2), il existe \* > 0 tel que pour

tout A = X\, la solution stricte u écrite dans la représentation (2.22) satisfait la régularité

u’ (), BO)u' (), Q()u() e C?([0,1];X)
f=min(0,n+v—1)

st et seulement si

d2

F(0) + (K(0))* + = (K (2)) .2 K(0) € Do) (6, +00)

d? _
F()+ (K1) ¢+ ) (K (%)) ;001 K(1)¢ € Dir) (6, +00).
On peut énoncé aussi ce théoréme sous la forme suivante:

Théoréme 3.2.2 Soit f € C?([0,1];X), (0<0<1), p € D(A(0)) et 9 € D(A(1)).
Sous les hypothéses (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.13), (3.1) et (3.2), il existe \* > 0 tel que pour

tout A = X, la solution stricte u écrite dans la représentation (2.22) satisfait la régularité

d"(), BOW (), Qul) € C?(0,1]; X)
f=min(0,n+v —1)
st et seulement si

d? —1/2

F0) = AO)p + 5 (= AL (A= A0)% 0 € Doy (02, +0),
F(1) = A+ 5 (=A@ (3= A) 0 € Dy (6/2.+00).

Preuve. Montrons que

W), BOW (), Q(u() € C7([0,1];X).
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

On commence par 1’étude de I’hsldérianité du terme @ (.) u (.). D’abord, on rappelle que

F1(0) = F(0) + o (K ()L K(O)p + () + 1ol ),
F) = FO) + g (KL K+ B0) + (),

ou (voir proposition 2.6.2)

G(¢), ro(f*¥) € D (0;+00) C D(K(0)),
7 (¥), m(f*,¢) € Dkq)(0;+00) C D(K(1)).

() e P+ (K (2))%Y (2) e 0
() DOy 4 (K (2))?Y () Ty

K () / IR (£ () — £ (0)) ds

62(17@]((%

Y (2 '
B Y( )K(I)/e(’”“)f“f‘) (f* () — f* (0)) ds

2

K(z) [ e (7 s) - 1 (1) ds




3.2. Résultat principal de régularité maximale

2cK (x
+Y§$) 6(2—1)K(m)f* (1) o € (2)Y (‘T) 6(2—:B)K(r)f* (1>
_ éx) e(l—x)K(:c)f* (1) + € 5 (:C) e(l—x)K(l‘)f* (1)
21
- S
i=1

Ici on a remplacé Uy(x) et Uy(x) écrits dans dy () ¢, di (z) 1 et m (z, f*) par
Uo(x) _ ([ - 62(1—x)K(x)), Ul(x) _ ([ _ e?azK(z)).

Regardons I’hsldérianité de A\; (x). Soit 0 < 7 < z < 1. D’apres Acquistapace et Terreni
[1], p. 38-39, on peut écrire

Ay (z) — Aq (7)

= — / K (@)e@ K@ (1 () - f* (2))ds
= / K(r)el™ 50 (£ (5) = f* ())ds

_ _% / K (2)e K@ (f* (5) — f* (x))ds

Gréace a la formule (3.11) utilisée dans [1], p. 38-39, on obtient
Ny € CP([0,1];X).

Traitons maintenant I’holdérianité de Ay (x)+ D¢ () + D16 (x). La somme A () +Ag (x)+
Qoo (z) peut étre traitée de la méme maniére au voisinage de 1. Par le calcul fonctionnel

de Dunford, on écrit

Dylx) =~z (a)



3.2. Résultat principal de régularité maximale

Ainsi

_ ﬁ ¢ (K (x) — 1) (f (x) — £* (0)) dz
+ﬁ e (K(x) — 2I)" f*(0) dz
= —(K(2))% (2) ™" @
- Yzz(:) /zQe“ ((K(z) = 2D)" = (K(0) — 2I)7") pd=
- Yzz(?/ e (K (w) = 21) 7 = (K(0) = 2) ") pdz
—Y (2) e O (K(0))*
Dag (z) = —Yf)@”“””)f* (0)
_ il(:) e (K(z) — 2I) " f*(0) dz

A4 ((L’) + Ae, (l’) + Alﬁ (I)

1
_56:101((90) (f* (33

Y
+ (':C) /226552
20T

ry

)~ £ (0) — 3@ f (0)

((K(x) — z[)f1 — (K(0) — zI)fl) wdz

Y (@) KO (K (0))  — L1 e g ()

2
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

D’ou

On a

Il s’ensuit que

_ ﬁ e (K(z) — 2I) ' g* (z) d2
= L e (@) - 7 = (K0 - 27 g @) i
b [ ()~ 20 g (1) 2

IR

= [11 (I‘) =+ 112 (l‘) .

la)llx < C @ =7)" 19" losxy - az)llx < C @ =7)" 19" lle ) »

l(as)llx < C(z=7)"llg"[lcx) -

Pour le terme I3 (), on écrit

1

he(2) = he(r) = —[e” (K(0) = 21)"" (¢" (x) — g" (7)) d=
—i—ﬁ (/ zemdr> (K(0) — zI) " g* (1) dz
= (m)+ (1)

Par suite

1) lx < C @ =) Mg sy 1) < C 2 =) 1 s x) -
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

D’autre part, écrivons

L (x) + Iy (x) + I5 (2)

= L (0) Y (@) O (K(0) o - Yéx)e”(@f* (0)
= S 0) (¥ (1) - DO (RO — O ((0)
Y (@) = D) ax) e K
e O (0) ) (0)
= ZJ ()

— KO >)f (0)—6“’”“0)1“* (0)
) ( rK(z) _ ))f*(())

)2s0 +fO)+ o (K(w))@,l:o K(0)¢ + @5(p) +10(f" )

= KO (KOPp+ 0+ 55 (KL KO)p)

—€xK(O)q)8(QO) . exK(O)TO(f*,w) . (exK(x) . 695K(0)> * (0)
= o1 (x)+az(z)+as(x)+ay(x).

D’apres le lemme 2.4.5, on obtient
ar € C?([0,1]; X)

si et seulement si

2

d _
(K(0)* + £(0) + 12 (K(m))\xl 0 K(0)p € Do) (65 +00).
Par ailleurs
ay € C?([0,1]; X) si et seulement si ®}(p) € Dy(o) (0; +00),

et
az € C?([0,1]; X) si et seulement si ro(f*,1) € Dx o) (6; +00) .
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Pour le terme a4, on écrit

o (:L‘) _ (ea:K(ac) . e:cK(O)) f* (0)
= L e () - o1y - (50) 1)) £ )
— % 7z (/Ow%(K(T)—zI)ldr) fr(0)dz

20T
L e (/0 & (k) - z[)_ldT) f* (0) d

— o Jle 1 ([ g e tar) £
e (/j%([(m—znldr) f*(0)dz

D’ou

N
Q

||(0441)||X

/

Iy
Clx—7)" 1 Nlewx
[(aw)llxy < Cl@=7)"11f" e -

(/ e_jds) </O % (K(r) = =D)" dr) £*(0)dz

T

<

De maniere analogue
Jy € C?([0,1];X) si et seulement si (K(0))* ¢ € Doy (6; +00) .

Pour le terme J4, on a

Ji(@) = Julr) = = (= ) 10
Y=Y o e
= Ju + Jao.
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Concernant le terme Jy1, on doit estimer la norme du terme (e”%® — ¢™%(™) . On a

ezK(m) o eTK(T) — (emK(:c) . emK(T)) (33)
+ [(ea:K(‘r) . eTK(T)) . (ewK(O) . GTK(O))]
+ (exK(O) . eTK(O))

= (a1) + (a2) + (as) -
Ce qui conduit a

Jn = ————I[(a1) + (a2) + (as)] /* (0)

On obtient

Io)lly < C /6“((1((13)—21)_1—(1((7)—ZI)_I)dZ 1Nl
< O(m_T)VHf*HC(X)a

1(b2) | x

/

'y
< Clx—1) Hf*HC(X) )

< Clf Nl

(/ zemdr) [(K(T) — 27— (K(0) — z])fl} dz

T

X

(b3) € C?([0,1];X) si et seulement si f*(0) € Dy(g) (6; +00),

Rappelons que

dx dr
Y @)=Y (0] (20 v ()
= 0, +0y+03,

avec
1Or]lx < Clz—=7], [|fally SC(z—7)" et [[05]x < Clo—7].
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Alors
[Jaollx < C |z — 7]+ (= 7)) [ F o

Pour le terme I3 (), on a

= (71) + (72) + (73) -
D’ou
l(v)lly < C(z=7)" J(K(0) ¢, ()l x < C (& —7)"[|(K(0)* ¢,

1(v)llx < Cla — 7] [ (K(0))* o] -

Concernant le terme Ay (z), on a

AIO (I) =

d’oll
Do (z) = Do (1)

_ :p+s)z —z_ ) — -1 (g) — f* s
B 4m// I = (K(r) = 2D)7") (f*(s) — f*(0)) d2d

OF1

4z7r / / (/ ””df) (K(r) = 21)7" (f* () — f*(0)) dzds

0F1 T

= (1) + (92) + (g3) -
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Ainsi

(gl x < Clz— 7] ||f*||cﬁ(x) Mg2)llx < C(z— T)ﬁ ||f*||oﬂ(x) 5

Ig)llx < Clz =7l s x) -

Les termes Aqy (x), Ns () et Aq3 () se traitent de maniére similaire.

Remarque 3.2.1 L’héldérianité du terme N5 (x)+Dg (x)+ Do () se traite par un raison-

nement analogue a ce qui précéde et on obtient la condition de compatibilité en 1.

D’autre part, regardons le terme B (z) v (z). On a

B(x)u' (z) = B(x)dy (z) + B(x)dy (z) + B (z)m' (z) + B (z)v' (z).

11 suffit de traiter I'holdérianité de B (z) v’ (x). On rappelle que (voir (2.70))

¢ ()

x 1

—igi) / / e (K () = 20) 7 f* (s) deds
— —iﬁ:) / T (K () = 20) 7 (£ (5) = f7 (@) dads
—ig) / / e (K (@) = 2D) 7 f* (w) dads
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

D’ou

C11 (:c) - 011 )

- 47,7r [r/ (K (@) = 21) 7T (f7 (s) = f* () dzds
T hin // T2 (K (1) = 21) 7 (f* (s) = f* (7)) d=ds
B 4z7r ZF/ (K (2) = 21) 7N (f7 (x) = f7 (7)) dds
4m // @2 (K (2) = 20) " = (K(r) = 2I) ") (f* () = [* (7)) dds
4m [r/l(f/ Zemdr) (1) = 2D) 7" (f* (s) — f* (1)) deds
// TN(K(7) = 2D) (7 (s) = f7 (7)) dzds
4@7r / / 2 (K (x) = 21) 7 (7 (5) = f* (2)) dzds

= (pq) + (o) + (p3) + (pa) + (5) -

Ainsi
-

)l < € [ || [ (ke =7 (7 @) - (7))

0 |ITy

< O =) 1 lles e

(o)l < C (=) [ £l oy

ds

T

(z—s)
r dr
Nl < 0/ / / e L g

1 (r—s)

(T =) 11 llosx) ds

(z—s)

< C’///—e”zrﬂdrda

< C-T-(x—f) 1 lesx)

1 les x)
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

()l < Clz =7 Noseey  Mus)llx < Ol =717 1 loscx) -

Pour ¢15 (), on a

D’ou

Alors

co(x) = _5 (x) //e(xs)z (K(z) — 2I)7" f* (z) dzds

er(z) e (1) = B oo (K (2)) " (f* (@) = f* (7))

ltew)lly < C @ =) 1 lenxy s Me)lx < C @ =) Nl -

[(e1a)llx < C (@ —7) 1 f* s -

Le terme (e13) se traite comme Jy;. On fait de méme pour ¢y (). Concernant le terme

c3 (), on écrit

T y 6(acfs)z 1
—B< )// ((%(K(x)—zl)_ f*(s)dzds

z

— (K(1) = 2I)7" f*(s) dzds

z 0T

B (1) T/ elr=9)2 9
0

Bl [ e (55 (K =207 = S 1) = 21) ) 5 () s
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

—345:) ]/ (e(w—s)z ; e(T_s)z) a% (K(r) — 1) £ (5) dods
(B (x)4;TB (1)) //6“ i K(r) = 21)" f* (s) deds

Iy

B (z) y er=9)z 9 o
 dim / T, (K@) —2D)7 [ (s) dzds
= (81) + (d2) + (J3) + (a) -

Il s’ensuit que
10))x < C(z=7)" [1f e

On fait de méme pour les termes (dz), (d3) et aussi pour le terme ¢4 (). Regardons aussi
I’holdérianité du terme G\s (x) ¢ écrit dans B (z) djy (x) (voir (2.44)), on a

Ga(a)e = B(@)U(@)Y () e
- 2o UZ()er) &) [ e (K(x) — 2I)"" pdz
B (x a »
- / 8_ —2I)" pdz
= ( ) + Qo ( ) .

Puisque ¢ € D((K(0))?), alors de l'identité de la résolvante, on peut écrire

(@) = 20 &) / 2" (K () = 2I) 7" = (K(0) = 2I) ") pdz

m
I

_B@) Uo(@)Y () / 26" (K(0) — 21) " pdz

20

_ _B@ )UQOZST / (/ (K () = 2D dr) odz

_B(z) Uo(l')Y(x)/e (K(0) — 2I)"" (K(0))* pdz

2T Z
'y

= 011 (LL’) + (5% (JZ) .

D’ou
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

192 (QZ’) — (12 (7’)

- B&) U;Z.f)y ) / S ; ) (K(0) = 2I) 7" (K(0))* pd>
B0 =Y O) [ 10—y o) o
2T z
B ) “ DY O [ 10) o1y (10
2T z
B = BN O) [ (0 o1y o) i
= (b1) + (b2) + (b3) + (ba)
Il en résulte
1)y < Clz =7 (K (0)* ¢ by < Clz—7[|(K(0)* ]

mmmx<cu—TWUﬂmfﬂu-

Pour (bs), on le traite comme Jy; (déja vu), ceci en majorant la norme
||(U0< | _ H 2(1—z)K (z e2(1—T)K(T))H

comme en (3.3). De la méme maniére et puisque ¢ = (I — etk (0)) ¢ + KOy le lemme

2.4.4 permet d’écrire

11 (l’) — _B([L’) (]2022-”:;)}/ (Z’) /Zexz /ar . Z] -1 dr (I . 6acK(O)) QOdZ
ry
B (:C) UO(x)Y (Z‘)/ zz / 0 -1 zK(0)
B QT e or (K(T) - ZI) dr | e SOCZZ
I 0

= a1 (x)+ax(x).
D’ott, pour a; (z) (on fait de méme pour as (z) car ||e¥@pl|| . < C2?||(K(0))*¢]|,), on a

ay () —aq (1)

— B (z) UQOZ(W / (/ - — D) Ly ) (exK(O) - erK(O)) odz
_B@ﬂggnw@/' (/8r _Z[1m>(]_§mmwﬂ,

Iy
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

ELUCIURITL Ty ( T2 o) dr) (1 — o)

20T T
B le) k)Y () . v ( JERTE dr) (1= ) i
(B =B 0 . ( JERT dr) (1= o)
_B(x) UQOZ'(;)Y(QS)/ZGM (/% (K (r) ZI)—l dr) (I_emK(O)) odz
= (ai1) + (a12) + (a13) + (a14) + (a15) + (a16) -
Puisque
H (eTK(O) . ea:K(O)) QPH _ % (exz . eTZ) (K(O) - ZI)_I QDdZ
_ ﬁ (e _€TZ>K(0) (K(g) —z1) oz
_ / (% / &7 (K (0) zI)lK(O)godz) dr
< Clz—1)|KO)¢lx,
alors
l(a)lly < Clz =) [KO)¢elly, l[(a2)llx < Cla —7)"[[(K(0)* ¢,
las)lly < Clz—7)|[(K©0)* |y, I(as)llx < Cla— 1) |[|[(K(0)* ¢,
law)ly < Clz—7)[|(K©O) ¢

Pour (a14), il se traite comme comme Jy; aussi. Maintenant, il reste & voir I’hsldérianité de

as (x), on a

as () = _B@) UQOZ,(;)Y (z) /e”% (K(x) — 2I)"" (I— exK(O)) odz
_B (.TJ) [/;32(7::)}/ (x)/e:cz% (K(x) o Z[)il e:cK(O)(de

= Q921 (l’) + 929 (I) .
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Pour as; (x) (on fait de méme pour ags ()), on a

Q21 (lE) - a21

_ B (z / ax _ . (ea:K(O) _ e’?’K(O)) odz

- (I - eTK(O)) wdz
_B («T) UO($)Y (x)/(exz o 67’2) 2 (K(T} N Z])fl (I _ 67—K(O)> odz

2im or
_B (x) Up(x) (;;T(l') -Y <T))/€TZ% (K(r) — z])—l ([ _ eTK(o)) odz
_B(z) (UO(JC)Q;TUO(T))Y(T) /e” % (K (r) = 21)" (I = KO o
_(B(z)-B(r 2m / 87_ _ o) (1- eTK(o)) odz

= (01) + (02) + (d3) + (04) + (55) (d6) -

Ainsi
1601l < Clz —7)" [|(K(0)* |, [1(83) I x < Clz —7)" [|(K (0))* ]|,

162) Il < Clx —7)"[|(K (0))* || -

D’une maniére similaire, on traite ’hldérianité des termes (d4), (J5) et (dg) qui restent et

aussi celle des termes B (x) d] (x) et B(x)m'(z). D’autre part, regardons 1’holdérianité,
par exemple, du terme V) (z Z Vai (z), figurant dans Pexpression de v” (z) 4+ Q () v (x),

voir (2.74). Concernant le terme V,\1 () (on fait de méme pour Vs, (x)), on a

Vi (z) — VM()

“2in / / (=0 (K (x) = 21) ™" f* (5) dds

0
-

oz [ [ o= oyt

0
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

- f*(s)dzds
(z—s)

/ / / ze Fdr
2m

0 I't \(r—s)

22%//

T I't

D’ou

T

(a1) + (az) + (az) .

9 1 g
g (K(71) —2I)"" f*(s)dzds

(2) — zI)"" f* (s) dzds

r—s) do N
ol < ¢ [ | ferommr B2 2 g as
o Iy X
< Clz—7)"" = (@ =7)" e
< Cle—=n)""" o
| v dr .
el < cf]|f / 2o Dol 1 o ds
0 Iy (r—s) X
< Cl-7)"|f HC(X)a
| , (x=39) do .
ey < € f| fer Bl g s
T |IT1 X
< Cl=7)" 1 o)
Pour le terme V3 (), on a
Vas (z) — Vis (7)
e(x s)z 82 1 o
= 4z7r// 8262 K(x)—zI)"" f*(s)dzds
0 Ty
6(7— s)z 62 1o
4m// 872 K(1)—=2I)"" f*(s)dzds
0Ty
e(x s)z . o? 1
= Thn / / (2 00 =17 = g5 ) o1
- [ (s)dzds
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

T r—S

1 0? -
_M// / e"*dr 52 (K(1) — 2I)"" f*(s) dzds
0 I'y T—S
1 y (z—s)z 52 3
—E//e — o (K (@) = 20) 7 f* (s) deds
T I'h
= (B1) +(B2) + (Bs) .-

En utilisant (2.21), on obtient

1B x
y (x —s) , do
< oY (g 7)o *
< of| [t @y 2 1 e ds
0 |1y x
| (x —s) ol do
+0/ / T5) (o, | “loco d
€ o (IL‘ T) ([L'—S)liy (l'—S) ||f ||C(X) S
0 |1y X
f — I=v do
C’/ /e"(m S).x—T". 7 - f* ds
S T g | 1 e
0 Iy X
| (x — s) ol do
—|—C’/ e’ Az —1). —55 fr ds.
p ( ) (I— 8)2 2 (I—S) || ||C(X)
0 |1y X
Par conséquent
1Bl

< Clr@—7)"+@-—1)"+(z— )" (2 - 7)2%1} 1 oy -

1By < C(z=7)" 1 oy, 1Bs)llx < C (@ =7)" 1/ logx,) -

On fait de méme pour V4 ().
Les mémes arguments utilisés ici s’appliquent pour I’holdérianité des autres termes

figurant dans Pexpression de v” (z) + B (z) v’ (z) + @ (z) u (x) = f (). Donc
W), BOW (), Q()ul)eC?(0,1];X).,

ol

f=min(0,v,n,n+v—1)=min(0,n+v —1).

Ce qui achéve la démonstration du théoréme. =
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