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Régularité maximale de la solution
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3.1 Préliminaire

Sachant qu�on a toujours

DK(0) (�; +1) � D(K(0)); DK(1) (�; +1) � D(K(1)):

Pour traiter la régularité maximale de la solution stricte du problème (2.1)-(2.2), en plus

des hypothèses (2.3), (2.4) et (2.10)�(2.13), on imposera les hypothèses suivantes:

B(0)(X) � DK(0) (�; +1) ; B(1)(X) � DK(1) (�; +1) ; (3.1)

8
>>><

>>>:

d

dx
(K(x))�1jx=0 (D(K(0))) � DK(0) (�; +1) ;

d

dx
(K(x))�1jx=1 (D(K(1)) � DK(1) (�; +1) :

(3.2)
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

3.2 Résultat principal de régularité maximale

On va démontrer le résultat fondamental de la régularité maximale de la solution stricte du

problème (2.1)-(2.2), c�est le :

Théorème 3.2.1 Soit f 2 C� ([0; 1] ;X) ; (0 < � < 1) ; ' 2 D((K(0))2) et  2 D ((K(1))2).

Sous les hypothèses (2.3), (2.4) et (2.10)�(2.13), (3.1) et (3.2), il existe �� > 0 tel que pour

tout � > ��, la solution stricte u écrite dans la représentation (2.22) satisfait la régularité

u00 (:) ; B (:) u0 (:) ; Q (:) u (:) 2 C� ([0; 1] ;X)

où

� = min (�; � + � � 1)

si et seulement si
8
>>>><

>>>>:

f(0) + (K(0))2'+
d2

dx2
(K(x))�1jx=0K(0)' 2 DK(0) (�;+1) ;

f (1) + (K(1))2  +
d2

dx2
(K(x))�1jx=1K(1) 2 DK(1) (�;+1) :

On peut énoncé aussi ce théorème sous la forme suivante:

Théorème 3.2.2 Soit f 2 C� ([0; 1] ;X) ; (0 < � < 1) ; ' 2 D(A(0)) et  2 D (A(1)).

Sous les hypothèses (2.3), (2.4) et (2.10)�(2.13), (3.1) et (3.2), il existe �� > 0 tel que pour

tout � > ��, la solution stricte u écrite dans la représentation (2.22) satisfait la régularité

u00 (:) ; B (:) u0 (:) ; Q (:) u (:) 2 C� ([0; 1] ;X)

où

� = min (�; � + � � 1)

si et seulement si
8
>>>><

>>>>:

f(0)� A(0)'+
d2

dx2
(�� A(x))

�1=2
jx=0 (�� A(0))1=2 ' 2 DA(0) (�=2;+1) ;

f (1)� A(1) +
d2

dx2
(�� A(x))

�1=2
jx=1 (�� A(1))1=2  2 DA(1) (�=2;+1) :

Preuve. Montrons que

u00 (:) ; B (:) u0 (:) ; Q (:) u (:) 2 C� ([0; 1] ;X) :

92



3.2. Résultat principal de régularité maximale

On commence par l�étude de l�höldérianité du terme Q (:) u (:). D�abord, on rappelle que

8
>>>><

>>>>:

f �(0) = f(0) +
d2

dx2
(K(x))�1jx=0K(0)'+ �

�
0(') + r0(f

�;  );

f �(1) = f(1) +
d2

dx2
(K(x))�1jx=1K(1) + �

�
1( ) + r1(f

�; ');

où (voir proposition 2.6.2)

��0('); r0(f
�;  ) 2 DK(0) (�; +1) � D(K(0));

��1 ( ) ; r1(f
�; ') 2 DK(1) (�; +1) � D(K(1)):

On a

Q (x) u (x) = �(K(x))2u(x)

= �(K(x))2 [v (x; f �) + d0 (x)'+ d1 (x) +m (x; f �)]

= �
1

2

xZ

0

K(x)e(x�s)K(x)(f � (s)� f � (x))ds

�
1

2

1Z

x

K(x)e(s�x)K(x)(f � (s)� f � (x))ds

+f � (x)�
1

2
exK(x)f � (x)�

1

2
e(1�x)K(x)f � (x)

�(K(x))2Y (x) exK(x)'+ (K(x))2Y (x) e(2�x)K(x)'

�(K(x))2Y (x) e(1�x)K(x) + (K(x))2Y (x) e(1+x)K(x) 

+
Y (x)

2
K(x)

1Z

0

e(x+s)K(x) (f � (s)� f � (0)) ds

�
e2(1�x)K(x)Y (x)

2
K(x)

1Z

0

e(x+s)K(x) (f � (s)� f � (0)) ds

+
Y (x)

2
K(x)

1Z

0

e(2�(x+s))K(x) (f � (s)� f � (1)) ds

�
e2xK(x)Y (x)

2
K(x)

1Z

0

e(2�(x+s))K(x) (f � (s)� f � (1)) ds

+
Y (x)

2
e(x+1)K(x)f � (0)�

e2(1�x)K(x)Y (x)

2
e(x+1)K(x)f � (0)

�
Y (x)

2
exK(x)f � (0) +

e2(1�x)K(x)Y (x)

2
exK(x)f � (0)
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

+
Y (x)

2
e(2�x)K(x)f � (1)�

e2xK(x)Y (x)

2
e(2�x)K(x)f � (1)

�
Y (x)

2
e(1�x)K(x)f � (1) +

e2xK(x)Y (x)

2
e(1�x)K(x)f � (1)

=
21X

i=1

4i (x) :

Ici on a remplacé U0(x) et U1(x) écrits dans d0 (x)', d1 (x) et m (x; f
�) par

U0(x) = (I � e2(1�x)K(x)); U1(x) = (I � e2xK(x)):

Regardons l�höldérianité de 41 (x). Soit 0 6 � < x 6 1. D�après Acquistapace et Terreni

[1], p. 38-39, on peut écrire

41 (x)�41 (�)

= �
1

2

xZ

0

K(x)e(x�s)K(x)(f � (s)� f � (x))ds

+
1

2

�Z

0

K(�)e(��s)K(�)(f � (s)� f � (�))ds

= �
1

2

xZ

�

K(x)e(x�s)K(x)(f � (s)� f � (x))ds

�
1

2

�Z

0

�
K(x)e(x�s)K(x) �K(�)e(x�s)K(�)

�
(f � (s)� f � (x))ds

�
�
exK(�) � e�K(�)

�
(f � (�)� f � (x))

�
1

2

�Z

0

�
K(�)e(x�s)K(�) �K(�)e(��s)K(�)

�
(f � (s)� f � (�))ds:

Grâce à la formule (3:11) utilisée dans [1], p. 38-39, on obtient

41 2 C
� ([0; 1] ;X) :

Traitons maintenant l�höldérianité de44 (x)+46 (x)+416 (x). La somme45 (x)+48 (x)+

420 (x) peut être traitée de la même manière au voisinage de 1. Par le calcul fonctionnel

de Dunford, on écrit

44 (x) = �
1

2
exK(x)f � (x)

= �
1

2
exK(x) (f � (x)� f � (0))�

1

2
exK(x)f � (0)
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

=
1

4i�

Z

�1

exz (K(x)� zI)�1 (f � (x)� f � (0)) dz

+
1

4i�

Z

�1

exz (K(x)� zI)�1 f � (0) dz;

46 (x) = �(K(x))2Y (x) exK(x)'

=
Y (x)

2i�

Z

�1

z2exz (K(x)� zI)�1 'dz

=
Y (x)

2i�

Z

�1

z2exz
�
(K(x)� zI)�1 � (K(0)� zI)�1

�
'dz

+
Y (x)

2i�

Z

�1

z2exz (K(0)� zI)�1 'dz

=
Y (x)

2i�

Z

�1

z2exz
�
(K(x)� zI)�1 � (K(0)� zI)�1

�
'dz

�Y (x) exK(0) (K(0))2 ';

416 (x) = �
Y (x)

2
exK(x)f � (0)

=
Y (x)

4i�

Z

�1

exz (K(x)� zI)�1 f � (0) dz;

Ainsi

44 (x) +46 (x) +416 (x)

= �
1

2
exK(x) (f � (x)� f � (0))�

1

2
exK(x)f � (0)

+
Y (x)

2i�

Z

�1

z2exz
�
(K(x)� zI)�1 � (K(0)� zI)�1

�
'dz

�Y (x) exK(0) (K(0))2 '�
Y (x)

2
exK(x)f � (0)

=

5X

i=1

Ii (x) :

Concernant le premier terme I1 (x), posons

g� (x) = f � (x)� f � (0) ; g� (0) = 0:
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

D�où

I1 (x) =
1

4i�

Z

�1

exz (K(x)� zI)�1 g� (x) dz

=
1

4i�

Z

�1

exz
�
(K(x)� zI)�1 � (K(0)� zI)�1

�
g� (x) dz

+
1

4i�

Z

�1

exz (K(0)� zI)�1 g� (x) dz

= I11 (x) + I12 (x) :

On a

I11 (x)� I11 (�)

=
1

4i�

Z

�1

exz

0

@
xZ

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A (g� (x)� g� (�)) dz

+
1

4i�

Z

�1

exz

0

@
xZ

�

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A g� (�) dz

+
1

4i�

Z

�1

0

@
xZ

�

zerzdr

1

A

0

@
�Z

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A g� (�) dz

= (a1) + (a2) + (a3) :

Il s�ensuit que

k(a1)kX 6 C (x� �)� kg�kC�(X) ; k(a2)kX 6 C (x� �)� kg�kC(X) ;

k(a3)kX 6 C (x� �)� kg�kC(X) :

Pour le terme I12 (x), on écrit

I12 (x)� I12 (�) =
1

4i�

Z

�1

exz (K(0)� zI)�1 (g� (x)� g� (�)) dz

+
1

4i�

Z

�1

0

@
xZ

�

zerzdr

1

A (K(0)� zI)�1 g� (�) dz

= (1) + (2) :

Par suite

k(1)kX 6 C (x� �)� kg�kC�(X) ; k(2)kX 6 C (x� �)� kf �kC�(X) :
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

D�autre part, écrivons

I2 (x) + I4 (x) + I5 (x)

= �
1

2
exK(x)f � (0)� Y (x) exK(0) (K(0))2 '�

Y (x)

2
exK(x)f � (0)

= �
1

2
exK(x)f � (0)� (Y (x)� I) exK(0) (K(0))2 '� exK(0) (K(0))2 '

�
(Y (x)� I)

2
exK(x)f � (0)�

1

2
exK(x)f � (0)

=

5X

i=1

Ji (x) :

On a

J1 (x) + J3 (x) + J5 (x)

= �exK(0) (K(0))2 '� exK(x)f � (0)

= �exK(0) (K(0))2 '�
�
exK(x) � exK(0)

�
f � (0)� exK(0)f � (0)

= �exK(0)
�
K(0))2'+ f � (0)

�
�
�
exK(x) � exK(0)

�
f � (0)

= �exK(0)
�
(K(0))2'+ f(0) +

d2

dx2
(K(x))�1jx=0K(0)'+ �

�
0(') + r0(f

�;  )

�

�
�
exK(x) � exK(0)

�
f � (0)

= �exK(0)
�
(K(0))2'+ f(0) +

d2

dx2
(K(x))�1jx=0K(0)'

�

�exK(0)��0(')� exK(0)r0(f
�;  )�

�
exK(x) � exK(0)

�
f � (0)

= �1 (x) + �2 (x) + �3 (x) + �4 (x) :

D�après le lemme 2.4.5, on obtient

�1 2 C
� ([0; 1] ;X)

si et seulement si

(K(0))2'+ f(0) +
d2

dx2
(K(x))�1jx=0K(0)' 2 DK(0) (�; +1) :

Par ailleurs

�2 2 C
� ([0; 1] ;X) si et seulement si ��0(') 2 DK(0) (�; +1) ;

et

�3 2 C
� ([0; 1] ;X) si et seulement si r0(f

�;  ) 2 DK(0) (�; +1) :
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Pour le terme �4, on écrit

�4 (x) = �
�
exK(x) � exK(0)

�
f � (0)

=
1

2i�

Z

�1

exz
�
(K(x)� zI)�1 � (K(0)� zI)�1

�
f � (0) dz

=
1

2i�

Z

�1

exz
�Z x

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

�
f � (0) dz:

Soit 0 6 � < x 6 1, on a

�4 (x)� �4 (�)

=
1

2i�

Z

�1

exz
�Z x

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

�
f � (0) dz

�
1

2i�

Z

�1

e�z
�Z �

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

�
f � (0) dz

=
1

2i�

Z

�1

[exz � e�z]

�Z �

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

�
f � (0) dz

�
1

2i�

Z

�1

exz
�Z x

�

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

�
f � (0) dz

= (�41) + (�42) :

D�où

k(�41)kX 6 C



Z

�1

0

@
xZ

�

esz

z
ds

1

A
�Z �

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

�
f � (0) dz


X

6 C (x� �)� kf �kC(X) ;

k(�42)kX 6 C (x� �)� kf �kC(X) :

De manière analogue

J2 2 C
� ([0; 1] ;X) si et seulement si (K(0))2 ' 2 DK(0) (�; +1) :

Pour le terme J4, on a

J4 (x)� J4 (�) = �
(Y (x)� I)

2

�
exK(x) � e�K(�)

�
f � (0)

�
(Y (x)� Y (�))

2
e�K(�)f � (0)

= J41 + J42:
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Concernant le terme J41, on doit estimer la norme du terme
�
exK(x) � e�K(�)

�
. On a

exK(x) � e�K(�) =
�
exK(x) � exK(�)

�
(3.3)

+
��
exK(�) � e�K(�)

�
�
�
exK(0) � e�K(0)

��

+
�
exK(0) � e�K(0)

�

= (a1) + (a2) + (a3) :

Ce qui conduit à

J41 = �
(Y (x)� I)

2
[(a1) + (a2) + (a3)] f

� (0)

= (b1) + (b2) + (b3) :

On obtient

k(b1)kX 6 C



Z

�1

exz
�
(K(x)� zI)�1 � (K(�)� zI)�1

�
dz


X

kf �kC(X)

6 C (x� �)� kf �kC(X) ;

k(b2)kX

6 C kf �kC(X)



Z

�1

0

@
xZ

�

zerzdr

1

A�(K(�)� zI)�1 � (K(0)� zI)�1
�
dz


X

6 C (x� �)� kf �kC(X) ;

(b3) 2 C
� ([0; 1] ;X) si et seulement si f �(0) 2 DK(0) (�; +1) ;

Rappelons que

[Y 0 (x)� Y 0 (�)]

= Y (x)

�
d

dx
e2K(x)

�
Y (x)� Y (�)

�
d

d�
e2K(�)

�
Y (�)

= Y (x)

�
d

dx
e2K(x)

�
[Y (x)� Y (�)]

+Y (x)

�
d

dx
e2K(x) �

d

d�
e2K(�)

�
Y (�)

+ [Y (x)� Y (�)]

�
d

d�
e2K(�)

�
Y (�)

= �1 + �2 + �3;

avec

k�1kX 6 C jx� � j ; k�2kX 6 C (x� �)� et k�3kX 6 C jx� � j :
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Alors

kJ42kX 6 C (jx� � j+ (x� �)�) kf �kC(X) :

Pour le terme I3 (x), on a

I3 (x)� I3 (�)

=
Y (x)

2i�

Z

�1

z2 [exz � e�z]

0

@
�Z

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A'dz

+
Y (x)

2i�

Z

�1

z2exz

0

@
xZ

�

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A'dz

+
(Y (x)� Y (�))

2i�

Z

�1

z2e�z

0

@
�Z

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A'dz

= (1) + (2) + (3) :

D�où

k(1)kX 6 C (x� �)�
(K(0))2 '


X
; k(2)kX 6 C (x� �)�

(K(0))2 '

X
;

k(3)kX 6 C jx� � j
(K(0))2 '


X
:

Concernant le terme 410 (x), on a

410 (x) =
Y (x)

2

1Z

0

�
K (x) e(x+s)K(x)

�
(K(x)� zI)�1 (f � (s)� f � (0)) ds

= �
Y (x)

4i�

1Z

0

Z

�1

ze(x+s)z (K(x)� zI)�1 (f � (s)� f � (0)) dzds;

d�où

410 (x)�410 (�)

= �
Y (x)

4i�

1Z

0

Z

�1

ze(x+s)z
�
(K(x)� zI)�1 � (K(�)� zI)�1

�
(f � (s)� f � (0)) dzds

�
Y (x)

4i�

1Z

0

Z

�1

0

@
xZ

�

z2e(r+s)zdr

1

A (K(�)� zI)�1 (f � (s)� f � (0)) dzds

�
[Y (x)� Y (�)]

4i�

1Z

0

Z

�1

ze(�+s)z (K(�)� zI)�1 (f � (s)� f � (0)) dzds

= (g1) + (g2) + (g3) :
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

Ainsi

k(g1)kX 6 C jx� � j kf �kC�(X) ; k(g2)kX 6 C (x� �)� kf �kC�(X) ;

k(g3)kX 6 C jx� � j kf �kC�(X) :

Les termes 411 (x), 412 (x) et 413 (x) se traitent de manière similaire.

Remarque 3.2.1 L�höldérianité du terme 45 (x)+48 (x)+420 (x) se traite par un raison-

nement analogue à ce qui précède et on obtient la condition de compatibilité en 1.

D�autre part, regardons le terme B (x) u0 (x). On a

B (x) u0 (x) = B (x) d00 (x) +B (x) d01 (x) +B (x)m0 (x) +B (x) v0 (x) :

Il su¢t de traiter l�höldérianité de B (x) v0 (x). On rappelle que (voir (2.70))

B (x) v0 (x; f �)

=
B (x)

2

xZ

0

e(x�s)K(x)f � (s) ds�
B (x)

2

1Z

x

e(s�x)K(x)f � (s) ds

�
B (x)

4i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z

z

@

@x
(K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

�
B (x)

4i�

1Z

x

Z

�1

e(s�x)z

z

@

@x
(K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

= c1 (x) + c2 (x) + c3 (x) + c4 (x) :

Pour le terme c1 (x), on a

c1 (x) = �
B (x)

4i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z (K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

= �
B (x)

4i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z (K(x)� zI)�1 (f � (s)� f � (x)) dzds

�
B (x)

4i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z (K(x)� zI)�1 f � (x) dzds

= c11 (x) + c12 (x) :

101



3.2. Résultat principal de régularité maximale

D�où

c11 (x)� c11 (�)

= �
B (x)

4i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z (K(x)� zI)�1 (f � (s)� f � (x)) dzds

+
B (�)

4i�

�Z

0

Z

�1

e(��s)z (K(�)� zI)�1 (f � (s)� f � (�)) dzds

= �
B (x)

4i�

�Z

0

Z

�1

e(x�s)z (K(x)� zI)�1 (f � (x)� f � (�)) dzds

�
B (x)

4i�

�Z

0

Z

�1

e(x�s)z
�
(K(x)� zI)�1 � (K(�)� zI)�1

�
(f � (s)� f � (�)) dzds

�
B (x)

4i�

�Z

0

Z

�1

0

B
@

(x�s)Z

(��s)

zerzdr

1

C
A (K(�)� zI)�1 (f � (s)� f � (�)) dzds

�
(B (x)�B (�))

4i�

�Z

0

Z

�1

e(��s)z (K(�)� zI)�1 (f � (s)� f � (�)) dzds

�
B (x)

4i�

xZ

�

Z

�1

e(x�s)z (K(x)� zI)�1 (f � (s)� f � (x)) dzds

= (�1) + (�2) + (�3) + (�4) + (�5) :

Ainsi

k(�1)kX 6 C

�Z

0



Z

�1

e(x�s)z (K(x)� zI)�1 (f � (x)� f � (�)) dz


ds

6 C:� : (x� �)� kf �kC�(X)

k(�2)kX 6 C (x� �)�+� kf �kC�(X) ;

k(�3)kX 6 C

�Z

0



Z

�1

(x�s)Z

(��s)

�

r
:e�:

r

�
:
dr

r
d�


(� � s)� kf �kC�(X) ds

6 C

�Z

0



Z

�1

(x�s)Z

(��s)

�

r
:e�:

r

�
:r�:

dr

r
d�


kf �kC�(X) ds

6 C:� : (x� �)� kf �kC�(X) ;
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k(�4)kX 6 C jx� � j kf �kC�(X) ; k(�5)kX 6 C jx� � j� kf �kC�(X) :

Pour c12 (x), on a

c12 (x) = �
B (x)

4i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z (K(x)� zI)�1 f � (x) dzds

=
B (x)

2

0

@
xZ

0

e(x�s)K(x)f � (x) ds

1

A

=
B (x)

2
e(x�s)K(x) (K(x))�1 f � (x)�

B (x)

2
(K(x))�1 f � (x)

= e1 (x) + e2 (x) :

D�où

e1 (x)� e1 (�) =
B (x)

2
e(x�s)K(x) (K(x))�1 (f � (x)� f � (�))

+
B (x)

2
e(x�s)K(x)

�
(K(x))�1 � (K(�))�1

�
f � (�)

+
B (x)

2

�
e(x�s)K(x) � e(��s)K(�)

�
(K(�))�1 f � (�)

+
B (x)�B (�)

2
e(��s)K(�) (K(�))�1 f � (�)

= (e11) + (e12) + (e13) + (e14) :

Alors

k(e11)kX 6 C (x� �)� kf �kC�(X) ; k(e12)kX 6 C (x� �) kf �kC(X) :

k(e14)kX 6 C (x� �) kf �kC�(X) :

Le terme (e13) se traite comme J41. On fait de même pour c2 (x). Concernant le terme

c3 (x), on écrit

c3 (x)� c3 (�)

= �
B (x)

4i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z

z

@

@x
(K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

+
B (�)

4i�

�Z

0

Z

�1

e(��s)z

z

@

@�
(K(�)� zI)�1 f � (s) dzds

= �
B (x)

4i�

�Z

0

Z

�1

e(x�s)z

z

�
@

@x
(K(x)� zI)�1 �

@

@�
(K(�)� zI)�1

�
f � (s) dzds
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�
B (x)

4i�

�Z

0

Z

�1

�
e(x�s)z � e(��s)z

z

�
@

@�
(K(�)� zI)�1 f � (s) dzds

�
(B (x)�B (�))

4i�

�Z

0

Z

�1

e(��s)z

z

@

@�
(K(�)� zI)�1 f � (s) dzds

�
B (x)

4i�

xZ

�

Z

�1

e(x�s)z

z

@

@x
(K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

= (�1) + (�2) + (�3) + (�4) :

Il s�ensuit que

k(�1)kX 6 C (x� �)� kf �kC(X) :

On fait de même pour les termes (�2), (�3) et aussi pour le terme c4 (x). Regardons aussi

l�höldérianité du terme G�3 (x)' écrit dans B (x) d
0
0 (x) (voir (2.44)), on a

G�3 (x)' = B (x)U0(x)Y (x)
d

dx
exK(x)'

= �
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

zexz (K(x)� zI)�1 'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

exz
@

@x
(K(x)� zI)�1 'dz

= �1 (x) + �2 (x) :

Puisque ' 2 D((K(0))2), alors de l�identité de la résolvante, on peut écrire

�1 (x) = �
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

zexz
�
(K(x)� zI)�1 � (K(0)� zI)�1

�
'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

zexz (K(0)� zI)�1 'dz

= �
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

zexz

0

@
xZ

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

exz

z
(K(0)� zI)�1 (K(0))2 'dz

= �11 (x) + �12 (x) :

D�où
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3.2. Résultat principal de régularité maximale

�12 (x)� �12 (�)

= �
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

(exz � e�z)

z
(K(0)� zI)�1 (K(0))2 'dz

�
B (x)U0(x) (Y (x)� Y (�))

2i�

Z

�1

e�z

z
(K(0)� zI)�1 (K(0))2 'dz

�
B (x) (U0(x)� U0(�))Y (�)

2i�

Z

�1

e�z

z
(K(0)� zI)�1 (K(0))2 'dz

�
(B (x)�B (�))U0(�) (Y (�))

2i�

Z

�1

e�z

z
(K(0)� zI)�1 (K(0))2 'dz

= (b1) + (b2) + (b3) + (b4) :

Il en résulte

k(b1)kX 6 C jx� � j
(K (0))2 '


X
; k(b2)kX 6 C jx� � j

(K (0))2 '

X
;

k(b4)kX 6 C jx� � j
(K (0))2 '


X
:

Pour (b3), on le traite comme J41(déjà vu), ceci en majorant la norme

k(U0(x)� U0(�))k =
(e2(1�x)K(x) � e2(1��)K(�))



comme en (3.3). De la même manière et puisque ' =
�
I � exK(0)

�
' + exK(0)', le lemme

2.4.4 permet d�écrire

�11 (x) = �
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

zexz

0

@
xZ

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A�I � exK(0)
�
'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

zexz

0

@
xZ

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A exK(0)'dz

= a1 (x) + a2 (x) :

D�où, pour a1 (x) (on fait de même pour a2 (x) car
exK(0)'


X
6 Cx2

(K(0))2 '

X
), on a

a1 (x)� a1 (�)

=
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

zexz

0

@
�Z

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A�exK(0) � e�K(0)
�
'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

z (exz � e�z)

0

@
�Z

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A�I � e�K(0)
�
'dz
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�
B (x)U0(x) (Y (x)� Y (�))

2i�

Z

�1

ze�z

0

@
�Z

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A�I � e�K(0)
�
'dz

�
B (x) (U0(x)� U0(�))Y (�)

2i�

Z

�1

ze�z

0

@
�Z

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A�I � e�K(0)
�
'dz

�
(B (x)�B (�))U0(�)Y (�)

2i�

Z

�1

ze�z

0

@
�Z

0

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A�I � e�K(0)
�
'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

zexz

0

@
xZ

�

@

@r
(K(r)� zI)�1 dr

1

A�I � exK(0)
�
'dz

= (a11) + (a12) + (a13) + (a14) + (a15) + (a16) :

Puisque

�e�K(0) � exK(0)
�
'
 =



1

2i�

Z

�1

(exz � e�z) (K(0)� zI)�1 'dz



=



1

2i�

Z

�1

(exz � e�z)
K(0) (K(0)� zI)�1

z
'dz



=



xZ

�

0

@ 1

2i�

Z

�1

erz (K(0)� zI)�1K(0)'dz

1

A dr



6 C(x� �) kK(0)'kX ;

alors

k(a11)kX 6 C(x� �)� kK(0)'kX ; k(a12)kX 6 C(x� �)�
(K(0))2 '


X
;

k(a13)kX 6 C(x� �)
(K(0))2 '


X
; k(a15)kX 6 C(x� �)

(K(0))2 '

X
;

k(a16)kX 6 C(x� �)
(K(0))2 '


X
:

Pour (a14), il se traite comme comme J41 aussi. Maintenant, il reste à voir l�höldérianité de

�2 (x), on a

�2 (x) = �
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

exz
@

@x
(K(x)� zI)�1

�
I � exK(0)

�
'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

exz
@

@x
(K(x)� zI)�1 exK(0)'dz

= �21 (x) + �22 (x) :
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Pour �21 (x) (on fait de même pour �22 (x)), on a

�21 (x)� �21 (�)

=
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

exz
@

@x
(K(x)� zI)�1

�
exK(0) � e�K(0)

�
'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

exz
�
@

@x
(K(x)� zI)�1 �

@

@�
(K(�)� zI)�1

�

�
�
I � e�K(0)

�
'dz

�
B (x)U0(x)Y (x)

2i�

Z

�1

(exz � e�z)
@

@�
(K(�)� zI)�1

�
I � e�K(0)

�
'dz

�
B (x)U0(x) (Y (x)� Y (�))

2i�

Z

�1

e�z
@

@�
(K(�)� zI)�1

�
I � e�K(0)

�
'dz

�
B (x) (U0(x)� U0(�))Y (�)

2i�

Z

�1

e�z
@

@�
(K(�)� zI)�1

�
I � e�K(0)

�
'dz

�
(B (x)�B (�))U0(�)Y (�)

2i�

Z

�1

e�z
@

@�
(K(�)� zI)�1

�
I � e�K(0)

�
'dz

= (�1) + (�2) + (�3) + (�4) + (�5) + (�6) :

Ainsi

k(�1)kX 6 C(x� �)�
(K (0))2 '


X
; k(�3)kX 6 C(x� �)�

(K (0))2 '

X
;

k(�2)kX 6 C(x� �)�
(K (0))2 '


X
:

D�une manière similaire, on traite l�höldérianité des termes (�4), (�5) et (�6) qui restent et

aussi celle des termes B (x) d01 (x) et B (x)m
0 (x). D�autre part, regardons l�höldérianité,

par exemple, du terme V� (x) =

4X

i=1

V�i (x), �gurant dans l�expression de v
00 (x)+Q (x) v (x),

voir (2.74). Concernant le terme V�1 (x) (on fait de même pour V�2 (x)), on a

V�1 (x)� V�1 (�)

= �
1

2i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z
@

@x
(K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

+
1

2i�

�Z

0

Z

�1

e(��s)z
@

@�
(K(�)� zI)�1 f � (s) dzds
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= �
1

2i�

�Z

0

Z

�1

e(x�s)z
�
@

@x
(K(x)� zI)�1 �

@

@�
(K(�)� zI)�1

�

� f � (s) dzds

�
1

2i�

�Z

0

Z

�1

0

B
@

(x�s)Z

(��s)

zerzdr

1

C
A

@

@�
(K(�)� zI)�1 f � (s) dzds

�
1

2i�

xZ

�

Z

�1

e(x�s)z
@

@x
(K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

= (a1) + (a2) + (a3) :

D�où

k(a1)kX 6 C

�Z

0



Z

�1

e�: (x� �)� :
(x� s)�

��
:

d�

(x� s)


X

kf �kC(X) ds

6 C (x� �)� [x� � (x� �)� ] kf �kC(X)

6 C (x� �)�+��1 kf �kC(X) ;

k(a2)kX 6 C

�Z

0



Z

�1

(x�s)Z

(��s)

�

r
:e�:

r�

��
:
dr

r
d�


X

kf �kC(X) ds

6 C (x� �)� kf �kC(X) ;

k(a3)kX 6 C

xZ

�



Z

�1

e�:
(x� s)�

��
:

d�

(x� s)


X

kf �kC(X) ds

6 C (x� �)� kf �kC(X) :

Pour le terme V�3 (x), on a

V�3 (x)� V�3 (�)

= �
1

4i�

xZ

0

Z

�1

e(x�s)z

z

@2

@x2
(K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

+
1

4i�

�Z

0

Z

�1

e(��s)z

z

@2

@� 2
(K(�)� zI)�1 f � (s) dzds

= �
1

4i�

�Z

0

Z

�1

e(x�s)z

z

�
@2

@x2
(K(x)� zI)�1 �

@2

@� 2
(K(�)� zI)�1

�

� f � (s) dzds
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�
1

4i�

�Z

0

Z

�1

0

@
x�sZ

��s

erzdr

1

A @2

@� 2
(K(�)� zI)�1 f � (s) dzds

�
1

4i�

xZ

�

Z

�1

e(x�s)z

z

@2

@x2
(K(x)� zI)�1 f � (s) dzds

= (�1) + (�2) + (�3) :

En utilisant (2.21), on obtient

k(�1)kX

6 C

�Z

0



Z

�1

e�
(x� s)

�
: (x� �)� :

d�

(x� s)


X

kf �kC(X) ds

+C

�Z

0



Z

�1

e�
(x� s)

�
: (x� �) :

�1��

(x� s)1��
:

d�

(x� s)


X

kf �kC(X) ds

C

�Z

0



Z

�1

e�
(x� s)

�
: (x� �)� :

�1��

(x� s)1��
d�

(x� s)


X

kf �kC(X) ds

+C

�Z

0



Z

�1

e�
(x� s)

�
: (x� �) :

�2�2�

(x� s)2�2�
d�

(x� s)


X

kf �kC(X) ds:

Par conséquent

k(�1)kX

6 C:
�
� : (x� �)� + (x� �)� + (x� �)�+��1 + (x� �)2��1

�
kf �kC(X) ;

k(�2)kX 6 C (x� �)� kf �kC(X) ; k(�3)kX 6 C (x� �)� kf �kC(X) :

On fait de même pour V�4 (x).

Les mêmes arguments utilisés ici s�appliquent pour l�höldérianité des autres termes

�gurant dans l�expression de u00 (x) +B (x) u0 (x) +Q (x) u (x) = f (x). Donc

u00 (:) ; B (:) u0 (:) ; Q (:) u (:) 2 C� ([0; 1] ;X) ;

où

� = min (�; �; �; � + � � 1) = min (�; � + � � 1) :

Ce qui achève la démonstration du théorème.
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