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2.1. Position du probléme et hypothéses

2.1 Position du probléme et hypothéses

2.1.1 Position du probléme

Ce travail est consacré a la résolution de I’équation différentielle abstraite compléte du

second ordre, de type elliptique et & coefficients opérateurs variables

u" () + B(z)u' (z) + A(z)u(x) — Mu(z) = f(x), 2 €(0,1) (2.1)

avec les conditions de Dirichlet non homogenes

u(0) = ¢,
2.2
{ u (1) =1, 22

on A € Ry, f e C0,1];X), 0 <6 <1, ¢ et ¢ sont deux éléments donnés dans un
espace de Banach complexe X, (B (z)),¢(o est une famille d’opérateurs linéaires bornés et
(A (2)),c(0,) est une famille d’opérateurs linéaires fermés dans X, & domaines D (A (z)) non

nécessairement denses dans X.

2.1.2 Hypothéses

Posons
Qx)=A(x)—X, X>0,

et considérons le Probléme (2.1)-(2.2) dans le cas elliptique : La famille d’opérateurs linéaires

fermes (Q (2)),,¢p,1) & domaines D (Q (z)) vérifie la condition d’ellipticité uniforme suivante

3C > 0,Yz €[0,1],¥2 >0, 3(Q (z) — 2I) ' € L(X) et
e _C (2.3)
H(Q(:z:)—z ) HL(X) STy

qui reste vraie dans le secteur (ou 6y et 7 sont des petits nombres réels positifs)
gy ro = {2z € C: |arg(2)| < O} U{z € C: |z <ro}.
On suppose que les opérateurs B (z) vérifient
AC > 0:vVx €0,1],| B (a:)HE(X) <C. (2.4)

Le terme B (z)u (z) dans ce travail est considéré comme une "perturbation". En vertu

de I'hypothese (2.3), on définit les puissances fractionnaires des opérateurs (—Q (x)). En
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2.1. Position du probléme et hypothéses

1/2

particulier, pour chaque = € [0,1] et A > 0, les racines carrées — (—Q (x))’" sont bien

définies et générent des semi-groupes analytiques

(e—(—Q(w))l/2y> :(e(feA(mmﬂ”)y)
y>0 y>0

non nécessairement fortement continus en 0 (voir A. V. Balakrishnan [3] dans le cas des
domaines denses et Martinez-Sanz [31] dans le cas des domaines non denses).

De plus, il existe un autre secteur

={zeC :|arg(2)| <O1+7/2} U{z€C:|z| <m}

01+m/2,71

ou 6; > 0 petit et 71 > 0 tels que pour chaque x € [0,1],

p(-(=Q@N™*) D1,
Posons
To={z=pe™ :p>rgf U{z€C:|z| =rget |arg(z)| > 6o}

la courbe orientée de coe 0 3 ooei et

Iy = {z2=pe02 p>rlU{zeC:lz| =, |arg(z)| = 0: +7/2},
Ty = {z=pe 02 p>rlu{zeC:|z| =m, |arg(z)| <01 +7/2}

les courbes orientées de coe “147/2) 3 coei?147/2) regpectivement.

Donc, pour tout z € [0,1], y > 0 et tout entier positif k, on a

1/2 1 -1
ey = e (< (—Q @) - 21) dz,

[_ (—@Q (;1:))1/2] k 6—(—612(90))1/23; _ _%/‘Zkezy ( (—Q (x))1/2 B zI) -1 ie, (2.5)

et pour tout z > 0, = € [0,1] (voir H. Tanabe [36], p. 36, Formule (2.29))
_ -1
(- @y o) =g [0y, (2.6

20 (—s)"? + 2

o

et cette égalité a un prolongement analytique (en z) dans le secteur I, ... - La formule

suivante est aussi vraie

(- (-Qn"* = 1_%7“5 D3y, 2.7)

5+ 22

(voir [36], p. 37, formule (2.32)).
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2.1. Position du probléme et hypothéses

Remarque 2.1.1 On a aussi la représentation du semi-groupe e~ (RGN gyr g

courbe 'y

1 —1
ey - [ (—(—Q (@)~ 21) (2.8)
s

et tout les calculs faits sur ce semi-groupe sont valables I'y ot T's.

Posons
K(z) = = (=Q(x))"*. (2.9)

En plus des hypothéses (2.3) et (2.4), on va supposer que :
Pour tout » € IT, , -, I'application z — (K (x) — 2I)~", définie sur [0, 1], est dans

C?([0,1], £ (X)). De plus, il existe C > 0, v € ]1/2,1] et n € ]0, 1] telles que

Veell, ., .Vz,s€][0,1]
IQ(K(Q;) — 27! < CV, (2.10)
ox L(X) |Z|
2 ) — -1 _ 2 ) — 2 1 M
’ax(K( R (2.11)
avecn+v—1>0,
‘ %(K@f) —D)7H <O, (2.12)
x L(X)
|t - | <cle-ar (2.13)
B(0)(X) ¢ D(K(0), B(1)(X) c D(K(1)), (2.14)
% (K(2)),L (D(K(0))) € DIK(0),
(2.15)
(K@), (D) € DED).

Remarque 2.1.2 Les constantes C, v et n sont indépendantes de x et on a toujours
n+v—1<vet n+v—1<mn. Par ailleurs, on peut remplacer z par VX + z dans les
hypotheéses (2.10), (2.11) et (2.12).
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2.1. Position du probléme et hypothéses

Conséquences des hypotheéses
1) On peut aussi résoudre notre probléme en utilisant ’hypothése suivante de A.Yagi (voir

[39])

k@@ - )| <

L(X) 2]

(2.16)

<

L’hypothese (2.10) est plus faible que (2.16). En effet, (2.16) conduit & (2.10) en utilisant

la formule

D (K(a) —2D)™ = K@)(K(x) — 1)

Preuve de la formule (2.17). On a
U @)= 2D = [Uf (s) = 2D)~" = (K (a) = 2I)" ] |

= lim
ox s—x S —X

% (K (2) " K(2)(K(z) — 2I)"". (2.17)

En utilisant I’identité de la résolvante suivante, pour ¢ quelconque de X, z > 0 et z > 0

(K (@)~ 21) " 6 = (K@) W ==l 5) 6,

on obtient
(K (s)—2I) " = (K (z) —20)~"
_ % [K (s) (K (s) — 2) ™ = K (2) (K (2) — 2I) "]
_ %K(s)(K — D) (I (K (s) — 2D) K ()7 K (2) (K (2) — 21)7")
- %K(s)(K — D) (K (@) — D) K (2) 7 — (K (s) — 20) K (s)7)
K (x )(K(:v)—zf)
= %K(s)(K —zI) 1[ (x) +2K() ]K(m)(K(m)—zI)_l
= K (s)(K(s)—2D)" [—K(az) + K ()] K (2) (K (2) = 21) 7"
D’ou
LK ()~ 2D
i (E () ==l — (K () — =) )
= limK ( V(K (s) — 1)~ [_K(x)S_ZK() ]K(m) (K (z) —2I)7"
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2.1. Position du probléme et hypothéses

Ainsi, on obtient (2.10).

2) L’inégalité

K@U (@) = 27 (G0 = KO ) = 20) (K )

£(X)
o Clx —s|"
SRl
implique (2.11) et
@) = RO <Ol (218)
En effet, on a
0 1 -1
a—x(K(x) -z — —S(K(s) —zI)
— K@ @) - LK @ K @) (K @) - 21
SRS () = 1) K ) K (o) (K (@) = 21)
Fr @@ - LR K @) (K @) - 2
—K (s) (K (s) —zI)"" %K (s) K (s) (K (s) — 2I) 1}
= (041 — 062) + (043 — Oé4) .
D’ou
I(os - )l
-1 d -1 -1 d -1
< HK(a:) (K (x) — z1) %K(m) — K (s) (K (s) —zI) EK (s) -
1 ) G ) = =)
< Clz—s|

2"

D’autre part, le fait que

K (x) (K (z) — 2I) ™' = K (s) (K (s) — 2I) "
= 2 ((K(x) =2 = (K (s) - 21) ")
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2.1. Position du probléme et hypothéses

implique

[(az — 044)”5()()

< HK(S) (K (s) — zI)~* %K (s)"

K (@) (] (@) — =)' — K() ) =207
< el |[K () (5 (5) — =) )= =) = (K ) =207
< el | (s) (K () - J—zl) dr

1 |z — s Clx — s
< Clzf | 1w ) S —m
2] 2| El

D’ou (2.11). Pour montrer (2.18), on a

K(@)(K () — 1) (K (@)™ = K(s)(K(3) — =)™ (K (5))
(o5 e = 4 ()

+ (K (@)(K(2) — 2I) ™ = K(s)(K(s) — 2)™") % (K(s)) ™

K@K () - 2D)" (i (@) - & <K<s>)1)

= K(2)(K(z) —2I)"

dx ds
v ([ g ) = a0t ) 4 (G
d’ou ) )

(K@) = 2 (K (5)

= (K(z) = 2)(K(x))"

(Kl ) = 207 (K = KK - 20 4 ()

(i
~ala) = =D E@) ([ 06— a0 ) ()

ds

Pour z =1, il résulte

K@K () = D)7 ()™ = K ~ 1) 4 (K60 )
(o) = ) ([T ) = 0 ) G



2.1. Position du probléme et hypothéses

ce qui conduit a

0
3) Pour la comparaison des termes a—(Q(x) —2I)7 et 8—([((3:) — 2I)71, on peut écrire
x T

L @)~ LEE) <Ot s) < Cla s

L(X)

pour tout ¢t > 0

(@ () — 1)
- —(-Qu >+tf>
- (- 1/2+m) (@ —ivar)

— (K@ + i) (K@) - ivin)
Ainsi
- = -8 (30 ()
— (@ +ivin) " o (k) - ivir)

Donc, 'hypothese (2.10) et la premiere estimation déduite de (8), (9) faites dans [10],

p- 92, sont équivalentes puisque

0

1 1 1
P
4) On a aussi
86—;(@(33)—751)1 - %( +Mf) (Kt —Mf)
28 (s ) 2 )
~ (K@) +ivir) 6‘9_( (0) — Vi)
et comme o
gt =] <crr

alors
pour v > 1/2.
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2.1. Position du probléme et hypothéses

5) En vertu de (2.17), on obtient la formule
82
dr?

= K(z)(K(z)— 2I)

(K(z) —2I)7" (2.19)

L & (K ()

~ K (@) (K@) — 1)

422K () (K (z) — 21) ") (@K(:@) (K (z) — zf)—1> |

x
En effet, de 'identité de la résovante, on écrit (2.17) sous la forme

(,%:(K(a:) —2l) = (T4 2(K(z) — 2)7") % (K ()" (I+2(K(x)—=2I)"").
(2.20)

En la dérivant, il vient

Or

alors

+ (I +2(K(x) —2I)71) % (K ()™ z%([((m) —zI)7

En utilisant encore la formule (2.17), on obtient (2.19).

6) Remarquons que pour |z| suffisamment grand, la formule (2.19) conduit a

02
dx?

—O0W+0(]z"") =0 (2",

L(X)

(K(z) —=D)"

et donne (2.19) aussi.
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2.2. Construction de la solution

7) De (2.13), on en déduit (voir [24], p.113-115)

‘ d? L P 1
(K (2) = 2)7 — = (K(s) —2)” (2.21)
dx? ds? £(X)
< Clla=s"+ (|l —s| + & —s") 2] ™ + o — 5| [2]7] .
2.2 Construction de la solution
2.2.1 Formule de représentation de la solution
D’abord, on rappelle briévement le cas constant ou B(z) = 0 et Q (z) = @ satisfait
I'hypothése d’ellipticité (2.3) (on pose K = —(—Q)Y?). Dans ce cas, la représentation

de la solution u est donnée par la formule (voir S. G. Krein [22], Favini et al. [13] ou [15])

T

1
u(r) = eIKSO + 6(171)1(51 + 3 /e(xs)KKlf (s)ds
0

1

1
—f-—/e(s_m)KK_lf(s) ds,

2
ou
1
_ 1-2z)" B
§o = (I—Z)l(SO—eKdJ)—( 2) /eSKK Lf (s)ds
0
1
(- Z)_l (2—8)K 7-—1
+T € K f (S) dS,
0
1
-1
& = -2t (w-eo) - T [eommmyyas
0
1
([ _ Z>_1 (14+s)K g-—1
— /¢ K f(s)ds,
0
avec 9
_ 1 e* _
Z=e%, (I-2) 1:% 5 (K —21) Yz 41,
IN]

(voir A. Lunardi [30], p. 60 pour l'inversibilité de I — 7).
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2.2. Construction de la solution

Dans notre situation, on va chercher une solution de probléme (2.1)-(2.2) sous la forme

u@) = eFOgr) +IIKDE () (2.22)

x

+ /e(w_S)K(w) (K(x))"" f*(s)ds

N | —

N | —

" / e IKG) (F (1)) f* (5) ds,

ol

o(@) = (I—Z(@)" (¢ = 0y)

1

—% / e K@ (K ()™ 1 (s) ds

+% / eC=IKE (¢ (2)) 7" f* (s) ds,
“(2) = (I-Z(x)" (wf—eK(x)so*)

o Ze) / I IKE) (R ()71 £ (5) ds

. (I—ZQi)1 ] K@) (F (1)) £ (s) ds,

©*, " et f* sont des fonctions inconnues & déterminer dans un espace adéquat (f* €
CP([0,1]; X), (0 < B < 1)), afin d’obtenir une solution stricte u du probléeme (2.1)-(2.2).

Ici, la solution stricte est une fonction u telle que

{ u e C%([0,1], X), u(z) € D(Q(z)) pour chaque z € [0, 1],
z = Q(z)u(z) € C([0,1], X),

et u satisfait le probléme (2.1)-(2.2). L'opérateur Z (z) est défini par

" B 1 €2Z
Z(w) =, (1= 2@) ' = o [ 7=
I

(K(x)—2I) " dz+1.

Lemme 2.2.1 II existe \* > 0 tel que pour tout A\ > \*, Uopérateur I — Z(x) = I — e2K@)

est inversible et son inverse (I — Z(x))™" est borné.
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2.2. Construction de la solution

Preuve. Voir A. Lunardi [30], p. 59. On peut aussi le montrer autrement en vérifiant
que
2K (z)
e ||L(X) <1l

D’apres le calcul fonctionnel de Dunford, en vertu de la remarque 2.4.1 et en utilisant les

propriétés suivantes (voir Labbas-Terreni [26])

4C'>0:VA >0, Vzely

2.23
z+\/X‘>C’|z|; Z—i-\/X’}C’\/X, (2.23)
on peut écrire, pour ¢ € X
el < ¢ [ izl ol
S X
* e +VA
6Re(2z)
< ol ol
|2+ VAL
1 6Re(2z)
< s el ol
I
C
S A 16llx

d’ou il existe \* > 0 tel que pour tout A > \*, H62K(m)H£(X) < 1. Ainsi 'opérateur
(I — Z(x))"" existe et il est borné. m

D’autre part, par un calcul formel, on obtient

{ u(0) = ¢* = ¢,
u(l) =" =1

Donc, il suffit de chercher f* dans un espace approprié tel que la représentation suivante
(oY (2) = (I = Z(x)) )

u(x) = Y () (exK(‘”) - 6(2_$)K($)) @ (2.24)
1Y (SL’) (e(lf:v)K(z) . €(1+I)K(x)) w
1
Y (x)
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2.3. Conditions nécessaires

Y
+

;SC) /6(2—x+s)K(:v) (K(z))™ f* (s)ds

D (K (2)) 7 f* (s) ds

+
N —

IR (K (2)) 71 f* (s) ds

b — o s

N | —

ou

nous donne une solution stricte du probléme (2.1)-(2.2). C’est ce qu’on verra ultérieurement.

2.3 Conditions nécessaires

Ici, on donne les conditions nécessaires sur les données ¢, ¢ et f pour lexistence de la

solution stricte.

Proposition 2.3.1 Soit v, v € X et f € C([0,1], X). Supposons que l'application x +—
(Q(x))~" définie sur [0, 1] est différentiable en O et 1. Alors, siu est une solution stricte du

Probléme (2.1)-(2.2), on a

1. ¢ € D(Q(0)), ¥ € D(Q(1)),

2. /'(0) — d@g))_ ‘xon(o)so € D(Q(0)),
5 ()~ YO o) e Drga).

Preuve. Le premier point est clair. On a, pour h > 0

u(h)h— v _ (Qh)” . (Q0))~ Q(h)u(h) + Q(0)

1 Q(W)u(h) — QO0)p
- :
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2.3. Conditions nécessaires

ce qui implique

En considérant la limite, quand h — 0, il vient

d(Q(z))"

dx lz=0

u'(0) —

Q(0)¢ € D(Q(0)).

D’une maniére analogue, on montre le troisiéme point. m

Supposons, en plus, que

Q)L (X) € DQU))
(2.25)
Q)L (x) < DQ)
et
B(0) (D@Q))) < DQO)),
(2.26)

B(1) (D@M)) ¢ D@QM)),

Proposition 2.3.2 Soit v, v € X et f € C([0,1], X). Supposons que l'application x +—
(Q(z))~" définie sur [0,1] est deux fois différentiable en 0 et 1 et que les inclusions (2.25)

(2.26) sont vérifiées. Alors, siu est une solution stricte du Probléme (2.1)-(2.2), on a

1. ¢ € D(Q(0)), ¥ € D(Q(1)),

2 0 - Qo - L Qe e DN,
5. 10 - @ - O G0y, ¢ Drom)

Maintenant, on peut écrire

u”(0) = f(0) — Q(0)p — B(0)x'(0)
w(2h) — 2u(h) + u(0)

= lim
h—0 h?

_ 5 (Q2R) T QERu(2h) — 2(Q(h) T Q(h)u(h) + (Q(0)) " Q(0)u(0)
h—0 h? '
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2.3. Conditions nécessaires

Posons

d’ou

(Q(2h)) " Q(2h)u(2h) — 2 (Q(h)): Q(h)u(h) + (Q(0) " Q(0)u(0)
(Q(2h))"" v(2h) —2 (Q(hg)_l v<Z> +(Q(0) " v(0)
_ Q(en) -2 (cigh»lz CIONN
Q) v(2h) — 2;:2(11) + v(0)
—2“%2h»_2;(Qawy4(vw)—nmhn
= ay(h) + as(h) + as(h).

pour ay(h), on a

limay(h) = T @@)7

h—0 dz? |2=0

En écrivant

Xz |z=0

1QEY™ (v2h) o) o
() oo

- ((Q(zh)>—1 oD (Q(o))—1> (v(2h) — 20(k) + 0(0))

(2h) — 20(R) + v(0)
h2

2d(Q(z))”" (Q(2h) ™ — (Q(h) ™"
+(5 e = ><v<0>—v<h>>,

on obtient

(Q(2h)) " Q(2h)u(2h) — 2 (Q(h)) " Q(h)u(h) + (Q(0) " Q(0)u(0)

h2
(@)™ - 2(Q)™ + Qo)
hQ
o ((@(%))‘1 R (Q(O))_1> (v(2h) ~ 20(h) + v(0)
20(QE)"_(QEm)” — QM)

- (E - - ) (0(0) — v(h)
B 1 v(2h) = 2v(h) + v(0) d(Q(x))™" v(2h) —v(h)
= (@) h2 Tl ke <T) ’
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2.4.Résultats de base

ce qui implique, en vertu de (2.25), que le terme écrit & droite de cette égalité appartient &

D(Q(0)). En considérant la limite quand h — 0, on obtient

& (Q(x))

£(0) = Q)0 — BOW(0) - == Q)¢ € DIQ))

|z=0

et en utilisant (2.26), on en déduit que

& Q)" Q(0)p € D(Q(0)),

|z=0

ce qui prouve l’assertion 2. De la méme maniére, on obtient ’assertion 3. m

2.4 Résultats de base

On commence par donner les deux importants lemmes suivantes:

Lemme 2.4.1 Soud Uhypothése (2.3), il existe une constante C' > 0 telle que pour tout z €
01+7m/2,71
C

o (2.27)

(K (2) — ZI)il”c(X) S

Preuve. D’apres la formule suivante, pour tout » > 0 et z > 0

Z(S%)ds — (2.28)

s+1 sin(semr)

on obtient, pour tout z > 0

H(K(x)—zf)_lHL(X) X C/(w+8) (s + 22)
T2 o §1/2
S C[(s%—z?)dszzo(s—i-l)ds

Remarque 2.4.1 Dans [’estimation (2.27), on peut remplacer z par z + V.

36



2.4.Résultats de base

Lemme 2.4.2 Sous l’hypothése (2.3), il existe une constante C' > 0 telle que
C

-1
[(K (2) = 1) ) < I (2.29)

pour tout A\>0, z€ll, . ,x€ [0,1] et
|A@ +areCEA@NT < g, (2.:30)

pour w > 0 et pour tout k € R, y > 0, A > 0.

Preuve. Pour la premiére estimation, en vertu de (2.7) et en utilisant le changement

de variable s <> As et la formule (2.28), il vient pour z > 0 (par exemple)

5

(A +5) (s + 22)

Vi<

Dt+s9)s U

H(K(a:)—z[)_ C

1HL(X) S ds

< C

o~~—8 o~—38

Pour la deuxiéme estimation, voir la preuve compléte dans [11], p. 103, (lemme 2.6, point
b). m

L’estimation suivante sera trés utile par la suite.
Lemme 2.4.3 ] existe une constante C' > 0 telle que pour tout £ € X, x € [0,1] ety >0 :
e @e]|, < C el (2.31)

Preuve. La preuve est basée sur le lemme 2.4.1 et les mémes techniques utilisées dans
Tanabe (voir [36], p. 66, Formule (3.26)). m

Remarque 2.4.2 Du fait que la représentation de la solution, s’écrit en fonction des semi-
groupes et puisque on aura besoin de traiter la régqularité de la solution, alors on doit traiter
d’abord, la réqularité de ces semi-groupes et leurs dérivées et on passera ensuite a celle de

la solution.

Soit £ > 0 et x € [0, 1]. Grace a la représentation

1
ex@) — _ L[ e i) — ) d
e 5 | € (K(z) —2) dz
I

les opérateurs
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2.4.Résultats de base

0 1 0
K@) [ (K Y A
or° 2im ox (K(x) = 21) " dz,
I
0? 1 0?
EK(x _ &z -1
I

sont bien définis. De plus, on a les estimations importantes suivantes :

0 C
K@) < 2.32
az° v (2:32)
et )
0 C
§K ()
@6 NS 52_1/. (233)
On a, aussi, 'estimation suivante par rapport au parameétre A
0 C
EK (@)
‘ o¢ || S NIy (2:34)

En effet, pour (2.32) en posant £z = o, il vient

0 £ d|o|
k@) < o / Re(o) §_ 101
‘f% ST el
'
C /eRe(")d| | C
— Ao S =
S I4 ¢
I'1
De la méme maniére, on obtient
2
|ge )| < e [ ol ol < o
x

1

d’ou (2.33). Pour I'estimation (2.34), de la remarque 2.1.2 on peut remplacer z par z + VA

et en utilisant (2.23), on écrit

0 5K(96) < C/‘egz |dZ|
8x -
1
- o Re(a)d|0.|
= (1—n) v+n—1
o o
et VA S
efe@)d |o|
S C/ v+n—1
T, N2 (M) 3
§
C
<

)\(1—77)/251—(7&”—1)'
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2.4.Résultats de base

Dans la suite, on aura besoin de la formule suivante (voir [10],

v € D(K(0)), on a

p. 126). Pour tout

(K(z)—2)"¢ (2.35)
KW@ -2t g
= % <K(0)—1 — K(z) ™"+ x%K(x)_l) K(0)p — g
+ (K (z) —2)7" <K(O)_1 — K(z)™ "+ x%K(I)_I) K(0)p
B2 ) - 2 k) (0)
(K@) =) LK () K (0)
D’ou
(k@) -2 (2.36)
— K@) -7 (KO - K@) o K@) ) KO
~(K(x) =) LR @)K O)p+ o (K ()~ ) K (0)
1d B . B
— K@) KOy~ T (K(z) = 2) " —— K(2) " K(0)y,
et
(K@) —2) " (237
— s (K@) =7 (KO - K)o K@) ) KO)
(K (@)~ ) K@) KO0
20 (K(w) ) LK) K (0)
L (K@) -2 KO
52 Ld
L (K@)~ ) LK) K (0)

2.4.1 Analyse des opérateurs "%

Voici un résultat technique.

Lemme 2.4.4 [ existe une constante C' > 0 telle que
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2.4.Résultats de base

1.V x>0, e D(K(0)),

p— e KOy < Cz||K(0)e] x,
2.¥V x>0, ¢eD((K(0))?), |l¢—eEO¢|, < C2?[|(K(0)%¢]lx -

Preuve. Soit x >0 et e >0avece < z. On a

1 K(0) (K(0) — zI)!
wK(O)QO: % (_€6z+€xz) ( )( (z) Z )
Iy

66K(0)

@Y —e€

1. Si ¢ € D(K(0)), alors

T

1
KO, KO, / gf/équyﬁn*Kmmw e
T
€ Fl
- - / KO K (0)pde

€

et
H =K (0)

p— 00| <Oz =) [ K(0)¢lx -
2. Si p € D((K(0))?), alors
HesK(O)SO . exK(O)SOHX < C(l’2 . 82) H(K(O»QQOHX

On obtient les deux estimations en faisant tendre ¢ vers 0.

On en déduit aussi le résultat suivant :

Corollaire 2.4.1 Il existe une constante C' > 0 telle que

1. V0<z <1, e DK(1))

[ — PRyl <O (1 —2) KL«

2.V0<z<1,¢eD((K(1))?)
[ — TPy <O (1 =) (| (K@) -

Lemme 2.4.5 Supposons que les hypothéses (2.3), (2.4), (2.10) et (2.11) sont vérifiées.

Alors, il existe une constante C' > 0 telle que
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2.4.Résultats de base

1. Pour tout p € X, > 0, ||€xK(x)QOHX <Clellx -

2. Pour tout p € X, x >0, s >0,

K (s) e ol < (C/x) llellx -
3. En particulier, si ¢ € D (K (0)), z > 0, s € [0,z], alors
15 (5) e ol ¢ <CIE (0) ¢l -

4. L’application x — e ¢ appartient a Uespace C ([0,1]; X)) si et seulement si

e D(K(0))=D(Q(0)), dans ce cas gljig(l)eg’K(m)gp = .
5. L’application x — e*5© ¢ appartient a Uespace C? ([0,1]; X) si et seulement si
¢ € Dk o) (0; +00) = Do) (8/2; +00) .
Notons que 'espace réel d’interpolation
Do) (0; +00) = {gb €eX/ ililg HT6K<O> (K (0)—rD)7" ngX < +oo}

voir par exemple, Grisvard [19] et selon les notations de Lions et Peetre [29], Iespace
D0y (0; +00) est identique & I'espace d’interpolation Do (0/2;4+00) = D4y (0/2; +00).
Preuve. Les deux premiéres estimations sont bien connues.

Soit p € D (K (0)), x > 0, s € [0, z|, alors
K (s) KB
= K (s)e" (K (0)" = (K (s) ) K (0) o+ ™K (0)

= KR (R O) = (K () s (K65 K 0)

s (90 (R )L~ (K67 ) K 0

8K () KO (K (5)) K (0) 0+ KK (0)

= aj+ag+asz+ ay.

En écrivant le premier terme sous la forme

s

o= =K (e [(LEE) = L0 6L ek 0

0
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2.4.Résultats de base

et en utilisant le fait que

r(d Lod .

[ (G o - ety de

0

] 2 .
) {EJEEE?(K(Q);% d¢ < Os* < Ca?,

L(X)

il vient
lasllx < Cxf|K(0) el -
Pour le second terme as, on a
zK(s) | d2 -1
lazllx = ||sK (s)e E?(K(Q) d€ | K(0)g|| < Cz|K(0)ey-
0 X

Concernant les deux derniers termes, il est facile de voir que

SK ()0 (K () K )¢ <O K ©0) ¢l

X
[e"E K (0) @], < C K (0) @l -

On traite la quatriéme propriété comme suit : On écrit

€$K(I)Q0 _ GIK(O)QO + (exK(x) . exK(O)) Q.

Grace a Sinestrari [33], Proposition 1.2, i), p. 20, on a

z— KOy e ¢([0,1]; X) si et seulement si ¢ € D (K (0)) = D (Q (0)).
Cette derniére égalité est di a Haase [21]. De plus, on a (de la Formule (2.32))

1o
(e = ) il = | [ G | < 0ol
0 X

Pour la derniére assertion, le raisonnement est similaire & celui du Théoréme 3.1, b) et f),

p. 39, dans Sinestrari [33], voir aussi [1], Proposition 3.4, iii), p. 26. =

Corollaire 2.4.2 Sous les hypothéses (2.3), (2.4), (2.10) et (2.11), il existe une constante
C > 0 telle que

1. Pourtoutv € X, 0< z <1,

=DK@y || < Oyl
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2.4.Résultats de base

2. Pourtouty € X,0<x<1,s>0,
|5 (5) et DEOp || < (C/A =) 9]l -
3. En particulier, sip € D(K (1)), 0< z <1, s € [z,1], alors

|5 (5) et DEOy || < OYK (1) 9]l -

4. L’application x +— =DK@, appartient a Uespace C ([0,1]; X) si et seulement si

v e D(K (1) =D(Q(1)), dans ce cas lin%e(l_“”)K(x)w = .
5. L’application x — =KWy, appartient a Uespace C? ([0,1]; X ) si et seulement si

77/1 - DK(O) (9, +OO) = DQ(l) (Q/Q; +OO) .

a (¢ @))

2.4.2 Analyse des opérateurs y
x

K (z)

. 9. 2 N 92 P d L
Ici, on s’intéresse a I’étude du comportement des opérateurs e (e <p) au voisinage de
x

0, sachant qu’on peut obtenir, au voisinage de 1, des résultats similaires pour les opérateurs

d
o (e0=2K@)y) ot 4 € D((K(1))*. Pour tout = €]0,1], ¢ € X, on a
T

1
GIK(:E)SO — _% er® (K(Jj) — 21)71 QOdZ,
Iy
= (e 0p) =~ [ (K(r) — 1)
i L (2.38)
ry
g5z | () = D) i
'

Lemme 2.4.6 Soit ¢ € D((K(0))%). Sous les hypothéses (2.3), (2.4), (2.10) et (2.11),
Uapplication x s o (e"® ) appartient & Uespace C™™)([0,1]; X) et
x

d
. (eIK(w)go) — K(0)p, quand x — 0.
T

Preuve. 1l suffit de prouver le résultat au voisinage de 0. Soit z > 0, ¢ € D((K(0))%),

on a
d xT T
e
L[ 9 (K@) = o) pde — - [ 2o (K (2) — 21 od
= —— e — xTr) — 2 Zz — — zZe ) — z YA
% Oz L v
Fl 1—‘1

= —Ulx)e = V(x)e,
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2.4.Résultats de base

et en vertu de la remarque 2.1.1, on peut écrire

=5 / 8x —zI)” gpdz.

On utilise la décomposition suivante (voir [1], p. 25)

Ul)p = Ulx)[p - ””K(O)@}JrU(ﬂf) ((F(0)™" = (K(2) ") K(0)e™

— -1 zK(0)
227?/ 3m 2I)” (K(x)) K(0)e wdz.

En calculant

I L 1 (017K O
- 5 (K(z) —2I)" (K(z))” K(0)e wdz
T2
1 [fe*”* 0

on obtient
()~ =0 (K@)~ o (K(a) — 1)
= K@) (K@) = =) (K@) (K@)~ =)
LR () (K () — 1) (K (@)™ K (@) (K () — 1)
= (@) (K@) =)
e (K (@) = =) (K () (K () — =)
(K@) K@) (K () — =)
(K@) — 2D (K@) R ) (K() — 21
= (K@) (K () =)
2 (K@) K@) (K () — =)
(K@)~ =D)L (R (@)
= L (K@) (K@) 2D (K (@)
et
5 / 5 (K(2) = 2I)” (K (2) N K(0)em KO pdy
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2.4.Résultats de base

1 [e* 0 _ =
= 5 7%@((95) —2I) TN K(0)e* K@ pdz
Ty
1 [fe*™ d . K
[ — (K K(0)e"X O pq
o [ K@) K@) O
1)
1 Tz 1 d -1 zK(0)
—5- /€ (K(z) — 2I) %(K(x)) K(0)e wdz
Iy
1 [e* 0 - =
= 5 7%([((:0) —2I) TN K(0)e* @ pdz
1)

4
dx

_ d
(K(2)™ K (0)eOp 4 K02

K (@) K0,

Ce qui donne

Ulx)p = Ulx) (¢ — e O)

+U () ((K(0)™" = (K (x))™") K(0)e"™ Wy
1 e 0
2ir )] 2 oz

HE ) = 1) (K () K0 O

(K(x) — 21)"" K(0)e*f©pd2

= Ui(@)p + Uz(2)p + Us(x)p + Us(z)p.
Par conséquent
10 (2)pllx < Ca"™H [[(K(0))* @] s 102(2) el < Ca [ (K(0))7 |

1Us(z)pllx < Co ™ [|(K(0))* | -

Pour montrer que

Usy(x)p — 0, quand = — 0,

on écrit, pour tout z > 0

Uiale = (5O 1) (K@) e OR(0)
= (@O ) [ LR (@) L (E @)L | e FOR )
HERO 1)L (@)L, [ OKO)p - K(0)]
HERO 1) (K (@)L K(0)

= Upn(x)p+ Un(x)p + Uss(z)ep,
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2.4.Résultats de base

d’ou
[Un(z)pllx < C2||K(0)¢lx — 0, quand x — 0,

U ()|l < C[|[e" O K (0) — K(0)¢]

HX — 0, quand x — 0,

puisque K(0)p € D(K(0)) € D(K(0)). Finalement
Ug(z)p — 0, quand z — 0

si et seulement si
d 1 e

o (K(2)) ;2 K (0) € D(K(0))
en vertu du lemme 2.4.5, assertion 4. De I’hypotheése (2.15) cette derniére propriété est vraie

car K(0)p € D(K(0)). Ainsi U(z)p — 0, quand  — 0. Pour V(z)p, on écrit

Viz)p — % 26 ((K(2) — 21)™" — (K(0) — 2I)™") pdz
+%1 ze® (K(0) — 21) ™" odz
_ i ze (K () — 2I) " — (K(0) — 1)) pdz
+% o B0 D () o
= @+

Il est clair que

Vo(z)p — —K(0)p, quand z — 0.

Concernant V;(z)p, on a

T

Via)e — i e / % (K(0) — =1)" — a% (K (0) = 21); g do | @d>
Iy 0
Z Tz 9 -1
+% ve o (K(0) = 21),— pdz
Iy
= (b1) + (bo) .

Comme ¢ = (I — %) o + ¢*% (0 le lemme 2.4.4 donne

1) < Ca™ [[(K (0)* ¢l 1)y < Ca" (K (0)* -

Dou Va(z)p — 0, quand z — 0. m

46



2.4.Résultats de base

Corollaire 2.4.3 Soit ¢ € D((K(1))?). Sous les hypotheses (2.3), (2.4), (2.10) et (2.11),
d .
Papplication x +— e (e(lfm)K(Q”)z/J) appartient & lespace C™*)([0,1]; X). De plus

d
e (e(l_l’)K(x)w) — K(1)¢, quand x — 1.

d2
2.4.3 Analyse des opérateurs e (eE @)
T
2

d
L’analyse des opérateurs o (e"F @) (ou ¢ € D((K(0))%) en 0 et des opérateurs
x

d2
Pe(l_m)K(m)w (ou ¢p € D((K(1))?) en 1 se fait de la méme maniére. C’est pourquoi
x
nous nous restreignons au point 0. On a
d—2 (e””K(w)gp) - oL 226 (K () — 2I) " pdz
dz? 2T
Iy
1 0 1
—— — (K(x) — 21 d
— [ ze 8:(:( () — 2zI)"" pdz
Ty
1 . 07 1
B (K(z) —2I)" @dz,
INT
on peut ’écrire aussi sous la forme
L (K@) = (K (o) (2.39)
de 80 - SO .

s ox 0x?

Tz d -1 0 (K ()
—— [ ze”— (K(x) — zI) <pdz—|——(e @)‘Ezw

IN]

= Si(z)e + Sa2(x)p + S3(z)e.

On s’intéresse a ’étude des opérateurs Sy, Ss et Ss.

Etude de 'opérateur S;

Lemme 2.4.7 Soit ¢ € D((K(0))?). Sous les hypothéses (2.3), (2.4), (2.10) et (2.11). On
a pour tout x € 10, 1]
Si(x)p = O (K(0)) o + Fi(a)e,

ot Uapplication x — Fy(z)p appartient a Uespace C*([0,1]; X). De plus
Si(z)p — (K(0)* ¢, quand x — 0,

si et seulement si (K(0))* ¢ € D(K(0)).
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2.4.Résultats de base

Preuve. Il suffit d’étudier le comportement de S; au voisinage de 0. Posons

Si(z) = —% 26 (K (x) — 21) ™ — (K(0) — 2I) ™) d=
! | 2e7% (K(0) — 2I) "' d
—5i | 2 € (K(0) —2I) " dz

ry

= Sll(l') + 512(1').

pour x > 0, nous avons

IS (2)]| < Cz"2.

Maintenant, écrivons Siq(x)y sous la forme
5200 = Sule) (5 - K0) + (e

Gréace au lemme 2.4.4, on obtient

1Su(@) (¢ = e Pp) [ ¢ < Ca” [[(KO) ¢l

K(O)go) — 0, quand z — 0.

ce qui implique que Sp1(x) (g& — e
De I'estimation

e @l < Ca? [|(K(0)" ¢

il vient Sy1(z)e* ¢y — 0, quand = — 0. Pour le terme Sy5(z)¢p, on écrit
1 _
Sue)p = —g [ ¢ (K(O) — =) (K(0)) oz
Iy
= MO (K(0) ¢,

et on sait que
MO (K(0)* 0 — (K(0))" ¢, quand 2 — 0

si et seulement si (K(0))*¢ € D(K(0)). m

Etude de 'opérateur S,
Montrons le résultat suivant:

Lemme 2.4.8 Soit o € D((K(0))?). Supposons que les hypothéses (2.3), (2.4), (2.10) et
(2.11) sont vérifiées. Alors, l'application
x— Sy(x)p = —,i ze“ﬁ (K(x) — 21) " @dz
i s Ox

appartient a lespace C™n)([0,1]; X) et Sy(x)p — 0, quand v — 0.
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2.4.Résultats de base

Preuve. Il suffit de montrer I’h6ldérianité au voisinage de 0. pour x > 0 et ¢ € X,

posons

0 -
So(x)p = i ze“a—x (K(x) — 2I)"" pdz.

11 est facile de voir que
1S2(2)¢llx < Ca" (|9l -

Ecrivons Sy(x)y sous la forme

Sa(z)p = Sa(x) (p — K O)
+S5(x (K(O))—1 - (K(m))_l) K(0)e"E©

/ &T — 21 K(0)e* KO pdz

+27r 2" (K(x) — 21)~ dci (K (x)) " K(0)e* @ pdz

= 521(56)30 + 522(56)30 + 523(1’)30 + 524(17)@

En effet, il suffit de prouver que

1 Tz d -1 -1
—— [ ze 8_x(K(x) 2I)” K(z) " dz
I
N 1 [, 0 (
ir) © ox
I

K(z) —2I)""dz

On a



2.4.Résultats de base

—z(K(z) = 2I)™" — (K(2))™
(K () — 1) (K (@)
d 1
- YK
(K@),
, .1 d 1 :
et en intégrant a gauche de I';, on obtient — e“d— (K(x))” dz = 0. Maintenant, en
im T

'
vertu du lemme 2.4.4, pour tout ¢ € (D (K (0)))”

ISm(@)ellx < Ca” [(K(0) @l [Sn(z)elly < Ca” [|(K(0)" ¢y,
<

[S23(2) |l C'x”H(K(O QOHX
Finalement
Saa ()
= % ze" (K (x) — z[)—l % (K(:v))_l K(O)emK(o)godz
o e () — D) (K(O) — =) ) A (K (@) K(0) O
= e (@) A ) -
o ) 2 RO =2 i M) K(0)e"E®pd
+L P (K(()) —Z[)—l d<K(ZE))_1 K(O)eﬁK(O)SOdZ
227T dr (20
B 2m (/ do —#l) ) % (K(x)) " eV K(0)pdz
+L e K (0) (K (0) — 21) " <OZ(K(9c))1 Cd(K(x) ) KO R (O
i d e o
—|—% zzK(O) (K(O) _ [)—1 d (KCE;:))_1| _OexK(O)K(O)SOdZ

D’ou
l@)lx < Ca” [[(K©) ¢, 10 < Ca"[[(K(0)* |-
Pour le terme (c), on écrit

() = % e K (0) (K(0) — 21y~ LE@)

K(0) (K(0) — 2I) " (K (0) — 21) e** @ pdz

dx |z=0
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]. a —1 K
— — [e= L (K(0) — 2] K (0) J
% € ax( (O) z )\x:Oe (O)QOdZ
IN]
1 xz 9 -1 _zK(0)
—5i | * 5, (K(0) = 21),,g € wdz
I
= (a) +(e2),

D’ou
el < Ca” [[(K0) ¢, Illea)llx < Ca”||(K(0))* ¢l -

En rassemblant les calculs, il résulte Sy(x)p — 0, quand z — 0. =

Etude de 'opérateur S;

De la formule (2.37), on écrit

Sy(z)p = —% e"“aa—;(K(ﬂc>—»2)_1
(K(0)1 — K(x)™'+ m% (K(m))_1> K(0)pdz
o [ () - 27 () KOz
b e D (K () — 2 L (K (@) K (0) oz
_% %“%(K(z)_z)—lf((owz
b e 2 (1) - 27 L (1) K (O

= S31(2)p + S32(x)p + Sa3(w)p + Saa()p + Sazs(x)p.

Traitons maintenant le comportement des opérateurs Ssi, S32, S33,. 534 €t S35 au voisinage

de 0. Pour cela, on utilise les deux formules importantes suivantes
(1 = e O) K(0)¢|| (2.40)

(K(0)—2I)~"

z

= C /(—1 +€e%) (K(0))* ¢dz

I

< C / ( / e (K(0) — 2I)~" (K(0)) sod2> d¢

0 It

< Cx (K@) ¢l
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2.4.Résultats de base

et
1(7 = e ) ]| < Ca? || (K(0)) |- (2.41)

Lemme 2.4.9 Soit ¢ € D((K(0))?). Sous les hypothéses (2.8), (2.4) et (2.10)~(2.13), on
a, pour tout x €]0, 1]

Salo)e = 0 (SR (KO ) + Aol

ot application x +— Fs(x)p appartient a lespace C™™)([0,1]); X). De plus
d? 1
Sy(w)p — e (K@) (K(0)) ¢, quand & — 0

st et seulement si

— K (@)L, (K(0)) ¢ € DIR(0)) = DQ)).

dz?

Preuve. Pour le premier terme Ss;(z)p, on écrit
K(0)p = (K(0)p — eIK(O)K(O)go) + e KO K (0).
En utilisant (2.40), on obtient
1951 ()|l x < C2™ ||(K(0))*¢||, — 0, quand 2 — 0.

Concernant le terme Ss2(z)p, nous avons

Saz ()

_ % e (K(x) — 2)”" (dd—; (K ()™ ~ dd_; (K(x))|j=0> K(0)pd=
L e () - 7 = (K0 - 7))L KOs
s [ (K (0) - )7 5 (@) K (0) o

= (CLl) + (CLQ) + (CLg) ,
et quand =z — 0, il vient

la)llx < Cx" [K(O)pllx — 0, [[(a2)llx < Ca” [[K(0)#]x — 0,

(a) = 0 (2 () KON
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2.4.Résultats de base

tend vers
~ 7 UK K00 = = (K() L KO (0%

si et seulement si
d2
~az

Pour le terme Ss3(x)¢, on a

K(z)),Lo K(0)¢ € D(K(0)) = D(Q(0)).

Sa3()p
_ % / em(% (K(z) — 2)' L (K(2))"! K(0)pdz

1 / Tz a - -1 -1
= e (K@) - o) (K@) (K@) - 2) (K ()~ )7 KO)pd:
1

= e (K ) - (K@) K@) (@) - 2) 7 KOs

= (b1)+ (b2).

K(0)p = (K(0)p — e"OK(0)p) + "X O K (0)¢p, (2.42)
il résulte que, quand z — 0

1)llx < Ca”[[(K(0) ¢y — 0 et [[(b2)]ly < Ca” [|(K(0))%¢]|, — 0.
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De maniére similaire, grace aux formules (2.42) et (2.40), on obtient, quand = — 0,

1S5a(@) ]l < C” [[(K£(0))* |y — 0, Sss(2)ellx < Ca” || (K(0)* 0| — 0.

En vertu des lemmes 2.4.7, 2.4.8 et 2.4.9, on peut montrer le résultat suivant:

Proposition 2.4.1 Soit ¢ € D((K(0))%). Supposons que les hypothéses (2.3), (2.4) et
(2.10)~(2.13) sont vérifiées. Alors, pour tout x €]0,1], on a

d2 K(x
e (e’“" ( )cp)
= KO |(K(0)2 - %(K(x));;o (K(©0)" (K(0)) | + F(a)e

ot la fonction
z = F(x)p = Fa(z)p + S5(2)p + Fa(r)g
appartient & Uespace C™™")([0,1]; X). De plus
L (7K@ 2 47 o o 2
&) = (KO oy (K ()L (K(0)) ™ (KO)P g
quand x — 0, si et seulement st

(KO ¢~ - (K@), (K(0)) ™ (£(0))* ¢ € DIE() = DQUO).

Corollaire 2.4.4 Soit v € D((K(1))?). Supposons que les hypothéses (2.3), (2.4) et
(2.10)~(2.13) sont vérifiées. Alors, pour tout x € [0,1], on a
d2
i
e d? _ _
= TR NE W) g = S (K@) LK) (K1) | + G

(A-DK(@))

ot la fonction v +— G(x)¢ appartient a espace C™™)([0,1]; X). De plus
d’ (1—z)K(x) 2 d? ~1 ~1 2
(IR () - (K@) () () v,
quand x — 1, si et seulement si

(K1) — dd—; (K () my (K1) (K(1))* ¢ € D(E(1)) = D(Q(1)).

Remarque 2.4.3 La proposition 2.4.1 et les corollaires 2.4.3 et 2.4.4 seront trés utiles par
la suite, notamment dans la preuve du résultat principal sur ’existence et l'unicité de la

solution du probléme (2.1)-(2.2).
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2.5 Reégularité de la solution

On va étudier la régularité de la solution u représentée par (2.24). Pour simplifier les calculs,

on va calculer le terme
Op(u)(z) = u" (z) + B (z) v’ (z) + Q () u(z), (2.43)

pour tout = €]0, 1] et on va analyser sa régularité au voisinage de 0 et 1.

2.5.1 Reégularité des opérateurs Op(dy) et Op(d;)

Rappelons que
e Y() = (- Z@) ' = (I - ™) e c?((0,1], L(X)).

Soit
do (z)p = (I — 6(2_2I)K(I))Y () exK(x)gp = Up(2)Y (z) exK(x)gp,

D’o1, le résultat important suivant:

Proposition 2.5.1 Soity € D((K(0))?). Sous les hypothéses (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.15),
la fonction x — Op(do (.) ¢)(z) appartient & lespace C™P¥)(]0,1]; X).

Preuve. On a, pour tout = € ]0, 1]

Q(x)do (z) p = —(K(2))*Up(2)Y (z) ™,

et
dy () = [Up(z)Y (2) + Uj(2)Y ()] €@
FUy(2)Y (2) %e“ﬂ((w)@.
d’ou
B(x)dy(z)e = B(z)[Us(x)Y’ (z)+ Up(z)Y (z)] @y (2.44)
+B (z) Up(2)Y (z) %e“{(x)gp
= Gr(z)p = ZGM () -
et
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2.5. Régularité de la solution

B@)e = [Oo@Y" (@) + 203@)Y () + U@ (2)] g
FRUS@Y (@) + 204()Y (2)] 5K

+Up(2)Y () % (exK(x)gp)
= @)Y () + 20 (@)Y (&) + UY()Y ()]
FRUN@Y () + 205@)Y (2)] e
}

+Uo(2)Y () [S1(z)p + S2(x)p + Ss(x)p
(pour les opérateurs S;(x), 1 =1, 2, 3, voir (2.39)). Du fait que

Q (z)do () ¢ + Si(x)p =0,

alors
Op(do (-) @) (x) = (dg (x) ¢ + Q () do (x) @) + B (x) dy () ¢ (2.45)
= E(z)p+Gr(2) ¢,
R(@)e = [Us(2)Y" (x) + 2U5(2)Y" (z) + Ug(fﬁ)y (z)] e
+ [2Up(2)Y' (z) + 2Uf(2)Y ()] %e“{(x)@
+Uo ()Y (2) [Sa()¢ + S3(2)ee] (2.46)
D= Z Fr(x)e
Puisque )
Uy(z) = —% 2722 (K (2) — 21) " dz
2; / <2-2x>Z% (K(x) — 2I)" dz,
et
2 -1
Ul(z) = P 22722 (K (2) — 2I) " dz
21 2—-2z)z 0 -1
- ze(2~2) E (K(z) —2I)" dz
1 2—2x 0 -1
% ( )@(K(x)—zl) dz,
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2.5. Régularité de la solution

il est facile de voir que
0,1[5 2 Uj(z) € C(0, 1 L(X)) 5 [0, 15 @+ U (x) € C([0, 1]; L(X)).
D’autre part, calculons la limite du terme suivant quand x — 0,
[Us(2)Y" () + 2Us(2)Y" () + Ug (2)Y ()] .

Cela nous sera treés utile par la suite. D’aprés le lemme 2.4.5, on a (e””K (x)go) o = - D’autre

part, pour tout x € [0, 1]

y! (.%') _ (I _ €2K(m))*1 (%621{(1)) ([ . eQK(:p))*l

d
ce qui implique

dzx T

+Y (2) (d—ge%(@) Y (2),

Y (x) = 2V (x) (ie“@)) Y () (die”“x)) Y ()

Y”(0) = 2Y(0) <ie2K(I)> - Y (0) <ie2K<w>) - Y (0)

De plus, on a

_ k()20 _ (4 2k
dx l2=0 ’
2
Uj0) = E/ 222 (K(0) — 21) " dz
I

2 2z a -1

g (K(z) = 21),,_ dz
I'1
1 ,, O 1
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2.5. Régularité de la solution

D’ou (en tenant compte de 'égalité Uy(0)Y (0) = I), il vient
Uo(0)Y" (0)

= 20U,(0)Y (0) (%e%(@) )

dx?

d d
= 2 <—62K(’”)) Y (0) (—ezK(w)) Y (0)
dzx |z=0 dx |z=0

P k)
& 2K Y (0
* (dx2€ )|:p:0 ( )’

20U (0)Y (0)

N———" T
=
]
=

+Up(0)Y (0) (d—QeM(f)

d d
= K 2K(0) _ [ 2 2K(x) y 2K () %
’ (2 (e (dxe )|w0> (©) (dxe )IwO (0)

= 4K(0)e* Oy (0) (%&K(m)) Y (0)
|z=0

d d
—2 (—eﬂf(z)) Y (0) <—62K<$>) Y (0),
dzx |x=0 dx |z=0

UL(O)Y (0) = —4(K(0)2*KOy (0)
2 5, O ~1
- ze B (K(x) — Z])‘FO Y (0) d=
1 1 2z 82

2% ¢ 0x?
Iy
U3 (0)Y (0) = —4(K(0))* v (0)
2 2z 9 -1
e %(K(x)—zI)MZOY(O)dz
IN]

(Em)
— | —e*t® Y (0).
dax? R

De (2.47), (2.48) et (2.49), on obtient

_2 ZGQZ% (K(zx) —

42Oy (0) (K(0))% ¢
i )

I
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2.5. Régularité de la solution

En vertu du lemme 2.4.6, il vient

Ainsi

d

[2U0(0)Y” (0) +2U5(0)Y (0)] (%e‘”K(mM) -0

. (%eﬂ“@) IRECLCE

+2 (2 (K(0)) K@ — <die2f<<m>> ) Y (0) K (0)g
z |z=0

= 4?0V (0) (K(0))" .

[Uo(0)Y"(0) 4+ 2U5(0)Y" (0) 4+ Ug (0)Y (0)] ¢
d
2U5(0)Y (0) + 2U5(0)Y (0)] [ ——e )
+ [205(0)Y” (0) +203(0) <>](d 90)

Xz

= 4K(0)e*XOy(0) (%eﬂ“m)) Y (0) ¢
|x=0

4 2z 9 -1
—o5 | e %(K(x) 21) o Y (0) pdz

= 4((a) + (1))

Il est clair que le terme (a) est dans D((K(0))"), n € N*. Regardons le terme (b), on a

-1 2z 0 -1
5 | ¢ 5 (K(z) — 21), Y (0) pd=z
IN]

o [ R (O) (R (0) — 21)7 (K (@)L K(O) (K (0) — 1) (0) oz
[ L (R (@)L K(O) (K (0) — 1) (0) oz
~gi [ O = 2D L (K@) KO (K(0) = 20)Y (0 ods

(b1) + (b2),

ou (by) € D(K(0)). Maintenant

(br) = — (K@)l | 55— [ 2 K(0) <K<0>zf)1Y<0>sodz)




2.5. Régularité de la solution

= ) (KO OY (0) K(0)),

ot K(0)e*(OY (0) K(0)p € D(K(0)). Grace a I'hypothése (2.15), on obtient (b;) €
D(K(0)). D’autre part, en vertu des lemmes 2.4.8 et 2.4.9 et puisque Uy(0)Y (0) = I,

on aura

Uo(2)Y () (Ss(x) 0 + Ss(w))
g (KDL KO0 =~ (KL (KO) (KO0

si et seulement si

—% (K ()0 (K(0)) ™" (K(0))*¢ € D(K(0)) = D(Q(0)).
Donc »
E\(0)¢ = Wo(p) — (K (2)) Lo K (0) (2.50)

o ¥o(p) € D(K(0)) = D(Q(0)). Grace a (2.44)), on écrit

Gr(0)¢ = B(0) (2" Y (0)K(0)¢ + (K£(0)) ¢) (2.51)

= Yly),

avec Vi(p) € D(K(0)) = D(Q(0)). (d’apres (2.14). Ainsi de (2.50) et (2.51), il résulte

F(0)p + G (0) ¢ (2.52)
= Bile) — g (K ()L (K(0) 7 (K(0)
on () = Wolp) + ¥3() € DIKI0)) = D(Q)).

Concernant 1'opérateur dy, on écrit, pour tout x € [0, 1]

dy ()Y = (I —eFE@Y (z)et—0E @)y,
= Uy(a)Y (z) B DK@y,

Soit ¢ € D ((K (1))2) On va traiter la régularité de d; au voisinage de 1. En utilisant des

arguments similaires & ceux utilisés dans 1’étude de la régularité de dp, il vient
Q(x)dy ()1 = —(K (2))2Uy ()Y (z) e=DK @y,
et

dy (@)Y = [Ui(2)Y (2) + Uj(2)Y ()] e DKy
+Ur(2)Y () %e(lxm(“’”)w.
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2.5. Régularité de la solution

D’ou
B(z)d(2)Y = B(x)[Ui(x)Y' () + Uj(2)Y (2)] =DK@y,
1B (2) Ui(2)Y (2) %eﬂ—xm%
= Ti(z) ¢,

et

! (x)y = [Uy(x)Y" (x) 42U} (x)Y' (z) + U (2)Y (x)] 2= DK@y,
FRO@)Y (2) 4+ 201()Y (2)] -c0-Hy

d2 —T xr
+U,(2)Y () @eﬂ (@),

Ainsi

Op(di () ¥)(z) = (df ()¢ + Q(z)dr () ) + B(z)d, (z) ¥ (2.53)
= SA(ZL‘)I/) + T)\ (l’) 77/)

ou

Sy(x)y = [Uy(x)Y" (x) +2U (2)Y' (z) + U] (2)Y (z)] 1=K (@),

+ [2U1 ()Y (z) + 2U(2)Y (z)] %e“—@f“%

LOi@)Y (2) / 002 k() — 21y e

i oz
Iy

Ui(2)Y () 02

—+/e(1_$)zw (K (x) — zI) " 1pdz

I

= ZS,V (x) .

D’apres les corollaires 2.4.2; 2.4.3 et 2.4.4, on obtient

S\ = () — (K @)L, K (1) (254

ou ¥,(¢y) € D(K(1)) = D(Q(1)). Aussi

Tx(1) ¢ = ¥i(y), (2.55)

avec Ui(y) € D(K(1)) € D(K(1)) = D(Q(1)) (d’apres (2.14)). De (2.54) et (2.55), on
obtient

S\ + T ()6 = BW) - QU - (K@) KDY (250
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2.5. Régularité de la solution

ot 7(¢p) = U1 (y) + ¥i(¢) € D(K(1)) = D(Q(1)). =

Alors, on obtient la proposition suivante :
Proposition 2.5.2 Soity € D((K(1))%). Sous les hypothéses (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.15),

la fonction x — Op(dy (.) ) (z) appartient a Uespace C™n)([0,1]; X).

2.5.2 Régularité de ’opérateur Op(m)

Rappelons que, pour tout = € ]0, 1], on a

mie, ) = 0 1/e<f+s>K< () () ds
L ;"3) 1/e<2+w I (K (2)) ™ f* (s) ds
o /< IR (K (@) (3) ds
L ;x) ]e@ K (K ()7 f* (s) ds
S

On peut écrire aussi

m(z, f*) = (m x,f*)+m4(fv f) + (ma (2, [7) +ms (2, 7))

l‘) x+s)K($ _ (2—x+5)K(z)) (K(IL‘))_l f* (S) ds

h<

(x)
2

(o)K@ _ (Coo=)K@) (K (1)) f* (5) ds.

Rk
vl

Remarquons que, pour z,s € ]0,1]
6(ar:Jrs)K(:JJ) . 6(27:c+s)K(:p) — (exK(:v) . 6(2733)K(x)) esK(av)
— ([ . 6(272x)K(1‘)) €(I+S)K(I)

— Uy (z) @K@

Y
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et

el

d’ou

2—z—s)K(z) _ 6(2+$—5)K(z) _ (6(1—$)K(ac) . e(l—l—m)K(ac)) 6(1—5)K(:v)

— (I . 62:1:K(x)) e(lf:p)K(z)e(lfs)K(m)

o ) o, %) = =S [ s (o) () s,

et

s (o ) (1, 1) = = PP [ oten k) (1) ) .

Proposition 2.5.3 Supposons que (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.15) sont satisfaites. Alors, la
fonction x — Op(m (., f*))(x) appartient & Uespace C™)([0,1]; X).

Preuve. En utilisant le calcul fonctionnel de Dunford et la formule

(K(x) —2) ' K(2)™ =~ [(K(2) —2) 7 = K(2)7'],

il vient, pour tout z € ]0,1[ et f* € C*([0,1]; X),

m' (z, [*)

(my (@, f7) + miy (2, 7)) + (my (2, f7) + mg (2, f7))

3 W)Y (@) + U (0) V" @)] [ P50 (K (2))7 £ () s

0
1

Uo (2) Y ()

_T/e(x+s)K(x)f* (S) ds

0
1
U Y (z+s)z a _
+ O(Qf;)m (x)//e — o (K (2) = )" " (s) dzds
0 Iy
1

3 W)Y (@) + Uy @)Y @] [ e 0 (1 () 1 (5)ds

0

1

JrU1 (x)2Y (v) /6(2(w+s))K(:c)f* (s) ds
0
1

T T e(2—(z+s))z 1
+U1( )Y ( )// Q(K(x)_z])f f*(s)dzds

47 z ox
0Ty
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et
B (z)m' (z, f*) (2.58)
= _Bél‘) [U(S ($>Y(«T> + Uy (ZL’) Y’ (;p)] /e(r+s)K( ) (K<I)>_1 f* (8) s
_B@) UOQ(CU)Y(@ / EHIKE) o (o) s
x)Ug (T x . ol@+s)z 3
= )U4i<7T)Y( )// z (%(K(x)—z]) [ (s) dzds
_y U} ()Y (x) + Uy (2) Y (2)] /6(2—(z+s))K(x) (K ()" f* (s) ds

0

+B (x) U12(x) Y (2) /6(2(x+3))K(x)f* (s)ds
0

DU (2)Y (2 o2 (24s))z .
+B( )U4i<7T)Y( )//+%(K(ﬂc)—21) £+ (s) dzds

= N () (@) = 30 N () (@)

Grace a (2.31) et aux hypotheéses (2.4) et (2.10), toutes les intégrales précédentes sont
absolument convergentes. Par exemple, concernant le terme Ny, (f*) (x) (on fait de méme

pour Ny, (f*) (z)), on peut écrire d’apres (2.5), (2.31) et (2.57)

1
1N (P @l < € w@) )| [ e s 15 o
0 X
—1 _ _
< Ot e (K@) =27 (K@) || 15 o
I x
K(z) — )"
< of [ =D gl ey
I x

< Cuo Hf*HC(X) :
Pour Ny3 (f*) (x)) (de méme pour Nyy (f*) (z)), on obtient

1N3s (f) (@)llx < C2" 1 oy
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Les autres termes sont réguliers en 0. D’autre part, en 1, regardons a titre d’exemple, le
terme Ny (f*) (2):

1

(0KE) (K (2))™) / (1=K () f () ds

0
C |25 (K (@) 1 ey
<UD lewy

[N (f) @)l < C

X

N

De méme
N3 (f) @)l <C @ =2)" o -

Maintenant, calculons le terme m” (z, f*) + Q (z) m (z, f*). Concernant le terme

Q (x)m (x, f*), pour z € ]0, 1], on obtient

Q(x

= (g;

m (z, f*) (2.59)
(ma (@, [7) + ma (2, f7) + Q (z) (ma2 (z, f7) +ms3 (z, f7))
= — (K ()" (m (2, ) +m4 (z, ) = (K (2))* (ma (z, f*) +m3 (z, f))

P (
_ ( [ e @) ) ds)

)
)

HE (@) (—2 [ e ) ) ds) .

En vertu de (2.31), des propriétés des semi-groupes analytiques et de I’holdérianité de f*,

ces deux intégrales sont absolument convergentes. D’autre part, pour x € |0, 1], on écrit
m" (z, f*) = (mi (z, f7) + my (z, f7)) + (mg (z, f7) +mg (z, f7)),
ou
my (x, f*) +my (z, f7) (2.60)

= 5 U@ Y" (@) + 204 ()Y () + U () Y (&) / @K (K ()7 f* (5) ds

1

S 20 ()Y () + 205 (2) ¥ (2)] / O (K () 1) £ (5)ds
Up ()Y (x) |

2 W { K@ (K (1)) 7MY £ (5) ds
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et pour z € [0,1], on a

my (2, £) + mf (2, ) (2.61)
= S @)Y (@) + 20 ()Y (2) + U} () (a)] / 2R (1 ()7 (5) ds
. 1

2 207 (2) Y () 205 () V' / (eI (R ()1 £ (5) ds

/ o eI (1)) £ (5) d

On va traiter la régularité de m’ ( ,f*)en0eten 1. En 0, il suffit d’étudier la régularité de
my (z, f*) +my (z, f*) car mj (z, f*) +mi(z, f*) est continu en 0. De maniére similaire, on
traite la régularité de mf (x, f*) + m4 (z, f*) en 1. Etudions en 0, la régularité des termes

suivants (voir (2.60))

Mifa ) = [ R (@) g () ds,
Malo,f) = [ el (1)} () ds
Moo f?) = [ oo (e (R @) ()

Le terme M (z, f*) se traite d’'une maniére similaire a celle de Ny; (f*) (z) et le terme
My (z, f*) se traite comme (Ny; (f*) (2));_y 5. Pour Mz (z, f*), on a

_ ; / )/83 {83 =02 (K (2) — 1) <K<x>>‘1)} 1 (5) dzds

e [ (=) roves

- ;Zp/aﬁ{ww )} (s) dads
2 o)

0 Iy
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1
- = (z+3)z o -

2Z_7T//ze (K () —2I)"" f*(s)dzds
0T

. 1

- (z+s)z o -

2'7?//6 5 2I)7 f*(s)dzds
0Ty

(:1:+sz 82 1o

22#// 8x2 x)—zI)" f*(s)dzds

0Ty

Donc
SOl yp (0, 1) 4 Q ) o (. £7) (. £7)
— _W//e(ws)z(%([((x)_z[)‘lf*(s)dzds
€(x+sz 2
// ;x? x) — 207" f* (s) dzds.

Ces deux intégrales sont absolument convergentes grace aux hypotheses (2.10) et (2.12). En

utilisant la formule (2.19), il vient

M My (2) +Q (z )(ml(x ) +ma(x, f1))

= / / 5‘*“ z) — 2I)7" f*(s) dzds

/ / (e+s)s I ) — D) (K (x)
F1 dz?
(2) — 2I) " f* (s )dzds

/KAIEHZK —

: (T)_K(x)(f(( )—zI)” ) f*(s)dzds

_ DY@ o L)+ ()

(x

Concernant le terme [; (x) (I3 (z) se traite de la méme maniére), on a

/ /pl (HS)Z&E ) — 2I) 7" f* (s) dzds
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! 0 0
— / / elrts)z {— (K (z) —2I) 7' = =— (K (z) — zI);:O f*(s)dzds
1“1 Ox

D’ou, quand = — 0,

I(h)llx < C2" |/ llopey = 0, 1)l < C2” [ ) = O

Le terme I, (x) s’écrit sous la forme

/ / (wts)s K ) —2l) & (K(2)
dzx?
z) (K (z )— z[) — K(0) (K(0) — 2I)™"] f* (s) dzds
/ / (wts)= 1K )—zf) @ (K(x)" (K@)
dx? dz?  jz=0
(0) —z])_ f (s )dzds
/ / x+sz )_Z[) _K(O) (K(O)_ZI)_l}

P K0)((0) —21) () s

= (In) + (Ie2) + (23) ,

et quand x — 0, on obtient

H(I21)HX < Cx Hf*HC(X) — 0, H([22)HX < Ca? Hf*HC(X) — 0,
1(L3)llx < Cz|lf*llex — 0

Finalement, il résulte

my (x, f*) +my (z, f7) + Q@ (x) (ma (z, f*) +ma (x, 7)) (2.62)

= §[Uo () Y7 (z) +2Ug (2) Y () + Uy () Y ()] / IR (K ()71 f* (s) ds

0

—%{wa(x) (@) + 200 (@) V' )] [ 5- {50 (R (@)} 1 ()
// ”52 z) —2I)7" f* (s) dzds
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2.5. Régularité de la solution

//e 83:2 K (z) — 2I)7" f* (s) dzds

De la méme maniére, on traite le terme mj (z, f*) + mj (x, f*) en 1 (voir (2.61)) . Pour

cela, il suffit de regarder les termes suivants:

1
Li(e.f) = / e~ @HNKE) (F¢ ()7 f* (s) ds,

I

Ly(e, 1) = [ L {el-erRe (j(0) ) f (s) ds
08

Laf) = [ o (e DR () 1} £ (s) ds

Pour L; (z, f*) et Ly (x, f*), voir ’étude de Ny; (f*) (x), i = 4,5,6. Concernant le terme

Ls (z, f*), comme ce qu’on a fait pour M3 (x, f*), on écrit

Ls (x, f*)

- 22#//8x {ag S (K () —zI>‘1<K(a:))‘1})}f* (5) dzds

T 2ir //(% {6w ( = (js»z (K (@) - ZI)_l) } f* () duds

_ 22W// (@@= (K (2) — 21) 7'} f* () dds

or1

2@#//8$ {6(2 :+8) 88 (K (x)_Z[)_l}f* (s) dzds
B 2m//262 D2 (K () = 20) 7 f* (s) deds

o / / et (¢ (2) = 20)  (s) deds

(2—(z+s))2 o2 L
" 2im // x2 (K () —2I)" f*(s)dzds

0 Iy
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2.5. Régularité de la solution

= Z Lgi (l’)

D’ou
_w%( )+ Q(x) (ma (z, ) + ms (x, f7))
{L‘)Y // (2—(z+s)) z@x )_ Z])_l f* (S) dzds
// —(z+s))z aaxz x) B Z])il f* (S) dzds.

Finalement, il résulte

my (x, f*) +mg (z, f*) + Q@ (x) (m2 (z, f7) +ms (z, 7)) (2.63)

1

- —%[Uu¢>y"u»+zuiuvywx>+U¥@»thy/6”‘““”K“kaw>1f*@wm

0

—3 UL @)Y (0)+ 20, @)Y @) [ 5 (eI (1)} () ds

U (?Z:(@ / / e@—(ﬁs»z%(mm)_z})*l £ (s) dzds

0T

1
(2—(z+s))z 92
x%//f P §;<K¢w—znlfw$dws

@zZ@Mwn

Toutes ces intégrales sont bien définies grace aux propriétés des semi-groupes et aux hy-

potheéses (2.10) et (2.12). Donc

Op(m (., [*))(x) = Mx (f7) (z) + Ny (f) (@), (2.64)

My (f7) (z) = Py (f7) () + Qx (f) (@) (2.65)
(voir (2.62) et (2.63)). m
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2.5. Régularité de la solution

2.5.3 Reégularité de 'opérateur Op(v)

Proposition 2.5.4 Supposons que les hypothéses (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.15) sont véri-
fiées. Alors, la fonction x — Op(v(., f*))(x) appartient a l’espace C™E1+v=1)([0,1]; X).

Preuve. On rappelle que, pour = € |0, 1], on a

x

oo f) = 5 [ IR () p (o) ds

+%/e(s_x)f<(m) (K (z)) " f* (s) ds,

T

ou f* € CP([0,1]; X) (3 est a déterminer, 0 < 3 < 1). On a

Q@vinf) = 5 [ K@ (5 (5) = 1 (@) ds

—;/K@kW@MMUW@—fW@ﬁB

1

+f* (l‘) _ %GIK(x)f* (l’) . 5e(l—z)K(a:)f>o< (I‘) .

(2.66)

Grace aux propriétés des semi-groupes analytiques et I’holdérianité de f*, les deux premieéres

intégrales sont absolument convergentes. Par exemple, on a

—5 [ K@ (1 5) = @)s| < O e

X

D’autre part, pour dériver v (z, f*), on utilise la formule (1.5) et on obtient

1

1 1
o (l',f*) — §/e(ws)K(x)f* (S)ds_i/e(sm)l((x)f* (S)dS
1 (3: sK(:c =1 rx
= K(@)™ () ds
N
2

. (gym )n@gUﬂ@YVW@@

g
]6(3 DR (K (@) [ (s) ds
/
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2.5. Régularité de la solution

1

x
6
1=

+

D= Zwi (x, f*).

1

Tous ces termes sont bien définis grace aux propriétés des semi-groupes et a I’hypothése

(2.10). D’autre part, calculons le terme v” (z, f*) + Q (x) v (x, f*).

Remarque 2.5.1 I est important de signaler ici que le calcul du terme v” (z, f*) n'est pas

facile a justifier. Pour cela, On aura besoin de :

1. Simplifier les termes ws(z, f*)+ws(z, f*) et wy(z, f*)+we(z, f*) afin de pouvoir justifier

leurs dérivées.

2. Introduire une nouvelle fonction v. (x) et justifier le calcul de sa dérivée v! (z).

1. Pour simplifier les termes ws(x, f*)+ws(z, f*) et wy(z, f*)+we(z, f*), on utilise le calcul

fonctionnel de Dunford. On a

ws(x, [*) +ws(x, [)

= 5 [ L @) (9 ds
il / (2w0) e s
_ _%/ / @ (K (z) — 21)! % (K (2))"" f* (s) dads
_ﬁ/ / ele=9): <E%(K(x) .0 1(K(x))—1> £ (5) dzds
— B+ A

De la formule (voir la preuve du lemme 2.4.6)

d - 1 10 -1
S ) 2D (K@) = Lo (K ()~ =)
= K@) - (K@)~ =) (K@)
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2.5. Régularité de la solution

on déduit que

6(:szs)z )
By (x) = L// %(K(:ﬁ))_ 1*(s) dzds

dim z
0T
LA eyt e (e
ﬂ V4 S)azas
0 I't
1 d
- (z 3 . —1 B —1 px
4#// 2I) o (K(x))" f*(s)dzds
0 I't
= B () + By (2) + Bas (2) -
D’ou 8, (x) + Pog(x) = 0 et par intégration a gauche de la courbe I'y, it résulte
By (z) = 0. Alors
ws ( +w5( e ) (2.68)

(2) — zI)7" f* (s) dzds.

427‘(‘

Cette intégrale est absolument convergente, car

() — Z[)il fr(s)dzds|| < Ca¥* Hf*HC(X)

X

4z7r

D’une maniére similaire, on obtient
wa(, +w6(ar f) (2.69)

4z7r (z) — zI)7" f* (s) dzds.

Ainsi, en vertu de (2.68) et (2.69), il vient

w( +w4xf)+w5(xf)+w6(a:,f*)
4z7r (z) — z)7" f*(s) dzds
4z7r (2) — zI)7" f* (s) dzds.
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2.5. Régularité de la solution

Par conséquent

Vv (z, ff) = wl( +w2(x f)

(z) — zI)7" f*(s) dzds

4z7r

(2) — zI)7" f* (s) dzds.

4z7r
r I'y

Tous ces termes sont bien définis grace aux propriétés des semi-groupes et a I’hypothése

(2.10) et on a de méme pour B (z) v (z, f*), ou

B (x)v' (z, f*) (2.70)
= B(ff)wlx [+ B )w2($ /)

 dim // - K(z) = 21)7" f* (s) dzds

or1

4wr j[h/‘ - K(x) = 20)7" f* (s) dzds

z Ty

d’ou

Le calcul du terme wj(z, f*) + wy(z, f*) + wi(x, f*) + wi(x, f*), nous donne

’(fﬂ+%@fﬂ+%@jﬂ+%mjﬂ
= 4@%// 2782 (K (z) — zI)"" f*(s) dzds

K(x) —2I)7" f*(s) dzds

4@7r 8x2
4 // s=2) (2) — 2" f* (s) dzds
im
x I'
4m 8332 (x) — 2I)7" f* (s) dzds.
r I'p
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2.5. Régularité de la solution

En d’autres termes

wy(@, f7) +wiye, f7) + ws(x, f7) + we(z, [7) (2.71)
B / (8:6677 > [n=(z—s) f (S) o

8m2 K(x) —2I)7" f*(s) dzds

4z7r

(9 k@ "
/(axe )n( )f (s)ds

8x2 K(x) —2I)7" f*(s) dzds.

4z7r
xT Fl

Toutes ces intégrales sont absolument convergentes (voir les hypotheses (2.10) et

(2.12)). Par exemple pour le deuxiéme terme, on a

(z—s)z 82 1 , i
e / / K () = 21)7 £ () deds | < 02 |l

2. D’abord, si on dérive directement le terme wy(x, f*) + ws(x, f*) qui figure dans le

calcul du terme v’ (z, f*), on obtient

wi(, [*) + wy(x, f7)

T 1 /
1d
- = (z—s)K(z) p* _ (s—x)K(z) p*
500 /e f*(s)ds /e f*(s)ds
0 T

1 d xr— SZ *
= i //e z) — 207" f* (s) dzds

0
1

1 d SQUZ *
+4_7m% // 217" (s) dzds

x I'

- —% (K (z) — =) f* (2) d2
47rz// = (K () = 1) f* (s) deds
4m// T (K () = 20) 7 f* (s) deds
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2.5. Régularité de la solution

1
Iintégrale —
Tl
'y

_4% / / 26502 (K (2) — 21) 7 f* (s) dzds

z T’y

1
1 0
o (s—z)z ~ . —1 rx
+4m’ //e pe (K (x) —zI)" f*(s)dzds,
x I’y

(K (z) — 2I)"" f* (2)dz n’a pas de sens. En effet, II suffit d’utiliser

I'identité de la résolvante

1 *
Ensuite, par un calcul simple, on déduit que 'intégrale — /

: (z) dz est divergente.
2mi z

I'1

D’ou le résultat. Pour cela, on utilise la méthode présentée, par exemple, dans H. Tanabe

[36], théoreme 3.3.4, p. 70. On considére 0 < ¢ < & < 1 et on introduit la fonction v’ (z)

définie par

ou

Ce qui conduit a

avec

vl () = wilz, f7) +wi(z, f7)

+w3($,f*) + U)5<I',f*) + ’(U4(ZL‘, f*) + U}G('CU, f*)

wi(z, [7) +wi(x, f7)

r—e&

1

1 1
_ 5 / e(zfs)K(m)f* (8) ds — 5 / e(sfz)K(:r)f* (S) ds.

0 x+e

(x) = (wi) (z, f") + (w3) (2, f)

+ws (@, ) +wi(@, f*) +wi(@, f*) +wg(@, ),

v (z) = 0" (z), quand & — 0.

Un calcul simple montre que
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2.5. Régularité de la solution

(wi)' (2, f7) + (w)) (. £7)
— %GEK@)( [f@—e)+ [(x+e) — KO () + %e””“””’f*(x)

le(l—w) (@) £ (o lzfs 2)e@=E@) (1% (o) — £*(2))ds
4geltn f<>+2/ia> KEf* () = £ ()

/K’ CIKE (f (5) — f*(x))ds

r+te

1 o)
+= / <8x€nK( )) 7 (s)ds
0 In=(x—s)

1
1 / (8 n( >) ,
—= —e f*(s)ds.
2 O In=(s—2)

z+e

Quand £ — 0, on aura

tim [(wf) (2, 1) + (u3) (2. £°)] (272)
= Lo (@) 4 el IR ()

2°

t/K )@@ (£ (5) — f*(a))ds

+§/K@w“@“@uw@—f%@ws

1 1[0
+—/ (8 e"K(x)) [ (s)ds
, VT In=(z—s)
1[0
—= e K(m)) f*(s)ds.
/ (ax r=(s—2)

x
Tous ces termes sont bien définis grace aux propriétés des semi-groupes, I’h6ldérianité de

f* et 'hypothése (2.10). Donc, de (2.72) et (2.71), on déduit

1

V(@) = ) et ) (2.73)

2

Q/K @K@ (£ (5) — f*(x))ds
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2.5. Régularité de la solution

5 [ K@ 0 5) - p(a))ds

xT

(0
+/( k(@ )> f*(s)ds
Oz n=(e—s)

0
’ 0

— enK(x)) f*(s)ds
/<8$ In=(s—2)

K(x) —2I)7" f*(s) dzds

+

(9x2

4@7r
e // 8x2 (z) — 2I) 7" f* (s) dzds.
z I'h

Toutes ces intégrales sont absolument convergentes grace aux propriétés des semi-groupes,
I’holdérianité de f* et aux hypotheses (2.10) et (2.12). Par conséquent, (2.73) et (2.66)

impliquent

Vi f7) 4 Q () v (w, f7) = f7 () + Vi () (2),

ou

V() () = 7(§gmmxwwng®w (2.74)

4Z7T

4Z7T
x I’

= Z Va(f

En utilisant (2.15), on obtient

Va(f7)(0) € D(K(0)) = D(Q(0)), Va(f*) (1) e D(K (1)) = D(Q(1)).
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2.6. L’équation vérifiée par la solution et sa résolution

Les calculs précédents conduisent a
Op(v(., f*)(x) = [ () + Va(f*) (z) + Wa(f*)(z). (2.75)

Du fait que Vi (f*) + W, (f*) € C"~1([0,1]; X) et f* € C#([0,1]; X), on conclut que la
fonction o — Op(v(., f*))(x) appartient a 'espace C™"Fm+v=1 ([0, 1] ; X).

Remarque 2.5.2 Notons que l’étude de l’appartenance & la classe C* (ou 0 < a < 1)
faite précédemment s’est restreinte aux voisinages des points 0 et 1. On en déduit la méme

propriété dans [0, 1]. Voir le chapitre 3 (sur la régularité mazimale de la solution).

2.6 L’équation vérifiée par la solution et sa résolution

En vertu de tous les calculs précédents, on déduit que la représentation figurant dans (2.24)

satisfait ’équation abstraite suivante :

' (x)+ B (z)u (x) + Q (z) u(z) (2.76)
= Op(u)(z)
= Op(do (z) ) + Op(dy (x) ¥) + Op(m (z, f*) + Op(v(z, )
= (F(@)e + Ga(@)e) + (Sa(@)Y + Ta(x)) + (Mx (f7) (2) + Na () (2))
+ () (@) + Wa(f*) (@) + [ (2))
= f(x), pour z€]0,1[,
(do (z) @) = Fx(z)p + G (z) ¢
Op(dy (z) ¢) = Sx(x) + Th(x)y
(m (z, f*) = My (f*) (z) + N\ () (2)
L Op(u(z, f7) = Va(f*) (@) + Wa(f*)(x) + [~ (2) .

Pour déterminer la fonction inconnue f*, on doit résoudre 1’équation abstraite

I+ R (f) () =F() =)o =Gl )e = Sx () = Th(), (2.77)

sachant que

Ry (f) () = My (f7) () + Na (f7) (@) + VA(f) () + Wa(f) (). (2.78)

pour cela, on aura besoin d’inverser 'opérateur I + R, dans un espace approprié.
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2.6. L’équation vérifiée par la solution et sa résolution

Résolution de I’équation vérifiée par la solution

Proposition 2.6.1 Soit f € C?([0,1];X), 0 < 6 < 1, ¢ € D(Q(0)) et b € D(Q(1)).
Supposons que u donnée dans (2.24) est une solution stricte de probléeme (2.1)-(2.2). Alors,
la fonction f* vérifie dans l’espace C([0,1]; X), U'équation (2.77). De plus, il existe \* > 0
tel que pour tout A = \*, l'opérateur I + Ry est inversible dans l’espace C ([0,1]; X) et

(f) (@) = I+ R [f (x) — Fa (@) — Gr(x) ¢ — S (x) ¥ — Ta(2)¢] . (2.79)

Preuve. Pour résoudre ’équation (2.77) dans l'espace C([0,1];X), on doit estimer

IBAl e o.y:x)) (voir (2.78)), (pour A > 0, assez grand). Par exemple, on estime les termes
écrits dans V) (f*)(z) ou

T 1
Hle) = /<8i7 gK(x))lf( )f* (S)ds_/<%eﬂ((x))lf( )f* o)

x

K(x) —2I)7" f*(s) dzds

ax2

4Z7T

K(x) —2I)7" f*(s) dzds

0x2

4Z7T
x I'

= Z Vai(f*) (z)

En vertu de la remarque 2.1.2 et 'estimation (2.34), on obtient

IVa(f) (@) + Vaa(f7) (@)l x

Cl - v—1)—
< WHJC HC(X)/(:I:—S)OH- -1

0
1

02 - v—1)—
+m ||f ||C(X) /(S — m)(n+ 1) ldS

T

¢ .
< WHJC logx) -

Pour le terme Vy3(f*) (x) (on traite d’une maniére analogue Vi4(f*) (z)), en utilisant la

formule (2.19), on écrit

Vas(f*) (z) =

8332 K(x) —zI)"" f* (s) dzds

47,7r
0 T1
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4m// (z— s)z —ZI) ' d? Ug(l;g))_l

0 I't

K( K(x )—z]) ¥ (s)dzds

2im

0 Iy

, <d<m))—1

0 K(z) (K(z) — zI)_1> 7 (s)dzds,

et de l'identité de la résolvante

K(x) (K(x) _ZI)_l _ (K(ZL‘) _ZI)*1+£7

il vient
V,\3(f>
h 4277// (K I%K(m) (K(z) — 2I)"" f*(s)dzds
4@77// . S)Zdz d:c2 A >(K(:> _ZI)_l f*(s) dzds
z—s)z . d(K(x))_l
2“7//( "o 8x 7)== dr
- K(z) (K(z) — 2z)7" f*(s)dzds
- 4@77// . S)Z I%K@) (K(x) —Z[)_l f*(s)dzds

r—S Zd2 - *
4@7?//( ) dx2 K(x)—2zI)""  f*(s)dzds
0Ty
e(x s)z d2
din // de 1" (s) dzds
0Ty

K(z) (K (x) — 2I)"" f*(s) dzds
= (R1) + (R2) + (Rs) + (Ra) -

 2im
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On remarque que (R3) = 0. Pour le terme (R;)(on fait de méme pour (Ry)), en utilisant les
propriétés

3C'>0:VA>0, Vzely
z—l—\/x‘ > Clz| ; z—l—\/X) > CVA

(voir [26]) et en vertu de la remarque 2.4.1, on peut écrire

. x ‘e(x—s)z}
IRl < Ol lle [ [ 1—rldelds
0 T, 2+ VA

. v 6(:17—8)2:
< C\f ||C<X>// | 1/2| — |dz] ds
o b2+ VA |z|/
@) |o|
< CHf ||CX)//)\1/4 o 1/2 ds
( —s>) S
<

W 1 leox)
Pour le terme (Ry), on a

(z—s)z

[(R)llx < Clfllox ‘—u\dZ\ds
( ) z—i—\/X

|e@=2)%| |dz| ds
v+n—1

N

cllr HC(X>
z+ \/_

Re(a)d|0.|
CHf ”C(X)// (v+n— 1)/2< |J| )1 n ds
(x =)

(z =)

C ) _
m“f HC(X)/(QU—S) "ds

0

N

N

C

S Sorz 1 e

Concernant le terme Wy (f*)(x), voir (2.70). Pour Wy (f*) (x), puisque l'opérateur B

est borné et grace au lemme 2.4.2, pour w > 0, on a

xT

W) @l = | 2 [ e s)as

0 X
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2.6. L’équation vérifiée par la solution et sa résolution

T

< U e [ s

0

i efw(acfs)ﬁ v
< Clifllew o

0

< 575 1 o

On fait de méme pour W (f*) (z). Pour Wys(f*) (x), on a

Wis(f*) (2 Hx
‘(:p s)z

< Ol Mo / V|dz|ds

|z 2+ VA
i eRe(o)d|o.|
< O“f ||C(X)// |O'| P /\V ds
o (525) [e T+ A -
Re(o’)d o

< ClF o // s
( ) )\) (x —s)

< 1 ey

)\V/Q

On fait de méme pour Wyy(f*) (). D’une maniére analogue, on traite les opérateurs
Ny (f*) (x) (voir (2.58)) et M (f*) (x) (voir (2.65)). En conclusion, on obtient

1B () (@)l x

< C 1 1 1 1
= )\(u+n—1)/2 + )\u/2 + /\(1—77)/2 + )\1/2 )\1/4 ”f HC

Donc

Ry e L(C([0,1]; X)),

ceci implique

1 1 1 1 1
||R>\||[,(C([0,1];X)) < C ()\(V—i-'q—l)/Q + Al//? + )\(1—17)/2 + )\1/2 + >\1/4) :

Ainsi, il existe A* > 0 tel que

VA >\, ||RA||L(O([0,1];X)) <L
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2.6. L’équation vérifiée par la solution et sa résolution

Par conséquent, Popérateur I + R), est inversible et (I + R,)™" existe. On en déduit que
I’équation intégrale (2.77) admet une solution unique donnée par la formule (2.79).

Dans ce qui suit, on aura besoin du résultat suivant concernant f*(0) et f*(1).

Proposition 2.6.2 Soit ¢ € D(Q(0)), v € D(Q(1)) et f € C?([0,1]; X). Supposons que
u donnée dans (2.24) est une solution stricte du probléme (2.1)-(2.2), alors

f7(0) = f(0) + dd—; (K (2))jumo K (0)p + D5(0) + r0(f, 1), (2.80)
5(p) € D(K(0)) et ro(f*,1p) € D(K(0)),
et P
FF) =11+ (K (2)) ey K (DY + D5(0) +11(f*, ), (2.81)
7(y) € D(K(1)) et ni(f" ») € D(K(1)).
De plus

frec?(0,1;X), ou F=min(f, n+v—1).
Preuve. On a

[7(0) = f(0) = Fx(0)p — Gx(0) ¢ — Sx(0)yp — T (0) ¥
=M, (%) (0) = Nx (f7) (0) = VA(f*)(0) — Wi(f*)(0).

Le terme

—=5x(0)¢ = Tx (0) ¢ — My (f7) (0) = Nx (f7) (0)
—VA(f)(0) = Wa(f7)(0) := ro(f7, %)

est dans D(K(0)) et le terme

—Ex(D)e =G (1) o = My (/) (1) = Nx (/) (1)
—Va(f)(@) = W7 @) = r(f7, )

est dans D(K(1)). Grace a (2.52), on a vu que

F0)0 + Gr (0) = B5(0) — 5 (K () Ly K(0)2
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ou ®f(¢) € D(K(0)). Donc

F1(0) = 7(0) + g (K ()L K0+ () + 7ol .1,

ot @3(¢) € DIK()) et rolf*, ) € DIK()).
De méme, (2.56) implique

Fr1) = f) + 75 (K@) ooy KY + 21(4) +11(f7, ),

ou ®i(¢y) € D(K(1)) et 71(f*, ¢) € D(K(1)). On sait que, sous nos hypotheses et du fait
que p € D ((K(O))z) et €D ((K(l))Q) la fonction

z = E\@)p+ Ga(@)e + Si(2)Y + Th(2)Y + My (f7) (z)

+NA () (@) + Va(f*) (@) + Wa(F) ()

appartient a Pespace C7™~1(]0,1]; X). On en déduit que si f* existe, elle appartient

nécessairement a l'espace C™n(1+v=19) (10 1]; X). Donc f =min (), n+v —1). =

2.7 Résultat essentiel d’existence et d’unicité de la so-

lution

Voici le résultat essentiel d’existence et d’unicité de la solution stricte du probléme (2.1)-(2.2)

qu’on va montrer ici.

Théoréme 2.7.1 Soit p € D ((K(0))?), v € D((K(1))?) et f € C?([0,1];X), 0 <0 < 1.
Supposons que les hypothéses (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.15) sont vérifiées. Alors, il existe
A" > 0 tel que pour tout A = \*, la fonction u donnée dans la représentation (2.22) est la

solution stricte unique du probléme (2.1)-(2.2) si et seulement si

F0) + (K () + - (K@) K (0)p € DIK(0) = DQUO).
(2.82)
£ )+ (KO + 0 ()L, K(1) € DIK(D) = DQU).

Ce résultat peut s’écrire aussi sous la forme suivante:

Théoréme 2.7.2 Soit ¢ € D(A(0)), v € D(A(1)) et f € C9([0,1];X), 0 < 0 < 1.
Supposons que les hypothéses (2.3), (2.4) et (2.10)~(2.15) sont vérifiées. Alors, il existe
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A" > 0 tel que pour tout A = \*, la fonction u donnée dans la représentation (2.22) est la

solution stricte unique du probléme (2.1)-(2.2) si et seulement si

F(0) = AO)p + 5 (A~ A@)LZE (O~ A(0) p € DIAQ))

F(1) = A + 0 (= A2 (- AW) w € DIAT).

Preuve. On doit vérifier que la représentation suivante

u(m) _ Y(m) (I o e(2-2:1:)K(ac)) ezK(x)(p + Y(m) (I - €2xK(x)) 6(1—w)K(ac)¢

}/éx)b/q€@+sﬂ<@0(]((x))1f*(s)ds
_%5/§$)L7me@+m—sﬂ¥@0(}((x)y‘lf*(s)ds
Y éx) ] (2T KE) (R ()7 £ (s) ds
_%5/§$)07“6@—m+sﬂ¥@0(}((x))‘lf*(s)ds

nous donne une solution stricte. Il suffit de considérer le cas 1) = 0 et montrer que
z = Q2)u(z) = —(K(x))*u(z) € C([0,1]; X)

si et seulement si
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1
+§/K(a:)(”‘8K(“” s)ds+ = /K (=K@ £+ (5) ds

= Y (2) (I - e®2KD) (K (2))?e W + (K (2))*m(z, f*)

43 [ K@ () - £ (2))ds
43 [ K@ee KO (5) = 1 @)ds

d’ol

1 / K (2)el K@ (£ (5) — f* (2))ds

T

1 * 1 —x T) [£* *
oK@ (@) 4 2K (1) - ().

D’autre part, pour m(z, f*), on va considérer seulement le premier terme (qui peut avoir

une singularité en 0, les autres termes sont réguliers quand on leur applique (K (x))?). On a

Y (2) K(x) |

(K@), ) = G [0 ) ds s e )

0

/
_Y(x) K(z) (7 e(”S)K(””)ds) f7(0) + Ry (z, f7)
/
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avec

On obtient

(K (2)u (x) =

+ <
&
—~
~
~
N
8
g
&
~
—~
o
8
S~—r
S
@
8
fa
AS)

K p ()
LI (1) — 1 ()

9]
8

DN | —

+
r~< N

o3 @ 5) - g (s
o2 [ K@ (1)~ g s

1
Les quatre derniers termes sont continus sur [0,1]. Le terme —e(!=K@) f* (1) est facile
traiter. Regardons maintenant, les trois premiers termes

1
_ezK(:Jc)f* (.YZ)

Y (SL‘) (I . 6(272x)K(x)) (K(x))2€xK(x)g0 + 5

_Y(x)

(eK(x) _ I) e:z:K(a:)f* (O)
= [Y l‘) (I e(2= 2x)K(w)) —I] (K(x))2 zK(x )90+ (K( ))QGJTK(Z‘)SD

[ (Q?) I] K(z cK(x) p* 1 (1+z)K(z
( ()—I)e ()f(o)_Q + )f()
5O (@) = 1 (0) + KO F (0).

Il reste a étudier le terme
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Ecrivons
(K(I))QexK(:c)gO + exK(:c)f* (0)
= ((K(2))* = (K(0))*) e @ + (K(0))%e"* W + 7@~ (0)
= ((K(2))* = (K(0))*) "W

+(K(0))? (™) — =K

+ [eK@ — KO £+ (0)

+H(K(0)*e D 4 KO £ (0)
= (a) +(b) + () + (d) + (e).

Il est clair que (a), (b) tendent vers 0, quand x — 0, et (¢) € C([0,1];X). Pour le terme
(d) + (e), on écrit

() + (c)
= e KO(K(0) g + KO £ (0)

_ KO (gqom F1(0) + g (K@) K(0)p + B3(0) + rol w))

= KO ((K(O))zga + £(0) + % (K (@) K “W)

+e KO (@5( ) + 1o (7, 4))
= (@) +(B)+ ().
Tenant compte du lemme 2.4.5, on remarque que (3), (v) € C([0,1]; X) et que
(a) € C(]0,1]; X) si et seulement si

FO) + (KO0 + -0 (K@)}, K(0)p € DIE(0)) = DIQO))

De la méme maniére, on obtient la condition de compatibilité en 1. =

Remarque 2.7.1 1. Remarquons qu’ici on a la condition de compatibilité :

FO) + (K(O)p + - (K@) K (0)2
= 10 - Qe - [ 1 (KWL (K0 @0,

et celle obtenue dans [10] est
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2. Notons que notre résultat essentiel améliore ceux concernant l’étude de I’équation (2.1)
dans [10]. En effet, on obtient des conditions nécessaires et suffisantes d’existence de la
solution stricte en utilisant les racines carrées —+/—Q(x), mais dans [10], les auteurs
donnent, seulement, les conditions suffisantes d’existence de la solution stricte, en

fonction des opérateurs linéaires Q(r).

Il reste a traiter la régularité maximale de la solution, c’est ce qu’on verra au chapitre

suivant.
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