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3) Résolution d’'une équation parabolique avec
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un domaine non rectangulaire.

4) Régularité de la solution d’'une équation

parabolique dans un domaine non cylindrique:
deux approches.

5) Perspectives.
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Introduction

Equation parabolique linéaire du second ordre

ou — Au = f.

of € LZ(Q).
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Introduction

Introduction

Equation parabolique linéaire du second ordre

ou — Au = f.

of € LZ(Q).

o Q est un domaine non cylindrique de R? ou
de R3.

e Cauchy-Dirichlet, type Robin.



Notes historiques

Probleme 1 : Gevrey (1913)

{ U =Ux dans E = {(t,x) eRZ2: 0 <t < T, (1) <X < ()}

U(O,X):UO(X)7901(O)<X<902(0)
u(t,pi () =i (1), 0<t<T,i=1,2,

ou0<T < +o0, i, € C([0,T]), ¢ ()<g02() rte[O,T],
Uo € C ([1(0), 2 (0)]) et uo (i (0 )) $i(0),i=1

Gevrey a montré que ce probleme admet une solution
classique si les (yj)i—12 sont Holdériennes d’exposants
supérieurs a 1/2.

[1 M. Gevrey, Sur les équations aux dérivées partielles de type
parabolique, Journ. Math. pures et appliquées, (6), 9 (1913),
305-471.
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Introduction

Critere de Petrovskii 1934

Condition suffisante: Le probleme 1 admet une solution classique si
Vto > 0, 3 une fonction p (h), positive, monotone et lim,_op (h) = 0,

p1t) —p1(t) < 2(to—t)"*(~logp(t —to))",t € [to — |h| , to],
p2(to) — 2 (t) > —2(to—1)"*(~logp(t —t0))**,t € [to — ||, to]
et

lim

e—0

“p (h)[logp (h)[*/?
/ p(h)llogp (M)~ _
. h
ou ¢ est une constante.
Condition nécessaire: Une condition nécessaire a également été

obtenue qui est proche de la condition suffisante mais elle en differe
légerement.

[@ 1. G. Petrovskii, Solution of a boundary value problem for the
heat equation, Uchenye Zapiski MGU, No. 2, (1934), 55-59.
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Notes historiques

En 1957

J. L. Lions a démontré I'existence et I'unicité des solutions
faibles pour une large classe d'équations paraboliques
d’ordre supérieur.

Cependant, la classe des domaines utilisée par I'auteur
n'est pas suffisamment large puisqu’il considere des
domaines dont les fonctions de paramétrisation sont de
classe c*.

[4 J.L.Lions, Sur les problemes mixtes pour certains
systemes paraboliques dans des ouverts non
cylindriques, Ann. Inst. Fourier (Grenoble)
(1957)143-182.
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Notes historiques

En 1966

le cas des problémes aux limites de type
parabolique dans des domaines non
cylindriques est considéré par V. A. Kondrat'ev.
Il a obtenu le comportement asymptotique des
solutions au voisinage des points non réguliers.

[4 V. A. Kondrat'ev, Boundary value problems for
parabolic equations in closed domains, Tr. Mosk. Mat.
Obshch., 15, (1966), 400-451.
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Notes historiques

Depuis le début des années 70, le nombre de travaux
consacrés aux problemes paraboliques dans des
domaines non cylindriques a augmenté
considérablement.

© Cela est di d'une part, a la découverte de nouvelles
applications émanant de la mécanique et de la
physique (beaucoup d’articles publiés sont consacrés
a I'étude des problemes paraboliques dans des
domaines non cylindriques a géomeétries
particulieres).

@ D’autres part, des méthodes classiques ont été
adaptées pour la résolution de tels problemes.
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Quelgues méthodes de résolution de tels problemes

© La méthode de régularisation elliptique.
@ La méthode de Rothe.

@ La méthode du potentiel.

© La méthode des sommes d’opérateurs.

@ La méthode de décomposition des domaines.
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Espaces Fonctionnels

On aura besoin de quelques espaces de Sobolev anisotropes
HhS (RZ) — {u c L2 (RZ) . {(1 + CZ)T/Z + (1 +7_2)S/2} a c L2 (RZ)}
ou U est la transformation de Fourier de u définie par

(¢ 7) = [ expr2me<Hrm u(x, y)xdy
JR?

et r, s sont deux nombres positifs. On pose
1) H™®(Q) = {u/q:u e H™® (R?)},

avec Q est un ouvert R2.

¥ J. L. Lions, E. Magenes, Problémes aux Limites Non
Homogenes et Applications, 1,2, Dunod, Paris, 1968.
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Introduction

Théoreme de recollement

Soit Q2 un ouvert borné de frontiere Lipschitzienne et 4,
2, deux ouverts de Q2 de frontieres Lipschitziennes tels
que

QU =1Q,
QN Q, =0.

Posons I = 094 N 09Q,. Soient u; € HY? (Q,) et
Uy € HY?(Q,) satisfaisant a

U; =upsurl,
alors la fonction u définie par

u_ u; dans Q;
| u, dans €,

appartient a H? (Q).

y
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Définition 1
On fixe deux espaces de Hilbert X et Y avec X C Y algébriquement

et topologiquement. Lespace [X, Y]y, 0 < 6 < 1, est le sous-espace
de Y formé des éléments a qui peuvent s’écrire sous la forme

_—_
@) a:A umTE

avec

(3) tfu(t) € L2 (X),t%tu(t) e L2(Y),

cet espace est muni de la norme

(4) agwmuémﬂﬁunii5%+(4%9w]NwﬂﬁiU?

Le Inf étant pris par rapport aux u vérifiant (2) et (3).

V.

Ici, L? (V) désigne I'espace des fonctions de t > 0, & valeurs dans V,
qui sont mesurables et de carré intégrable pour la mesure %
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Espaces Fonctionnels

H"s (Q) peut étre aussi défini comme un espace
d’interpolation réel entre H'/(1=0):s/(1=6) (Q) et L2 (Q),
6 €10,1].

(6)  H(Q) = [H/*-05/0=0)(q), 1% (Q)]
Ici, on considerelecass =2r, 0 =1 —r,
(6) H"*(Q)=[H"?(Q),L*(Q)] vr €]0,1].

0"

1-r

Posons s = 2r dans la relation (1), on obtient
(7) H? (Q) = {ujq :u e H"*" (R?)}.

[ P Grisvard, Caractérisation de quelques espaces
d’interpolation, Arch. Rational Mech. Anal. 25 (1)
(1967) 40-63.
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Introduction

Les espaces Hz H; : et H

On peut définir H: (R) & I'aide de la transformation de Fourier :
H2(R) = {ueL2 ) s VIX]U € L3R }

Les éléments de Hz(R) ne sont pas nécessairement continus. On

sait par contre que les éléments de Hz () sont continus pour tout
e > 0.
Si Q est borné et a bord Lipschitzien, on a pour 6 € ]0,1]:

HE(Q) = (Ha (). L*(Q)),_,

sauf pour § = 3 .

1
Hoo($2)

(HA(@),12(@), #H}(Q) = H3 ()

e

HE,(Q) = {u cH}(Q):Ue H%(R“)}

(u = prolongement par 0).
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Résolution d’une équation
paraboligue avec de
conditions aux limites de

Cauchy-Dirichlet dans un
domaine non regulier de
R3.




Introduction

BVP1

du—9Zu—diu="Fel?*Q)

u=0 suroQ — I,
ou
Q={(t,x)) eR*:0<t<T, pi(t) < X1 < wa(t)}x]0, b[.

et [t est la partie de la frontiere de Q out = T. p; et v,
sont définies dans [0, T] et telles que

p1(t) < 2(t), te€]0,T]

©1(0) = ¢2(0) et1(T) = wo(T).
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Quelques références de base
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Deux approches

En général, il y a deux approches principales pour I'étude
des problemes aux limites dans des domaines non
réguliers.

On travaille directement dans les domaines non réguliers
et on obtient des solutions singulieres.

On peut imposer des conditions sur les domaines non
réguliers pour obtenir des solutions régulieres.
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Le probl éme de Cauchy-Dirichlet.
Objectifs

Objectifs

Trouver des conditions ("minimales”) suffisantes sur les
fonctions de paramétrisation (i),_, , pour que le
probléme (BVP1) admette une (unique) solution u
possédant la régularité maximale, a savoir u est dans
I'espace de Sobolev anisotrope

Ho? (Q) = {u € H**(Q) : Ujsq_r, = 0}
avec
Hl’2 (Q) - {U € LZ (Q) : atu?ai(lu7ai(2uvaX10X2u S L2 (Q)} )
=12
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Hypothéses et résultat obtenu

©1 et o, sont Lipschitziennes sur [0, T] et vérifiant

im @i(t)(p2(t) —a(t)) =0, 1 =1,2 si 2(0) = #2(0)

3 | |
lim @i(t)(p2(t) —¢a(t)) =0, 1 =1,2 si pa(T) = p2(T):.

Le résultat obtenu

Sous les hypothéses (H),
L:Gt—ﬁle—ﬁfz

est un isomorphisme de H;*(Q) dans L?(Q).
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Le probl éme de Cauchy-Dirichlet.

Méthode utilisée: La méthode de décomposition du

domaine

nous montrons que le probleme (BVP1) admet une et une
seule solution lorsque le domaine Q peut étre transformé
en un domaine régulier a I'aide d’'un changement de
variables régulier, i.e., nous supposons que

1 (0) < p2(0) et 1 (T) < 2(T).

Nous approximons Q par une suite(Q,,, ) de tels domaines
et nous établirons une estimation a priori du type
[Unllnz2(q.,) < K [[flliz,,) -

ou u, est la solution du probleme (BVP1) dans Q,,, etK
est une constante indépendante de n.

Nous passons a la limite dans (Q,,) pour atteindre Q.



Le probl éme de Cauchy-Dirichlet.

Résolution du probleme dans des

ouverts se ramenant a un parallélépipede

On remplace Q par
Qo ={(t,x1) eR*: v <t < T—a, pa(t) < X1 < p2(t)}x]0, b,
« > 0. Ainsi, on a
p1(a) < p2(a)
P1(T — ) < 2T — )
Q.. peut se ramener par un changement de variables au

parallélépipede P, =]a, T — a[x]0, 1[x]0, b[. On définit ce
changement de variables comme suit:

P: Qa — Pq

(t,Xl,Xz) = 77D(tvxlax2) — (7-7 yl7y2) - (T, %;XZ)-
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Le probl éme de Cauchy-Dirichlet.

Léquation du —od;u—od;u="F dansQ,,

devient
OV + —c(r)o5v —9d;v =g dansP,
_ (e=0p()ya—ei(7)
a(nys) = P2 () —1(7)
_ 1
¢(n) = Goaor
et

f(t,X1,%2) = 9(7,Y1,Y2),
u(t7X17X2) = V(7'7Y1>YZ)-

V/oPa-rr_o =0,

Mr_o ={T —a}x]0,1[x]0,b]
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Le probl éme de Cauchy-Dirichlet.

L' = 0 + ad, —cog, — 5, estun
isomorphisme de H;*(P,,) dans
L%(P,).




Estimation a priori

Maintenant on doit montrer une estimation qui nous
permet de passer a la limite lorsque o — O.

Notons par u, € H'?(Q,,) la solution du probléeme
(BVP1) correspondant a un second membre
fo = f/0., € L?(Q,,) dans

Qa, = 24, %]0, b,
ou
Qop = {(t,X1) ER® 1 <t <T —am, o1 (t) < X1 < 2 (1)},
(can)n €St une suite strictement décroissante vers zéro.

Proposition 1
Il existe une constante K; indépendante de n telle que

[UnllH12(04,) < Killfllz(g.,) < Killfllz(q)-
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Le probl éme de Cauchy-Dirichlet.

Un résultat utilisé

Pour ¢ > 0, choisi tel que (2 (t) — o1 (1)) < e, |l
existe une constante C, indépendante de n telle
que

< C1€2(2—J’) HaZ

XlunHiz(Q(m) 7j — Oa 1

o ’
u
] L2(Qup)
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Preuve de la Proposition 1

2
Il 20y

= (OUn — 02 Un — 02 Un, Okl — 02U — OZ Up)
. 2 2 |12 2 . |12
= ||atun||L2(Qan) + ||8X1unHL2(Qan) + Haxzu”HLz(Qan)

—2(B;Un, O Un) — 2(BtUn, OF,Un) + 2(JZ Un, OZ, Un).

i

U

N[

2
unllne2q) = <H“nf|ﬁ1(Q) + 2, 19 3xjun”fw2(o)>
ij=
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Le probl éme de Cauchy-Dirichlet.

Estimation des produits scalaires

a)
2
_2<atUn, a)%lu”> Z _ZKE Ha)%]_UnHLZ(Qan) .
b)
_2<atUn,a)%ZUn> Z O
c)
2 2 2
2(9y,Un, O Un) > 2 HaxlaxZUnHB(Qan)-
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Le probl éme de Cauchy-Dirichlet.

Retour a la preuve de la Proposition 1

gy > 13l + 198 0nll%g ) + 0E0nl ol
—2K |32, |72 g, ) + 2 195 BeinlEq,
ltunllEzqg,,y + (1 = 2Ke) [[2 Un .
+ Haxzzuanz(Qan) + 2|04, O UnlIF2 g

Y

Grace aux estimations précédentes et en choisissant ¢ tel
que (1 — 2Ke) > 0, alors il existe une constante K; > 0,
indépendante de n telle que

Unlli2(u,) < Kallfallizig.,) < K llfllizg) -
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Passage a la limite

Dans ce cas, on considere

Q= {(t./Xl) ceR?:0<t< T, ’791(t) < X1 < pz(t)}x]O, b[,

avec

Sous les hypothéses (H), L = o, — 97, — 97 estun
isomorphisme de Hi?(Q) dans L?(Q).
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Idée sur la preuve

Proof.

Choisissons une suite de domaines Q,, n = 1,2, ... définis
précédemment tels que Q,, € Q avec («y) une suite décroissante
vers 0, lorsque n — co. Ainsi, on a Q,, — Q, lorsque n — oc.
Considérons la solution u,,, € H? (Q,,, ) du probléme de
Cauchy-Dirichlet

AiUq, — O Ua, — O Uq, =F dans Q,,

Uon/0Q—T1 oy = 0

[1_a, estla partie de la frontiére de Q,, ot = T — ay. Soit u,, le
prolongement par O de u,, a Q. On sait qu'il existe une constante C
telle que

|Ua, Bl DU,

< Clfflizq -

o
L2(Q) 12(Q)

2
_l’_
L2(Q) i,jZ:O

1<i+j<2
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Idée sur la preuve

—~—

Cela signifie que u,,,, m (‘)ixlaﬁzuw, pourl <i-+]j <2, sontdes
fonctions bornées dans L? (Q) . Donc, pour une suite croissante
d'entiersng, k =1,2, ...,

Ua,
k
o — Hu faiblement dans L2

any

—~ u faiblement dans L2 (Q), k — oo
(Q), k — oo

ad,u, ~ — 8 d,u faiblementdansL?(Q), 1<i+j<2, k— oo

X2 anyg
Donc, u € H12(Q) et
du—dZu—0Zu=f dansQ.

D’autre part, la solution u satisfait les conditions aux limites
U/oQ-r; = 0 puisque

vn e N, U/Q(Yn = Ugy,-

Cela montre I'existence d’'une solution pour le probleme (BVP1).
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Quelgques généralisations possibles

1) Le domaine non régulier Q peut étre remplacé par un
domaine non cylindrique (par un domaine conique, par
exemple).

2) La fonction f du membre du cété droit de I'équation du
probleme (BVP1), peut étre prise dans LP (Q), ou

p € |1, c[. La méthode de décomposition du domaine
utilisée ici ne semble pas étre appropriée pour I'espace
LP (Q) lorsque p # 2.

3) Lopérateur L = 9, — 9 — 05, peut étre remplacé par un
opérateur d'ordre supérieur.
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Résolution d’une équation
paraboligue avec des
conditions aux limites de

type Robin dans un
domaine non rectangulaire




Introduction

BVP2

ou—c?(t)ozu =1 elL?(Q)

U + G (t)U/ri =0,i=1,2.

Q={(t,x)eR*:0<t<T,p1(t) <x <pa(t)},

L={(tg()eR?:0<t<T},i=12,

ou T est un nombre réel positif, ©; et o, sont deux
fonctions continues dans [0, T], Lipschitziennes dans
10, T], et telles que: ¢ (t) := 2 (t) — ¢1 (t) > O pour
tc]0,T]ety(0)=0.
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Notes historiques

1) 5, = oo, I=1,2: Le probleme de Dirichlet.
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Notes historiques
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cylindrique, C.R.A.S. Paris, Série 1; (2002),
1017-1022.
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Objectifs

Dans cette partie, nous considérons le cas des conditions
aux limites de type Robin, i.e., le cas ou 5 # 0 et 5 # oo
i=1,2.
Objectifs

Trouver des conditions ("minimales”) suffisantes de non
dégénérescence des coefficients (c, f)i—1, et des
fonctions de paramétrisation (i), , pour que le
probléme (BVP2) admette une (unique) solution u
possédant la régularité maximale, a savoir u est dans
I'espace de Sobolev anisotrope

H?(Q) = {u e HY(Q) : dyu + Buyr, =0,i = 1,2}
avec

HY?(Q) = {u € L*(Q) : du,du,d%u € L*(Q)} .




Les hypotheses

Concernant les fonctions de param  étrisation (¢;);_; ,:

(A) o (t)e() — 0 lorsquet —0, i=1,2.

Concernant le coefficient c:
Le coefficient ¢ est une fonction dérivable et bornée sur
10, T et telle que

(Cl) O<dl§0§d27

(C;) 0<my<c(t)c (t)<my

pour toutt € ]0, T[, ot dy, d2, m; et m, sont des
constantes.
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Le probl éme de ty

Concernant les coefficients  (5),_; ,:
Les coefficients (5),_, , sont des fonctions continues
dans |0, T] vérifiant

(B1) fa(t) < Oetfo(t) > 0 pourtoutt € [0, T].

1+ 5 (1)
(B>) '—A © ‘ <|

. By (t) (1 + 52 (1))
By |2OCLED) <,

pour toutt € |0, T[, ou A(t) = 31 (t) B2 (t) + B1 (t) — B2 (1)
et | est une constante positive.
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Le probl éme de ty

Concernant les coefficients  (c, 3);_, ,:

(BC1) (Bic?) estune fonction croissante sur ]0, T
et
(BC2) (B.c?) estune fonction décroissante sur ]0, T .

Concernant les fonctions  (c, ¢i, 5i)i_; »:

(U) (-1) (02 (t) 5 (t) — %“)> >0 pptel]0,T[,i=12
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Le probl éme de ty

Méthode utilisée: La méthode de décomposition du

domaine

1) Approcher le domaine Q pour T suffisamment petit par
une suite de sous domaines (), dans lesquels on peut
résoudre le probleme (BVP2) et établir une estimation a
priori qui va nous permettre de faire un passage a la
limite.

2) Lorsque T est un nombre réel quelconque, on divise Q
en deux parties

D= {(t,Xx) ER*:0 <t < Ty, (t) <X <a(t)}

D ={(t,x) ER*: Ty <t <T,p1(t) <x < ()}

avec T, suffisamment petit. Donc on obtient deux
solutions u; € H? (D) dans D; et u, € H%? (D,) dans D,.
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Le probl éme de ty

Méthode utilisée: La méthode de décomposition du

domaine

3) Finalement, on montre que la fonction définie par

u; dans Dy

u, dans D,

est la solution du probléeme (BVP2) et possede la
régularité maximale, a savoir u € H%? (Q).
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Le premier résultat: résultat local en temps

Théoréeme principal 1

Supposons que (c, i, 4),_, , Vérifient les hypothéses
précédentes. Alors, pour T suffisamment petit, le
probléme (BVP2) admet une unique solution u € H%2 ().

HY?(Q) = {u € L*(Q) : du,du,dZu € L*(Q)} .
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Le probl éme de ty

Premiere étape: Résolution du probleme (BVP2) dans

un domaine qui peut étre transformé en un rectangle

Soit Q= {(t,x) eR?:0 <t <T,p(t) <X <)}
ou 7 et g, sont telles que ¢ (t) := ¢, (t) — 1 (t) > 0 pour
toutt € [0, T].

Theorem

Le probleme

ou—c?(t)o2u=1f e L?(Q),
(8) Ut—0 = 07 i
Oxu + [ (t) U/x=¢;(t) = 0,i=1,2,

admet une (unique) solution u € H2 (Q).
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Idée sur la preuve

(tx) = (ty)= (t;ft)m)

transforme Q2 en le rectangle R = |0, T[ x |0, 1] . Posons

u(t,x)=v(t,y)etf(t,x)=g/(t,y), alors le probleme (8)
devient

1

av (ty)+a(ty)oyv(ty) - bz—(t)ayzv (t,y) =9 (ty)
Vi—o =0

AtV + A1 (V0 =0,

oWV +02(H)vy=1 =0,
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Deuxieme étape: Estimation a priori

Pour chaque n € N, on définit 2, par
Qn={(t,x) ER?:an <t <T,p1(t) <X <2 (t)}
ou (an), est une suite décroissante vers zéro. Ainsi, on a

{ ¢1(an) < p2(an),
p1(T) <2 (T).

Posons f, = f,q., ol f € L2(Q), on note u, € H'?(Q;) la solution du
probleme (8 ) dans Q,

Un/t=a, = 0
OxUn + G (1) Unyr,, = 0,i =1,2.

lciMi ={(t,@i(t)),an <t <T},i=12
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Deuxieme étape: Estimation a priori

Proposition 1
Il existe une constante C > 0 indépendante de n telle que

2 2 2
[Unlli22(0,) < Kllfallz,) < K Ifllzq) -

1
2

lulluea) = (IullZsgqy + 102ulq, )
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Un résultat utilisé

Lemma

Pour tout ¢ > 0 satisfaisant ¢ (t) < ¢, il existe une
constante C > 0 indépendante de n, telle que

dl Uy < Ce2@ N ||Q2up]%,,. ., j = O,1.
L2(0)

2
iz
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Preuve de la proposition 1

Dans la suite, ||.|| dénote la norme L%. On a

||fn||E2(Qn) = (Biun — C?07up, Biun — c2AZun)
2 2
= [|0Unl|{z(q,) + ||Cz‘a>%un||L2(Qn)

—2(BiUn, C%02Un) .
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Estimation du produit scalaire —2 (U, c?07uy)

Lemme

2 (Byun, €202, > — \In,1|—|In72|—|Jn71|—|Jn72|—/ 2¢c’ (Bun)? dtdlx.

n

]
e = (0 [ et 0 n () dtk = 1.2,
a

n

Jnk (—1)k2/ (BcC?) () Beun (t, ok (1)) -Un (t, o (1)) dt, k = 1,2.

] + D2l + 9] + Mo 2] < Ke[|62un”.

Finalement

—2(Bn, C202Un) > —Ke [[02un]|® — Ko [|02ua .
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Retour a la preuve de la proposition 1

anHEZ(Qn) > ||3tUnHEZ(Qn) + HCZ@EUHHE(Q,]) —Ke Hafu”HiZ(Qn)

—Kz H@%UnHiZ(Qn)

> (| BrUnllFzqayy + (82 — Ke = Ka) || 2un|Z 0, -

Grace aux estimations précédentes et en choisissant ¢ tel
que (df — Ke — K;) > 0, alors il existe une constante
C > 0, indépendante de n vérifiant

[Un iz, < ClIflliz -
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Troisieme étape: Passage a la limite

Dans ce cas, on définit Q par
Q={(t,x)eR*:0<t<T,p1(t) <X <a(t)}

avec
{ 1(0) = 2 (0)

p1(T) < @2(T).

Théoreme principal 1

Supposons que (c, ¢i, f),_; , Vérifient les hypotheses
précédentes. Alors, pour T suffisamment petit, le
probléme (BVP2) admet une unique solution u € H? ().

H12(Q) = {u € L2(Q) : du, dku, 82u € L2 ()} .

v
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Deuxieme résultat: résultat global en temps

Dans ce cas, on définit Q par
Q={(t,x)eR*:0<t<T,p1(t) <X <a(t)}

avec
{ 1(0) = 2 (0)

p1(T) < @2(T).

Théoreme principal 2

Supposons que (c, ¢i, f),_; , Vérifient les hypotheses
précédentes. Alors, le probléme (BVP2) admet une
unique solution u € H*? (Q).

HY2(Q) = {u € L*(Q) : u,du, d5u € L*(Q)} .

v
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Idée sur la preuve

On divise 2 en deux parties, 2 = D; UD, U ', ou

Di={(t,x) ER?:0<t < Ty, (t) <X <2(t)}

Do={(t,x) eR?: Ty <t <T,p1(t) <x < p(t)}

M, = {(T1,x) € R?: 1 (T1) < X < 92 (T1)}
avec T, suffisamment petit. Dans la suite, f sera un élément fixé de
L2(Q)etf = f/p,, 1 = 1,2. On sait qu'il existe une unique solution
u; € H*?(D1) du probléme (BVP2) dans D, et correspondant a un
second membre f;.

Théoréme de

Siu € HL2(Dy), alors uyr, € HY(I'7,), Ujxmpy(r) € HE (M1 2) et

U /x—p,(t) € H# (F2,2), ou T, sont les parties de la frontiere de D, ou
X = ©j (t), i = 1,2.

4
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Le probleme

8tu2 G (t) 8fu2 =f, e L2 (Dz)
U/ =V
8Xu2 + ﬁi (t) Uz/ri’2 = O,I = 1, 2,

ot ¢ = uyr, , i, sont les parties de la frontiere de D, ou
X =i (t), i =1,2, admet une (unique) solution
Uo € H12 (Dg)

Finalement, on montre que la fonction définie par
Uq dans Dy
u =
u, dans D,

est la solution du probleme (BVP2) et possede la
régularité maximale, a savoir u € H2 (Q) .
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Quelgques généralisations possibles

1) Le cadre non Hilbertien:

U (t,x) —d2u (t,x) =f (t,x) € LP(Q), 1 < p < o0,
axu + ﬁl (t) U/x=0 = 07
8xl'I + 52 (t) u/x:ta = 01

Q={(t,x)eR*:0<t<10<x<t*}, a>1/2.
Trouver des conditions sur the coefficients (/)1 et les
nombres «, p pour que le probleme précédent admette
une solution qui possede la régularité maximale, a savoir
une solution u appartenant a I'espace de Sobolev
anisotrope

Ha?(Q) = {u € LP(Q), u, dku € LP(Q),j = 1,2}

2) Les conditions aux limites de type Robin peuvent étre
remplacées par des conditions aux limites de type

Neumann.



Quelgques généralisations possibles

3) Le cas d’'une seule variable d’espace peut étre étendu
au cas de deux variables d’espace, par exemple au
probleme

du—0Zu—dZu=Ffel?Q),
Usp=o = 0,
OxU.vx, + Ox,U.x, + Gy, = 0,1 = 1,2,

Q={(t,x1)) ER?:0 <t <T,p1(t) <x1 <2(t)} x]0,b[,

L={(te()eR?:0<t<T},i=12,
Y =T x]0,b[,i=1,2
et v = (i, 4, v4,) €St le vecteur normal & Q.
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Régularite de la solution
d’'une equation parabolique
dans un domaine non

cylindrique: deux
approches.




Premiere approche:
proprietes de reqgularite de
la solution d’'une equation

paraboligue dans un
polyedre.




Position du probléeme

BVP3

Soit G un domaine borné et non convexe de R®.
Dans G, on considéere le probleme aux limites

du — 9zu — du = f

Usg6 =0,

avec 9,G est la frontiere parabolique de G et f € L? (G).

Dans la suite, 'opérateur 9, — 9 — J; sera noté L.
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Description du domaine

5
Ici, on introduit le domaine non convexe dans lequel on va
travailler.

Comme modele d’'un domaine non-convexe, on choisit un
domaine Q, qui est I'union de deux parallélépipedes.

Q est le domaine le plus simple de R® qui garantit
I'apparition de la partie singuliere dans la solution du
probleme (BVP3).
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Description du domaine

Voici quelques notations dans un systeme de
coordonnées de variables (t,x,y):

Q=Q:UQ,UQ,00Q; =]-1,0[ x ]-1,1[ x ]0, 1],
Q, =101 et Q = {0} x]0,1[ x ]0, 1].

Concernant les faces et I'aréte du domaine Q, on a
(0
{-1} x]-1,1] x ]0, 1],
|-1,0[ x {1} x]0,1[U]-1,0[ x {—1} x]0,1],

{0} x]-1,0[ x ]O, 1],
=10,1[ x {0} x]0,1[U]0,1[ x {1} x ]O, 1],

{1} x]0,1[ x ]0,1[, A= {0} x {0} x ]O, 1].

S
I

/!

~=

!’

2

Q
Q
Q
Q
Q
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Le résultat principal

Théoreme 1
Le probleme

Lu=f € L2(Q)
(PQ) { u 17" " :0
/0Q—(9fuQy) '
0Q est la frontiere de Q, admet une solution u = ug + w,
avec Ur € HY? (Q) etw € H"?" (Q) pour tout r < 3/4.

H™? (Q) = [H"?(Q),L*(Q)] vr €10, 1].

1—r
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Le probleme dans Q;

Soit f un élément fixé de L? (Q) et fy = f/o,, | = 1,2.

Proposition 1

Le probleme

LU1 = f1 € |_2 (Ql)

P { o

U1/00, - (Quaugy

admet une (unique) solution u; € H? (Qy).

Dans la suite, on note la trace u, o par ¢, qui est dans
I'espace de Sobolev H* (Q) car u; € H? (Q,).

A. KHELOUFI Soutenance



Le probleme dans Q.

Considérons le probléeme suivant dans Q,

Lup, = f; € L?(Q2)
(PQ>) Uz = ¢ € HY(Q),
uz/an—(QuQ’z’) =0.
Il est bien connu que ce probleme admet une unique

solution u, dans H? (Q,) si et seulement si la condition
de compatibilité suivante est satisfaite ¢ € H (Q) i.e.,

a) poa-a = 0
b) ¥/ = 0.
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Remarque 1

1) Observons que les conditions aux limites du probleme
(PQ1) donnent ¢,50-» = 0. Donc la condition de
compatibilité a) est automatiquement satisfaite.

D’autre part, on a ¢4 = Ui/ Mais on ne sait pas si Uj/a
s’annule. c’est la raison pour laguelle des singularités
peuvent apparaitre dans la solution u, du probleme (PQ,),
et par conséquent dans la solution u du probleme (PQ).

2) La solution u du probléeme (PQ) sera définie par

U= u; dans Q;
| u,dans Q»

ou u; et u sont les solutions de (PQ,) et (PQ>)
respectivement.
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Remarque 2

SUite, Si U, € H]‘72 (QZ) alors u ¢ H172 (Q)

D’autre part, u est réeguliere dans Q; car

U, = Uy € HY?(Qy), et cela signifie que les singularités
gu’on cherche sont contenues dans uq,, i.e., dans u,.
Donc, dans la suite, on se restreint a us.
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Un probleme auxiliaire

On introduit des fonctions (P;),_; qui vont nous permettre
I'étude de la partie singuliere de us,.

V(x,y) € QVjeN, Pj(x,y) =sinjry cos Ix.
a) Pj/ag_A :OVJ e N,

b) Pja = sinjry Vj € N, Vy €]0,1],

c)P; e HI(Q)Vj e N.

Pour déterminer la régularité des singularités dans u, , on
aura besoin d’étudier ce probléeme posé dans Q,

LWJ' =0
(PQZ)/ Wj/o = Pj VJ eN
Wi /00, (auy) = O
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ou P;j sont les fonctions définies dans le Lemme 1. Le probléme
(PQ2)’ admet une unique solution w; € L? (Q;) pour j € N. Donc, on
peut définir la fonction v dans 2 par

V=l — Y aw,
jeN

ol u; est la solution du probléme (PQ;) et (a,—)jEN sont les
coefficients de décomposition de ¢, dans L? (A)

P/A = Zaij.
jEN

En effet, les fonctions Pj /s = sinjry forment une base de L? (A).
Donc, grace aux propriétés de (Pj)jeN dans le Lemme 1, il est facile
de vérifier que
Via=¢ - ) aP €Hj(Q)
jeN
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_Plan invoducion e pob éme de Cauchy Diictlet Lo prov eme d- SSEEEEEEEEE
et v est I'unique solution du probléme suivant
Lv =f, L? (Qz)
Via=© =2 jen &P;
V/oQe—(auay) = 0.
Par suite v € H*? (Q,) et on a démontré le résultat
suivant
Proposition 2

La solution u, du probleme (PQ,) peut étre écrite sous la
forme

U, =V + Z a; Wi
jeN

ol v € H?(Q,) et w; est la solution du probleme (PQ,)’,
pour j € N.

y
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Remarque 4

La partie singuliere ), a;w; dépend de f via les
coefficients a;, ] € N. En effet, les coefficients a;, ] € N
dépendent de ¢ et la solution u; correspondant au
second membre f, = /o, esttelle que U0 = ¢.

Si p/a = 0i.e., Uy € H} (Q), alors a; = 0 pour tout j € N.
Par suite, u € H? (Q) puisque la partie singuliére
U =2y aW s'annule.
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Résultat de régularité

Rappelons que pour r € |0, 1]
H"?(Qz) = H' (]10,1[;L*(Q)) NL? (]0. 1[; H*' (Q)) .

Le plus grand nombre réel r € |0, 1] tel que
w;j € H"?" (Q,) est donné par

Théoreme 2

w; € H"# (Q,) pour toutr < 3/4.

La preuve utilise la transformation de Fourier,
I'interpolation et les puissances fractionnaires du
Laplacien.
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Deuxieme approche:

régularité intermédiaire de
la solution de I'’equation de
la chaleur.




Position du probléeme

BVP4

Soit 0y un ouvert borné de R" de frontiére . On notera
Qo le cylindre R x Qg de frontiere latérale = = R, x I.
On suppose que (), est convexe ou de classe C?.

On considere dans Q I'équation de la chaleur suivante

dgu—Au =0 dans R, x g
u=0 surXx
u(0,x) =ug(x), x € Qo.

Nous nous intéressons a la régularité des solutions u de
(BVP4) en fonction de la régularité de la donnée initiale
Ug.
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Le résultat classique

Theorem

1) On suppose que U, € Hj (), alors (BVP4) admet une
unique solution u € H*? (Qo) définie par
“(

H2 (Qo) = L2 (Ry; H? (Q0)) NH (R L2 (Q)) -

2) On suppose que Uy € L?(Qp), alors (BVP4) admet une
unigue solution faible

u € L? (Ry;Hg (Q0))NH* (R; H (Q0))NL™ (Ry; L? (Q)) -

¥ H. Brezis, Analyse Fonctionnelle Théorie et
Applications, Masson, Paris, 1983.
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Dans la suite on supposera up € Hj () ,0 <r < 1ou
H{ () ={u € H" (Q);u=0surTl}
pour1/2 <r < 1.

pourr =1/2,
Hp (Q0) = H' (o)

pour0 <r < 1/2.
Ainsi H{ (€) est exactement I'espace d’interpolation

[H3 (Q0) ,L? (Q0)],_, d'ordre 1 —r entre Hg (o) et L? (Qo).
Et on cherche alors la régularité de u en fonction de r.
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Un lemme utile

Soit ug € L? () . Alors la solution u du probléme (BVP4)
associée a uo est dans H*/? (R, ; L? (Qp)).
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Le résultat principal

Theorem

Soit up € Hj (Q0) 0 <r < 1, le probléme (BVP4) admet
une unique solution faible dans H*+/2141 (Qy).

H (+r)/2,1+r (Qo) = L2 (RJr? H1t+r (Qo))ﬂH(Hr)/z (R+; |2 (Qo)) .

v
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Premiere étape: u € L? (R ;H'*" (Qq))? Considérons 'opérateur
S : Ug — u. On a la continuité des applications

S:HI() — L2 (RyiH2(R))
S:L%(Q) — L*(Ry;HY(Q)).
D’ou la continuité de
S:H{(Q) — L2 (R+; H1tr (Qo)) .
Deuxiéme étape: u € H+1/2 (R, ;L2 (Q0))? On a la continuité de
S:Hy(Q) — H'(Ry;L?())
S:L?(Q) — HY2(R4;L?(Q)).
D’ou la continuité de
S:Hp(Q0) — HO/2(Ry;L2(Q)).




Cas non cylindrique: le cas ou 2, ¢ €

IciC = CiuCy U ({Tl} X Q]_), ou Ci= ]OTl[ x Qq,
Cz = ]Tl,Tz[ X Qz.
Dans C, considérons le probleme aux limites suivant:
ou—Au=felL?(C)
(PC) u=0 surx
u(0,x)=0,x €

ouxX=>X,UX,Uocaveco ={T1} x (2\21)).

Le probleme
(PCl) 8tu1 = AU]_ = fl € L2 (Cl)
Uz/ac,—({Ti}xar) = 0,

admet une (unique) solution u; € H%? (C,).

4
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Cas non cylindrique: le cas ou 2, ¢ €

Notons la trace ui,(t,} .o, Par 1, qui est dans I'espace

Hi ({T1} x Q1) car u; € HY2 (Cy). Soit ¢ le prolongement
par O de ) a {T;} x Q,, qui est dans I'espace de Sobolev
Hy ({T1} x Q2), puisque Q1 C Q.

Maintenant, soit u, € H? (C,) la solution du probleme
suivant dans C,

&uz — AU, :~f2 €L? (Cz)

(PC2) U2 /(T ixQ, = ¥,
U, — 0 sur >,.

La solution u du probleme (PC) sera définie par

U u; dans Cq,
] u, dans C,.

ueH2(C).
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Cas non cylindrique: le cas ou 2, ¢ 3

Ici C = C,uCy U ({Tl} X Qz)
Considérons dans C, le probleme aux limites suivant:

ov —Av =f € L?(C)
(PC) v=0surX;ux,
v (0,x)=0,x € Q.

On sait que le probléme (PC)’ dans C; admet une unique
solution vy € H%? (Cy).

Notons la trace vi/(1,} .0, par ¢, qui est dans I'espace
de Sobolev Hg ({T1} x Q). Donc,
Vi/mxe, € H ({Ta} x Q2) = Hg ({T1} x Q2) pour
0<r<1i.
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Cas non cylindrique: le cas ou 2, ¢ 3

Maintenant, considérons le probléeme suivant dans C,

8tV2 — AVy, = fz & L2 (Cz)

(PC2)' § Va/(miyxa, = @
Vo = 0 sur X,.

Le probléme (PC,)" admet une unique solution u, € H /2140 (Cy),

Theorem

Pour tout f € L? (C), I'unique solution u du probléme (PC)’ est telle
que

1) U, € H12 (Cl)

2) u,c, € HAHN/2141(C,) si et seulement sir < 1/2,

ou d’'une maniéere équivalente

Usc, € H™?"(C,) si et seulement si r < 3/4.

v
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1. La fonction f dans le membre du coté droit de
I'équation du probleme (BVP3), peut étre choisie plus
réguliére, par exemple f € H%? (G) ou f € H' (G), etc.

2. Lopérateur de la chaleur peut étre remplacé par un
opérateur parabolique d’ordre supérieur.

AU + (—1)™(92™u + 92u) = f € L2(G)
+CL,

ou m est un entier strictement positif.

3. On peut considérer d’autres conditions aux limites.
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