Chapitre 6

Expressions des fonctions propres (II)

Dans ce chapitre, on prouve la Proposition 4.1 ainsi que le Théoréme 4.0.1 et 4.0.2
en utilisant les Proposition 3.2, 3.7 et 3.9.
A partir de maintenant, on suppose que f(u) = u—u’. Commencons par prouver la

Proposition4.1.

Démonstration de la Proposition 4.1. Soit n € N fixé, et soit € € (0,1/(nn)) arbitraire.

A partir de la Proposition 3.1, un ¢ est définie en utilisant o, ¢ qui est la solution de 3.2.

On pose
2
o
k= o2 € 0,1)
Alors,
(04 o
/ 1 dw:z/ 2 2\/5 ——dw
J V2AF(a) - F(w)) V(@ —w)(2—a2—w?)
ds
=2 z/
2-a \/ fxzsz)
=2V 1+k2K(k
et donc

Ope = \/2](%,8/(1 +k1%.,s)-
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Par conséquent,

. On.e 1
I dw
ne /( | V2(F(0te) —F (w))

O e Mn.s(x)

1 1
= dw —
!Vmuuha—Fw» !mv&wmma—Fw»

Une (x)/an,s

|
= 1+ K2 oK (kne) — /14 K2, / ds

b U= —Res?)
Un.e (X)/Otn,g

1 1
=— /1 +k2e / ds.
ane b =) (1=K es?)

dw

L’identité ci-dessus avec une certaine donne, grace a la symétrie de la fonction sn
I'expression de u, ¢(x) de la Proposition 4.1.

Enfin, on remarque que l'unicité de k,. implique I'unicité de o, . De plus, si € €
(1/(nm),4o0) alors (k) = 1/(2n€e) n’a pas une solution pour k € (0,1), ce qui implique la
non existence de n-mode solutions dans le cas ou € € (1/(nx),+). Ainsi, se termine la

démonstration. ]

Maintenant, on va appliquer les Proposition 3.7 et 3.9 dans le cas ot f(u) = u—u’.

Lemme 6.0.1. (voir [35],Lemma 5.1,p.3982). Supposons que f(u) = u—u’.

On pose

Q(u,?t;a):%(az—uz)(Z—az—u2)+%(u2—2)+—. (6.1)

Alors, 2 est une solution particuliére de (3.10). De plus, p de (3.12) est donnée par

) 2
p(Aia) = Silx (z - M) (x -3%) (A2 20— 3(a® — 1)2). 6.2)

Ce lemme permet d’avoir 'expression de (p;l’g(x) en fonction de 2,p,up¢, 0, ¢ €t QLJ’.Z’E.

Pour terminer ce procédé, il reste la caractérisation de o, ¢ et AJ’.Z’E par I'équation (3.2)

et (3.20). Comme on I'a fait dans la démonstration de la Proposition 4.1, on introduit

57



de nouveaux parametres k € (0,1) et u € R donnés par

2k? u
2 _ _
o =11 e A_—l 2 (6.3)
On écrit alors
uo 2k uo 2k
2 =2 —_— t = — . 6.4
(s 1) <u’1+k2 1+k2) et Pr(w) (1+k2 1+k2 (6.4)

On remarque que la définition de 2; et p(u) est celle donnée dans le Théoréme
4.0.2.
En effet, on déduit de (6.1) et (6.2), que

R (1)) 2 — (1+)u?) | p(d—2) p
Qk(u,.u) - 4(1+k2)2 6(1—|—k2) +9(1+k2)2

_ =) -3) (304K 5L

 9(1+k2)? 6(1+k2) 4

CpE 214+ =314k 1 (314K —u 2

a 12(14k2)? Z(W— 2) > (6.5)

et
Pk(ﬂ)=mu(u—@(u—3k2)(u2—2(1+k2)u—3(1—k2)2)
~ 8101 -1|—k2)5u(” —3) (1 —3K7) (1 — - (K)) (1t — p (K)), (6.6)

ou pi(k) =1+k*+£2V1—k2+k* pour tout ke (0,1).

Démonstration du Théoréme 4.0.1. Soient u,. et k,. données par la Proposition
4.1. On rappelle que @, = \/2k,%78/(1 +kae).
(i) Soit A = u_(k,¢)/(1 +k,%78). On a, a partir du Lemme 6.0.1 et les équations (6.4)-
(6.6),

p(l, anyg) = pkn,a (ILL_ (kn78)) = 07
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et

D(utn,e(x),A; 0 g) = Phre (une(x), - (kne))
1 <3<1+k,%,g>—,u_<kn,s> » (x)2>2

4 3(1+Kk2,)

2
3(1+k2,)
2 ./ 2 4 n,€ 2
2
(142 e+ /1 - Re+kLe)

N I(1+k2e)?

3(1+k,%7£)

umg(X)z
(14K et/ 11—k e+ kL)
2
(14K e+ /1Ko +hie)

= P (uyelx 2,
9(1+k%78)2 kn.e( 78( ))

1—

ou
1+E2)(1+k2—V1—k2 +k4)u2
2k? '

D) =1\

En outre, Z; est positif pour tout u € [—/2k2/(1+k2),/2k2/(1 +k2)].

Ainsi, le point (i) de la Proposition 3.5 et la Proposition 3.7 implique que

(Ao, 05 (x) = (1= (kne) /(1 + K5 ), P, (ttn e (x)) ).

D’ou le point (i). De la méme maniére on obtient les points (ii) et (iii). Ce qui

acheéve la démonstration.

Démonstration de Théoreme 4.0.2

Lemme 6.0.2. (voir [35], Lemma 5.2, p.3984). Supposons que f(u) =u—u®, o € (0,1) et
A € R. Soient 2(u,A;a) et p(A;a), données par le Lemme 6.0.1. Supposons que p(A;a) >
0. Soient k € (0,1) et u € R données par (6.3). Alors, p(A;o) > 0 si et seulement si (k,i) €
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LoUL UXy, ot X(i =0,1,2) sont donnés dans (4.2). De plus,

l;a)
_ 7
/\/2 N 2ondo | = 2R, 6.7

ol &) est donnée dans (4.4).

Démonstration. A partir des Lemme 6.1 et (6.4) on a p(A;a) = py(u). Ainsi, les équations
(6.5) et (6.6) impliquent que p(A;a) > 0 si et seulement si (k, i) € ZgUL; UL;.

En outre

W Vo(sa) i
1—“2/¢ %) | 2( ol

pr(A)

—Nm/m_sz (1=0) | 22+ s A) |

1

_s Pr(p) _
0/\/(1—S2)(1—k2S2) | Dr(s, 1) |

ds,

ou

Pr(i) :=81(14 k) pr (i)
= (e —3) (1 — 3K2). (U2 = 2(1 + K3 — 3(1 — K3)?)
= p (k= 3) (= 3k) (1t — g (K)) (1 — e (K)),
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et

7] 2\2 2k
Qk(s,‘u) = 9(1 +k ) Qk mS,[J

= (1 —3) (1 —3k%) +3k> (1 — 3(1 +k2))s® + 9k*s*

= (u=3) (=3 (14 vy (k, u)s*) (1 + v (k, 1)),

avec v4 (k, i) donné par (4.5).

Notons que 2, (0,u) = (1 —3)(u — 3k?). Par conséquent, si u € X; pour i =0, 1,2, alors
(—1)/2(s,u) > 0 pour s € (—1,1) (rappelons que | Zi(s,u) |> 0 ne disparait pas si p;(u) >
0).

Considérons maintenant le cas ot u € Xy; alors, Z;(s,u) > 0 pour s € (0,1). En utili-

sant la décomposition partielle en fraction, on obtient

1 1 V—i—(kv“) v—(k7“)

De(s,p)  (=3)(u=3k2)(vy (k) — v (ko)) [T+ vi(kp)s®  T+v_(ku)s?]’

avece

2./— — —
b)) = X TG

/A /1 ! .
(H=3)(1=3R) (v =v) ) (14 ves?) /(1 —s7)(1 - R257)
. 2\/;3,{(,[1)\/7 /1 1 ds
(1 =3) (1 =3k (v =v) ) (14 v_s?) /(1 —s2)(1 - R25?)

% (k. 1L)
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ou vy =vy(k,u) et Z est donne par (4.6). Donc

p(?ua)

dw =24 (k,u), quand p € X,.
/ V2(F w)) | 2w, A;a) |

De la méme maniére, on peut écrire l'intégrale de (6.7) en fonction de l'intégrale

elliptique complete I1(v,k) quand u € £;(i = 1,2). Ainsi, se termine la démonstration de

(6.7). ]

Démonstration de Théoréme 4.0.2. Soient n,j € N arbitraires tels que n est fixé et
Jj # 0,n,2n. Par les Proposition 4.2 et 4.3, uj(k) est définie pour chaque k € (0,1). En
particulier, u;(k) € (u—(k),0) si 0 < j <n,u;(k) € (3k*,3) sin< j<2n et pjlk) € (ui(k),+o)

si j > 2n.

Soient u, ¢ et k, ¢ tels qu’il sont définis dans la Proposition 4.1. Alors o, ¢ = \/ 2kZe/(1+K3e).
Posons A = p;(kne)/(1+kz ). On peut observer que

D(u, A3 One) = 2, . (u, 15 (kne))

et
P(A;00.e) = Pr, e (1] (kne)) > 0.

En outre, le Lemme 6.0.2 donne

Op.e

/ p()L§OCn,e)
V2(F(0ne) = F(w)) | 2(w, A ane) |

—Ope

T
dw = 2% (ke ] (k) = =

Par conséquent, si 4 est la solution de I'égalité ci-dessus les Proposition 3.9, 3.8 et le

Lemme 6.0.1 impliquent que A7° = A et ¢/"°(x) = ¢(x,A;°), ot A = ﬁ et

9(r.A) = \/| Lune(®), 2, e | cos G /0 ) ¥, (P(é)“l; |dg> .

Ainsi se termine la démonstration du Théoréme.

62



	 Expressions des fonctions propres (II)

