Chapitre 4

Expressions des fonctions propres (I)

On commence par donner I'expression de u, . en utilisant les intégrales elliptiques.

Soit 4 donnée par :
(k) := /' 1+k*K (k) pour tout k € (0,1),

ou K est I'intégrale elliptique compléte du premier type.
On observe a partir des Lemme 1.1.1 et 1.1.2 que % est croissante par rapport a
ke (0,1), eton a

. . .
lim (k) = et limop(k) = too.

Proposition 4.1. (voir [35], Proposition 2.1, p.3968) Soit n fixé dans N. On pose f(u) =
u—u. L’équation (2.1) admet n-mode solutions +u, ¢(x) si et seulement si ¢ € (0,1/(nx)).

En outre, u, ¢ est donnée par

| 2kZ . 1 1
= S—sn +— |,k
I/tn7£(x> 1+k%7g ( /1_|_k2£ (x 2n> n,s)
n?

2
i, 1

2k
= 1+k%7gsn 2nK (ky ¢) x—l—ﬂ N 4.1)

ol k, ¢ est la solution unique de
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Dans la Propositions 4.1 u, ¢ est choisie de telle sorte que u, ¢ soit décroissante pour
tout x € [0,1/(2n)].

Dans la suite on utilisera la notation suivante :

2k ¢
1+ k7

an’g = l/tn,g(()) - € (0, 1).
La représentation des fonctions propres de I'équation (2.4) est donnée par deux
théorémes. Le premier théoreme donne les trois fonctions propres spéciales. (C’est

une reformulation du Théoréme 3.1 de [31].)

Théoréme 4.0.1. (voir [37], Theorem 4, p. 74, [33], Theorem 1.4.1, p. 43 ) Soient n € N
et e € (0,1/(nm)) fixés. On pose f(u) = u—u’. Soient k, . et u, . donnés par la Proposition

4.1. Alors (2.4) admet les valeurs propres et fonctions propres suivantes :

An,&‘ _ 1‘”‘;%.8_2’\/ l_krzl,e"’kﬁ.s
0 =

(i) 1+k; . ’
€ (14&2 ) (1+K2 o= /1—K2 +KE )
@) (x) = 1 — o e (1)
€ 3kﬁ‘
Ml — ﬁ7

(i)

(p:llag (x) = 2”}1,8 (.X) \/ﬁ — Mnjg(x>2.

ne _ 14k o +24/1-k2 o +ki o
Gi){ ke ’
14+k2 V(14+k2 . —/1—k2 +k*
(P;’zf(x) _ %[_1 4+ ( + n,e)( + n,e n7€+ n,S)un’S(x)z].

2k ¢

Dans le papier [31], les trois fonctions propres spéciales jouent un role crucial dans
la classification des fonctions propres quand & — 0.

Les démonstrations respectives de la Proposition 4.1 et du Théoréme 4.0.1 seront
données dans le chapitre 6.

On va donner les autres expressions des fonctions propres de (2.4).

On note

Zo:={(k;u) [ k€ (0,1),p € (u-(k),0)},
Ty = {(k,u) | k€ (0,1),1 € (3k°,3)},

Y= {(knu) | ke (0? l)nu < (“+(k)7+°°)}? (4.2)
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ou
pr (k) :=14+k*+£2+/1—k2+k* pour tout k € (0,1). (4.3)

On introduit maintenant la fonction caractéristique «/; pour 1'équation (2.4) avec

f:u—f:
%k, .
) (v TU(vy ) — VTV, K) - silk i) € X,
_ Xk, .
ko) = § LB (v (v k)~ viTI(v: k) si(k,p) €24, (4.4)
_%(k#)

(ViII(vy, k) — v_II(v_,k)) si(k,u) € Xy,

L 3V=3K2

ou IT est I'intégrale elliptique compléte du troisiéme type,

3K =314 k%) £ /=32 +6(1+ K2 +9(1 —k2)?]

a 2(p—3)(p —3k) ’

3K —3(1+K) £ /=3 — p (k) (1 — ey ()] (4.5
2(u—3) (1 —3k2) ’ '

Vi(k,‘ll) :

et
Rk, ) = —p(u—3) (u —3k%). (4.6)

Notons que vi(k,u) > —1 si (k,u) € 2gUL, et vi(k,u) € C\R si (k,u) € £, (pour plus
de détails voir Proposition 7.1).

Quelques propriétés de 7| sont données dans les deux propositions suivantes :

Proposition 4.2. (voir [33], Lemma 1.4.1, p. 48,[33] ) Soit k fixé dans (0,1) et soit u €
(1 (k),0) U (3K2,3) U (it (k), +2). On a

limy ) (k1) = 0,limy 0 1 (k, 1) = 7.

lim,, 2 o (k, i) = %, limy 3. (k, 1) = 7.

limy, ., ) 2 (k, ) = 7.

Proposition 4.3. (voir [35], Proposition 2.3, p. 3970 [33], Lemma 1.4.2, p. 48) Soit (k, 1) €

0.
YoUXUX,. Pour chaquei=0,1,2, ona 8_/,L](k’“) >0 dans X,.

Les propositions 4.2 et 4.3 sont démontrées dans le chapitre 7.
Le deuxieme théoréme donnant les autres fonctions propres de la forme de Liouville

et les valeurs propres correspondantes caractérisées par /] s’énonce comme suit
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-1 B (k)

FIGURE 4.1 — Trois régions Xy,X; et X,

r

S ETROON 3k 3 pdh) n

FIGURE 4.2 — Un graphique de ) (k,u) pour k =3/4.

Théoreme 4.0.2. (voir [37], Theorem 5, p. 74, [33], Theorem 1.4.2, p. 49 ) Soit n € N et
€ € (0,1/nm)) fixés. On pose f(u) =u—u’. Soit k, ¢ et u, . donnés dans la Proposition 4.1

Supposons que j # 0,n,2n, et soit yf (k) la solution unique de

Jjm

Alors (2.4) admet les valeurs propres et fonctions propres suivantes :

n 1 n
2"78 nuj (kn7€)7

IR,
et
17 \/ Phoe (] (kne))
e = 2 n,e ) " (kn.e - d )
07 () = \/1 2u,.o (nex). ] (kne)) | cos | 0/ EOR AR T
ol , )
Cw=3)(p=3k7)  (W=3(14k7) 5 1y
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et

L) = G =3~ 3 =21+ ) =312 4.8)

Remarque 4.0.1. Soit Z;(u,u) et pi(u) données par (4.7) et (4.8), respectivement. Si

(k,u) € ZgUXL UYL, alors pi(u) > 0. En outre, si (k,u) € X; pour chaque i =0,1,2, alors
(=1)! 2 (u, ) > 0 pour tout u € [—+/2k /(1 +k2),/2k2 /(1 +k2)].

Remarque 4.0.2. En utilisant U'expression de u, ¢ et le changement de variables

1 1 / 1
Z::—(x+2—), (D:(p(s 1+k%,82_2_)7
e\/1+k2e n n

U'équation linéarisée de (2.4) conduit a 'équation de Lamé avecm =2 :
Py + [—m(m+ 1)kPsn* (z2,k) + (1 +,) (1 +2)]@(2) = 0,

olLk =kye.

Les fonctions propres spéciales du Théoreme 4.0.1, peuvent étre considérées comime
"solution de lU'équation de Lamé de premiére espéce”’, tandis que les autre fonctions
du Théoreme 4.0.2 appartiennent a la classe "des solutions lUéquation de Lamé du
deuxieme type ". Pour plus de détails sur l'équation de Lamé, voir Whittaker-Watson

[39] et Takemura [30].
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