Chapitre 3

Méthode utilisant I'équation de

représentation

3.1 Expression de la n-mode solution

On suppose dans cette section et la suivante que f est une non-linéarité bistable
équilibrée et impaire.
Soit u = u(x) une solution non triviale de (2.1). On dit que « est un n-mode solution
si u, change de signe n— 1 fois. On note une » mode solution par u, ¢ = uy ¢(x).
On va examiner toutes les solutions non triviales u de I'’équation (2.1). On pose
o :=u(0). Il est clair que ,
€

() = F(o) = F(w). 3.1)

On peut observer a partir de (3.1) que o € (u_,u;)\ {o} : F est impaire et comme
F'(ug) = f(ux) =0et F’(0) = f(0) > 0,F"(ux) = f'(usx) < 0 alors F a un minimum F(0) =0
en 0 et un maximum F(us) en us. Or 'équation (3.1) exige F(a) > F(u), mais u = uy ne
vérifie pas cette inégalité (F(a) < F(uy)). D’ott o € (u—,u).

Par ailleurs, si o =0 alors F(a) =0 et donc
€2 (uy)? = —F(u).

D’ou F(u) <0, ce qui est faux car F(u) >0 (minF = 0).
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3.1 Expression de la n-mode solution

On pose

n

=

201 (I=1,....n), x';::—l (1=0,1,...,n).

2n n

La proposition suivante montre que toute n-mode solution peut étre donnée de facon

constructive.

Proposition 3.1. (voir [32], Proposition 2.1, p. 5). Soit f une _fonction impaire, de classe
C' qui satisfait (2.3). Soient € >0 etn € N.

L’équation

né

/_O; \/2(F(O$ — L e (0,u) (3.2)

admet une solution unique o = o, ¢ si et seulement si e € (0,+/f,(0)/nr).

De plus, oy, ¢ est décroissante par rapport a € et vérifie

lim o, e = uy et lim O e = 0.
e—0

e—+/fu(0)/nx

Proposition 3.2. (voir [35], Proposition 4.1 , p. 3974, [32], Proposition 2.2, p. 5). Soit f
une fonction impaire, de classe C' satisfaisant a (2.3). Soient € >0 et n € N.
Si e € (0, f,(0)/(nm)) alors il existe deux n-mode solutions *u, ¢(x) de Uéquation (2.1)

telles que u, ¢(0) = o, ¢, et On a

Ope

ung/ \/2 (On,e) — F(w))

dw = i, Vx €1[0,1/n], (3.3)
neé

ol o, ¢ est donnée par la Proposition 3.1.
En outre, u, ¢ satisfait les propriétés suivantes
) une est décroissante dans [0,xf],

ii) ung(x+ ) = —une(x) pour tout x € R,

(i
(
(ifi) ne(x)) = (—1) Qe €t (unge)c(x]) =0 pour ! =0,1,...,n,
(iv) tne(E —x) = —une(x) pour tout x € R,

(

V) une(z)) =0 pourli=0,1,....n
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

Remarque 3.1.1. Notons que la fonction X définie par

ds

a 1
1 o
e :/ VaF@) F) /1 V2(F(a)— F(as))

satisfait limg_,0 X (o) = 7/+/ fu(0) etlimg_,, X (&) = oo
Remarquons aussi que si la solution «, . de (3.2) est unique alors U'équation (2.1)
admet deux n-modes solutions. Par exemple, dans le cas ottuf’(u) < f(u) pouru € (0,u),

o, ¢ est unique (voir [34]).

3.2 Méthode de I'équation de représentation

L’équation de représentation de deuxiéme ordre

Le concept pour obtenir I'équation de représentation commence par la recherche
d’'une solution de l'équation (2.4) de la forme ¢(x) = 2(u(x)), o & € C*([u_,u,]) et

u(x) = upe(x) pour un certain n € N. On pose a = o, ¢. On a

et

On déduit de I'équation (2.1),(3.1) et du fait que —a < u(x) < a que
2(F(a) —F(u)) Puu(u) — f(u) Zu(u) + (fu(u) + A1) P (u) =0, wue(—a,a). (3.4)

On dit que (3.4) est I'équation de représentation de (2.4). On remarque que toute
solution de (3.4) dépend uniquement de f,A (et «) et elle ne dépend pas de u,¢(x).

C’est un avantage important pour les expressions des fonctions propres de (2.4). De

36



3.2 Méthode de I’'équation de représentation

plus, on peut remarquer que puisque (u,¢)x(x) [x=0,1=0 on a
gzx(un,e(x)) |x:O: gzx(un,e(x» |x:1: 0, (3.5)

si # € C*[u_,u,]. Cet argument méne a la proposition suivante

Proposition 3.3. (voir [33],Proposition 1.2.1,p.26). Soit u,¢(x) une n-mode solution de
(2.1) et soit Z € C*u_,u;] une solution de (3.4). Alors 2 (u,¢(x)) est une fonction propre

de (2.4) correspondant a la valeur propre A.

Il faudrait noter que la solution de (3.4) n’est pas obligatoirement dans C*[u_,u.],
puisque (3.4) est dégénérée dans le sens suivant :F(o) —F(u) =0 en u =uy,i.e. F(a) =
maxF. Si & € Clu_,u;JUC?(u_,u.), alors 2 (u(x)) € C*[0,1] et P (u,(x)) satisfait la condi-

tion aux limites (3.5). Si A =0 alors
P*(u) = /F(a)—F(u)

est une solution de (3.1) pour tout f. Cela correspond au fait que ¢(x) = u,(x) satisfait
la premiére équation de (2.4) avec A = 0. Par conséquent, &*(u)(u,¢(x)) n'est pas une
fonction propre de (2.4) et 27*(u)(uy ¢ (x)) n'appartient pas a C'[u_,u;]UC?(u_,uy), et ne

satisfait pas la condition aux limites de (2.4).

Remarque 3.2.1. On peut observer que (3.4) est symétrique par rapport a Uapplication
(A, f) — (—=A,—f). Puis, si(A,2) est solution de (3.4) pour f alors (—A,2?) doit étre une

solution de lU'équation correspondante pour — f.

Dans [34] et [36], les fonctions propres spéciales de (2.4) pour f(u) =u—u’ et f(u) =
sinu respectivement sont données grace a des propriétés élémentaires de (3.4).

Introduisons maintenant I'équation du troisieme ordre.

L’équation de représentation du troisiéme ordre

Dans cette sous-section, on va généraliser la méthode précédente pour donner une

classe plus large de fonctions propres liées a 'équation (2.4). On commence par le
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

probléme a valeur initiale suivant

Qe (x) + fultn e (x))9(x) + 20(x) =0 x€ (0,1),
¢(0) =1, ¢:(0) =0.

(3.6)

On pose R(x) := ¢(x)%. Un calcul direct montre que :

Re(x) = 20 (x) @e(x),

Rux(x) = 20,(x)* + 20 (x) @ue(x)

= 2<px<x>2—é(fuwn,e(xwz)-so(x)z,

et

Ruaa() = 40006)0ua(8) — 5 f e () o (). 0(0)2 — 5 (fulunex) + A)0 () ()

= S e () +2)9(3)916) — e ) 2 (). (x)2

On remarque donc que R vérifie 'équation différentielle linéaire du troisiéme ordre

duy e

82Rxxx(x) + 4(fu(un,8 (x> + )L)Rx(x) + 2fuu (un,&' (x)> dx

(x).R(x) =0, (3.7)
et satisfait

&2 (2Rux(x)R(x) = Re(x)) +4(fu(ttne (x)) + 2 )R(x)* = €2 (2Rex(0)R(0) — R+(0)*) +4(fu(ex) + 1)R(0)?,

(3.8)

car en dérivant le 1 membre de 1'égalité précédente on trouve le 1 membre de
(3.7).

A partir de la condition initiale
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

on a

€2 (2R (X)R(x) — Ry (x)%) +4(fu(tne(x)) + 2)R(x)* = 0. (3.9)

Supposons qu’il existe une fonction 2(u) = 2(u; 1) telle que R(x) = 2(up(x)) vérifie
(3.7). On a par les équations (2.1) et (3.1)

d duy ¢
[t (1)) = Lulitn () T (),
d? 1
22 (2 une(0))] = -5 [2(F (@) = F (une(x))). L (ttn.e (x)) = f (e (x))- Lu(ttne (x))]
et
3 Une
120 (0)] = 5 ™ ()2 (@)~ F () Lt (1)

= 3 (tn (). Luas(tne (x)) = fittng (x))- Lu(tn e (x))].
Les équations (3.7) et (3.8) s’écrivent en fonction de 2 comme suit
2(F(0t) = F (1)) Lo (u) = 3 (). Lo (w0) + (3fu () +42) 2 (1) + 2 frru () 2(u) = 0, (8.10)
et
(F(0t) = F (). [220 (1) 2(u) — 2u(u)*] — £ () 2u(u)2(u) + (fulu) + 1)) 2(w)* =2p(A), (8.11)

pour u € (—a,+a), sachant que

pA;a) = w [—f(a) 2y (0, A500) +2(fu(a) + A1) 2(a, A )] (3.12)

Observons que si 2(u, ) satisfait (3.9) alors p(1) =0. On appelle (3.10) I'équation de
représentation du troisieme ordre pour 'équation (2.4). Ainsi, 2 = 2(«a,A; ) est une
solution particuliére, si 2 est une solution non triviale de (3.10) avec 2 € C?[—«, a]U

C}(—a, ) pour chaque A et a.

Remarque 3.2.2. Lorsque A =0, U'équation (3.10) admet la solution particuliére 2(u,0;a) =

F(a)—F(u).
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

La relation entre (3.4) et (3.10)

On va donner la relation entre I'équation (3.4) et I'équation (3.10). Pour cela, on

commence par le lemme suivant qui donne un résultat technique.

Lemme 3.2.1. (voir [35], Lemma 4.1, p. 3976). Soit une fonction G € C?> et B une forme

bilinéaire telle que l'image par B de tout élément 2 € C? est donnée par
B(2):=G(u)(22,2 — 22) + Gu(u) 2,24 2(—=Gou(u) + 1) 2°.

(i) Soit 2,2, € C?

B(212,) = 2125 2G(u)( 21 )uu+ Gu() (P1)u+ (—Guulu) + 1) 2]
+ PP 2G(u)(D2) i+ Gu(1)(22)u + (— G (u) + 1) 2]
— G(u)W (u; 21, 2,)%, (3.13)

ou W désigne le Wronskien de u, &y, &;.
(ii) Soient G, 2 € C3.

%B(g) = [2G(t) D + 3G (1) Dus + (—3G (1) +42) 2y — 2G (1) 2) 2.

Démonstration. Un calcul direct donne ces résultats. N
La relation entre les équations (3.4) et (3.10) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.4. Soit f une fonction impaire de classe C* qui vérifie (2.3). Soient &, et

&, deux solutions de (3.4). Alors le produit 2(u) = 2 (u) P, (u) satisfait (3.10).

Démonstration. Considérons le cas ou &) #0 et &, #0. Dans ce cas le nombre de
zéros de 2 dans chaque ensemble compact de (—a, ) est fini parce que &7 et &, sont

des solutions d’équations différentielles ordinaires linéaires.
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

A partir de (i) du Lemme 3.2.1 avec G(u) = F(a) — F(u), on a

(F(a) = F () 22u2 — 23) — f(u) 2u2+2(fu(u) — 1) 2

= P21 P52(F() = F () (P — f)(P1)u+ (fulu) + 1) 2]
+ PLP2(F (@) — F () (D2)uu — F)(P2)u+ (fulu) + 1) P,
— (F(a) = F(u))W (u; 21, ).

Puisque &; et &7, sont des solutions de (3.4), et

;’_u( F(at) — F(u)W(u; 21, 9))

N EOEED [—f )W (u; Py, Pa) +2(F (&) — F (u) )W, (u; Py, 2,)]

alors, en dérivant (3.13) par rapport a u, on obtient :

d

3, [(F (@) = F () (222 ~ 23) = () 2u2+2(fu(u) + 1) 2% = 0.

Par conséquent, il résulte du point (i) du Lemme 3.2.1, que

2(F(0) = F(u)) Lo — 3F (1) Lo + (3 fo () + A1) Ly + 2 () 2] 2 = 0.

(3.14)

Comme les zéros de 2 sont isolées, on obtient (3.9) dans (—o,«) en utilisant la

continuité de 2. Ce qui achéve la démonstration.

O

Dans ce qui suit, on donne la représentation des fonctions propres a l'aide des

formules (3.10) et (3.12).

Lemme 3.2.2. (voir [35], Lemma 4.2, p.3977). Soient A € R, a € (0,uy) et 2 = 2(u,A; )

une solution particuliére de (3.10). On a

(F(0t) = F () 222 — 23) = f(0) 242 +2(fu(u) + 1) 2> = 2p (A; 1),
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

ol p(A;a) est donnée par (3.12).

Démonstration. La preuve se fait en utilisant (3.4), (3.12) et le point (ii) du Lemme

3.2.1. O]

Lemme 3.2.3. Supposons que A € R et a € (0,u;). Soit 2 = 2(u,A; @) une solution par-
ticuliére de (3.4) telle que 2 > 0 sur le sous-intervalle (a, @) de (—a,a). Alors pour tout
ue(o,@), ona

2(F(a) = F(u)) (VD) uu — f() (VD) + (fulu) + M)V 2 = p(A; )

3

2(u)?2

Démonstration. Par le point (i) du Lemme 3.2.1 avec &) = %, =2 (et G(u) = F(a) —

F(u)), on a

(F (@) = F () (222~ 22) = [ () 202+ 2(fu(u) + 1) 2*
=2(V2)* [2(F (@) = F(u)) (V@) — () (VD) + (fulw) + 1) (VD)
~ (F(@) = F ()W (u:vV2,V2)?
=2(V2)* [2(F (@) ~ F(u)) (VD) — F) (VD) + (fulw) + 1) (VD)

A partir de Lemme 3.2.1,0n obtient le résultat souhaité.

]

Proposition 3.5. (voir [37, Proposition 3.1, p.77). Pour L € R et a € (0,uy), soit 2 =
2(u,L;a) une solution particuliére de (3.4), et p(A;a) donnée par (3.12).
(i) Si p(A;00) =0, alors pour tout u € (—a,) on a : ou bien 2(u,A;a) > 0, ou alors
Q(u,L;a) <0.
(ii) Si p(A;a) > 0, alors pour tout u € (—a, ) on a : ou bien 2(u,A;a) >0, ou alors
Q(u,A;a) <0.

Démonstration. Soit u un zéro de 2 dans (—a,a). On déduit du Lemme 3.2.2, que
2,(u) =0, et donc on déduit du théoréme d’unicité des équations différentielles ordi-
naires linéaires, que 2,,(%) # 0. En outre, on peut montrer qu’il y a au plus un nombre
fini de zéros de 2 dans chaque sous-ensemble compact dans (—o, ). Cela implique le

point (i).
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

(ii) Soit u € (—a, a) telle que 2(u) =0. On a par le Lemme 3.2.2
(F(ar) = F (@) 2u(u)* = —p(A; @) <0,

ce qui est une contradiction, d’ou1 le point (ii).

]

Remarque 3.2.3. Soit f une fonction impaire. La Proposition 3.5 implique qu’on peut

prendre 2 une fonction paire par rapport & u, ce qui implique que p(1;a) > 0.

Proposition 3.6. Soit f une fonction impaire de classe C? qui satisfait (2.3). Supposons
que (3.10) admet une solution particuliere 2(u, ;) telle que p(A; ) =0 et 2(a, A;a) #O0.
Alors, U'équation (3.4) admet une unique solution & (u,A;a) telle que pour tout u € [—o, a,
ona

P(a,r;a) =] 2w, ;a)| et Pura)’=|2uira)|.

Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose & (u,A;a) = Z(u) et 2(u,A;a) =

Le point (i) de la Proposition 3.5 permet de supposer sans perte de généralité, que
2(u) >0 pour tout u € (—a, a).

Si 2(u) >0 pour u € (—a,a), alors a partir du Lemme 3.2.3 on a & (u) := \/2(u)
solution de (3.4). 1l est facile de voir que & satisfait la Proposition.

Supposons que 2(u) admet des zéros dans (—o; a). Alors, il existe a* > 0 telles que
2(a*)=0et 2(u) >0 dans (—o*,a). Soit u, = (o + a*)/2 et soit & la solution (unique)

de (3.4), telle que
D (1)

P(uy) =/ 2(uy,) et P,(uy)= m
Notons par le Lemme 3.2.3 que Z(u) = \/2(u) pour u € [a—§,].

On pose 2(u) := £ (u)?>. En combinant la Proposition 3.4 avec le théoréme d'uni-
cité, on obtient que 2(u) = 2(u) pour u € (—a,«). En utilisant la continuité de 2, on

démontre que Z(u)? = 2(u) pour u € [—a, . O

Proposition 3.7. Soit f une fonction impaire de classe C? qui satisfait (2.3). Soient a, ¢
et u, ¢ les fonctions définies par la Proposition 3.2. Soit A un réel tel que (3.10) admet

une solution particuliere 2(u,A; ¢, ¢) avec p(A; 0, ¢) =0 et 2(a, A; 0, ¢) # 0. Supposons que
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

D(.,A;0¢) admet m zéros dans (—a, ). Alors Ay = A et @pn (x) = P(uy £(x),A; 0 ), OU P

est la solution réguliére de (3.4) donnée par la Proposition 3.6.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que 2 > 0 sur [—o, . En utili-

sant 'hypothése que 2 admet m zéros dans (—a, o), on peut écrire que

2(u) pour u € (a*, o],
P(u) = (3.15)

—1)"\/2(u) pouruéc|[—a,—o)

avec 0 < o < o (on a utilisé ici I'hypothése que 2 est paire, voir la Remarque 3.2.3).
Donc & admet m zéros.
Soit @(x) := P(ue(x),A;0,¢). Comme 2(a) = 2(—a) >0, on voit que & € C*[-a,a] et
2 € C?[0,1]. A partir du point (i) de la Proposition 3.2, ¢ est une fonction propre de
(2.4).

Puisque u, ¢ est décroissante dans [0,1/n] et satisfait le point (iv) de la Proposition
3.2, alors ¢ a exactement mn zéros dans (0,1).

En appliquant le théorie de Sturm-Liouville & ¢, nous concluons que ¢ = ¢,x et

A=A
O
Proposition 3.8. Soit f une fonction impaire de classe C? qui satisfait (2.3). Soient o, ¢ et

une définies par la Proposition 3.2. Supposons que (3.10) admet une solution particuliére

2(u, ;o) avec p(A, 04, ¢) > 0. Alors

= /1 2n.e(x),2: 0 ) [ cos

et

VP, 0 e)
P(x;A) = \/| D(up,e(x),A;00¢) |sin ( /| 2(une(& O;L Oins) dé)

sont les deux solutions linéairement indépendantes de

€20 (%) + fulttne(x))@(x) + A (x) = 0. (3.16)
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

Démonstration. Pour simplifier, on note o, = o et 2(u,A;0) = 2(u). Soit un réel 1 tel
que p(A;a) > 0. Supposons que 2(u) > 0 pour tout u € [—o, «r]. Sans perte de généralité,
on suppose que 2(a) = 1.

On applique a (3.16) le changement de variable :

ou 0 est une fonction (Qquun déterminera ultérieurement) telle que 6(0) =0, 6,(x) >0

Alors (3.16) devient

£ 2 )0:0 T+ (00) + 2.5 (| Plune() ) 0.00) 7

+(ezd—2( L)) + Uuline (1) + 1)y Llane()) 7 =0. 3.17)

dx?

On a par le Lemme 3.2.3

zd—z Up e(X UpelX UpelXx)) = —p(/”L,OC,LE)
e g (V20el)) + Uil +2) Dol = 22l
Donc
1 d P(A, ) _
To0F GlaeBr dx O 2ne ) St gn e T B8
Ici on choisit 6 telle que
% (Ox(x)2(upe(x))) =0 avec 6,(0)= w.

En résolvant cette équation (avec I’hypothése 2(a) = 1), on obtient

1 Vp(a)
O(X)—Eo/mdé,

et (3.18) est devient
Toe+ 7 =0. (3.19)
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3.2 Méthode de I’'équation de représentation

En résolvant cette équation , on obtient les solutions linéairement indépendantes ¢ et
¢ de la Proposition.

O

Proposition 3.9. Soit f une fonction impaire de classe C? qui satisfait (2.3). Soient a, ¢
et u, ¢ les fonctions définies par la Proposition 3.2. On suppose que (3.10) admet une
solution particuliére 2(u,A; 0y, ¢) avec p(A;0y,¢) > 0.

Si A satisfait
Op.e

/ p<7t;an,e> g I
w=—,
V2(F (ne) —F(w)) | 2(w, A;0,¢) n

—0Ope

(3.20)

pour tout j €N, alors 17 =4 et ¢7°(x) = ¢(x,A}"), ott ¢(x; 1) est donnée par la Proposition
3.8.

Démonstration. Notons que 2(u, ¢(x)) est 1/n-périodique car £ est paire (voir Remarque

3.2.3) et u, ¢ est 2/n-périodique. Ce qui implique que

S|—

NG
MW= 2ume@n®
/ p(l ) dw
V2 (@) F(w) | 20mAet))

Par conséquent, si (3.20) est satisfaite, alors 0(1) = jn. De plus, il est facile de voir
que 0 est croissante dans x € [0,1]. En combinant ces résultats, la théorie de Sturm-

Liouville, permet d’obtenir les résultats souhaités.
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