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Introduction

Introduction

Samuel Allen et John Cahn en 1979 [1 ] pour décrire l'évolution d'un
matériau polycristallin, ont proposé l'équation de réaction-di�usion

ut = ε2uxx + f(u) (x, t) ∈ (0, 1)× (0,+∞),

La présence d'un petit paramètre ε qui dé�nit l'épaisseur des interfaces
séparant les di�érentes phases rend di�cile l'analyse des problèmes posés.
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Préliminaires

Chapitre 1 : Préliminaires

Pour traiter l'équation d'Allen-Cahn on a besoin des intégrales elliptiques.

Dé�nition :[Intégrale elliptique complète]

Soient k ∈ [0, 1) et ν ∈ C. Les trois intégrales elliptiques complètes sont
dé�nies respectivement par :

K(k) :=

∫ 1

0

1√
(1− s2)(1− k2s2)

ds, (1)

E(k) :=

∫ 1

0

√
1− k2s2

1− s2
ds, (2)

et

Π(ν, k) :=

∫ 1

0

1

(1 + νs2)
√

(1− s2)(1− k2s2)
ds. (3)
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Préliminaires

Chapitre 1 : Préliminaires

Dé�nition : [Fonction de Jacobi sn]

La fonction elliptique de Jacobi : snt s'obtient par l'inversion de
l'intégrale :

t =

∫ s

0

dr√
(1− r2)(1− k2r2)

, 0 ≤ k < 1.

D'où s = snt = sn(t, k).
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Linéarisation de l'équation d'Allen-Cahn

Chapitre 2 : Linéarisation de l'équation d'Allen-Cahn

� Considérons le problème aux limites non linéaire stationnaire
d'Allen-Cahn suivant :{

ε2uxx(x) + f(u(x)) = 0 x ∈ (0, 1),

ux(0) = ux(1) = 0,
(4)

où ε > 0 (petit) et f est assez régulière. On note F (u) :=
∫ u
0
f(s)ds,

et on suppose que f est impaire et possède une non-linéarité bistable
équilibrée. i.e. ayant uniquement trois zéros u− < 0 < u+ tels que

fu(0) > 0, fu(u±) < 0. (5)

Cela implique que F (u−) = F (u+) .
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Chapitre 2 : Linéarisation de l'équation d'Allen-Cahn

� Pour n ∈ N arbitraire, (4) admet deux n-mode solutions ±un,ε(x)
lorsque ε est petit.
� Le problème aux valeurs propres linéarisé de (4) associé à un,ε est{

ε2ϕxx(x) + fu(un,ε(x))ϕ(x) + λϕ(x) = 0 dans (0, 1),

ϕx(0) = ϕx(1) = 0,
(6)

λn,εj et ϕn,εj désignent respectivement la valeur propre et fonction
propre de (6).
Wakasa et Yotsutani en 2015 ont ramené le problème (6) (grâce à un
changement d'échelle et à des considérations physiques) à l'étude du
problème{

Φzz(z) + fu(U(z))Φ(z) + ΛΦ(z) = 0 dans R,
Φ ∈ L2(R).

(7)
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Linéarisation de l'équation d'Allen-Cahn

Chapitre 2 : Linéarisation de l'équation d'Allen-Cahn

Ils ont proposé la conjecture suivante relativement aux éléments propres
de (6) pour une fonction f assez générale :

Conjecture de Wakasa et Yotsutani en 2015-2016

Toutes les valeurs propres et fonctions propres de (6) sont classées en
plusieurs groupes en fonction de la structure de (7) et il y a une propriété
asymptotique universelle dans chacun des groupes.

Cette conjecture a été résolue par ces auteurs dans le cas f(u) = u− u3
en 2015-2016.
Les principaux résultats de ces travaux sont :
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Linéarisation de l'équation d'Allen-Cahn

Théorème 1

Supposons que f(u) = u− u3. Soit n ∈ N. quand ε −→ 0, dans (6) on
obtient

1 λn,ε0 = −96 exp(−
√
2

nε ) + o(exp(−
√
2

nε )),

2 λn,εn = 3
2 − 12 exp(− 1√

2nε
) + o(exp(− 1√

2nε
)),

3 λn,ε2n = 2 + 96 exp(−
√
2

nε ) + o(exp(−
√
2

nε )).
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Linéarisation de l'équation d'Allen-Cahn

Théorème 2

Supposons que f(u) = u− u3. Soient n ∈ N �xé et j ∈ N ∪ {0} . Quand

ε −→ 0, dans (6) on obtient

1 Pour 0 < j < n,

λn,εj = −96 cos2
jπ

2n
. exp(−

√
2

nε
) + o(exp(−

√
2

nε
)),

2 Pour n < j < 2n,

λn,εj =
3

2
− 12 cos

(j − n)π

n
exp(− 1√

2nε
) + o(exp(− 1√

2nε
)),

3 Pour j > 2n,

λn,εj = 2 + (j − 2n)2π2ε2 + o(ε2).
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représentation

15 / 35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées à l'équation d'Allen-Cahn

L'équation de représentation

Chapitre 3 :L'équation de représentation

� Soit u(x) = un,ε(x) pour un certain n ∈ N. et α = αn,ε = un,ε(0).

On remplace ϕ par P(u(x)), P ∈ C2([u−, u+]). Grâce à (4)
l'équation (6) devient

2(F (α)−F (u))Puu(u)−f(u)Pu(u)+(fu(u)+λ)P(u) = 0, u ∈ (−α, α).
(8)

On dit que (8) est l'équation de représentation de deuxième ordre de
(6).
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L'équation de représentation

A�n de donner une classe plus large de fonctions propres liées à
l'équation (6), on utilise

l'équation de représentation du troisième ordre

2(F (α)− F (u))Quuu(u)− 3f(u).Quu(u) + (3fu(u) + 4λ)Qu(u)

+ 2fuu(u)Q(u) = 0, (9)

où ϕ2(x) = Q(u, λ;α), Q ∈ C3. On pose maintenant

ρ(λ;α) :=
Q(α, λ;α)

2
[−f(α)Qu(α, λ;α) + 2(fu(α) + λ)Q(α, λ;α)] .

17 / 35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées à l'équation d'Allen-Cahn

L'équation de représentation

A�n de donner une classe plus large de fonctions propres liées à
l'équation (6), on utilise

l'équation de représentation du troisième ordre

2(F (α)− F (u))Quuu(u)− 3f(u).Quu(u) + (3fu(u) + 4λ)Qu(u)

+ 2fuu(u)Q(u) = 0, (9)

où ϕ2(x) = Q(u, λ;α), Q ∈ C3. On pose maintenant

ρ(λ;α) :=
Q(α, λ;α)

2
[−f(α)Qu(α, λ;α) + 2(fu(α) + λ)Q(α, λ;α)] .

17 / 35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées à l'équation d'Allen-Cahn

L'équation de représentation

A�n de donner une classe plus large de fonctions propres liées à
l'équation (6), on utilise

l'équation de représentation du troisième ordre

2(F (α)− F (u))Quuu(u)− 3f(u).Quu(u) + (3fu(u) + 4λ)Qu(u)

+ 2fuu(u)Q(u) = 0, (9)

où ϕ2(x) = Q(u, λ;α), Q ∈ C3. On pose maintenant

ρ(λ;α) :=
Q(α, λ;α)

2
[−f(α)Qu(α, λ;α) + 2(fu(α) + λ)Q(α, λ;α)] .

17 / 35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées à l'équation d'Allen-Cahn

L'équation de représentation

Chapitre 3 :L'équation de représentation

Proposition 1

Soit f une fonction impaire de classe C2 qui satisfait (5). Supposons que

(9) admet une solution particulière Q(u, λ;αn,ε) avec ρ(λ, αn,ε) > 0.
Alors

ϕ(x;λ) =
√
| Q(un,ε(x), λ;αn,ε) | cos

(
1

ε

x∫
0

√
ρ(λ, αn,ε)

| Q(un,ε(ξ), λ;αn,ε) |
dξ

)
,

et

ϕ̃(x;λ) =
√
| Q(un,ε(x), λ;αn,ε) | sin

(
1

ε

x∫
0

√
ρ(λ, αn,ε)

| Q(un,ε(ξ), λ;αn,ε) |
dξ

)
sont les deux solutions linéairement indépendantes de

ε2ϕxx(x) + fu(un,ε(x))ϕ(x) + λϕ(x) = 0. (10)
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

Soit A0(k) :=
√

1 + k2K(k) pour tout k ∈ (0, 1), on a la

Proposition 2

Soit n ∈ N �xé. On pose f(u) = u− u3. L'équation (4) admet deux

n-mode solutions ±un,ε(x) si et seulement si ε ∈ (0, 1/(nπ)). En outre,

un,ε est donnée par

un,ε(x) =

√
2k2n,ε

1 + k2n,ε
sn

 1√
1 + k2n,ε

(
x+

1

2n

)
, kn,ε


=

√
2k2n,ε

1 + k2n,ε
sn

(
2nK(kn,ε)

(
x+

1

2n

)
, kn,ε

)
, (11)

où kn,ε est la solution unique de A0(k) = 1
2nε , k ∈ (0, 1).
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

Théorème 3 (Fonctions propres spéciales)

Soient n ∈ N et ε ∈ (0, 1/(nπ)) �xés. On pose f(u) = u− u3. Soient
kn,ε et un,ε donnés par la Proposition 2. Alors (6) admet les valeurs

propres et fonctions propres suivantes :

(i)



λn,ε0 =
1 + k2n,ε − 2

√
1− k2n,ε + k4n,ε

1 + k2n,ε
,

ϕn,ε0 (x) = 1−
(1 + k2n,ε)(1 + k2n,ε −

√
1− k2n,ε + k4n,ε)

2k2n,ε
un,ε(x)2.
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

(ii)


λn,εn =

3k2n,ε
1 + k2n,ε

,

ϕn,εn (x) = 2un,ε(x)

√
2

1 + k2n,ε
− un,ε(x)2.

(iii)



λn,ε2n =
1 + k2n,ε + 2

√
1− k2n,ε + k4n,ε

1 + k2n,ε
,

ϕn,ε2n (x) =
1

2
[−1 +

(1 + k2n,ε)(1 + k2n,ε −
√

1− k2n,ε + k4n,ε)

2k2n,ε
un,ε(x)2].
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

� Pour donner les autres expressions des fonctions propres de (6) on
utilise la fonction caractéristique A1 avec f(u) = u− u3 et k ∈ (0, 1) :

A1(k, µ) =


√
R(k,µ)

3
√
3k2

(ν+Π(ν+, k)− ν−Π(ν−, k)) si µ ∈ (µ−(k), 0),√
R(k,µ)

3
√
3k2

(ν−Π(ν−, k)− ν+Π(ν+, k)) si µ ∈ (3k2, 3),√
−R(k,µ)

3
√
−3k2 (ν+Π(ν+, k)− ν−Π(ν−, k)) si µ ∈ (µ+(k),+∞),

où

R(k, µ) := −µ(µ− 3)(µ− 3k2), (12)

µ±(k) := 1 + k2 ± 2
√

1− k2 + k4, (13)

ν±(k, µ) :=
3k2[µ− 3(1 + k2)±

√
−3(µ− µ+(k))(µ− µ+(k))]

2(µ− 3)(µ− 3k2)
. (14)

23 / 35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées à l'équation d'Allen-Cahn

Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

Théorème 4 ( Fonctions propres générales )

Soient n ∈ N et ε ∈ (0, 1/nπ)) �xés. On pose f(u) = u− u3. Soient kn,ε
et un,ε donnés dans la Proposition 2. Supposons que j 6= 0, n, 2n, et soit

µnj (k) la solution unique de A1(k, µ) =
jπ

2n
.

Alors (6) admet les valeurs propres et fonctions propres suivantes :

λn,εj =
1

1 + k2n,ε
µnj (kn,ε) (j 6= 0, n, 2n),

et

ϕn,εj (x) =√
| Qkn,ε

(un,ε(x), µnj (kn,ε)) | cos

1

ε

x∫
0

√
ρkn,ε

(µnj (kn,ε))

| Qkn,ε(un,ε(ξ), µnj (kn,ε)) |
dξ

 ,
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Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

où

Qk(u, µ) := Q(u,
µ

1 + k2
;

2k2

1 + k2
) et ρk(µ) := ρ(

µ

1 + k2
;

2k2

1 + k2
).

(15)
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Démonstration des résultats principaux

Chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

On va donner une idée de démonstration pour le Théorème 1 et le
Théorème 2. Pour cela nous utiliserons on particulier les théorèmes 3 et
4, en plus de la Proposition suivante

Proposition 3

Soient n ∈ N arbitraire et kn,ε donné par la Proposition 2. On a

1− k2n,ε = 16 exp

(
− 1√

2nε

)
+ o

(
− 1√

2nε

)
quand ε→ 0.
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4, en plus de la Proposition suivante

Proposition 3

Soient n ∈ N arbitraire et kn,ε donné par la Proposition 2. On a

1− k2n,ε = 16 exp

(
− 1√

2nε

)
+ o

(
− 1√

2nε

)
quand ε→ 0.
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Idée de la démonstration du Théorème 1 :

1 On utilise le Théorème 3.

2 On pose h(x) = λn,εj (j = 0, n, 2n) et on fait le changement de
variable x = 1− k2n,ε.

3 On utilise le développement de h (au voisinage de 0) d'ordre 2.

4 En appliquant la Proposition 3 on obtient alors les résultats du
théorème 1.
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chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

Proposition 4

Soit n ∈ N arbitraire et soit j ∈ N tel que j 6= 0, n, 2n. Soit µnj (k) donné

par le Théorème 4. Quand k → 1, on a

1 Si 0 < j < n, alors

µnj (k) = − 3
4 cos2

jπ

2n
.(1− k2)2 + o

(
(1− k2)2

)
.

2 Si n < j < 2n, alors

µnj (k) = 3− 3 cos2
(j − n)π

2n
.(1− k2) + o(1− k2).

3 Si j > 2n, alors

µnj (k) = 4 +

(
j − 2n

2n

)2

π2K(k)−2 + o
(
K(k)−2

)
.
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chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

Idée de la démonstration du Théorème 2 :

1 Pour j 6= 0, n, 2n, le Théorème 4 implique

λn,εj =
1

1 + k2n, ε
µ

(
kn,ε;

jπ

2n

)
.

2 On a
1

1 + k2
=

1

2

(
1 +

1

2
(1− k2)

)
+ o(1− k2) quand k → 1.

3 En utilisant les Propositions 3 et 4 on obtient les résultats du
théorème 2.
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Perspectives

La réalisation de ce travail nous a permis de traiter l'équation
d'Allen-Cahn. Les études e�ectuées jusqu'à maintenant ont touché divers
aspects relatifs aux propriétés des solutions de l'équation d'Allen-Cahn.
On peut voir de nombreux développements à ces études, par exemple :

1. Choix d'autres termes non linéaires dans l'équation d'Allen-Cahn.

2. Étude du cas où les conditions aux limites sont non linéaires.

3. Étude de ce problème avec un autre terme stochastique.

4. Étude des approximations numériques de l'équation d'Allen-Cahn.

5. Étude de ce type de problèmes en utilisant d'autres méthodes.

6. Étude de ce type d'équations dans un espace à plusieurs dimensions.

7. Étude du problème non stationnaire{
ut = ε2uxx(x) + f(u(x)) x ∈ (0, 1),

ux(0) = ux(1) = 0.
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