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Introduction

Introduction

Samuel Allen et John Cahn en 1979 [1 ] pour décrire I'évolution d'un
matériau polycristallin, ont proposé |'équation de réaction-diffusion

g = e2Ugp + f(u)  (2,t) € (0,1) x (0, +00),

La présence d'un petit paramétre £ qui définit I'épaisseur des interfaces
séparant les différentes phases rend difficile I'analyse des problémes posés.
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L préliminaires

Chapitre 1 : Préliminaires

Pour traiter I'équation d'Allen-Cahn on a besoin des intégrales elliptiques.
Définition :[Intégrale elliptique compléte]

Soient k € [0,1) et v € C. Les trois intégrales elliptiques complétes sont
définies respectivement par :

! 1
K0 = [ et 1)
1 _ 262
E(k) ::/0 ,/%ds, 2)
et L

1
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L préliminaires

Chapitre 1 : Préliminaires

Définition : [Fonction de Jacobi sn]

La fonction elliptique de Jacobi : snt s’obtient par I'inversion de
I'intégrale :

t:/ dr . 0<k<l
o /A —r2)(1— k2r2)

D'ou s = snt = sn(t, k).
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Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

Chapitre 2 : Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

#5 Considérons le probléme aux limites non linéaire stationnaire
d'Allen-Cahn suivant :

Uy (z) + f(u(z)) =0 z€ (0,1), ()
U5 (0) = u, (1) =0,

ol £ > 0 (petit) et f est assez réguliére. On note F(u) := [/ f(s)ds,
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Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

Chapitre 2 : Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

#5 Considérons le probléme aux limites non linéaire stationnaire
d'Allen-Cahn suivant :

Uy (z) + f(u(z)) =0 z€ (0,1), ()
U5 (0) = u, (1) =0,

ol £ > 0 (petit) et f est assez réguliére. On note F(u) := [/ f(s)ds,

et on suppose que f est impaire et posséde une non-linéarité bistable
équilibrée.
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Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

Chapitre 2 : Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

#5 Considérons le probléme aux limites non linéaire stationnaire
d'Allen-Cahn suivant :

Uy (z) + f(u(z)) =0 z€ (0,1), ()
U5 (0) = u, (1) =0,

ol £ > 0 (petit) et f est assez réguliére. On note F(u) := [/ f(s)ds,

et on suppose que f est impaire et posséde une non-linéarité bistable
équilibrée. i.e. ayant uniquement trois zéros u_ < 0 < u4 tels que

fu(o) > 07 fu(ui) <0. (5)

Cela implique que F(u_) = F(u4) .
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Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

Chapitre 2 : Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

IS Pour n € N arbitraire, (4) admet deux n-mode solutions tu,, .(x)
lorsque ¢ est petit.
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Chapitre 2 : Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

IS Pour n € N arbitraire, (4) admet deux n-mode solutions tu,, .(x)
lorsque ¢ est petit.
#5 Le probléme aux valeurs propres linéarisé de (4) associé a u,, . est

{52%”(95) + fultne(2)p(x) + Ap(z) =0 dans (0,1), ©)

©2(0) = (1) =0,

AJ" et " désignent respectivement la valeur propre et fonction
propre de (6).
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Chapitre 2 : Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

IS Pour n € N arbitraire, (4) admet deux n-mode solutions tu,, .(x)

lorsque ¢ est petit.

#5 Le probléme aux valeurs propres linéarisé de (4) associé a u,, . est

2000 () + fulune(@))o(z) + Ap(z) =0 dans (0,1), (©)
02(0) = (1) =0,

AJ" et " désignent respectivement la valeur propre et fonction
propre de (6).

Wakasa et Yotsutani en 2015 ont ramené le probléme (6) (grace a un
changement d'échelle et & des considérations physiques) a I'étude du
probléme

0..(2)+ LU +ARE) =0 dasR
@ELQ(R)
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Chapitre 2 : Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

lls ont proposé la conjecture suivante relativement aux éléments propres
de (6) pour une fonction [ assez générale :
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Chapitre 2 : Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

lls ont proposé la conjecture suivante relativement aux éléments propres
de (6) pour une fonction [ assez générale :

Conjecture de Wakasa et Yotsutani en 2015-2016

Toutes les valeurs propres et fonctions propres de (6) sont classées en
plusieurs groupes en fonction de la structure de (7) et il y a une propriété
asymptotique universelle dans chacun des groupes.

Cette conjecture a été résolue par ces auteurs dans le cas f(u) = u — u?
en 2015-2016.
Les principaux résultats de ces travaux sont :

12/35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées a I’équation d’Allen-Cahn

Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

Supposons que f(u) = u — u>. Soit n € N. quand ¢ — 0, dans (6) on
obtient

A€ = —96 exp(—2) + o(exp(— L)),

ne

Ave = 5 = 12exp(—5—) + o(exp(——5—)),

A5i¥ =2+ 96 exp(—22) + o(exp(—22)).

ne ne
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Linéarisation de |'équation d'Allen-Cahn

Supposons que f(u) = u — u3. Soient n € N fixé et j € NU {0} . Quand
e — 0, dans (6) on obtient

Pour 0 < j < mn,

: 5 2
)\;?»5 = —96 cos> % eXp(—TT\C) + ()(eXp(_v”T\C))7

Pour n < j < 2n,

N = 3 12 cos

T ep(———) + o(exp(
X = o\ ex =
J 2 n v V2ne ?

1
m))v

Pour j > 2n,

AV =2+ (j — 2n)2n%e® + o(e?).
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L'équation de représentation

Chapitre 3 :L'équation de représentation

9 Soit u(x) = uy, -(x) pour un certain n € N. et o = av, - = up, . (0).
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L'équation de représentation

Chapitre 3 :L'équation de représentation

9 Soit u(x) = uy, -(x) pour un certain n € N. et o = av, - = up, . (0).

m On remplace ¢ par P(u(z)), P € C?([u_,u]). Grace a (4)
I'équation (6) devient

2(F (o) =F(u)) Pu () = f (w) Po () +(fu(u)+A)P(u) = 0, u € (—(Og)a)
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L'équation de représentation

Chapitre 3 :L'équation de représentation

9 Soit u(x) = uy, -(x) pour un certain n € N. et o = av, - = up, . (0).

m On remplace ¢ par P(u(z)), P € C?([u_,u]). Grace a (4)
I'équation (6) devient

2(F (o) =F(u)) Pu () = f (w) Po () +(fu(u)+A)P(u) = 0, u € (—(Og)a)

On dit que (8) est I'équation de représentation de deuxiéme ordre de

(6).

16 /35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées a I’équation d’Allen-Cahn

L'équation de représentation

Afin de donner une classe plus large de fonctions propres liées a
I’équation (6), on utilise
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L'équation de représentation

Afin de donner une classe plus large de fonctions propres liées a
I’équation (6), on utilise
m |'équation de représentation du troisiéme ordre

2(F(a) = F(u)) Quuu(u) — 3f (). Quu(u) + (3fu(u) +4X) Qu(u)
+ 2fun(u)Q(u) =0, (9)

ot ¢?(z) = Q(u, \;a), Q € C3. On pose maintenant

17/ 35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées a I’équation d’Allen-Cahn

L'équation de représentation

Afin de donner une classe plus large de fonctions propres liées a
I’équation (6), on utilise
m |'équation de représentation du troisiéme ordre

2(F(a) = F(u)) Quuu(u) — 3f (). Quu(u) + (3fu(u) +4X) Qu(u)
+ 2fun(u)Q(u) =0, (9)

ot ¢?(z) = Q(u, \;a), Q € C3. On pose maintenant

o) = LEN L 1(0)0, (0, ;) + 2(ful) + Qe N ).
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L'équation de représentation

Chapitre 3 :L'équation de représentation

I —
Soit f une fonction impaire de classe C* qui satisfait (5). Supposons que
(9) admet une solution particuliére Q(u, \; cu,.c) avec p(A, ay, ) > 0.

Alors \/7
1 (A, an,e)
\/l (Une(x )\ans)|cob< f|Q(un€())\;an,s)|d§>,
et

U o sin \/m
\/|Q ns )‘ n,e | ( fQ(une()/\7an,E)|d£>

sont les deux solutions linéairement indépendantes de

% 00a () + fultin,e () () + Ap(z) = 0. (10)
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

Soit Ag(k) := V1 + k2K (k) pour tout k € (0,1), on a la
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

Soit Ag(k) := V1 + k2K (k) pour tout k € (0,1), on a la

Soit n € N fixé. On pose f(u) = u — u?. L'équation (4) admet deux
n-mode solutions +u,, . (x) si et seulement si ¢ € (0,1/(nm)). En outre,
Uy - est donnée par

EZY 1 1Y
un,s(x) - 1 n k%’asn \/H7 T+ % s vy e

Qk%’s 2nK (k ! k 11
= msn nK (kn.e) 90'1'% s Fne | (11)
ot k. est la solution unique de Ay(k) = 31—, k € (0,1).
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

Théoréme 3 (Fonctions propres spéciales)

Soient n € N et € € (0,1/(nn)) fixés. On pose f(u) =u — u?. Soient
kn e et u, . donnés par la Proposition 2. Alors (6) admet les valeurs
propres et fonctions propres suivantes :

1+k2, —2,/1—k2_+ki.
\e 5 5 3
’ 1+ k. ’
(i)
n.e (1 + k%,a)(l + erL,E Y/ 1- k%,a —+ k%,s) 9
vy (x)=1- > Un,e ()2,
2kn,e
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

(ii)

2
e () = Uy, o (), | ———=— — Un.(T)2.
o (a) ’”¢1+kfm (@)

1+ k;?w +2,/1-k2_+Eki.
Ao =

14+k2, ’

(1 + k%,a)(l + kzb,e Y/ 1- k%,s + kfb,a)
Un e (2)?].

2k2 .

(iii)

n 1
oo () = 5[—1 +
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

#5 Pour donner les autres expressions des fonctions propres de (6) on
utilise la fonction caractéristique A; avec f(u) =u—u® et k € (0,1) :

\/m(y+n(y+’ k) _ I/_H(V—7 k)) sip € (,U— (k)a 0)7

3/3k?2
Ay (k, p) = '37?/(5]:5) (v_I(v_, k) — v (vy, k)) si p € (3k2,3),
VR (v vy k) — v (v, K)) s p € (g (K), +00),
ou
Rk, 1) == —p(p = 3) (1 — 3k?), (12)
pa (k) =1+ k> £2¢/1 — k2 + k4, (13)
v (o) o= S =30 4K £ /=3 = ey (R (e = e (RD]

2(p = 3) (1 — 3k?)
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

Théoréme 4 ( Fonctions propres générales )

Soient n € N et € € (0,1/nm)) fixés. On pose f(u) = u— u®. Soient k,,
et u,, . donnés dans la Proposition 2. Supposons que j # 0,n,2n, et soit
g

2n " ]

Alors (6) admet les valeurs propres et fonctions propres suivantes :

w7 (k) la solution unique de A; (k, j1) =

L (ke (G #0,m,20),

LI
J 1+k72176'u]

;" (z) =

1 @ (e @), 15 o)) o5 /|Qk

noe (15 (Fne))
o (tn,e(§) 1t (kn,a>) |

g |
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Expressions des fonctions propres

Chapitre 4 : Expressions des fonctions propres

|
ou

I 2k2 1 2k?
Ok (u, p) == Q(u, m; m) et pr(p) = P(m; m)'

(15)
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Démonstration des résultats principaux

Chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

On va donner une idée de démonstration pour le Théoréme 1 et le
Théoréme 2. Pour cela nous utiliserons on particulier les théorémes 3 et
4, en plus de la Proposition suivante
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Démonstration des résultats principaux

Chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

On va donner une idée de démonstration pour le Théoréme 1 et le
Théoréme 2. Pour cela nous utiliserons on particulier les théorémes 3 et
4, en plus de la Proposition suivante

Soient n € N arbitraire et k,, . donné par la Proposition 2. On a

1 1
1—k%2_ =16e e +o<——) uand € — 0.
(k02 P < ﬁns) V2ne d
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Démonstration des résultats principaux

Idée de la démonstration du Théoréme 1 :

On utilise le Théoréme 3.
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Démonstration des résultats principaux

Idée de la démonstration du Théoréme 1 :

On utilise le Théoréme 3.
On pose h(z) = \J"°(j = 0,n,2n) et on fait le changement de
variable 2 = 1 — k7 _.
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Démonstration des résultats principaux

Idée de la démonstration du Théoréme 1 :

On utilise le Théoréme 3.
On pose h(z) = \J"°(j = 0,n,2n) et on fait le changement de
variable 2 = 1 — k7 _.

On utilise le développement de h (au voisinage de 0) d'ordre 2.
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Démonstration des résultats principaux

Idée de la démonstration du Théoréme 1 :

On utilise le Théoréme 3.

On pose h(z) = \J"°(j = 0,n,2n) et on fait le changement de
variable 2 = 1 — k7 _.

On utilise le développement de h (au voisinage de 0) d'ordre 2.

En appliquant la Proposition 3 on obtient alors les résultats du
théoréme 1.

28/ 35



Comportement asymptotique des valeurs propres liées a I’équation d’Allen-Cahn

Démonstration des résultats principaux

chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

|
Soit n € N arbitraire et soit j € N tel que j # 0,n,2n. Soit u7 (k) donné
par le Théoréme 4. Quand k — 1, on a
B Si0<j<n, alors _
(k) = —3 cos? %(1 - k)% +0((1-k%)?).
Sin < j < 2n, alors
1 (k) = 3 — 3 cos® M(l — k%) +o(1 — k?).
2n
Si j > 2n, alors

. 2
ur(k) =4+ (7 gf") 2K (k)2 + o (K(k)™2).
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Démonstration des résultats principaux

chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

Idée de la démonstration du Théoréme 2 :

Pour j # 0,n,2n, le Théoréme 4 implique

1 g
n,e __ LS
)\‘7 - 1 + k2n7EILL <kn76, 2’[’1,) .
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Démonstration des résultats principaux

chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

Idée de la démonstration du Théoréme 2 :

Pour j # 0,n,2n, le Théoréme 4 implique

1 g
n,e __ LS
)\‘7 - 1 + k2n7EILL <kn76, 2’[’1,) .

1 1
T 2(1+2(1k2))+0(1k2) quand &k — 1.

H On a
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Démonstration des résultats principaux

chapitre 5 : Démonstration des résultats principaux

Idée de la démonstration du Théoréme 2 :

Pour j # 0,n,2n, le Théoréme 4 implique

1 g
n,e __ LS
)\‘7 - 1 + k2n7EILL <kn76, 2’[’1,) .

1 1 1
Ona W2(1+2(1k2)>+0(1k2) quand k*}l
En utilisant les Propositions 3 et 4 on obtient les résultats du

théoréme 2.
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Perspectives

Perspectives
|
La réalisation de ce travail nous a permis de traiter |'équation
d'Allen-Cahn. Les études effectuées jusqu’'a maintenant ont touché divers
aspects relatifs aux propriétés des solutions de |'équation d’Allen-Cahn.
On peut voir de nombreux développements a ces études, par exemple :
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Perspectives

Perspectives
—

La réalisation de ce travail nous a permis de traiter |'équation
d'Allen-Cahn. Les études effectuées jusqu’'a maintenant ont touché divers
aspects relatifs aux propriétés des solutions de |'équation d’Allen-Cahn.
On peut voir de nombreux développements a ces études, par exemple :

1. Choix d’'autres termes non linéaires dans I'équation d'Allen-Cahn.

Etude du cas ou les conditions aux limites sont non linéaires.

w N

Etude de ce probléme avec un autre terme stochastique.

5

Etude des approximations numériques de I'équation d’Allen-Cahn.
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Perspectives

Perspectives

]
La réalisation de ce travail nous a permis de traiter |'équation
d'Allen-Cahn. Les études effectuées jusqu’'a maintenant ont touché divers
aspects relatifs aux propriétés des solutions de |'équation d’Allen-Cahn.
On peut voir de nombreux développements a ces études, par exemple :

1. Choix d’'autres termes non linéaires dans I'équation d'Allen-Cahn.
Etude du cas ol les conditions aux limites sont non linéaires.
Etude de ce probléme avec un autre terme stochastique.

Etude des approximations numériques de I'équation d’Allen-Cahn.

AR

Etude de ce type de problémes en utilisant d'autres méthodes.
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Etude de ce type d'équations dans un espace a plusieurs dimensions.
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N o o ks~ b

Etude du probléme non stationnaire

up = €2uge (7) + f(u(x)) =€ (0,1),
Uz (0) = uz (1) = 0.
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attention !
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