Chapitre 7

Démonstration des Propositions 4.2,

4.3 et 5.2

7.1 Propriétés fondamentales de v_(k,u) et Z(k,u)

En se rappelant les équations (4.2)-(4.6), on remarque que les quantités vy (k,u)

sont caractérisées par

3k2(u —3(1+k2))

v+(k,u) +V- (k»#) =

_ _3k2)
(1 9k34)(li 3k?) (7.1)
vilk,u)v_(k,u) = .
En fait,v, et v_ sont les deux racines de
(1 —3) (1 —3k2)v? =3k v = 3(1+ k) v +9k* =0, (7.2)
elles sont réelles si et seulement si
(v—v_(k))(v— v, (k) <O0. (7.3)

Donnons quelques propriétés élémentaires de v, (k,u). A partir de (7.2) on déduit

(14 vy () (14 v (I, ) = ﬁ (7.4)
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7.1 Propriétés fondamentales de v. (k,u) et Z(k,u)

et )
(0 vl ) (-4 v () = 2 (7.5)

De plus, on a le lemme €lémentaire suivant qui joue un roéle important dans notre

analyse.

Lemme 7.1.1. Soient vy (k,u) définie par (4.5) et % (k,u) définie par (4.6). Alors pour
tous k € (0,1) et u #3,3k*> on a

‘%(knu)v:t(knu)3 = 27k4(1 + Vi(knu))(kz + v:i:(knu))'

Démonstration. A partir de (7.2) on a

(14+ve) (K +ve) = vi+ (1 +K2)ve + &
3K —3(1+ k%)) vy — 9k*
o (B-3)(p -3k
[+ =314+ k2 4k v + pk [ — 3(1+k2))
B (u—3) (1 —3k?) ’

+ (1 +&2)ve + &2

et

RV = —pve.(p—3)(u—3k)vi
= —uve 33U — 31+ k)] v — 9%
3k7 [ —3(1+k%)]vy — 9k*
(1 —3)(u—3k?)
27k

= o3y [0 +HRm =30+ v+ b =301+

+9k* vy

= —3K2ufu—3(1+4£%)).

La comparaison de ces deux identités achéve la démonstration. O

Proposition 7.1. Soient ¥;(i =0,1,2) et vi. = vy (k,u) données par (4.2) et (4.5) respecti-
vement. On a

(i) Si(k,u) € Xo, alors —1 < v_(k,u) < vy (k,u) < —k?,

lim  vi(k,p) = ve(k,u_(k)) € (—1,—k?), (7.6)
p—p— (k)
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7.1 Propriétés fondamentales de v. (k,u) et Z(k,u)

et
lim vy (k,p) = —k%, lim v_(k,u) = —1. (7.7)
u—0 u—0

(ii) Si(k,u) € Xy, alors —1 < v, (k,u) < —k* 0<v_(k,u),

lim v, (k,u)=—k*  lLim v_(k,it) = oo, (7.8)
u—3k? u—3k2
et
lim vy (ki) =—1, lim v_(k, 1) = +oo. (7.9)
u—3 u—3

(iii) Si (k,u) € Xy, alors vo € C\R.

Démonstration. Soit k € (0,1) arbitraire fixé

(i) Supposons u € (u—(k),0). les relations (7.1) et (7.3) impliquent u_ (k, u) < p4(k, 1) <

0. Alors, le Lemme 7.1.1 implique

(14 v (k, ) (K + v (k, ) = ﬁvi(k,uf%(k,u) <0.

Donc si u € (u_(k),0) on obtient —1 < v_(k,u) < vy (k,u) < —k*> et —1 < v_(k,u) =
v, (k, i) < —k?. Par un argument de continuité on trouve (7.6) et (7.7).
(ii) Supposons u € (3k%,3). Par (4.5) et (7.1) on a v, (k,u) <0 < v_(k,u). De la méme

maniere on obtient, a partir de (7.4) et (7.5),

(1+ vy (k) (K + v_(k, 1)) <0,

cela implique —1 < v, (k, i) < —k%. On peut voir grace a (4.5) que

6k>
=314k F/-3u2+6(1+k2)u+9(1 —k2)2

Vi (khu) =

D’ou (7.8) et (7.9).

(iii) Supposons u € (uy(k),+e). Dans ce cas le résultat s’obtient a partir de (7.3).
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7.2 Démonstration de la Proposition 4.2

7.2 Démonstration de la Proposition 4.2

Dans cette section on prouve la Proposition 4.2. On va appliquer quelques résultats
algébriques élémentaires.
Le Lemme 7.1.1, permet d’exprimer 7| en fonction de k et v.. Plus précisément, si

(k,u) €Xpon a

(k) = \/(1 +V>v(k2+v>n(v,k) _ \/(1 +V+z/(+k2+v+)n(v+,k), (7.10)
et si (k,u) €%y,
(k1) = \/(1 ”‘)V(_k2+v‘>n<v_,k)+\/(”V+>v(+"2+v”n(v+,k>. (7.11)

En outre, on donne l'expression de <7 (k, 1) pour (k, 1) € X,. Soit

_ _ AN
On a
Fi(s, 1) = 9K alk, o) + (52 — bk, 1))?].
Alors
A(kop) = Z—ij;;’;'” alom) T(alk, 1), bk, 1), ) 7.13)

ou I(a,b,k) est défini par (1.18). De plus,

lim a(k,u) =0, lim  B(k,u) = b(k,u; (k) € (0,1). (7.14)
p—p (k) p—p— (k)

Dans le cas particulier u = u, (k), on a

1
vy (k, (k)

Par conséquent le Lemme 7.1.1 implique le

— —b(k . (K)).

Corollaire 7.2. Soit k € (0,1). On définit # et b(k,1) par (4.6) et (7.12) respectivement.
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7.2 Démonstration de la Proposition 4.2

Alors,
— Bk, . (k)) = 27k bk, j (k) (1 = b(k, pi. (k) (1 = Kb (k, pi.. (k).
Démonstration de la Proposition 4.2.

(i) Utilisant I'expression (7.10). on obtient lim,,_,;, () (k, 1) =0 grace (7.6). De plus,
le Lemme 1.1.4 et (7.7) donnent

K +v_
lim o (k) = lim TV im T voTI(v_ k)
u—0 ——

V_ 1 V_ v_——1

lim \/(1 FVDE V) g

vy ——k? Vi

(ii) Utilisant (7.11), on obtient grace a (7.8) et (7.9)

: . R+v.
lim o (k,u)= lim lim /14 v_II(v_ k)
u—>3k2 V_—+oo V_ V_—-+oo
1+vy) (K +v
im \/( VORIV
Vi ——k? Vi
i
=3

et

lim /14 v_II(v_ k)

u—3 V_—+oo V_ V_—+te
. Vi ..
+ lim lim /14 v II(vy k)
vi——1 Vi vy—-—1
=T

(iii) Posons b(k, . (k)) = b (k). Alors, on applique le Lemme 1.1.7 a (7.13) pour cal-
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7.3 Démonstration de la Proposition 4.3

culer la limite

) ) 2/ =% (k, ) )
1 o7 k, - 1 - =5 1 I1 7b7k
ualunj(k) (ko) uﬁlun:(k) 3\/§k2 G%O,blgjh(k)\/a (a )
V _‘@(kmu) T

33K /by (1=by () (1— Kb (k)

Par conséquent, le Corollaire 7.2 donne limy_,,, # (k,;t) = . Ce qui achéve la

démonstration.
O

7.3 Démonstration de la Proposition 4.3

Dans cette section on prouve la Proposition 4.3. On a besoin du lemme suivant.
Lemme 7.3.1. Supposons que (k,it) € ¥; pouri=0,1,2. Alors

2

(12 =30 = 3)K(0) = 3(1 — K — DE(K)
u '

.15
Wi ) () 719

(knu) = (_l)i

Démonstration. Un calcul direct donne en s’appuyant sur l'assertion (iv) du Lemme

1.1.1 (lorsque (k,u) € )

O ko) = | (IO =V T )
- _3\\/fiz {2(1J1rv+) aavJ - 2(1-|1-V_) aa‘;] k()
* 3%2 [2(1 +v+‘;?k2+v+) ?J ~2(1 +v_‘;Ek2+v_) 88\;1_] Etk)
e v e LA v(fj(;ﬁ)m) G|
roaeva o (o TS S e @

ou Z=%(k,u) et vi =vy(k,u). On obtient des résultats similaires pour les cas i = 1,2.

On donnera la démonstration de ce lemme seulement dans le cas (k,u) € Xy.

68



7.3 Démonstration de la Proposition 4.3

Etape 1 : Premiérement, on montre que

Vi&—% + (2%4—
ou

R (k> —Vv3i)
(14 va) (k2 +vy)

8vi_
) > o

On a le résultat suivant pour les fonctions régulieres #Z = Z(u) et vi. = vi(u)

va—'% + (29?+
Iu

Ak —-v?) Nov _ zV* 0 [VPH(1+K2)v+k
(1+v)(K24+v) ) du  (1+Vv)(K2+Vv) du RV3 '

Par conséquent, le Lemme 7.1.1 implique

d |:Vi+(1+k2)Vi+k2] d { 1 }_ |

ou V3 T ou (27K | T

ainsi 'assertion est montrée.

Etape 2 : Dans cette étape on donne des expressions de <7 on déduit de 'Etape 1

et (7.16)
0.4 VA (S1K(k)+ S,E (k
9 1y = YESKE) +5ER)) (7.17)
u 6v/3k2S,
ou
So = (1+v)(1+vo) (K +v) (B +vo),
ov v_
(12 2 _ +
Sii=(k"+vy) (k" +vo) (1+V—)—au +(1+vy4) o |
av ov_
Sz = V+(1+V_)(k2—|—v_)a—lj_—V_(1+V+)(k2+V+)W.
On observe a partir de (7.1)-(7.5) que
2.4
uk
S — ) (7.18)
" (u=3)(u-3K)
De méme,
uk P (8v+ ov_ )}
S| = ——(Ve—Vv)—| =—V.——V ) (7.19)
T I A W I
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7.3 Démonstration de la Proposition 4.3

De plus, on voit a partir du Lemme 7.1.1,(7.1) et (7.2) que

HVi.V
2 F |2
vi(l+ve)(k*+ve) = i VE
M —Ok* + 3k (e — 3(1 + k%)) v
3 (1 —3)(n—3k%)

KPu[3k — (1 —3(1+K)) v4]
(1 —3)(u—3k%) ’

d’ou

k2
S, = 2 {

(L =3) (1 =32 3k2%(V+—v_)—(u—3(1+k2)) (a&v v %)} (7.20)

ou T ou

Ici, on utilise les formules suivantes

d 0 (/—3uZ+6u+9(1+k2)2
—(vy—Vv_)=3k>—
TR 9u< (=) (=3
9P - 3(1+ K —3(1 =3k + k) +9(1+K5)]
(n—3)2(1 —3k2)%\/=3u? +6p +9(1 - k2)?

Y

et

oV, av.  (vi+v.)? 9 (v+—v_)

o o T T\

9k -3(14K2)* 9 [ /3uP+6u+9(1-k)?
T 2(u—3)2(u—3k2)2 ou 1 —3(1+&2)

27K (1 4+ k) — 3(1+&Y)]
(1 —3)2 (1 - 3K2)2/ 3P 6+ 9(1—k2)?

En appliquant cette derniére formule a (7.19) et (7.20) on obtient

—OKkSu(u? —3k%u +3k* - 3)
(1 —3)2 (1 —3K2)2 /=3 (1 — - () (1 — (k)

S1= (7.21)

et
27K (u — k> —1)

S = (“ . 3)2(“ _ 3/{2)2\/_3(“ — ,Ll+(k))(.u - ‘Ll,,(k))

(7.22)
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7.3 Démonstration de la Proposition 4.3

Par conséquent, en combinant (7.17) avec (7.18),(7.21) et (7.22) on déduit

2
u

(k) = 3VR|— (U2 —3k2u + 3k — 3)K (k) + 3(u — k2 — 1)E (k)]
’ 2v/3u(p = 3) (1 —3k2)/=3( — p- (k) (1 — (k)
_ (WP =3k + 3K~ 3)K(k) —3(n — K> — 1)E(k)
2V %~ (= s () (1 — (k) '

Ce qui acheve la démonstration du lemme.

]

Preuve de la Proposition 4.3. Soit B(k,u) := (u?> —3k>u+3k*> —3)K (k) = 3(u —k*> — 1)E(k).

Pour k € (0,1) arbitraire fixé, #(k,.) a au plus deux zéros par rapport a u. On va prouver

que
By (k) := B(k,0) =3(k* = 1)K (k) +3(k* +1)E(k) > 0,
By (k) = Bk, 1) =3(k* — 1)K (k) —3(2k* = 1)E(k) > 0,
B (k) := B(k,3) = 6(1 —k*)K (k) —3(2 —k*)E(k) >0,
et
Bu(k) = Ahp k) _ (2—K+V1—-k2+ kYK (k) —3E(k) >0,

Ny
pour k € (0,1).
On prouve les inégalités (7.23) et (7.26) en utilisant le Lemme 1.1.2. On a

3(k> — 1)K (k) +3(k* +1)E (k) > 3K*E (k) > 0,
et

22—k +V1—k2+ kMK (k) —3E(k) > | (2— k> + 1—k2+k4)—3<1—%k2)]1<(k)
3kK (k)

) AVT =R+ K +(1 —%)]

> 0.

L'inégalité (7.25) provient de la relation limy_,o #3(k) =0 et de

%@3 (k) = —9k(K (k) — E(k)) < O.
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7.4 Démonstration de la Proposition 5.2

Pour voir (7.24), on remarque que

. ) 3w
%%%2(0) =0. ;1_)11}%2(/() = —7 <0,
et
%%(k) = 9k(K (k) —2E(k)).

On peut montrer que si (d/dk)%,(ko) =0 pour ko € (0,1), alors
% (ko) = 6(kg — 1)E (ko) — 3(2k5 — 1)E (ko) = =3E (ko) < 0.

Cela implique que %4, ne posséde que la valeur critique négative. Cela prouve (7.24).

Par conséquent, on déduit des relations (7.23)-(7.26) que pour chaque i =0,1,2, on a
(~1)'B(k,1) >0

si (k,u) € ¥;. En combinant ce fait avec le Lemme 7.3.1, on obtient le résultat souhaité.

Ainsi, la démonstration de la Proposition 4.3 est achevée. O
7.4 Démonstration de la Proposition 5.2

On utilise les formules asymptotiques de I et IT pour démontrer la Proposition 5.2.

Démonstration de la Proposition 5.2. Soit n € N arbitraire fixé. Pour simplifier on
note uj (k) par w;(k).
(i) 0 < j <1 arbitraire fixé. A partir de l'assertion (i) de la Proposition 4.2 on a
p—(k) < pj(k) <0 pour k € (0,1). On note que
3(1 —k?)?

3 2\2 2\2
_(k)=— =—>(1-k*)"+o((1-k%), 7.27
H-k) 1+ k2 4+2V1— k> +k* il F ol ) (7.27)

quand k£ — 1. Soit
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7.4 Démonstration de la Proposition 5.2

Alors il existe r; € [0, 1] tel que

Wllgl}x,rj(k ) = }"7,

ou {k,};,_, est une suite croissante satisfaisant a k,, - 1 quand m — .

D’autre part, le point (i) du Lemme 7.1.1, implique pour k € (0,1)

1< v (ko (R) < v (ko K)) < .

Soit
14+ vy (k,uj(k))
1 —k?

Ve (k) =

Il résulte de (7.2) que V. (k) sont les deux solutions de

(j(k) = 3) (1 (k) = 3 (1 = K*)V — 1)?
—3k* [ (k) =3(1+&5)] (1 =KV — 1) +9k* = 0.

Un calcul simple nous rameéne a

5 (i (0) =3) (k) (k) — 3K%)72
2r(k)?u—(k)* = 3(k* +2)rj(k)pu— (k) + 9k>(1 — k%) _
- o1 —12) Y
rj(k)p— (k) (r;(k)u—(k) = 3)
9(1—k?)?

En posant k =k, et m — o dans (7.28) et (7.27), on obtient

Ll —o0. (7.28)

*

(v¥)? — v*+% =0.

Cela implique
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7.4 Démonstration de la Proposition 5.2

Par conséquent, le Lemme 1.1.5 s’applique a (7.10), de sorte que

nlll_rgom< m».u]

— 1 2 4 M) (m)
—nggrgo/ Wlll_rgo\/ v 2+ v ™ k)
i [~ =G O b

J’_

ou vim]) = Vot (km, uj(knm)). Par la résolution de I'équation

on obtient, r = cos® jx/(2n). Ainsi

2 J7
k—1 2n’

lim r;(k) = cos

D’ou l'assertion (i) de (7.27).
(ii) Pour n < j < 2n. L’assertion (ii) de la Proposition 4.2 donne 3 —3(1—k?) < p;(k) <3

pour k € (0,1). Soit
3 — (k)

ri(k) = m € (0,1).

Alors il existe r* € [0, 1] tel que limO rj(km) =717, ot {kn},,_; est une suite croissante
m—
vérifiant k,, — 1 quand m — . A partir du Lemme 7.1.1 et du fait que v_(k, u;(k)) >

0 on trouve

lim v_(ky, Wj(ky)) = +oo.

Mm—soo

D’autre part, (ii) du Lemme 7.1.1 implique que —1 < v_ < —k? pour k € (0,1).
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7.4 Démonstration de la Proposition 5.2

Soit

v ) = ) ¢ o,

On raisonne comme dans la preuve de (i) : On a I'équation suivante pour v,

lorsque m — oo

(1= (k) (k) — DV = [2(1 =2 ()% — (1= k) (2~ ) K]

+r(k)[(1 —k*)rj(k) — 1] =0, (7.29)

et

Cela implique que

Tim V. (k) = 1. (7.30)
On note vimj) = V4 (km, 1j(kn)). Par suite a partir de (7.4) et (7.30) on a
(m)
fim (m)l = = v+<:3{>
mee (14 v_7j)(1 —k2)?2  (1+ v_7j)(1 + v+7j)(1 —kZ)?
) (1) 1TV
“moeo 3= 3ri(kn)(1—K2)  1—kZ 1—K
:rj(l—rj). (7.31)

En appliquant les Lemmes 1.1.3, 1.1.5,1.1.6 et (7.30), (7.31) a (7.11) on obtient

_ G+ v li ! (1= K2)K (k) + T (V™) o)
= lim —m Jim — Ky, m Vi i Km
> v \/1+v (1—K2) ’

NN
+lim |- .nllglo\/ L+ V) 2+ v I k)
—E ——tn
=2tz \/1—r*
=7 —tan" ! lir*'
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7.4 Démonstration de la Proposition 5.2

La résolution de I'équation

A |
—t
R Vi
donne r% = cos*(j —n)x/(2n). Dot
| —n)x
1 k) = 2 (j—n)
i) =cort S

ce qui montre l'assertion (ii).
(il) Supposons j > 2n. A partir du point (iii) de la Proposition 4.2 on a p;(k) > p (k)

pour k € (0,1). On note que u; : (0,1) — Z est croissante en k, et

1 3 et 1 4.
klg(l)lbr() € klg}m()

Pour a >0, be (0,1),ke€ (0,1) et

N . 1 1

on a

it 2Rk, u;(k))
é_n _ N ,/ k, pj (k) (a(k, (k) bk, (k). k)
k)

2/ =% (k, p;(k)) \/ak,u](

e mRwEH -3
2wk =3k k) — pe (k) /m(k) — e (k)
3v3k2TY (k) =3 uik) 23k

> s/l — 1 (K ().

K(k)

Alors lim (uj(k) — (k) =0,

k—1
et en particulier, lim;_,; u;(k) = 4,

. : 1
Jim a(k, pj(k)) =0, lim bk, u;(k)) = 7.
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7.4 Démonstration de la Proposition 5.2

Le Lemme 1.1.8 implique alors

jx 2/~ )

2n 3v/3k2
| [ alk, ;1))

alle15,0) + (1~ b <“<"’“f<k)>’b<k’“f<">>”‘>] ’

cela conduit a

2 .
() — - (K (k) = (—f(a(k, B 0.k, 1 (8)) )+ _;Vi"u.(k)) é_”>

2v3K%[a(k, (k) + (1 — bk, 1 (K))*]
Hj(k) — p— (k)

En faisant k — 1, on obtient

kllnl .Uj(k) —.u+(k)K(k) = (—%§n+%§]2—:> .3?'/? — (j —zin)ﬁ.

Ainsi
(j—2n)m

tim +/p5(06) — o (K () = L=

k—1

D’ou l'assertion (iii). Ceci achéve la démonstration.
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