La notion du "quenching" (extinction) et son développement. Etude de quelques exemples

Ecole Normale Supérieure
Kouba, Alger
Laboratoire d’'Equations aux Dérivées
Partielles Non linéaires et Histoire des
Mathématiques

La notion du "quenching" (extinction) et son

développement. Etude de quelques exemples

Soutenance de Magister en Mathématiques
Par : Belal Dhehbiya
Directeur de mémoire : Boubaker-Khaled SADALLAH

16 novembre 2016

Année Universitaire : 2016-2017

1/27



La notion du "quenching" (extinction) et son développement. Etude de quelques exemples

Plan de I'exposé

Introduction

Préliminaires

g Surl luti de I'é i = L
ur les solutions ae | équation u Uz + =

Phénomeéne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres
paraboliques

Phénomene d'extinction pour une équation parabolique semi-linéaire
dégénérée

[@ Phénoméne d'extinction pour une équation semi-linéaire de
réaction-diffusion-convection

Perspectives

B Bibliographie %ﬁw
4!

2/27



La notion du "quenching" (extinction) et son développement. Etude de quelques exemples

L Introduction

Introduction

Introduction

Ce phénoméne a été constaté suite a des questions qui se sont posées
dans |'étude du phénoméne de polarisation dans les conducteurs ioniques
(Kawarada, 1975), ainsi que dans des modéles mathématiques de
certaines réactions en chimie (Diaz, J. |., 1985) et en biologie (Chaplain,
M. A. & Sleeman, B. D., 1990) . La premiére étude est présentée par
Kawarada qui avait traitée un exemple illustratif en considérant
I'équation u; = Uz +

1—u-”

4
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L préliminaires

Chapitre 1 : Préliminaires

Soit uw € C([0, T] x Q)N CYH2(]0, T[xQ) satisfaisant Lu > 0 dans
Q =10, T[xQ et u > 0 sur 0, T[x0Q U{0} x Q on

Lu = u; — a5 (8, T)ugq;, + a5(t, T)ug, + a(t, z)u (1)
ol les coefficients de L vérifient des certaines conditions. Alors
u >0, dans [0, T] x Q.

u =0, dans [0, %] x Q.
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L préliminaires

Chapitre 1 : Préliminaires

Théoréme [Existence et unicité de la solution]

Soient u une sous solution bornée et @ une sur solution bornée du
probléme

Lu = f(u) (resp. Lu = f(u,u;)), dans |0, T'[xQ,
Bu = g, sur]0, T[x0Q), (2)
u = h, sur {0} x Q
ol B est |'opérateur frontiére tel que B = u ou Bu = g—v et sous
certaines conditions sur f ce probléme admet une unique solution u telle
que u < u <4 sur [0, T] x Q.

an
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

_1
1—u

Chapitre 2 : Sur les solutions de I'équation u; = Uz, +

Définition
Soit u la solution locale du probléme

Ut = Ugg + ﬁ dans ]0, +o00[x]0, [,
u(t,0) = u(t,1) =0, t >0, (3)
u(0,z) =0, z €]0,[.

On dit que u s'éteint (en anglais "quench") s'il existe 0 < T' < oo tel que
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

_1
1—u

Chapitre 2 : Sur les solutions de I'équation u; = Uz, +

Théoreme

Si 1 > 24/2 alors la solution locale du probléme

Up = Ugg + ﬁ, dans ]0, +00[x]0, [,
u(t,0) = u(t,1) =0, t >0, (4)
u(0,z) =0, z €]0, [

s'éteint.
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

_1
1—u

Les étapes de la démonstration

La solution u du probléme

Chapitre 2 : Sur les solutions de I'équation u; = Uz, +

Ut = Ugg + 7, dans 10, T (1)[x]0, I[,
u(t,0) = u(t, 1) =0, ¢ €lo, T*(1)], (5)
u(0,z) =0, z €]0, [

ou

T*(l) = sup{T > 0:le Probléme (5) admet une solution
u € C([0, T] x [0,1]) N CH2(]0, T'[x]0, I[) telle que
sup u < 1}
10, T[x]0,I[

satisfait a




La notion du "quenching" (extinction) et son développement. Etude de quelques exemples

LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

_1
1—u

Chapitre 2 : Sur les solutions de I'équation u; = Uz, +

. 5 . _ 1
symétrique par rapport a la droite z = 7.
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

_1
1—u

Chapitre 2 : Sur les solutions de I'équation u; = Uz, +

. 5 . _ 1
symétrique par rapport a la droite z = 7.

strictement croissante par rapport a t dans |0, T*(1)[x]0, I[.
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=
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Chapitre 2 : Sur les solutions de I'équation u; = Uz, +

. 5 . _ 1
symétrique par rapport a la droite z = 7.

strictement croissante par rapport a t dans |0, T*(1)[x]0, I[.

strictement croissante par rapport a z dans ]0, T*(1)[x]0, é[.
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

1

Chapitre 2 : Sur les solutions de |'équation u; = Uz + 77

. 5 . _ 1
symétrique par rapport a la droite z = 7.

strictement croissante par rapport a t dans |0, T*(1)[x]0, I[.
strictement croissante par rapport a z dans ]0, T*(1)[x]0, é[.

u atteint la valeur 1 en un temps fini lorsque I > 2/2.
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

1

Chapitre 2 : Sur les solutions de |'équation u; = Uz + 77

. 5 . _ 1
symétrique par rapport a la droite z = 7.

strictement croissante par rapport a t dans |0, T*(1)[x]0, I[.
strictement croissante par rapport a z dans ]0, T*(1)[x]0, é[.
u atteint la valeur 1 en un temps fini lorsque I > 2/2.

max u(t,z) = u(t, %) pour tout t € [0, T*(1)[.
z€[0,1]
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

1

Chapitre 2 : Sur les solutions de |'équation u; = Uz + 77

symétrique par rapport a la droite z = %

=

strictement croissante par rapport a t dans |0, T*(1)[x]0, I[.

]

strictement croissante par rapport a z dans ]0, T*(1)[x]0, é[.

]

u atteint la valeur 1 en un temps fini lorsque I > 2/2.

max u(t,z) = u(t, %) pour tout t € [0, T*(1)[.
z€[0,1]

@ Si !> 22 alors u(t, é) — 17 pour t — T*(1)".

B B
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

1

Chapitre 2 : Sur les solutions de |'équation u; = Uz + 77

. 5 . _ 1
symétrique par rapport a la droite z = 7.

strictement croissante par rapport a t dans |0, T*(1)[x]0, I[.
strictement croissante par rapport a z dans ]0, T*(1)[x]0, é[.
u atteint la valeur 1 en un temps fini lorsque I > 2/2.

max u(t,z) = u(t, %) pour tout t € [0, T*(1)[.
z€[0,1]

@ Si !> 22 alors u(t, é) — 17 pour t — T*(1)".
Si u(t, %) — 17 pour t — T*(1)~, alors u s'éteint.

IS” Chan et Kwong ont montré qu'il y a une lacune dans la
démonstration de ce théorme présentée par Kawarada.
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LSur les solutions de I'équation up = uze + 1=

_1
1—u

Les trois assertions suivantes sont équivalentes

Chapitre 2 : Sur les solutions de I'équation u; = Uz, +

Il existe T*(1) > 0 tel que

max{| u |,z € [0, ]} = 400 pourt — T*(1)". (6)

Il existe T*(1) > 0 tel que

max{u, z € [0,1]} = 1 pourt — T*(1)". )

Il existe une suite (t,,z,) €]0, T*(1)[x]0, [ telle que t, — T*(1)~,
z, — x et u(t,, z,) — 1 pour n — +oo.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations
semi-linéaires singuliéres paraboliques

#5 Soit u la solution du probléme

U = Uy + f(u), dans ]0, T*(1)[x]0, I[],
u(t,0) = u(t, 1) =0, t €O, T*(l)[x}O Il (8)
u(0,z) =0, z €]0,1[

ol f satisfait a

f e c(lo,cl), f(0) >0, lim 1 f(s) = +oo, ©
jo ds—oof’>Osur0cf”>Osur[0c[.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

sup u(t,z) < ch
(t,z)€lo, T* (1)[x]0,i[

*= sup{l>0:T*(l) =40 et

I* s’appelle la longueur critique du probléme (8)

Théoréme

Si l > I* alors la solution u s'éteint.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations
semi-linéaires singuliéres paraboliques

#5 Soit u solution du probleme

Us = Uz + f(u), dans ]0, T*(1)[x]0, I[[,
uz(t)o) = g(t)) uz(t»l) = *g(t)) t G]O, T*(l)[»
u(0,z) =0, z €]0,1[

(10)

oll g est continue et bornée inférieurement par une constante positive sur

10, +ool.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoréme

Sous les Hypothéses (9). La solution u vérifie les propriétées suivantes
!

u est symétrique par rapport a la droite T = 3.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoréme

Sous les Hypothéses (9). La solution u vérifie les propriétées suivantes
!

u est symétrique par rapport a la droite T = 3.
u est strictement croissante par rapport a t dans 10, T*(1)[x]0, I[.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoréme

Sous les Hypothéses (9). La solution u vérifie les propriétées suivantes
!

u est symétrique par rapport a la droite T = 3.
u est strictement croissante par rapport a t dans 10, T*(1)[x]0, I[.

u est strictement croissante par rapport a3  dans 10, T*(1)[x]O0, é[.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoréme

Sous les Hypothéses (9). La solution u vérifie les propriétées suivantes
!

u est symétrique par rapport a la droite T = 3.
u est strictement croissante par rapport a t dans 10, T*(1)[x]0, I[.

u est strictement croissante par rapport a3  dans 10, T*(1)[x]O0, é[.
Si u(t, %) — ¢~ pour t — T*(1)~, alors la solution w s'éteint.

Les étapes de la démonstration

5" Pour (1) v(t,z) = u(t,l — z) est solution de ce probléme.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoréme
Sous les Hypothéses (9). La solution u vérifie les propriétées suivantes
!

u est symétrique par rapport a la droite T = 3.
u est strictement croissante par rapport a t dans 10, T*(1)[x]0, I[.
u est strictement croissante par rapport a3  dans 10, T*(1)[x]O0, é[.
Si u(t, %) — ¢~ pour t — T*(1)~, alors la solution w s'éteint.

Les étapes de la démonstration

5" Pour (1) v(t,z) = u(t,l — z) est solution de ce probléme.
IS" Pour (2) et (3) on utilise le théoréme du maximum.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoréme

Sous les Hypothéses (9). La solution u vérifie les propriétées suivantes

. 5 . _ 1
u est symétrique par rapport a la droite T = 3.

u est strictement croissante par rapport a t dans 10, T*(1)[x]0, I[.
u est strictement croissante par rapport a3  dans 10, T*(1)[x]O0, é[.

Si u(t, %) — ¢~ pour t — T*(1)~, alors la solution w s'éteint.

Les étapes de la démonstration

5" Pour (1) v(t,z) = u(t,l — z) est solution de ce probléme.
IS" Pour (2) et (3) on utilise le théoréme du maximum.
I¥” Pour (4) on fait une démonstration par |'absurde.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations
semi-linéaires singuliéres paraboliques

#5 Soit u la solution du probléme

Up = Ugg + f(u, ug), dans ]0, T*(1)[x]0, U],

u(t,0) = u(t, 1) =0, t €0, T*(1)], (11)
u(0,z) =0, z €]0,![
ou f satisfait a
fe Cl([0> C[XR)a f(0,0) >0,
lim f(s,p) = oo uniforme, pour tout
i
p appartenant a un intervalle borné
(12)

Vp > 0,3, (u) telle que P, < f(u,p), [obp(u)du = oo

Vipl<petiy(u )—>ooquanduﬁc ,
f est croissante par rapport a la deuxiéme variable

3k >0, ky >0, —kyp®>—k; < f(u,p).
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoreme

La solution u vérifie les propriétées suivantes

u est strictement croissante par rapport a t dans ]0, 7*(1)[x]0, I[.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoreme

La solution u vérifie les propriétées suivantes
u est strictement croissante par rapport a t dans ]0, 7*(1)[x]0, I[.

Il existe une fonction ¢ :]0, T*(1)[—]0, I[ telle que pour tout
t €]0, T*(1)[, u est strictement croissante par rapport a = pour
z€]0, d(t)[ et strictement décroissante par rapport a = pour

z€ld(t), Il
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations

semi-linéaires singuliéres paraboliques

Théoreme

La solution u vérifie les propriétées suivantes
u est strictement croissante par rapport a t dans ]0, 7*(1)[x]0, I[.

Il existe une fonction ¢ :]0, T*(1)[—]0, I[ telle que pour tout
t €]0, T*(1)[, u est strictement croissante par rapport a = pour
z€]0, d(t)[ et strictement décroissante par rapport a = pour
z€ld(1), UL

B Si u(t,p(t)) = ¢ quand t — T*(1), alors u s'éteint.
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L Phénoméne d'extinction pour des équations semi-linéaires singuliéres paraboliques

Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations
semi-linéaires singuliéres paraboliques

IZ” On pose maintenant u,(t,0) = g(t), u.(t, 1) = —g(t), t €]0, T*(1)]

a la place de u(t,0) =0, wu(t, 1) =0, t€]o, T*(1)[.

Théoréme

La solution u vérifie les propriétées suivantes

u est symétrique par rapport a la droite z = %
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Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations
semi-linéaires singuliéres paraboliques

IZ” On pose maintenant u,(t,0) = g(t), u.(t, 1) = —g(t), t €]0, T*(1)]

a la place de u(t,0) =0, wu(t, 1) =0, t€]o, T*(1)[.

Théoréme

La solution u vérifie les propriétées suivantes

u est symétrique par rapport a la droite z = %

u est strictement croissante par rapport a t dans 10, T*(1)[x]0, I[.
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Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations
semi-linéaires singuliéres paraboliques

IZ” On pose maintenant u,(t,0) = g(t), u.(t, 1) = —g(t), t €]0, T*(1)]

a la place de u(t,0) =0, wu(t, 1) =0, t€]o, T*(1)[.

Théoréme

La solution u vérifie les propriétées suivantes

u est symétrique par rapport a la droite z = %

u est strictement croissante par rapport a t dans 10, T*(1)[x]0, I[.

u est strictement croissante par rapport 3 = dans ]0, T*(1)[x]0, é[.
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Chapitre 3 : Phénoméne d’extinction pour des équations
semi-linéaires singuliéres paraboliques

IZ” On pose maintenant u,(t,0) = g(t), u.(¢,1)

=—g(t), t€lo, T*(1)I
a la place de u(t,0) =0, wu(t, 1) =0, t€]o, T*(1)[.

Théoréme

La solution u vérifie les propriétées suivantes

u est symétrique par rapport a la droite z = %

u est strictement croissante par rapport a t dans 10, T*(1)[x]0, I[.
u est strictement croissante par rapport 3 = dans ]0, T*(1)[x]0, é[.

@A Siu(t, ) — ¢~ pourt — T*(1)~, alors u s'éteint.
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L Phénoméne d'extinction pour une &quation parabolique semi-linéaire dégénérée

Chapitre 4 : Phénoméne d’extinction pour une équation
parabolique semi-linéaire dégénérée

On considére le probléme suivant
= (p(z)Us)z +f(U), dans
u(0 ,93) =wu(z), = €]0,1]

avec p, f et ug sont les fonctions qui satisfaient a
m p(0) =0, p e C(0,+co[), p(x) > 0 dans ]0, +ool, % e L([0,1])
tf+oo dz = o0.

“ 5050 F € CUI0LIDL £ 20, £ 20, im £(s) = +00 et

Jo f(8)ds < oo.

=y € C*P(0,10) N C(lo,

I]) pour un certain « €]0, 1[ avec
1
0<wu <1, ul(0) =u(l) =0et [

z)ul(z)dz < 0.
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L Phénoméne d'extinction pour une &quation parabolique semi-linéaire dégénérée

Chapitre 4 : Phénoméne d’extinction pour une équation

parabolique semi-linéaire dégénérée

Théoréme

On définit la fonction u par u(t,z) = limoug(t,:t:), u. étant la solution
E=

du probléme

Ue t = (P( )ua z)z +f( e) dans ]O T[x ]E) l[)
ue (t,€) = ue (¢, 1) =0, t €]0, T, (14)
ue (0, z) = ug(z), z €le, .

Alors u est solution du probléme (13) ot 0 < T' < +o0 et vérifie a
u € CH2(10, %[x]0, 1) N C([0, to[x[0, 1]).

Théoréme

Supposons que (p(z)uf) < f(up) dans |0, [ et (p(z)uy) < f(uo) sur
une partie de ]0, I[. Si max{u(t,z), z € [0,1]} — 1 pour

t — T*(l)~ < oo, alors la solution u s'éteint.

N
o ~
&
°"<
D)
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L Phénoméne d'extinction pour une &quation parabolique semi-linéaire dégénérée

Chapitre 4 : Phénoméne d’extinction pour une équation

parabolique semi-linéaire dégénérée

u est strictement croissante par rapport a t dans ]0, T*(1)[x]0, I[.

[* existe.

Il existe un z* €]0, I[ tel que

lim u(t,z) = 1.
(t,z)—=(T*(1),z*)

Il existe 8 >0, 0 < 29 < z* < 71 < [ telles que u; > df(u) dans
Ito, T*(1)[x]zg, z1[ ol %y est loin de T*(1) et tg > 0.
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L Phénoméne d'extinction pour une équation semi-linéaire de réaction-diffusion-convection

Chapitre 5 : Phénoméne d’extinction pour une équation

semi-linéaire de réaction-diffusion-convection

Théoréme

On suppose que la solution u du probléme

Us = Uge — b(z)uy + f(u), dans 10, T (1)[x]0, I[,
u(t,0) =0 =wu(t,l), t €]o, T*(1)], (15)
u(0,z) =0, z €0, .

oul>0,be CHYO0,+ool) N LX([0, +o0l) et f € C([0, c[) satisfait a
f(0) >0, f'(s) >0 pour0< s < c, lims,. f(s)=+oo,

s'éteint (elle vérifie la troisiéme assertion dans la proposition) en

T*(1) < +o0, I > 1* Si f € C?([0, c[) satisfaisant a fgf(s)ds < 400 et
f"” > 0 dans ]0, c[, alors u; explose en temps fini.
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Chapitre 5 : Phénoméne d’extinction pour une équation

semi-linéaire de réaction-diffusion-convection

Les étapes de la démonstration

u est strictement croissante par rapport a ¢ dans ]0, T*(1)[x]0, I[.

[* existe.
Sil>1*ona T*(l) < +oo.

B Pour [ assez grand et § < é < 1 — 5. Si la solution u s'éteint en
T*(l) < oo, alors les points d'extinction  appartiennent a
I'intervalle [8, 1 — 8] avec

c? 1 .
5= —exp(—§ Il b H%w([o,+oo[) T*(1)).

Il existe y > 0 telle que u; > yf(u) dans ]%, T*(1)[x]8,1 — 3]
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Perspectives

La réalisation de ce travail nous a permis de traiter le phénomeéne
d'extinction. Les études effectuées jusqu'a maintenant ont touché divers
aspects relatifs aux propriétés des solutions des équations considérées. On
peut voir de nombreux développements a ces études, par exemple :
Etude de ce phénomeéne en considérant d'autres équations
semi-linéaires, quasilinéaires, dégénérées, etc.
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Merci pour votre
attention !
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