
République Algerienne Démocratique et Populaire

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

École Normale Supérieure Kouba - Alger

Département de Mathématiques

THÈSE

Présentée par

Boussad HAMOUR

Pour l’obtention du grade de

DOCTEUR EN SCIENCES MATHÉMATIQUES

Option : Analyse Fonctionnelle

Existence de solutions pour certains problèmes

elliptiques et paraboliques à croissance quadratique

dans un domaine borné ou non

Soutenue le 18 Avril 2016

Devant le jury composé par :

M. Y. Atik Professeur à l’E.N.S. Kouba Président

M. B. Abdellaoui Professeur à l’Université de Tlemcen Examinateur

M. A. Mokrane Professeur à l’E.N.S. Kouba Directeur de Thèse

M. M.S. Moulay Professeur à l’U.S.T.H.B. Alger Examinateur

M. F. Murat Professeur à l’U.P.M.C. Paris 6 Invité



Table des matières

1 Introduction générale 4

1.1 Historique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Présentation du problème elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Présentation du système parabolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Rappels et notations générales 17

2.1 Espaces Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1.1 Présentations des espaces Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1.2 Quelques résultats de convergence dans Lp . . . . . . . . . . . . 18

2.1.3 Espaces réflexifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.1 Inégalités de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.2 Inégalités de Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.3 Résultats de compacité partielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Quasilinear problems involving a perturbation with quadratic growth

in the gradient and a non coercive zeroth order term 23

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Main result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3 An equivalence result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.4 Existence of a solution for an approximate problem . . . . . . . . . . . 43

3.5 Proof of Theorem 3.12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.6 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.6.1 An estimate for the function gδ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.6.2 Definition of δ0 and Zδ0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

vi



4 Quasilinear parabolic systems with quadratic growth in general do-

mains 68

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.2 Assumptions and main results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.3 Preliminary results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.4 Proof of both Theorems 4.3 and 4.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.4.1 Modification of the system (4.1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.4.2 Approximation of the system (4.1) . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.4.3 Estimation in (L∞(Q))m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.4.4 Estimation in (L2(0, T ;H1

0
(Ω)))m . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.4.5 Strong convergence in (L2(0, T ;H1(Ω0)))
m . . . . . . . . . . . . 84

4.4.6 Passing to the limit in the approximate system . . . . . . . . . . 94

Bibliographie 97

1



	à@ñ 	J« �Im��' �ékðQ£

B@ � 	jÊÓ

. �èXðYm× Q�

	« ð


@ �èXðYm× �ékA�Ó úÎ« ù
 ªJ
K. Q

�K YK
@ 	Q�K �H@ 	X �éK
 ñ
	̄ A¾�JË @ð �éJ
�

�̄ A 	JË @ ÉKA�ÖÏ @ 	�ªJ. Ë ÈñÊg Xñk. ð

	á�
K 	Qk. 	áÓ �é 	Kñº�JÖÏ @ �ékðQ£

B@ è 	Yë 	à �ñº�J�K

: �éJ
Ë A�JË @
�éJ
�

�̄ A 	JË @ �éË

A�ÒÊË ÈñÊg Xñk. ð

�é�@PX úÍ@ Z 	Qm.Ì'@ @
	Yë ú


	̄ ùª�	� : ÈðB@ Z 	Qm.Ì'@ 1

(1)











u ∈ H1

0
(Ω),

−div (A(x)Du) = H(x, u,Du) + f(x) + a0(x)u dans D′(Ω),

©K. A�K 	á« �èPAJ.« H(x, s, ξ) , øQå��̄ ð L∞(Ω) ú 	̄ XðYg �H@ 	X �é 	̄ñ 	®�Ó A(x) , N ≥ 3 , R
N 	áÓ XðYm× hñ�J 	®Ó Ω �IJ
k

: γ > 0 Ég.

@ 	áÓ ���®m�'
 ð øPðXñJ
�K @PA¾Ë

−c0 A(x) ξξ ≤ H(x, s, ξ) sign(s) ≤ γ A(x) ξξ p.p. x ∈ Ω, ∀s ∈ R, ∀ξ ∈ R
N ,

. (q > N/2) Lq(Ω) úÍ@ ùÒ�J 	�K
 a0 ≥ 0 , f ∈ LN/2(Ω) ð
	áÓ H1

0
(Ω) úÍ@ ùÒ�J 	�K
 eδ0|u| − 1 �IJ
m�'. (1) Ë Ég É�̄


B@ úÎ« Yg. ñK
 é�	K


@ úÎ« 	áëQ�. 	K . �éK
A

	®ºË@ éJ

	̄ AÖß. 	áK
Q�
 	ª� a0 ð f Ég.


@ 	áÓ

. H1

0
(Ω) ú 	̄ A �®J.�Ó @QK
Y

�®�K ���®m�'
 ð δ0 ≥ γ Ég.

@

�éJ
¢ 	k Q�

	« �éJ 	̄ A¾Ó �HBXAªÓ 	áÓ �éÊÒm.Ì ÈñÊg Xñk. ð

�é�@PX úÍ@ A
	Jë ùª�	� : ú 	GA�JË @ Z 	Qm.Ì'@ 2

(2)































uγ
t − div (aγ(t, x, u)Duγ) + fγ(t, x, u,Du) = 0 dans D′(Q), 1 ≤ γ ≤ m,

uγ = 0 sur Σ,

uγ(0, x) = uγ
0
(x) dans Ω,

ð Σ = (0, T )× ∂Ω , Q = (0, T )× Ω ð Ω Ë �é 	̄ Ag ∂Ω K. 	QÓQ 	K ð R
N 	áÓ XðYm× Q�


	« hñ�J 	®Ó Ω ,I. k. ñÓ ù�®J

�®k T �IJ
k

ú 	̄ AëQå�A 	J« �éK
Qå�
�̄ �é 	̄ñ 	®�Ó aγ(t, x, s) ð , u Ë �HAJ.»QÓ 	á« �èPAJ.« uγ : Q → R ©K. @ñ�JË @ , 1 ≤ γ ≤ m Ég.


@ 	áÓ ð , uγ

t =
∂uγ

∂t
, øPðXñJ
�K @PA¾Ë

�éJ
�A	mÌ'@ ���®m��' øPðXñJ
�K @PA¾Ë ©K. @ñ�K ' fγ : Q× R
m × R

m×N → R øPðXñJ
�K @PA¾Ë ©K. @ñ�K 	á« �èPAJ.« ù
 ëð L∞(Ω)

|fγ(t, x, s,Ξ)| ≤ b(|s|)(ρ(t, x) + |Ξ|2).

(L2(0, T ;H1

0
(Ω)) ∩ L∞(Q))m ú


	̄ QK
Y
�®�K A 	JK
YË ,Q 	ª� L∞ Õæ


	¢ 	�  Qå�� �Im��' 	YKY 	J« , ú

�̄ñ 	̄ Ég ð ú


�æm��' Ég Yg. ñK
 é 	K

@ 	�Q�� 	® 	K

. (2) Ë Ég Xñk. ðð

�èXðYm× Q�

	« �ékA� ,ù¢ 	k éJ. �� , �èAJ 	̄ A¾Ó �éÊÔg. , ÈñÊg Xñk. ð : �ékA�J 	®ÖÏ @ �HAÖÏ A¾Ë @

iii



Résumé

Cette thèse est constituée de deux parties indépendantes.

A : La première partie est consacrée à l’étude du problème elliptique suivant

{

u ∈ H1

0
(Ω),

−div (A(x)Du) = H(x, u,Du) + f(x) + a0(x)u dans D′(Ω),
(0.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , N ≥ 3, A(x) est une matrice coercive à coefficients L∞(Ω), Du dénote

le gradient de u, H(x, s, ξ) est une fonction de Carathéodory qui satisfait pour un certain γ > 0

−c0 A(x) ξξ ≤ H(x, s, ξ) sign(s) ≤ γ A(x) ξξ p.p. x ∈ Ω, ∀s ∈ R, ∀ξ ∈ R
N ,

f appartient à LN/2(Ω) et a0 ≥ 0 appartient à Lq(Ω), q > N/2. Pour f et a0 suffisamment petits,

nous démontrons qu’il existe au moins une solution u de (0.1) qui est telle que eδ0|u| − 1 appartienne

à H1

0
(Ω) pour un certain δ0 ≥ γ et qui satisfait une estimation a priori dans cet espace.

Mots clés : Existence, problème quasi-linéaire, perturbation à croissance quadratique en gradient,

terme d’ordre zéro non coercif.

B : Dans la deuxième partie de cette thèse, nous étudions le système parabolique suivant











uγ
t − div (aγ(t, x, u)Duγ) + fγ(t, x, u,Du) = 0 dans D′(Q),

uγ = 0 sur Σ,

uγ(0, x) = uγ
0
(x) dans Ω, uγ

0
∈ C∞

0
(Ω),

(0.2)

où Ω un ouvert de R
N (N ≥ 1) non nécessairement borné dont le bord est noté ∂Ω, Q = (0, T ) × Ω

avec T est un réel positif et Σ = (0, T )× ∂Ω.

Les fonctions uγ(1 ≤ γ ≤ m) : Q → R sont les composantes du vecteur inconnu u = (u1, . . . , um) ;

la matrice aγ(t, x, s) (1 ≤ γ ≤ m) est supposée coercive avec des coefficients qui sont des fonctions

bornées et de Carathéodory, .

Chaque fonction fγ : Q× R
m × R

m×N → R (1 ≤ γ ≤ m) est une fonction de Carathéodory vérifiant

la condition de croissance.

|fγ(t, x, s,Ξ)| ≤ b(|s|)(ρ(t, x) + |Ξ|2), 1 ≤ γ ≤ m,

où la fonction b est continue et croissante et où ρ appartient à L1(Q) ∩ L∞(Q). En supposant l’exis-

tence d’une sous- et d’une sur-solution, on obtient, sous une condition de petitesse, une estimation

a priori de la solution u dans (L2(0, T ;H1

0
(Ω)) ∩ L∞(Q))m et ensuite l’existence de solution pour le

système (0.2).

Mots clés : Existence, système parabolique, quasi-linéaire, domaine non borné.
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Abstract

This thesis consists of two parts.

In the first part, we consider the following problem

{

u ∈ H1

0
(Ω),

−div (A(x)Du) = H(x, u,Du) + f(x) + a0(x)u in D′(Ω),
(0.3)

where Ω is an open bounded set of RN , N ≥ 3, A(x) is a coercive matrix with coefficients in L∞(Ω),

Du denotes a gradient of u, H(x, s, ξ) is a Carathéodory function which satisfies for some γ > 0

−c0 A(x) ξξ ≤ H(x, s, ξ) sign(s) ≤ γ A(x) ξξ a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R, ∀ξ ∈ R
N ,

f belongs to LN/2(Ω), and a0 ≥ 0 belongs to Lq(Ω), q > N/2.

For f and a0 sufficiently small, we prove the existence of at least one solution u of (0.3) which is such

that eδ0|u| − 1 belongs to H1

0
(Ω) for some δ0 ≥ γ and which satisfies an a priori estimate in this space.

Key words : Existence, quasilinear problems, perturbation with quadratic growth in the gradient,

noncoecive zeroth order term.

In the second part, we consider the following system











uγ
t − div (aγ(t, x, u)Duγ) + fγ(t, x, u,Du) = 0 in D′(Q),

uγ = 0 on Σ,

uγ(0, x) = uγ
0
(x) in Ω, uγ

0
∈ C∞

0
(Ω),

(0.4)

for 1 ≤ γ ≤ m, m ≥ 1 is an integer, Ω is an open of RN (N ≥ 1), possibly of infinite measure, with

boundary ∂Ω, Q = (0, T )× Ω with T is a positive real number, Σ = (0, T )× ∂Ω.

The functions uγ (1 ≤ γ ≤ m) : Q → R are the components of the unknown vector u = (u1, . . . , um) ;

the matrices aγ(t, x, s) (1 ≤ γ ≤ m) are assumed to be coercive and bounded, and are Carathéodory

funtions.

Each function fγ : Q×R
m×R

m×N → R (1 ≤ γ ≤ m) is Carathéodory function satisfying the growth

condition.

|fγ(t, x, s,Ξ)| ≤ b(|s|)(ρ(t, x) + |Ξ|2), 1 ≤ γ ≤ m,

where the function b is continuous and non decreasing increasing and where the function ρ ≥ 0 belongs

to L1(Q) ∩ L∞(Q).

Assuming the existence of a sub- and of super-solution, we obtain an (L2(0, T ;H1

0
(Ω)) ∩ L∞(Q))m a

priori estimate and the existence of a solution to the system (0.4).

Key words : Existence, parabolic system, quasilinear, unbounded domain.

v


