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Notation

1. N l’ensemble des entiers naturels N = {0, 1, 2, . . .}, N∗ l’ensemble des entiers naturels

positifs

2. Z l’ensemble des entiers relatifs,

Z∗ = {n ∈ Z, n 6= 0} ,Z+ = {n ∈ Z, n ≥ 0} ,Z− = {n ∈ Z, n ≤ 0}

3. Q l’ensemble des nombres rationnels,

4. R l’ensemble des nombres réels,

5. C l’ensemble des nombres complexes.

6. La lettre p désigne toujours un nombre premier.

7. Pour deux entiers n > 0 et m > 0 on utilise les notations

. m | n signifie m divise n

. m ∤ n signifie m ne divise pas n .

8. Si g(x) et f(x) deux fonctions définies sur un voisinage Vx0
, alors

f(x)
Vx0= O(g(x)) signifie (∃M > 0) tel que

∣

∣

∣

∣

f(x)

g(x)

∣

∣

∣

∣

≤ M (∀x ∈ Vx0
)

f(x)
Vx0= o (g(x)) signifie lim

x→x0

∣

∣

∣

∣

f(x)

g(x)

∣

∣

∣

∣

= 0

f(x)
Vx0∼ g(x) signifie lim

x→x0

∣

∣

∣

∣

f(x)

g(x)

∣

∣

∣

∣

= 1.

9. Si x0 = ±∞, on peut poser f(x) = O (g(x)) , f(x) = o (g(x)) , f(x) ∼ g(x)

10. Les deux symboles
∑

p≤x

et
∏

p≤x

représentent une somme et un produit étendus à tous les

nombres premiers p ∈ [2, x] . De plus

lim
x→+∞

∑

p≤x

=
∑

p

la somme étendue à tous les nombres premiers

lim
x→+∞

∏

p≤x

=
∏

p

le produit étendu à tous les nombres premiers

11. Pour tout nombre réel x, on a [x] désigne la partie entière de x qui est l’unique nombre

entier k vérifiant x− 1 < k ≤ x et {x} désigne la partie fractionnaire de x.

{x} = x− [x]

2



12. ϕ la fonction d’Euler, ϕ(k) = card {n ∈ N∗, 1 ≤ n ≤ k et (n, k) = 1}, pour tout k ∈ N∗

13. La constante d’Euler est le nombre γ défini par

γ = lim
n→∞

(

1 +
1

2
+ · · ·+

1

n
− log n

)

= 0.577215663 · · ·

.
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Résumé

Soit k un nombre entier non nul, pour tout l ∈ N
∗ avec 1 ≤ l ≤ k et (k, l) = 1, on considère la

fonction P(k,l)(x) telle que

P(k,l)(x) =
∏

p≤x,p≡l(k)

(

1−
1

p

)

, (x ∈ R et x ≥ 2)

Notre objectif est la démonstration du théorème suivant

P(k,l)(x) = a(k,l)
1

(ln x)
1

ϕ(k)

+O

(

1

(ln x)
1

ϕ(k)
+1

)

.

Le symbole ϕ désigne la fonction d’Euler, et a(k,l) est une constante réelle strictement positive

dépendant de k et l donnée par l’expression

a(k,l) =

(

e−γ k

ϕ(k)

∏

χ 6=χ0

(

K(1, χ)

L(1, χ)

)χ(l)
)

1
ϕ(k)

dans laquelle γ est la constante d’Euler. Le produit
∏

χ 6=χ0

(

K(1, χ)

L(1, χ)

)χ(l)

est étendu à tous les

caractères non principaux modulo k, et L(1, χ), K(1, χ) sont séries de Dirichlet. attachée aux

caractère χ.
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