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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

R
N espace euclidien réel N-dimensionnel.

Ω ouvert borné de R
N .

∂Ω frontière de Ω.

pi un nombre réel supérieur ou égal à 1 pour tout i = 1, . . . , N.

~p = (p1, p2, . . . , pN).

p− = min{pi, i = 1, 2, . . . , N}.

p+ = max{pi, i = 1, 2, . . . , N}.

p′i conjugué de pi, i.e.
1

pi
+

1

p′i
= 1.

→֒→֒ injection compact.

p la moyenne harmonique de pi, i.e.
1

p
=

1

N

N
∑

i=1

1

Pi

.

q∗ =
Nq

N − q
.

p.p. presque partout.

|E| mesure de l’ensemble E, lorsque sa mesure de Lebesgue est finie.

supp(f) support de la fonction f.

KComp K compacte.

M(Ω) ensemble des mesures de Radon bornées sur Ω.

Diu = ∂u
∂xi

.

Du = (D1u,D2u, . . . , DNu) .

∇u =
(

∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

. . . ∂u
∂xN

)

= grad u.

div(v) =
N
∑

i=1

Divi, v = (v1, . . . , vN).

χE fonction caractéristique de l’ensemble E.

1



Sν(σ) =







sign(σ), si |σ| > ν
σ

ν
, si |σ| ≤ ν.

∀σ ∈ R, sign(σ) =



















1, si σ > 0

0, si σ = 0

−1, si σ < 0.

Tk la troncature à la hauteur k définie par Tk(t) =











t, si |t| ≤ k

kt

|t|
, si |t| > k.

Y ′ dual topologique de l’espace vectoriel topologique Y.

D(Ω) l’espace des fonctions tests (l’espace des fonctions C∞(Ω) à support compact

inclus dans un ouvert Ω de R
N).

Lp(Ω) =

{

u : Ω −→ R mesurable;

∫

Ω

|u|p < ∞

}

muni de la norme ‖ u ‖p=

(
∫

Ω

|u|p
)

1
p

.

L∞(Ω) =

{

u : Ω −→ R,mesurable; sup ess
Ω

|u| < ∞

}

muni de la norme ‖ u ‖∞= sup ess
Ω

|u|.

W 1,p(Ω) =

{

u ∈ Lp(Ω); ∇u ∈ Lp(Ω)

}

muni de la norme ‖u‖
W1,p(Ω)

= ‖u‖
Lp(Ω)

+ ‖∇u‖
Lp(Ω)

.

W
1,p
0 (Ω) =

{

u ∈ Lp(Ω);∇u ∈ (Lp(Ω))N et u = 0 sur ∂Ω

}

.

L~p(Ω) = Lp1(Ω)× Lp2(Ω)× . . .× LpN (Ω) =
N
∏

i=1

Lpi(Ω), avec pi > 1.

X1,~p(Ω) =

{

v ∈ Lp+(Ω) telle que Dv ∈ L~p(Ω)

}

muni de la norme ‖v‖X1,~p(Ω) =
N
∑

i=1

(‖v‖Lpi + ‖Div‖Lpi ).

D(Ω) = X
1,~p
0 (Ω) =

{

v ∈ X1,~p(Ω) telle que v = 0 sur ∂Ω

}

⊆ W
1,~p
0 (Ω).

W
1,pi
xi,0

(Ω) = D(Ω)
‖.‖i

avec ‖u‖i = ‖u‖Lpi (Ω) + ‖Diu‖Lpi (Ω).

W
1,~p
0 (Ω) =

{

u ∈ Lpi(Ω) et ∂u
∂xi

∈ Lpi(Ω) avec u = 0 sur ∂Ω ∀i = 1, . . . , N

}

.

W
1,−→p
loc (RN) =

{

u : RN −→ Rmesurable telle que

∫

K

|u|pi < +∞ et

∫

K

|Diu|
pi < +∞, ∀i et KComp ⊂ R

N

}

.
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Abstract

In this paper we prove the existence and regularity of solutions distributional in an appropriate

function space for the equations elliptic nonlinear anisotropic. Our research is based on the

following example :

−divA(x, ∇u)− divg(x, u) + h(x, u) = f(x), dans R
N ,

where the pi, i = 1, . . . , N verifies



























p < N,
1

p
=

1

N

N
∑

i=1

1

pi
,

pi > 1 and
p(N − 1)

N(p− 1)
< pi <

p(N − 1)

N − p
, i = 1, . . . , N,

s > pi, i = 1, . . . , N.

We prove that the solution u has regularity

u ∈

n
⋂

i=1

W
1,qi
loc (RN), 1 ≤ qi <

N(p− 1)

p(N − 1)
pi
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p < N, 1
p
= 1

N

N
∑
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pi
,

pi > 1 et p(N−1)
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N−p

, i = 1, . . . , N,

s > pi, i = 1, . . . , N.

(M. 	àAÔgX 	áK. . Ð 	XA�J�

B@ 	¬Q£ 	áÓ 2005

�é 	J� Pñ �� 	�ÖÏ @ [5] ÈA�®ÖÏ @ 	áÓ A�A�

@ úkñ�J�ÖÏ @

(F. ø
 PA
�J	m× �PA 	̄ Pñ�J»YË@ 	¬Q£ 	áÓ 2013

�é 	J� �èPñ �� 	�ÖÏ @ [22] �éËA �®ÖÏ @ úÎ« XAÒ�J«B @ð Bendahmane)

[9]. H. A
�JºË@ð Mokhtari)

Agñ 	�ð Q��»

@ AêÊªk. Ég.


@ 	áÓ 	á�
ë@Q�. ÊË É� 	®ÖÏ @ð ú
j. î

	DÖÏ @ hQ¢Ë@ éJ

	̄ ú«@QK
 ÉÒªË@ iJ.��
 ú �æk @ 	Yëð

�éËA �®� ½ÊÖß
 u ÉmÌ'@ Éªm.�
�' ú


�æË @ ©�ð

@ PñêÒm.Ì

u ∈

N
⋂

i=1

W
1,qi
loc (RN), 1 ≤ qi <

N(p− 1)

p(N − 1)
pi.



Résumé

Dans ce mémoire nous prouvons l’existence et la régularité des solutions distributionnelles dans

un espace de fonction approprié pour des équations elliptiques anisotropes non linéaires.

Considérons l’équation suivante :

−divA(x, ∇u)− divg(x, u) + h(x, u) = f(x), dans R
N ,

ou’ les pi, i = 1, . . . ., N vérifier























p < N, 1
p
= 1

N

N
∑

i=1

1
pi
,

pi > 1 et p(N−1)
N(p−1)

< pi <
p(N−1)
N−p

, i = 1, . . . , N,

s > pi, i = 1, . . . , N.

Nous prouvons que la solution u possède la régularité

u ∈

N
⋂

i=1

W
1,qi
loc (RN), 1 ≤ qi <

N(p− 1)

p(N − 1)
pi
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