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T H È S E

Pour obtenir le diplôme de
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2.4.1 Application du théorème 2.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Existence pour un système de deux équations 38
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Notations

Ω : un ouvert borné de R
N

∂Ω : frontière topologique de Ω

x = (x1, · · · , xN) : point générique de R
N

dx = dx1dx2 · · · dxN : mesure de Lebesgue sur Ω

Q = Ω× ]0 , T [ t : variable du temps, T > 0

Σ = ∂Ω× ]0 , T [

Ω : l’adhérence de l’ensemble Ω

Pour deux vecteurs v = (vi)1≤i≤m et w = (wi)1≤i≤m, la notation v ≤ w désigne vi ≤ wi,

∀i = 1, · · · ,m et [v]kw = (v1, · · · , vk−1, wk, vk+1, · · · , vm), pour k = 1, · · · ,m.

⇀ : la convergence faible

p.p. : presque partout

V : un espace de Banach

H : un espace de Hilbert

V ′ : le dual topologique de V

〈., .〉V ′×V : le crochet de dualité entre l’espace V et son dual topologique V ′

‖.‖ : la norme sur l’espace de Banach V

(., .) : le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H

|.| : la norme sur l’espace de Hilbert H

R
m×N : l’espace des matrices réelles.

Id : désigne la matrice d’identité.

∇v = ( ∂v
∂x1

, ∂v
∂x2

, · · · , ∂v
∂xN

) : gradient de v : Ω −→ R

∇u = (∇u1,∇u2, · · · ,∇um) ∈ Mm×N : matrice, où u : Q −→ R
m

f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0) : la partie positive et négative de la fonction f

C 0(R) : l’espace des fonctions continues
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Notations

Lp(Ω) =

{

f : Ω −→ R mesurable,

∫

Ω

|f(x)|pdx < ∞

}

: espace de Lebesgue

D(Ω) = C ∞
0 (Ω) : espace des fonctions différentiables et à support compact dans Ω

D(Q) = C ∞
0 (Q) : espace des fonctions différentiables et à support compact dans Q

C k(Ω), C k(Q) : espace des fonctions k-fois continûment différentiables dans Ω, Q

D ′(Ω) = (D(Ω))′ : l’espace des distributions

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); ∇u ∈ Lp(Ω)} : un espace de Sobolev, 1 ≤ p ≤ ∞

W
1,p
0 (Ω) : la fermeture de C∞

0 (Ω) dans W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞

W−1,p′(Ω) : le dual topologique de l’espace W
1,p
0 (Ω) (

1

p
+

1

p′
= 1)

H1(Ω) = W 1,2(Ω) : un espace de Sobolev

C ([0, T ];V ) : espace des fonctions continues à valeurs dans l’espace de Banach V

Lp(0, T ;V ) =

{

u : ]0 , T [−→ X mesurable,

∫ T

0

‖u(t)‖pV dt < ∞

}

;

‖f‖Lp(0,T ;V ) =

(
∫ T

0

‖u(t)‖pV dt

)

1

p

L∞(0, T ;V ) = {u : ]0 , T [−→ V mesurable; ∃C > 0, ‖u(t)‖V ≤ C p.p.t ∈ ]0 , T [} ;

‖u‖L∞(0,T ;V ) = inf {C > 0; ‖u(t)‖X ≤ C p.p.t ∈ ]0 , T [}

D([0, T ];V ) : espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact

et à valeurs dans V .

C α(Q) = {u : Q → R; ∃C > 0, ∃α ∈]0, 1]; |u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|α, ∀x, y ∈ Q}

l’espace des fonctions Höldériennes d’exposant α.
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Résumé : Dans cette thèse, nous étudions l’existence de solutions bornées pour le système

parabolique quasi-linéaire

(P )































∂uγ

∂t
−

N
∑

i,j=1

∂

∂xi

(Ai,j(u)
∂uγ

∂xj

= Gγ(u,∇u) + F (u,∇u)Duγ dans Q, γ = 1, · · · ,m,

u = 0 sur Σ,

u(0) = u0 dans Ω,

où le premier terme du membre de droite de ce système Gγ(u,∇u) a une croissance qua-

dratique par rapport à ∇u, le second terme F (u,∇u)∇uγ, où F a une croissance sous-

linéaire par rapport à ∇u. Nous approchons le système (P ) en remplaçant Gγ et F par

Gγ
ε = Gγ (1 + ε|Gγ|)−1, Fε = F (1 + ε|F ||∇u|)−1, puis nous montrons que le système

approché du système (P ) admet au moins une solution bornée notée uε ; d’autre part,

nous prouvons une estimation (L2(0, T ;H1

0
(Ω)))m sur uε, puis la convergence forte dans

(L2(0, T ;H1

0
(Ω)))m de uε ; et enfin nous passons à la limite dans le système approché du

(P ).

Mots clés

Systèmes quasi-linéaire parabolique, croissance quadratique, sous et sur-solutions, solutions

bornées.

Math Sujet Classifications : 35K40, 35K59, 35K51.



Abstract : In this thesis, we prove the existence of bounded solutions for quasilinear

parabolic system :

(P )































∂uγ

∂t
−

N
∑

i,j=1

∂

∂xi

(Ai,j(u)
∂uγ

∂xj

= Gγ(u,∇u) + F (u,∇u)Duγ in Q, γ = 1, · · · ,m,

u = 0 on Σ,

u(0) = u0 in Ω,

where the first term of the right hand side of this system Gγ(u,∇u) having a quadratic

growth with respect to ∇u, the second one F (u,∇u)∇uγ, where F having a sublinear

growth with respect to ∇u. We approximate the system (P ) by replacing Gγ and F by

Gγ
ε = Gγ (1 + ε|Gγ|)−1, Fε = F (1 + ε|F || ∇u|)−1. Then we prove that the approximated

admits at least one bounded solution, denoted uε. Secondly we prove an (L2(0, T ;H1

0
(Ω)))m-

estimate for uε, then the strong convergence in (L2(0, T ;H1

0
(Ω)))m of uε ; and finally we pass

to the limit in the approximated system of (P ).

Key words : Quasilinear parabolic systems ; quadratic growth ; upper and lower solu-

tions ; bounded solutions.

Math Subject Classifications : 35K40, 35K59, 35K51.
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