
❘é♣✉❜❧✐q✉❡ ❆❧❣ér✐❡♥♥❡ ❉é♠♦❝r❛t✐q✉❡ ❡t P♦♣✉❧❛✐r❡

▼✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧✬❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❙✉♣ér✐❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡

➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡

❑♦✉❜❛✱ ❆❧❣❡r

▼é♠♦✐r❡ ♣rés❡♥té ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❣r❛❞❡ ❞❡ ♠❛❣✐st❡r
P❛r ✿ ▼♦❤❛♠❡❞ ▲❛♠✐♥❡ ▼❖❙❚❊❋❆■

❙♣é❝✐❛❧✐té ✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❖♣t✐♦♥ ✿ ❆♥❛❧②s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ❞✬❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s

♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✬❡❛✉

❙♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥s✐❡✉r ❨♦✉❝❡❢ ❆❚■❑✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡

❙♦✉t❡♥✉ ❧❡ ✵✼✴✵✻✴✷✵✶✻

❉❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ✿

▼✳ ❆❜❞❡❧❤❛✜❞ ▼❖❑❘❆◆❊ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❊◆❙ ❑♦✉❜❛ Prés✐❞❡♥t

▼✳ ❆❜❞❡❧❛③✐③ ❈❍❖❯❚❘■ ▼❈❆✱ ❊◆❙ ❑♦✉❜❛ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✳ ❊❧ ❍❛❝❡♥❡ ❖❯❆❩❆❘ ▼❈❆✱ ❊◆❙ ❑♦✉❜❛ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✳ ▼♦❤❛♠❡❞ ❑❍❖❉❏❆ ❈❤❡r❝❤❡✉r✱ ❉❚❉ ❇♦✉♠❡r❞❡s ■♥✈✐té

▼✳ ❨♦✉❝❡❢ ❆❚■❑ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❊◆❙ ❑♦✉❜❛ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ♠é♠♦✐r❡



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ✸

✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✻

✶✳✶ Pr❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✹ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋ré❝❤❡t✲❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✺ ▲❡ ❞❡❣ré t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉①

✶✻

✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✷ ▲❡ ❣✐s❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✹ ▲❡s ➱q✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✺ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡r✈♦✐rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✸✵

✸✳✶ ❙❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✷ ❙❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✸ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✹ ▲✬st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❧❛té❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✺ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✻ ❚❡st ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
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✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ✽✶

✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✉▼✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
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✺ ❆♥♥❡①❡ ✾✸
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✶ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✷ ❈♦✉♣❡ t②♣✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✸✳✶ ♠❛✐❧❧❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✷ ●r❛♣❤❡s ❞❡s ♠♦❜✐❧✐té❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞✬❤✉✐❧❡ ❡t ❞✬❡❛✉ ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ✳ ✳ ✼✾

✸✳✸ ●r❛♣❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✉❦❧❡②✲▲❡✈❡r❡tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✹ ●r❛♣❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✺ ●r❛♣❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
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✹✳✷ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t✉t♦r✐❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❛✉① ❜♦r❞s ✽✹

✹✳✸ Pr♦✜❧❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✉✐❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✜♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✹ Pr♦✜❧❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❡❛✉ à ❧✬✐♥st❛♥t ✜♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✺ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ t❡st ✶ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✻ Pr♦✜❧❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✉✐❧❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❡❛✉ à ❧✬✐♥st❛♥t ✜♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✼ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ t❡st ✷ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥s✐❞érés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✽ Pr♦✜❧❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✉✐❧❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❡❛✉ à ❧✬✐♥st❛♥t ✜♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✾ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ t❡st ✷ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥s✐❞érés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✶✵ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t❡st ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✶✶ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬❤✉✐❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥

❞✬❡❛✉ à ❧✬✐♥st❛♥t ✜♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✶✷ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ t❡st ✹ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✶✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✶✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬❤✉✐❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥

❞✬❡❛✉ à ❧✬✐♥st❛♥t ✜♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵



◆♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ✿

✖ Ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡❧ q✉❡ Ω ⊂ R
d ❡t d = 1, 2...

✖ Γ = ∂Ω ✿ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω

✖ x = x, (x, y) ✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s Ω ⊂ R
d

✖ t, T ✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❡t t❡♠♣s ✜♥❛❧✱ ❡♥ (s)

✖ ΩT = Ω×]0, T [✳

✖ divu = ∇ · u =
∑d

i=1

∂u
∂xi

✖ h ✿ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s Ω ✱❡♥ (m)

✖ δt ✿ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❛♥s (0, T )✱ ❡♥ (s)

✖ φ = φ(x) ✿ ♣♦r♦s✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ❡♥ (%)

✖ K = K(x) ✿ t❡♥s❡✉r ❞❡s ♣❡r♠é❛❜✐❧✐tés ❛❜s♦❧✉❡s ❡♥ ✭❉❛r❝②✮

✖ i = w, o ✿ ✢✉✐❞❡ ♠♦✉✐❧❧❛♥t (w = ❧✬❡❛✉✮ ❡t ♥♦♥ ♠♦✉✐❧❧❛♥t (o = ❧✬❤✉✐❧❡ ✭♦✉ ❜✐❡♥ i = n

❧✬❤✉✐❧❡✮✮

✖ si = si(x, t) ✿ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ i (i = o( ♦✉n), w)✱ ❡♥ (%)

✖ pi = pi(x, t) ✿ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ i (i = o( ♦✉n), w)✱ ❡♥ (Pa)

✖ p = p(x, t) ✿ ♣r❡ss✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ (Pa)

▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✿

✖ ρi ✿ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ i✱ i = o( ♦✉n)w✱ ❡♥ (g.m−3)

✖ µi ✿ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ i✱ i = o( ♦✉n), w✱ ❡♥ (Pa.s)

✖ ~g ✿ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r✱ ❡♥ (m.s−2)

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✿

✖ kri = kri(s) ✿ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ i✱ i = o( ♦✉n), w

✖ λi = λi(s) ✿ ♠♦❜✐❧✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ i✱ i = o( ♦✉i = n), w,

✖ λ = λ(s) ✿ ♠♦❜✐❧✐té t♦t❛❧❡

✖ pc = pc(s) ✿ ♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡

✖ ϕ = ϕ(s) ✿ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ s

✖ f = f(s) ✿ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ s

✶



▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✿

✖ Lp(Ω) ✿❂{f ;Ld✲♠❡s✉r❛❜❧❡ s✉r Ω | ‖f‖ < C < ∞}, 1 ≤ p < ∞

✖ L∞(Ω) ✿❂{f ;Ld✲♠❡s✉r❛❜❧❡ s✉r Ω |
∫

Ω
|f | < ∞Ld−♣✳♣✳s✉r Ω}

✖ Lp(Ω;RN) ✿ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s u : Ω −→ R
N ❛✈❡❝

∫

Ω
|u(x)|pdx < ∞

✭Ω ⊂ R
N ♦✉✈❡rt✱ 1 ≤ p < ∞✮✳

✖ L
p
loc(Ω) ✿❂{f : Ω −→ R; f ∈ Lp(ω) ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ω ⊂ Ω}

✖ Wm,p(Ω) = {w ∈ Lp(Ω);Dδw ∈ Lp(Ω); pour‖δ‖ :=
∑d

i=1
δi ≤ m}

✖ Hm(Ω) := Wm,2(Ω)✱ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❞✬♦r❞r❡ m

✖ Cm(Ω) := {f : Ω −→ Rt❡❧ q✉❡ Dδ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r Ω, |δ| :=
∑d

i=1
δi ≤ m}

✖ Cm
0
(Ω) : ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡Cm(Ω) à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s Ω

✖ M(Ω) ✿ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❘❛❞♦♥ s♦♠♠❛❜❧❡s s✉r Ω ✳

✖ H(div; Ω) :=
{

~q ∈ (L2(Ω))d | div(~q) ∈ L2(Ω)
}

✳

✖ P♦✉r X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ♦♥ ♥♦t❡ Lp(0, T ;X)✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Lp(0, T ;X) = {f : (0, T ) → X | ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❛✈❡❝
∫ T

0
(‖f ‖X)

pdx < ∞}

✷
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❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠✲

♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ✢✉✐❞ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣ ♠❡❞✐❛✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♦✐❧ r❡❝♦✈❡r②✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❛♥❞ ❝♦❡r✈✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✭❢♦r ♣r❡ss✉r❡✮ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❢♦r s❛✲

t✉r❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❤②❜r✐❞ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡✳

❚❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ✐♥ t✐♠❡

❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉① ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❤②❜r✐❞ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭t❤✐s ♣❡r♠✐t t♦

❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s✐tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ♦♥ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧

♠❡s❤✮✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢✉① ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ♦❢

s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ ●♦❞✉♥♦✈✬s t②♣❡ s❝❤❡♠❡✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❜❧❡♠✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t♦r ❉✉▼✉①

❢♦r ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✭♦✐❧✲✇❛t❡r✮ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ r❡❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ♦✐❧ r❡s❡r✈♦✐r✳



❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❞✐s❝rét✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❡t ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s

❡t ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s❡❝♦♥❞❛✐r❡

❞✉ ♣étr♦❧❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠é ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❝♦❡r❝✐t✐✈❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ♣r❡s✲

s✐♦♥✮ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞é❣é♥éré❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✭♣♦✉r ❧❛

s❛t✉r❛t✐♦♥✮✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❤②❜r✐❞❡s✳

◗✉❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞é❣é♥éré❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐♠♣❧✐✲

❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡s ✢✉① ❞✐✛✉s✐❢s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❤②❜r✐❞❡

✭❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❤étér♦❣è♥❡ s✉r

✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ très ❣é♥ér❛❧✮✳

▲❡s ✢✉① ❝♦♥✈❡❝t✐❢s ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

✈❛r✐❛❜❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s✮ s♦♥t tr❛✐tés ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ●♦❞✉♥♦✈✳

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s

é❝r✐ts ❡♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ é✈♦❧✉é ❈✰✰✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ ❉✉▼✉①✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✐♠✉❧❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ❡❛✉✲❤✉✐❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉①

ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ré❡❧s ❞❡ rés❡r✈♦✐r✳


